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Uvod

V této diplomové praci se budeme soustiedit na koncept orientace vektorového
prostoru z didaktického hlediska. Pokusime se osvétlit, pro¢ byva souhlasnost
dvou bazi definovdana pomoci znaménka determinantu jejich matice prechodu
a jak souhlasnost bazi s orientaci vektorového prostoru souvisi.

V celé praci budeme pracovat pouze s vektorovymi prostory koneéné dimenze
n € N a navic jenom nad polem reélnych ¢isel. Casto budeme predpokladat, ze se
dokonce jedna o vektorovy prostor se standardnim skaldrnim sou¢inem, abychom
mohli pracovat napiiklad s kolmosti, velikostmi tihlu a objemem. Je zdsadni po-
dotknout, ze samotny koncept orientace vektorového prostoru skalarni soucin
nevyzaduje, avsak jeho predpoklddani ndm usnadni, ba viubec umozni popis in-
tuitivnich uvah, na kterych je celda prace diky jejimu didaktickému charakteru
zalozena.

Cilem prace je nazorné priblizit téma orientace vektorového prostoru stu-
dentum prvniho nebo druhého roéniku vysoké skoly, kteti se s ni z odborného hle-
diska setkavaji poprvé. Zvédavi sttedoskolaci v textu mohou také objevit spoustu
zajimavych myslenek, avsak odbornému porozumeéni textu prace by mohla branit
neznalost vektorovych prostorﬁﬂ matic, determinantu a permutaci. Je tedy na mi-
sté tict, ze prestoze je prace orientovana didakticky, predpoklada zakladni znalosti
z linearni algebry.

K napsani této prace jsem byl motivovan predevsim proto, ze v odborné li-
terature se tomuto tématu nevénuje prilis pozornost. Obvykle se zac¢ina definici
souhlasnosti dvou bézi ve smyslu definice [3.10] ale vlastné neni jasné, pro¢ zrovna
tato definice je vhodna a proc¢ pak vsechno funguje tak, jak ndm napovidé intuice.
Proto v praci kladu duraz predev§im na samotnou intuitivni predstavu, ke které
nabadame obrazky a ¢asto neformalnimi popisy, a teprve na tu déle navazujeme
matematickymi vypocty, kterymi nase myslenky formalizujeme. Tento postup by
meél usnadnit ¢tenari pochopeni jednotlivych konceptii, pomoci s jejich vizualizaci
a propojit intuitivni vnimani orientace vektorového prostoru s jeji matematickou
definici.

Konkrétné pak v knize [Be| je téma orientace vektorového prostoru zcela
vynechdno. Zndm4 ucebnice [Se|, podkapitola 1.13, strany 100-102, se tomuto
tématu sice v ramci afinnich prostoru alespon vénuje, avsak po kratkém tvodu
s popisem predstavy souhlasnosti dvou bézi je uz uvedena definice 1.13.2E] ktera
je analogickd zminované definici [3.10] Mezi knihy, které se orientaci vénuji tro-
chu podrobnéji, patii napiiklad [By] a [Ma], ale v obou piipadech se myslenky
nezobecni do prostoru dimenze n € N. Probira se zde orientace ptimky a ro-
viny, v [By| navic orientace trojhranu os, odlisuji se zde dale jakési dva pohledy
na orientaci (ndzorna a matematickd), ale samotné propojeni na mé nepusobilo
intuitivné a pfirozené. Ze zahrani¢ni literatury muzeme téma orientace najit
napiiklad v knize [Ha], kapitola 25, strany 267-272, kde je studovano v souvislosti
se shodnymi zobrazenimi, avsak pouze v eukleidovské rovinéﬂ

'Hojné pouzivam napiiklad pojmy vektor, bdze vektorového prostoru, dimenze, vektorovy
podprostor a souradnice vzhledem k néjaké bazi.

2V knize je chybné oznagens jako definice 1.12.2, coz pravdépodobné zpiisobil piepis.

30dlisf se pifmé shodnosti (id, rotace a posunut{) a neptimé shodnosti (osové soumérnost).



Z téchto duvodu jsem vétsinu prace vypracoval samostatné s tim, ze obcas od-
kazuji na knihu [Be| pro vysvétleni nékterych pojmu v piipadé, Ze se s nimi ¢tenar
zatim nesetkal. Prvni a ctvrtou kapitolu jsem vypracoval zcela samostatné; jed-
nou odkazuji na [Be], jelikoz poprvé pouzivam pojem linedrni kombinace. V ka-
pitole 2 knihu [Be| vyuzivam v souvislosti s ivodem do permutaci v podkapi-
tole 2.4, konkrétné odkazuji na zédkladni vysledky z teorie permutaci (permutace
jako slozeni transpozic ¢ nezavislych cyklu) a na poznatky souvisejici s gru-
pami permutaci a faktorizaci S, (grupu S,, lze faktorizovat podle jeji normalni
podgrupy A,,); zbytek této kapitoly jsem vypracoval samostatné. Ve tieti kapitole
pouzivam z knihy [Be] definici matice prechodu, jelikoz sdm tuto definici zdmérné
uvadim az v podkapitole 3.2, dale tvrzeni, ze ,,po kolmici je to nejkratsi“, vétu
o nasobeni determinantu a koneéné vétu popisujici Gramuv-Schmidtuv ortogo-
nalizac¢ni proces, ktery v upravené formé uvadim do souvislosti s orientaci v pod-
kapitole 3.3. Vsechna tii tvrzeni z knihy [Be] pfebirdm proto, abychom v této
praci mohli preskocit jejich dukazy, a tim celou préaci zprehlednit — dulezita je
souvislost s tématem orientace, ktera takto nezanikne. Zbytek kapitoly 3 jsem
vyhotovil samostatné. Vsech 19 obrazku, které se v praci vyskytuji, jsem samo-
statné vytvoril v softwaru GeoGebra.

V prvni kapitole se vénujeme predevsim budovani predstavy souhlasnosti dvou
bazi, a to na ptrikladech prostoru dimenze 1, 2 a 3. Vyklad je doplnén poznamkami,
které poukazuji na klicové vlastnosti souhlasnosti, aby ¢tenai v dalsich kapitolach
vedeél, jaké vlastnosti ma smysl o¢ekavat, coz muze usnadnit porozumém’.ﬁ] Konec
prvni kapitoly je vénovan prostorum dimenze 4 a vyssi, kde se pokousime objevit
cestu, jak koncept souhlasnosti dvou bazi systematicky rozsitit dal.

Poté budeme koncept orientace postupné formalizovat. Nejprve budeme sou-
hlasnost dvou bazi vnimat tak, ze je jednu bazi mozné prevést na druhou pouhym
otocenim. U obecnych souhlasnych bazi to vSak vétsinou mozné nem’E] a proto
se omezime pouze na mnozinu béazi ortonormalnich. Pro tento specialni ptipad
odvodime klicové vlastnosti zminované v prvni kapitole (zdména vektoru v bazi
¢i vymeéna jednoho z vektoru za vektor vicéi nému opacény vytvoii bazi s puvodni
nesouhlasnou). Navic zjistime, ze nemé smysl v prostoru dimenze n € N uvazovat
orientaci vektorového podprostoru dimenze ostie nizsi nez n, protoze baze ta-
kového podprostoru jsou v prostoru dimenze n vSechny navzajem souhlasné.
Konecné téma propojime s teorii permutaci a ukazeme souvislost s jejich zna-
ménkem. Jelikoz je znaménko permutace jednim z klicovych pojmu tématu ori-
entace, budeme se mu vénovat podrobnéji a propojime jeho obvyklou definici
s na$i nazornou predstavou.

Daéle se pokusime rozsitit nase chapéani souhlasnosti dvou bazi na mnozinu
vSech béazi daného prostoru. Vyuzijeme k tomu myslenky pocatecni kapitoly,
které propojime s definici poloprostorul’| Vzpomeneme si na to, ze vektory baze
urcuji néjaky n-rozmérny rovnobéznostén, a vSimneme si, ze spojity prechod jed-
noho z vektoru do opacného poloprostoru je spojen se spojitym prechodem ob-

4Napiiklad, ze se jednd o relaci ekvivalence, kterd indukuje rozklad mmnoziny vech bézi
daného prostoru na praveé dveé tridy.

®Vektory mohou mit rizné velikosti a svirat tihly rtznych velikosti.

6Tato definice vsak nebude koincidovat s geometrickou definici poloprostoru, jelikoz my
zamérné nebudeme povazovat hranici za jeho soucast.
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jemu tohoto rovnobéznosténu pres hodnotu 0. Pti téchto motiva¢nich tvahéch
zacneme postupné budovat koncept determinantu, ktery spojime s orientova-
nou verzi zminovaného objemuﬂ Ukazeme, ze determinant (ve smyslu oriento-
vaného objemu) horni trojihelnikové matice spocitdme snadno jako soucin jejich
diagondlnich prvku. U obecné matice zacneme citit problém, a tak prijdeme
s uvahou prevést ji jistymi tdpravami na matici horni trojihelnikovou, jako to
délame naptiklad pfi feSeni soustav linearnich rovnic pomoci Gaussovy eliminaéni
metody. Dale budeme pouzivat uz jenom pojem determinant s tim, ze na rozdil
od objemu ho budeme vnimat jako pojem ,relativni “.|§| Na zaklade této predstavy
jednotlivé elementarni dpravy odvodime a poté konecné determinant ¢tvercové
matice definujeme, a to jako hodnotu uréenou jednoznaéné nami popsanym (a od-
vozenym) zpusobem vypocCtu. V zavéru tfeti kapitoly jesté podrobnéjsim zkou-
manim matic prechodu a jejich determinantu rozsitime zpusob posuzovani sou-
hlasnosti dvou bazi na dvojice obecnych béz:iﬂ a konecné ukazeme souvislost
s ortonormaliza¢ni verzi Gramova-Schmidtova ortogonalizaéniho procesu, ¢imz
rozsitime vSechna pozorovani z predchozi kapitoly na mnozinu vSech bazi daného
prostoruﬂ.

V zavérecné kapitole vyuzijeme nabytych znalosti o relaci souhlasnosti na celé
mnoziné vSech bazi daného prostoru a definujeme samotnou orientaci vektorového
prostoru. Pak uz jenom upozornime na neptesné Vyjadi"ovém'ﬂ které se u tohoto
tématu casto pouziva, a praci zakonc¢ime seznamem ruznych oblasti, kde se s ori-
entaci vektorového prostoru muzeme setkat.

V literature je také kromé chatrné motivace tématu orientace obvyklé, ze se
znaménko permutace definuje pomoci inverzi. Osobné tento postup pokladam
za velmi neintuitivni, a proto je v préaci pfirozené obsazena i motivace této de-
finice; vychazime z pojmu transpozice, jejiz aplikaci povazuji za velmi snadno
predstavitelnou. Mimo orientaci vektorového prostoru a znaménko permutace se
nam v praci také dafi motivovat souvislost determinantu matice pfechodu mezi
dvéma bazemi se souhlasnosti téchto bazi. Pravé motivacni stranka je pro tuto
préaci stézejni. Davame proto zameérné prednost misty neformalnimu vyjadirovani,
které ma zajistit ndzornost a snazsi pochopeni, pfed naprostou matematickou
presnosti. Diky tomu muzeme pracovat konstruktivné a jednotlivé definice nam
nemusi ,,padat z nebe“.

"Aby to bylo mozné, uvazujeme v této éasti pouze determinant matice pifechodu od obecné
baze k bazi ortonormadlni. Zarovenn poukazujeme na rozdily mezi objemem a determinantem,
aby Ctenal nenabyl dojmu, zZe se oba pojmy nijak nelisi.

8Determinant matice prechodu zdvisi na obou patfi¢nych bazich (relativita) a je nezdvisly
na skalarnim sou¢inu. Objem rovnobéznosténu zavisi pouze na bazi, jejiz vektory toto téleso
urcuji.

9Dosud jsme se soustiedili piedevéim na posuzovani souhlasnosti obecné béze s bézi kano-
nickou.

10pted tim se vztahovala pouze na mnozinu véech ortonormalnich bézi daného prostoru.

110 dvou souhlasnych bazich se nepiesné ik, ze maji stejnou ,orientaci“. Orientace je véak
vlastnost celého prostoru, na rozdil od nalezeni do jedné z rozkladovych t¥id ekvivalence ,, byt
souhlasna*, coz je vlastnost kazdé z jeho bazi.






1. Intuitivni predstava

Vezméme si do ruky néjakou botu. Bez vétsich potizi bychom méli byt schopni
rozlisit, zda je leva, nebo pravé. Zadnd bota nenf zéroven levé i pravd, ale lze ji
zaradit pravé do jedné z téchto dvou tiid. O dvou pravych, resp. o dvou levych
botach muzeme fict, ze jsou navzajem souhlasnéf—_jl o levé a pravé boté naopak
fekneme, ze jsou nesouhlasné. Koncept orientace vektorového prostoru vychéazi
z této myslenky, kdy v daném prostoru rozliSujeme pravé dvé ruzné tridy roz-
kladu, ktery indukuje ekvivalence , byt souhlasna“ na mnoziné véech jeho bazi "]

Otazka 1.1. Co znamend, Ze jsou dvé bdze daného prostoru souhlasné?

Pokud 1ze jednu béazi prevést na druhou pouhym otocenim, pak uz jsou jisté
souhlasné. Opacnd implikace vSak neplati: Vezméme si napiiklad pravy pantofel
velikosti 38 a pravy sandal velikosti 44. Obé boty jsou pravé, tedy souhlasné, avsak
jisté na sebe nejdou prevést néjakym otocenim. Podobné je to u bazi — mohou
mit vektory ruznych velikosti, dokonce muzou mit obé baze jiny ,,tvar“PE] a presto
byt navzajem souhlasné.

Problém s velikosti a ,,tvarem“ muzeme vytesit naptiklad podminkou orto-
normality.

Poznamka 1.1. Plati:

Pokud je jedna baze pouhym otocenim druhé, pak jsou navzdajem souhlasné.
Ortonormdlni bdze je pouhym otocenim druhé ortonormdlni bdze pravé tehdy,
kdyz jsou navzdjem souhlasné.

Nejprve nahlédnéme na situaci v 1D, 2D a 3D a pokusme se na tuto otazku od-
poveédét tam. Poté muzeme ziskané myslenky rozsitit do dalsich dimenzi, po¢inaje
4D, na kterém to predvedeme.

Poznamka 1.2. V celé prdaci se budeme zabyvat pouze vektorovymi prostory
konecné dimenze nad télesem redlngch cisel. Vétsinou budeme navic predpokldadat,
Ze v prostoru mame standardni skaldrni soucin.

1.1 Vektorova pifimka (1D)

Vektorovou piimku budeme modelovat slamkou: Vezméme si bréko a na jeden
z jeho koncu prilepme list papiru. Vhod'me dovnitf sirku, kterd m4 pravé na jed-
nom z jejich koncu siru. Jsou dvé moznosti: Sira sméfuje k papiru, nebo od néj.

Za predpokladu, ze sirku z bréka nevytahneme, nemuzeme jeden stav zménit
na druhy. Kazdy ze stavu urcuje jednu tiidu rozkladu, ktery indukuje nase ekvi-
valence: O dvou sirkach fekneme, zZe jsou souhlasné prave tehdy, kdyz sira u obou
sméiuje bud k papiru, nebo od néj.

12Ve smyslu pravosti/levosti.

13Samotn4 orientace vektorového prostoru pak znamend volbu jedné z téchto tiid za kladnou;
druhou tfidu poklddame za zdpornou.

4 Napiiklad baze ((1,0,0)T7 (0,1,0)7, (0,0, 1)T) a ((3, L), (1,7,-5)7T, (—671,2)T). Pokud
méame k dispozici skalarni sou¢in, muzeme spocitat, ze prislusné dvojice vektoru sviraji dhly
ruznych velikosti.



Popsanou situaci znézornuje obrazek:

sira sméfuje k papiru sira sméfuje od papiru

Z pohledu linedrni algebry jsou v 1D dvé bdze B = (ii;) a C' = (¥;) souhlasné
prave tehdy, kdyz je v; kladnym nédsobkem vektoru ;:

Baze B = (41),C = (¥) jsou souhlasné <= da; € R,ay > 0: 7 = ay - 1.

Poznamka 1.3. B, C jsou nesouhlasné pravé tehdy, kdyz je vy zdporngm ndsob-

kem ;. Nemd smysl uvazovat nulovy ndsobek, protoze pak by byl porusen predpo-
klad, ze B ©+ C' jsou badze.

Vsimnéme si, ze pokud vyménime vektor u; za opacny, vytvorime bazi s pu-
vodni nesouhlasnou — podobné jako kdybychom vytahli sirku z brcka a vlozili ji
tam obracené.

Poznamka 1.4. Vymeénou vektoru za vektor k nému opacny vytvorime bdzi, kterd
je s puvodni nesouhlasnd.

1.2 Vektorova rovina (2D)

Vektorovou rovinu budeme modelovat pomoci analogovych hodin: Predstavme
si, ze mame na zdi zastavené hodiny s minutovou a hodinovou rucickou, které
napfiiklad ukazuji cas 2:00@ Predstavme si kruznici se stredem v ciferniku, kterou
obé rucicky protinaji, a tedy ji rozdéluji na dva oblouky. Zvolme kratéﬂ z nich
a po jeho obrysu si predstavme Sipku od jedné rucicky ke druhé. Podle toho,
kterou rucicku si zvolime za ,,prvni“ a kterou za ,druhou®, bude sipka smérovat
bud po sméru hodinovych ruéicek, nebo proti nému.

Za predpokladu, ze hodiny ze zdi nesundame, se tato vlastnost Sipky nezméni,
a to ani otacenim cifernikum Kazdy ze dvou smeéru sipky urcuje jednu tiidu
rozkladu: O dvou uspotradanych dvojicich ruéiéekﬂ fekneme, ze jsou souhlasné
pravé tehdy, kdyz se shoduji sméry jejich éipekH

15Pro n4s pifklad miize byt ¢as téméi libovolny; potieba je vyhnout se pifpadiim, kdy rucicky
lezi na spole¢né piimce, protoze tehdy vektory rucicek netvoti bazi vektorové roviny, jelikoz jsou
linedrné zavislé.

16Dokud jsou vektory ruéicek linedrné nezavislé, maji oblouky rtizné, kladné délky.

1"Ptipomindm, Ze hodiny jsou zastavené, a predpoklddam, Ze ke zméné indikovaného &asu
na hodinéch je potfeba hodiny ze stény sundat. Pokud bychom ¢as zménily, mohlo by se stat,
ze se smér Sipky otoc¢i. Napiiklad zména na 2:30 by pro stejnou volbu poradi rucicek smeér Sipky
obratila.

18Klidné kazda dvojice mize ukazovat odlisny ¢as, aviak stéle ruéicky zaddné dvojice nesmi
lezet na spole¢né piimce.

19Ve smyslu po sméru hodinovych rugi¢ek vs. proti nému.
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Obrazek ilustruje oba mozné smeéry Sipky:

po sméru (od minutové k hodinové) proti sméru (od hodinové k minutové)

Jelikoz pouhym otocenim smér Sipky nezménime, muzeme si posuzovani sou-
hlasnosti zjednodusit: Oba ciferniky oto¢me tak, aby jejich ,,prvni“ rucicky ukazo-
valy stejnym smérem (napifklad nahoru) P’ Hranién{ pifmka dand tfmto smérem
pak rozdéli cifernik na dvé poloviny (levou a pravou). Lze nahlédnout, ze dvojice
rucicek jsou souhlasné pravé tehdy, kdyz se obé , druhé* rucicky kazdé z téchto
dvojic po zminéném otoceni nachazi ve stejné poloviné Cifernikuﬂ (obé vlevo,
nebo obé vpravo) — jejich sipky budou pak mit stejny smeér.

Misto rucicek si nyni vezméme baze 2D prostoru B, C a souhlasnost posu-
zujme Uplné stejné. Reknéme, 7Ze pomocnym otoéenim baze B vytvoifme béazi
B' = (i, 1), kterd je s B souhlasnd[ a otocenfm béze C vytvoifme bazi
C'" = (¥1,7s), kterd je souhlasnd s C. Otoceni jsme provedli tak, aby byl v
kladnym nasobkem ;. Navic jsou dle predchoziho odstavce baze B’ a C’ sou-
hlasné pravée tehdy, kdyz vektory s a vy lezi ve stejném poloprostoru, coz je
praveé tehdy, kdyz je v takovou linearni kombinaci vektoru iy, ds, ze koeficient
u vektoru s je kladny.

Zapisme obé podminky souhlasnosti bazi B’, C’, a tedy i bazi B, Cf¥|symbo-
licky:

1. 3&16R,G1>0161:a1'ﬁ1,
2. abl,bQGR,bQ>02172:b1'ﬁ1+bg'ﬁ2.

Vsimnéme si, ze prvni z podminek je stejna jako v pripadé 1D. Navic je stéle
v platnosti poznamka 1.4}

Podotknéme, ze zaménou Vektorﬁ@ vytvorime bazi, kterd je s puvodni ne-
souhlasnd — podobné jako kdybychom zmeénili poradi rucicek (otocil by se smeér
sipky).

Poznamka 1.5. Zdmeénou dvou vektoru vytvorime bdzi, kterd je s puvodni ne-
souhlasnd.

20Nekdy otdceni nebude tieba. Napiiklad u cifernikt indikujicich 2:00 a 3:00, kde jsme si
u kazdého zvolili za ,,prvni“ minutovou rucicku, jiz obé ,,prvni“ rucicky ukazuji nahoru.

2INeodkazujme pfitom na éisla na ciferniku. Napiiklad éislo 9 je obvykle vlevo, ale otaéenim
hodin muze skonéit kdekoliv, klidné i vpravo.

22Protoze lze obé béze na sebe prevést pouhym otoéenim.

Z3Relace ,,byt souhlasnd“ je ekvivalence, a tedy je tranzitivni. Baze B, C' jsou souhlasné pravé
tehdy, kdyZz jsou souhlasné bdze B’, C’ diky tranzitivité.

24Ve smyslu jejich poradi.



1.3 Trojrozmérny vektorovy prostor (3D)

Pouzijeme piiklad s botami, ktery jsme zminili v tivodu kapitoly. Rekli jsme, ze
dvé boty jsou souhlasné pravé tehdy, kdyz jsou obé pravé, nebo obé levé.

Otazka 1.2. Co ale znamend, Ze je bota pravd, resp. leva?

Predstavme si, ze od paty ke Spicce miti Sipka udavajici smér dopredu, smérem
od podesvi ke svrsku zase Sipka udavajici smér nahoru a koneéné smérem od vnéjsi
klenby k vnitinf’] sméiuje sipka udavajici smér dovnitr. Pokud botu polozime
pred sebe (dopredu udava smér od nas k boté) tak, aby smér nahoru byl svisly
vzhiru (tj. bota stdla na své podrazce), rozlisime dle sméru dovniti- mezi botou
pravou a levou: U pravych bot miti dovnitr z naseho pohledu doleva, u levych
zase doprava.

Rozdil mezi pravou a levou botou:

nahoru nahoru
dopredu dopredu
dovnitr dovnitf
prava bota (dovniti smérfuje vievo) leva bota (dovniti smérfuje vpravo)

Misto bot si nyni vezméme ortogonalni baze 3D prostoru B a C. Oto¢me
je tak, aby jejich p¥islusné prvni vektory udévaly stejny smérf? tj. jeden byl
kladnym nasobkem toho druhého, a to stejné pro jejich pifslugné druhé vektory |
Timto otocenim vzniknou baze B’ = (i, Uz, i3), kterd vznikla z B, a tedy je s ni
souhlasnd, a C" = (U4, U, ¥3), kterd vznikla z C, a tedy je s ni souhlasné. Jako
v piikladu s hodinami posuzujeme souhlasnost bazi B’, C’ podle toho, zda jejich
treti vektory lezi ve stejnych poloprostorechlzgl (pak baze jsou souhlasné), anebo
v opacnych (pak jsou nesouhlasné).

Pozorovani 1.1. Vsechny vektory, které lezi ve stejném poloprostoru jako s,
jsou vektorovym souctem néjakého vektoru z hraniéni roviny LO{iy, U} a kladné-
ho ndsobku s, tj. jsou takovou linedrni kombinaci vektori iy, Us, U3, Ze koeficient
pred iz je kladny. Bdze B', C' jsou tedy souhlasné prdavé tehdy, kdyz tak lze
vyjddrit © vektor vs.

Pokud navic upustime od ptedpokladu ortogonality bazi B, C', nemusi byt
podminka, aby jejich piislusné druhé vektory udavaly stejny smér, splnitelna,
pokud jiz totéz pozadujeme pro prislusné prvni vektory. Muzeme se vSak spokojit
s tim, ze oba druhé vektory budou lezet ve stejné poloroviné{j_g] Tj. otocenim

25Kdybychom si botu obuli na spravnou nohu, jednalo by se o smér od malicku k palci.

26Napiiklad smér dopredu.

2TNapiiklad smér nahoru.

Z8Rozdélenfm 3D prostoru hraniéni rovinou LO{iy, iz} = LO{¥y, T2} vzniknou dva opaéné
poloprostory, kde LO M je linedrni obal mnoziny M — viz [Be], kapitola 7, strana 67, definice
7.11. Poloprostory definujeme pozdéji, viz definice

29Rozdélenfm prostoru LO{iiy, iis } hranién{ pifmkou LO{; vzniknou dvé opa¢né poloroviny.
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vzniknou takové baze B’, C’, které splnuji jak, ze 9; je kladnym nasobkem iy,
tak, ze Us je takovou linearni kombinaci vektoru 7, i, Ze koeficient u s je kladny.
Celkem tak mame tii podminky souhlasnosti bazi B’, C’, a tedy bazi B, C"

1. 3&16R,G1>01?71:a1'ﬁ1,
2. Elbl,b2ER,b2>0:172:bl-ﬁ1+bg-ﬁ2,
3. ElCl,CQ,CgER,Cg>OI?73:Cl'ﬁl+CQ'ﬁg+C3'ﬁ3.

Opét si vsimnéme, ze pokracujeme v minulém trendu — prvni dvé podminky jsou
stejné jako v ptripadé 2D.

V minulych podkapitolach jsme si vsimli, ze zdménou vektoru ¢i vyménou
vektoru za vektor k nému opacny muzeme vytvorit bazi s puvodni nesouhlas-
nou — poznamky a Vsimnéme si, ze plati i zde, avSsak nyni mame k dis-
pozici hned 6 permutaci. Mohlo by se stat, ze kazda permutaci vytvoii ,,jinak ne-
souhlasnou“ bazi, a tedy ze ekvivalence ,,byt souhlasna“ indukuje rozklad na vic
ttid nez 27 Pro jednoduchost si vezméme ortonormalni bazi.

Otazka 1.3. Co se déje, kdyz permutujeme vektory néjaké ortonormdlni bdze
Bl = (ﬁla 62763) ¢

Na pfisti strané nam na tuto otdzku odpovi obrazek.
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Nésledujici obrazek znazornuje aplikaci vSech permutaci z S3 na vektory baze Bj:

V levém sloupci jsou baze, které vznikly aplikaci sudé permutace, v pravém zase
béze, které vznikly aplikaci permutace liché. V§imnéme si, ze vSechny baze v jed-
nom sloupci 1ze na sebe prevést pouhym otoc¢enim (jsou souhlasné), ale zéroven
jsou baze v levém sloupci s bazemi v pravém sloupci navzajem nesouhlasnéFE]

Poznamka 1.6. Pri ekvivalenci byt souhlasnd“ se mnoZina vsech bdzi daného
vektorového prostoru rozpadd na prdvé 2 tridy.

Sudé permutace vytvdri bazi, kterd je s puvodni souhlasnd.

Liché permutace vytvdri bdzi, kterd je s puvodni nesouhlasnd.

30V kazdém tadku plati, ze baze v pravém sloupci vznikla z piislusné béze v levém sloupci
zaménou dvou vektoru.
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1.4 Ctyirozmérny vektorovy prostor (4D)

Zde uz nase intuice selhdva, a proto se budeme drzet trendu, ktery jsme mohli
pozorovat v minulych tfech podkapitolach.

Jak ur¢éime, zda jsou baze B a C souhlasné, ¢i nikoliv? Pomozme si opét rotaci:
Otocenim B vznikne B’ = (i1, U, U3, i4), ototenim C' zase C' = (U, Uy, U3, Uy).

Trend z minulych podkapitol byl otacet tak, aby platily podminky z ptedchozi
podkapitoly. Budeme tedy otacet tak, aby platily vSechny 3 podminky ze 3D. Déle
rozdélime 4D prostor na dva 4D poloprostoryﬂ Souhlasnost bazi pozname tak,
ze vektory iy, U4 lezi ve stejném 4D poloprostoru.

Béaze B a C tedy otocime tak, aby:
1. ¥ mél stejny smér jako i (je jeho kladnym ndsobkem),
2. ¥y lezel v poloroviné uréené vektorem iy a hraniéni piimkou LO{u; },

3. U3 lezel v poloprostoru uréeném vektorem 13 a hrani¢ni rovinou LO{;, ts}.
Predchozi podminky lze zapsat nasledovneé:

1. da; € R,a; > 0: U7 = aq - Uy,

2. by, by € Ry by > 0: Uy = by - Uy + by - U,

3. dey,eo,c3 €R, e3> 0: 03 =c¢q -ty + ¢o - Uy + 3 - Us.
Pak fekneme, ze baze B’ a C’ jsou souhlasné pravé tehdy, kdyz navic plati:

4. Idy,do,ds,dy € Rydy > 0: Uy =dy -ty +do - g + d3 - Uz + dy - Uy.

Celkové tedy mame ¢tyfi podminky souhlasnosti bazi B a C' E

Konec¢né poznamenejme, ze vSechna ptredchozi pozorovani shrnuta v podmin-
kach[L.4] a[L.6plati i zde. Stejnym principem, ktery shrnuje pozndmka[L.7] 1ze
relaci ,,byt souhlasna“, a tedy i orientaci vektorového prostoru rozsitit do prostoru
dimenze n € N.

Pozndmka 1.7. Necht V je redlny vektorovy prostor dimenze n € N se stan-
dardnim skalarnim soucinem a B, C jsou jeho bdze. Pak plati, Ze jsou obé navzd-
jem souhlasné prdvé tehdy, kdyz existuji bdze B’ = (i, ...,Uy), souhlasnd s B
(vznikla pouhym jejim otocenim), a C' = (¥y,...,0U,), souhlasnd s C (vznikla
pouhym jejim otocenim), takové, Ze plati ndsledujici podminky:

1. dat € R,al > 0: 7, = af - 1y,

2. 3a3,a3 € R,a3 > 0: Uy = a - Uy + a3 - U,

n. da},...,ar € Rial > 0:7, =al -ty + -+ al} - ,.

31Podobné jako pii déleni 2D jsme méli hraniéni piimku a pii délenf 2D jsme méli hraniéni
rovinu, zde mdme hrani¢n{ 3D prostor — konkrétné LO{i;, Uz, s} = LO{V1, Vs, Us}.

32Diky tranzitivité opét plati, ze B a C jsou souhlasné pravé tehdy, kdyz jsou souhlasné baze
B ac(C'.
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2. Souhlasnost ortonormalnich
bazi

Nyni budeme smérovat k matematickému popisu samotné orientace vektorového
prostoru. Intuitivni pfedstava ndm pomohla urécit, co od orientace ocekdvame,
a postupné nas dovede k tomu, co to vlastné orientace je.

Na tvod si predstavme, ze mame dvé souhlasné baze (ve smyslu predchozi
kapitoly). Rédi bychom tuto relaci matematicky definovali tak, aby odpovidala
nasi intuitivni predstave.

Otazka 2.1. Kdy chceme, aby byly dvé bdze souhlasné?

Na podobnou otazku jsme odpovédéli v minulé kapitole, kde jsme vsak postu-
povali ¢isté intuitivné. Nyni budeme chtit na zakladé ziskané predstavy zvolit pro
relaci ,,byt souhlasna“ pouze zakladni vlastnosti a ostatni matematicky odvodit,
a to v prostorech obecné dimenze n € N. Vychazet budeme z poznamky [I.1}

Piedpoklady 2.1. Pokud mame dvé baze takové, Ze na sebe jdou prevést pouhym
otocenim, jsou souhlasné.

Pro dve ortonormdlni baze plati, Ze na sebe jdou prevést pouhym otocenim prdavé
tehdy, kdyz jsou souhlasné.

Otazka 2.2. Méjme bazi B a pouze permutovdnim jejich vektoru vytvarejme dalsi
baze. Jsou vSechny nové vzniklé baze pouhym otocenim puvodni baze B, nebo ne?

Dle poznamky z minulé kapitoly jiz tusime, Ze odpovéd na otdzku bude:
,Ne.“ Musime to vsak dokézat.

Pro jednoduchost rozebereme v této kapitole pouze permutace vektoru v ba-
zich ortonormalnich. K obecnym bazim se vratime v kapitole 3.

2.1 Zaména dvou vektoru

Zkoumat ihned vSechny permutace je pro nas v tento moment pftilis velké sousto.
Zabyvejme se zatim pouze ptipady, kdy v bazi zaménime pouze néjaké jeji dva
vektoryP? Bude pak vzdy vznikld baze pouhym otocenim té ptivodni, nebo ne?

2.1.1 Strategie

Zvolime obecnou béazi B. Nebudeme vsak zaménovat vektory v samotné B, ale
vezmeme si ,,péknou® bazi F; a zaménovat budeme az v ni. Slovem ,,pékna* zde
minime, ze F vytvorime z B tak, aby B vuéi E; spliovala podminky pro souhlas-
nost z prvni kapitolyff] a to navic tak, aby byla F; ortonormélm’ff] K urcéovani, co

33 Aplikujeme néjakou transpozici.

34T4. vektory baze B vzhledem k bazi E; je mozné vyjadiit pomoci uvedenych linedrnich
kombinaci v prvni kapitole. V dimenzi n € N budeme mit n podminek.

35V praxi toho docilime pomoci ortonormalizaéni verze Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace,

viz véta @}
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se s bazi F; zaménou vektoru déje, budeme pouzivat souradnice vektoru baze B
vzhledem k béazi Fi, resp. k bézi, kterd z E; zaménou vektoru vznikla.

Pokud je baze, kterd vznikla zaménou vektoru, s bazi E; souhlasna, je ji
diky ortonormalité a predpokladium mozné z F; vytvorit pouhym otocenim.
Predpokladejme tedy, ze tomu tak je, a pokusme se v E; pouhym otocenim si-
mulovat zaménu dvou jejich vektorti. Vyberme i-ty a j-ty vektor.

Postup:

1. Oto¢ime bazi E; nejprve tak, aby se jeji i-ty vektor dostal na misto puvod-
niho j-tého (tim vznikne baze E,),

2. poté dale tak, aby se j-ty vektor dostal z jeho nového mista na misto

puvodniho i-tého, zatimco i-tym vektorem uz nepohneme (dostaneme bé-
71 Eg)

Poznamka 2.1. Otdcime vidy pouze ve vektorové rovine — vektory, které v ni
nelezi, zustanou na miste.

Prvni z otoceni tedy probéhne v roviné generované i-tym a j-tym vektorem
béze E1, druhé otoceni v roviné generované j-tym vektorem baze E5 a libovolnym
dalsim mimo ¢-ty. Jelikoz chceme nechat i-ty vektor na jeho novém ml’stéﬂ nesmi
do této roviny pattit. Ktery vektor je nejlepsi zvolit?

Prohlédnéme si jesté jednou podminky pro souhlasnost dvou béazi z minulé
kapitoly a provedme klicové pozorovani:

Pozorovani 2.1. V minulé kapitole v prostoru dimenze n € N pro podminky
souhlasnosti bazi B' = (dy, ..., u,) a C' = (¥4, ..., V,) plati:

Vsechny vektory Uy kromeé posledniho lze vyjadrit jako takovou linedrni kombinaci
vektori baze B', Ze koeficient u vektoru i, je nulovy

Jingmi slovy: Posledni soutadnice viech vektoru baze C' kromé posledniho vzhle-
dem k bdzi B" jsou nulové.

To znamend, ze pokud v roviné obsahujici posledni vektor otocime tak, ze se
u piislusnych souradnic zméni pouze znaménka, postihne tato zména ze vSech
poslednich soutadnic pouze tu u posledniho Vektoru.ﬁ Jestlize tedy zachovame
fakt, ze vSechny posledni souradnice vsech vektoru kromé posledniho jsou nulové,
muzeme posledni soutradnici posledniho vektoru vyuzivat jako jisty indikator.

Dohoda: V pripadé, Ze si budeme moct vybrat, ve které vektorové roviné chceme
otacet, zvolime takovou, kterd obsahuje posledni vektor bdze, kterou otacime.
Pripadnd zména v souradnicich se tak projevi u ného.

Po provedeni obou otoceni si vSimnéme, ze jsme sice pozice i-tého a j-tého
vektoru zameénili, ale ne vSechny ostatni vektory zustaly na svém misté — posledni
vektor se zménil na opac¢ny. Pokud bychom se ho pokusili otocit zpét, zménime

36Jednd se tedy o i-ty vektor baze Es, protoze ta obsahuje vektory, které vznikly prvnim
otocCenim.

3TVe vyjadieni 7, je tento koeficient kladny, a tedy nenulovy.

38Nenf to vsak jedind zména. Pokud v této roviné napiiklad navic lezi k-ty vektor, zméni se
jesté znaménka u k-tych souradnic.
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alespon jeden dalsi vektor. Vypada to, ze pouhym otocenim zaménu dvou vektoru
simulovat nelze.

Pozorujme, co se stalo z pohledu souradnic — podrobné tento pohled popiseme
v pristi podkapitole. Tam si vSimneme, ze kdybychom zaménili i-té a j-té sourad-
nice u vsech vektoru baze B vzhledem k bazi Ej3, ziskali bychom jejich soutadnice
vzhledem k bazi E; (s vyjimkou jedné z nich, a to pravé posledni soutadnice po-
sledniho vektoru) — pozorovéani . Vytvorime tedy bazi E,, kterd vznikne z Fj
zaménou jejiho i-tého a j-tého vektoru.

vvvvvv

3. Kone¢né zaménime i-ty a j-ty vektor v bazi F3 (vznikne baze Ej).

Na pfisti strané nase myslenky vyjadiime obrazkem.
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Vyse popsany postup znazornime na obrazcich. Konkrétné zaménime prvni a dru-
hy vektor ve 3D prostoru, tj. : =1, j =2, n = 3:

€3

ot
w
Il
D
By

otodeni €1 na misto € f z
vroving LO{€y, &}

2 T otoceni [ na misto — fs \
7. vroving LO{f,, f3}

/72:_(71 hl:‘(b

zéména Gi a G»

93 hs = G,

Es3 = (41, G>: G5) Ey= (/71.,/7-27/73)

Béaze E, a E; ale uz souhlasné nejsou, jelikoz se vSechny soufradnice vektoru
baze B vzhledem k témto dvéma bazim shoduji kromé posledni souradnice po-
sledniho vektoru béze B.

Proc¢ uz to nutné znamena nesouhlasnost? Kdybychom bychom chtéli, aby se
tyto soutadnice také shodovaly, museli bychom FEj otocit tak, aby se jeji posledni
vektor dostal na misto vektoru k nému opa¢nému. Dle poznamky otacime
vzdy v néjaké vektorové roviné. To ale znamend, ze bychom zménili alesponi jednu
z ostatnich souradnic, coz by nam v dusledku nepomohlo — opét by se vektory
v alespoii jedné soufadnici ligily, a to at si zvolime vektorovou rovinu jakoukoliv.
Timto zpusobem v pristi podkapitole ukazeme, ze baze E; opravdu nemohla
vzniknout pouhym otocenim béze Fj.
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2.1.2 Matematicky pohled

Postupujme ptesné tak, jak jsme popsali v minulé podkapitole, ale nyni od zacatku
pozorujme, co se déje se soufadnicemi@ vektoru baze B vzhledem k bazim Ej,
ke {1,2,3,4}.

Meéjme vektorovy prostor nad R dimenze n € N,n > 2, se standardnim
skalarnim sou¢inem, a jeho bazi B = (i, ..., 4, ) Zkonstruujme ortonormalni bazi
E, = (€4, ..., €,) tohoto prostoru tak, aby platily nasledujici podml'nkyﬂ

1 1 S T
Juy; € Rjugy > 001 =wuy, - €,
Juy Uz, € Riugy >0ty = ug - € + ugy - €

2,1> W22 y Uz 2 PUz = Upyc €11 U ot 2,

1 1 1 | - 1 5
Fty, 15y Uy € Ryt > 000, =y y - €1+ + Uy, - Ep.

Matice ptechodu od baze B k béazi Elﬁ pak vypada nasledovné:

1 1 1

Uy Uz Up—1,1 Un 1

1 1
0 U 9 Up_1,2 Up 2
Ppp, = :
1

0 0 un—l,n—l un,n—l

0 o --- 0 u}m

Poznamka 2.2. Matice prechodu od bize B k bdzi Ey je horni trojuhelnikovd
a na diagondle md kladnd cisla.

Oznaceni 2.2. Souradnice vektoru u; bdaze B vzhledem k bazi Ey budeme znacit
[Ui] g, = (Uf,p ...,uﬁn)T, ie{l,..,n}, ke N.
Dle poznamky [2.2] plati:
Vie{l,..n}:uj; >0, (2.1)
Vie{l,.,n—1}Vje{i+1, .. ,n}:u;=0.
Pokusime se modelovat zaménu i-tého a j-tého vektoru baze B s tim, ze
i,j € {1,..,n — 1}, i # j[F| Dle obrazku z piedchozi podkapitoly nyni provedeme
dvé otoceni a vytvorime tak postupné baze Fy = (f,,..., f,) a Es = (G, -, J,)-

Budeme se soustiedit na jejich souradnice a uvédomime si, ze vSechny baze Fj,
E5 a Ej5 jsou navzajem souhlasné (vznikly pouhym otocenim jedna z druhé).

Oznaéeni 2.3. Necht M je néjakd mnoZina vektori z naseho vektorového pro-
storu. Pak LO M znaci linedrni obal mnoZiny M, tj. mnoZinu vsech linedrnich
kombinaci vektori mmnoziny M [

39U soufadnic pouzivdme trojité indexovéni. Znacéeni uf znamena, ze se jednd o j-tou
soufadnici vektoru u; vzhledem k bazi F.

40Jedn4 se piesné o podminky pro souhlasnost bézi E; a B z prvni kapitoly, akorat v prostoru
obecné dimenze n € N. Ty shrnuje poznémka

Ve sloupcich jsou soufadnice vektorti baze B vzhledem k bazi E;, viz definice Prvky
této matice jsou koeficienty uf ; % predchozich podminek.
42Ve skutecnosti bude nejvyssi hodnota k v tomto textu rovna 7, ale to zatim nevime.
43P§i volbé i = n &i j = n by nastal problém. Situaci rozebereme zv1ast pozdéji, viz lémma
M Linedrn{ kombinace je definovdna v [Be], kapitola 7, strana 67, definice 7.11.

J
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Prvnf otoceni (€; otacimd™| na misto &; v roviné LO{E;, €;}):

Vre{l,...,n},r%i,r%j:frzé},

fi:gja

Prvni otoc¢eni — v soutradnicich:

Vge{l,...,n}Vre{l,...,n},r#£i,r#j: uir = uéﬂn,

Vge{1,...,n}: u;i = u;j,

Vge{l,...n} ul; =—u,.

Druhé otocent (fj otziéim na misto —fj v roviné LO{fj, b
vre{ln—1hr#i:g, =,

Druhé otoceni — v soutradnicich:

Vge{l,..,n}Vre{l,..,n—1}r#ir#j: uir = uz,, = u!

qr?
Vg e {l,...,n}: ugvi = ug,i = U;,j;
Vge{l,...,n}: uij = —uzj = u;’i,
Vg e {1,...,n}: ugvn = —ufm = —Ué,n-

Dle vztahu ([2.2)) jsou posledni souradnice témét vsech vektoru baze B (kromé
posledniho) vzhledem k E; nulové. Diky tomu muzeme posledni fddek nahradit
nasledujicimi dvéma:

Vge{l,..n—1}:u), =0=u,,

ud = —ud, = —u)

n,n n,n n,n’
Nyni piisSel ¢as na slibené pozorovani:

Pozorovani 2.2. Pokud zaménime i-ty a j-ty vektor v bdzi F5 a novée vzniklou
bazi nazveme Ey = (hy,...,hy,), budou se viechny souradnice vektoru bdze B
(kromé posledni souradnice posledniho vektoru) vzhledem k bazim Ey a Ey4 rovnat.

To znamena, ze nam pouhé otaceni k simulovani zamény nestacilo. Samotnou
zdménu proto nyni proved me.

Zameéna (g, zaménl’melﬂ s g;):

Vre{l,..n},r£ir#j:h =7,
h'i:gjv
h

i = Yi-

45F, je béze pred otoéenim, Fy vznikne otocenim.
46 F, je béze pred ototenim, F3 vznikne oto¢enim.
47Protoze chceme otodit na misto €; a plati €; = —fj.
48 By je béze pred zdménou, F; vznikne zdménou.
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Zameéna — v souradnicich:

Vge{l,..,n}Vre{l,..,n—1}r#ir#j: u‘q{r = u;r = ugm = u;T,
Vg e{l,...,n}: u;{i = ug’j = —Ug,j = u;,ia

Vg e{l,...,n}: uéj = ug’,i = uz,i = Ué,jy

Vge{l,..,n—1}:u,, =0=u,,,

ui,n =up = UL, = Uy

Prvni ¢tyti radky vyjadruji, ze se souradnice vektoru baze B vzhledem k bazim

E, a FE, rovnaji, paty radek poukazuje na jedinou vyjimku — posledni soutadnici

posledniho vektoru, ktera zménila znaménkoﬁ Zapisme tuto skutecnost prehled-
néji na dva radky:

Vge{l,...,n}vre{l,..,n},(¢,7) # (n,n) : uy, =u,,,

up = —u),

n,n n,n’

(2.3)

Pozor: Obecnée rovnost vsech souradnic neznamend, Ze se v bazich, vzhledem
ke kterym souradnice uvazZujeme, vsechny vektory rovnaji.
Napriklad méjme vektor @ = (2,3, —1)T a dvé bdze 3D prostoru:

A; = ((1,0,0)",(0,1,0)",(0,0,1)") , 4> = ((2,0,1)",(0,1,1)",(2,0,6)") .

Plati [d]a, = [d]a, = (2,3, =1)T, prestoze se dokonce Zddny z vektori bdze A,
neshoduje s Zddnym z vektoriu bdze As.

Avsak v nasem piipadé muzeme diky platnosti vztahu (2.2) a (2.3) zapsat

vektory baze B jako nasledujici linearni kombinace vektoru baze F, resp. Fy:

1 1 7 1 7
1761 FUgo - €=Uy - hy + Uy, - o,

—

_ 1 = 1 > _ 1 1 Y
Un—1 = Up_yy €1+ F Uy gy 1 = Uy gy Pt Uy gy i,

= > 1 > 1 = 1 7 1 P
u”:un,l'€1+"'+un,nfl.en—l—i_un,n'en:un,l'h1+'.'+unn71'hn—1

1 —

— Up " P

Zajimé nas srovndn{ vektoru €, a h,, ¢ € {1,...,n}. Sousttedme se proto

pouze na rovnosti prislusnych linearnich kombinaci a soustavu postupné shora
dolu vytesme. Diky vztahu (2.1) ndm vyjde:

€1 = h17
62:h27

Vime, 7e tato soufadnice nulova nebyla, jelikoz na diagondle matice pfechodu od bize E;
k B byla dle (2.1)) pouze kladna ¢isla.
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coz lze shrnout jako:
Vge{l,...,n—1}: ﬁq =é,,
P = —&,.

Baze E, a Ej se tedy shoduji ve vsech vektorech kromé posledniho; ten je
v F, vuci prislusnému vektoru v E; opacny.

Otazka 2.3. Je E; souhlasnd s E,?

Pokud ano, pak je na sebe muzeme  prevést pouhym otocenim. Pokusme se
otoéit h, na misto —h, v roving LO{hm, by}, kde m € {1,...,n — 1} zvolime
libovolné; novou bazi oznac¢me F = (&4, ..., ). Pak by dle predchoziho:

Vr e {1,...,n—1},7“7€m:fT:ﬁrzéT,

—h, =
—hp = —€p.

At tedy m zvolime jakkoliv, vzdy se bude nové béaze od E; lisit pravé v jednom
vektoru, ktery bude opacny prislusnému vektoru v E7, a tedy takovymto oto¢enim
na sebe baze F, a F, prevést nelze.

Mohli bychom se jesté pokusit otacet v roving, kterd je dana vektorem .
a néjakou linearni kombinaci nékterych vektoru z Fy, ale snaha by byla marn4.
Staci si uvédomit, ze nesmime pootocit zadnym z vektoru ﬁl, - fzn_l, protoze uz
vSechny jsou ,,na spravném misté“.m Otoceni (o nenulovy thel o) vsak m-ty vek-
tor baze E4 neovlivni pouze tehdy, kdyz otacime v roviné, ktera je dana takovymi
dvéma vektory, které oba maji m-tou soutradnici vzhledem k E; rovnu nule. To
znamens, ze rovinu otd¢eni mizeme zadat pouze pomoci vektori z LO{h,} (diky
ortogonalité E;). At ale vybereme kterékoliv dva, budou linedrné zavislé, a tedy
se nebude jednat o rovinu. Bazi 4 tedy neni mozné pouhym otocenim prevést
na bazi Ej.

Disledek 2.3. Baze Fy a Ej jsou nesouhlasné.

Veéta 2.4. Mejme vektorovy prostor nad R konecné dimenze alespon dvﬂ se
standardnim skaldarnim souémenﬁ a néjakou jeho ortonormdlni bdzi. Pak zdmé-
nou libovolny/c@ dvou vektori v této bdzi vytvorime bdzi, kterd je s puvodni
nesouhlasnd.

Meéli bychom si odnést: Zaménou dvou vektoru v libovolné ortonormdlni bazi
vytvorime bazi s puvodni nesouhlasnou.

2.1.3 Druha zaména

Nyni jiz vime, ze kdyz zaménime dva vektory v néjaké ortonormalni bazi, vznikne
baze, ktera je s puvodni bazi nesouhlasnd — nemohla vzniknout pouhym jejim
otocenim. Co kdyz ale budeme vektory zaménovat dal?

50T, rovnajf se vektortim €1, ..., €,_1.

51Jinak nem4 smysl zaméiovat vektory.

52Skalarni sou¢in potiebujeme kviili otd¢eni a kolmosti, avsak konkrétné standardni skaldrni
soucin neni obecné vyzadovan.

53Vyjimka u posledniho vektoru nevadi, jak ukdzeme v lémmatu
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V prvni kapitole jsme relaci ,,byt souhlasnd®“ povazovali za ekvivalenciﬂ Zkon-
trolujme jeji vlastnosti:

e je reflexivni (kazda ortonormalni béze je souhlasnd sama se sebou — identita
odpovidé otoceni o 0°),

e je symetrickd (pokud je B souhlasna s C, pak je C souhlasnd s B — lze
otocit zpét),

e je tranzitivni (pokud je B souhlasna s C' a ta je zase souhlasna s D, pak je
také B souhlasna s D — obé otoceni slozime).

Opravdu se tedy jednd o ekvivalenci. Navic upfesnéme, ze relaci zatim uvazujeme
pouze na mnoziné vSech ortonormalnich bazi, nikoliv na mnoziné vsech bazi
daného prostoru — takto ji rozsitit nam bude jesté chvili trvat.

Otazka 2.4. Kolik ma rozklad mnoZiny vSech ortonormdlnich bdzi uréeny touto
ekvivalenct trid P

V minulé podkapitole jsme ukazali, ze jisté alespon dvé@ Zkusme zameénit
dalsi dva vektory a uvidime, co se stane se soufadnicemim Pouzijeme stejnou
strategii jako diive, jenom nyni za¢neme s bazi F, a zaménime k-ty a [-ty vektor,
kle{l,..n— 1}@

Celou situaci muzeme popsat pomom soufadnic podobné jako v minulé pod-
kapitole. Zacneme s bdzi Ey = (hl, . h ), Poté prvnim otocenim vytvoiime bazi
Es = (dy, ..., d,), pak druhym oto¢enim bazi Eg = (51, ey l;n) a konecné zaménou
ziskame bézi E; = (¢4, ..., Cp)-

Prvni otoceni (hy otééfm na misto h; v roviné LO{hg, hy}):

\V/TG{l n}?“%]fT?él ar: T
akzﬁla
= —hy.

Prvni otoc¢eni — v souradnicich:

Vge{l,...n}Vre{l, . nbr#kr#l:u), =u

Ugrs
0P 4
Vge{l,...,n} ug, = uy,

Vge{l,...,n}:u), =—up,.

54Dle predpokladit jsou ortonormalni baze souhlasné pravé tehdy, kdyz je mozné prevést
jednu na druhou pouhym otocenim.

55Kazd4 ekvivalence indukuje jednoznaény rozklad na néjaké tiidy.

56B4ze E; a E, jsou nesouhlasné, a tedy patii do riznych tiid.

57Ve skutetnosti na polozenou otdzku odpovime az za par podkapitol; bude t¥eba prozkoumat
vSechny mozné permutace.

%8Stejné jako minule by nastal problém pii volbé k = n &i | = n. Situaci se taktéz budeme
vénovat zvlast, viz 1émma

59F, je béze pred ototenim, F5 vznikne otoc¢enim.
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Druhé otocen{ (d@; otdcimd®™| na misto —af"] v roviné LO{ay, a,}):

vre{l,..n—1}r#1:b, =a.,
gl - _617
by = —ay.

Druhé otoc¢eni — v souradnicich:

Vge{l,...n}Vre{l,..n—1},r£kr#l: US,T =ud =ul

or T e
Vg e {1,..,n} i ud, =ug, =uy,
Vge{l,..,n}up, = —ug, = ug,,
Vge{l,..,n}ud, =—ud =—ug,.

Opét diky vztahu ([2.2)) plati, Ze posledni souradnice téméf vSech vektoru baze
B (kromé posledniho) vzhledem k Ej, a tedy i k Ej4 jsou nulové, a tedy muzeme
posledni fadek nahradit nasledujicimi dvéma:
Vge{l,.,n—1}:u, =0=u,,,
ub = —ud = —ul

n,n n,n n,n’
Zéména (by, zamém’m s by):

Vre{l,.,n},r#£k,r#1:¢ = by,
& = by,
& = by.
Zaména — v soutradnicich:
Voe{l,..,n}vre{l,..n—1}r#kr£lu), =ul, =u) =u
Vg e {l,...,n}: u;k = S,l = —ugl = ug’k,
Vge{l,...,n}: u;l = ugk = ugyk = u;l,

Voe{l,...,n—1}:u], =0=u,

q?n,
7T _,6 _ _,5 _ _.4
Upy oy = Up g = —Up ,, = —U

n,n n,n n,n’

Stejné jako minule vidime, Zze prvni ctyfi fadky lze spojit do jednoho, takze
dostavame:

Vge{l,...,n}Vr e {1,...,n},(¢,7) # (n,n) : u;r =ut =u!

ul = —ut = —(—u ;’T.

n,n n,n ) =u

qir

Dle tivah analogickych tém v minulé podkapitole dostavame, ze baze E; a Er
jsou nesouhlasné. Navic jsme vSak objevili, ze pokud se soustiedime pouze na sou-
radnice vektoru baze B vzhledem k bazim F; a F;, je mozné oba predchozi radky
spojit, protoze se vSechny souradnice rovnaji:

Vge{l,...,n}vre{l,.,n}:u, =ul.. (2.4)

g T Tgr

60 s je baze pred otocenim, Eg vznikne otocenim.
61Protoze chceme otodit na misto hy a plati hy = —a;.
62 je béze pred zdménou, F7 vznikne zdménou.
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Opét vyuzijeme vztah (2.2)), tentokrat v kombinaci s novym poznatkem ([2.4)),
a zapiSeme vektory baze B jako linearni kombinace vektoru baze Ey, resp. Er:

,2 ° 62 — UQ71 * 01 +UQ72 * 627

un:U’n,l'61+"'+un,n'en:un,l'Cl+'”+un,n'cn'

Analogicky predchozi podkapitole soustavu shora dolu vyresime a diky platnosti
vztahu ([2.1)) dostaneme:

€1 = C1,

€2 = Ca,
s

én = am

coz lze zapsat na jeden tadek jako:
Vge{l,..,n}: ¢, =¢€,
To znamend, ze E; = F;. Diky reflexivité jsou baze E; a E; souhlasné.

Veéta 2.5. Méyme vektorovy prostor nad R konecné dimenze alespon dva se
standardnim skaldrnim soucinem a neéjakou jeho ortonormdlni bdzi. Pak prove-
denim dvou zdmen libovolny’c@ dvojic vektoru v této bdzi vytvorime bazi, kterd
je s puvodni souhlasnd.

Méli bychom si odnést: Dvéma zaménami libovolnijch vektori (klidné v kazdé
zameéné ruznych) v libovolné ortonormdlni bazi vytvorime bazi, kterd je s puvodni
bazi souhlasnd.

Na otézku jsme zatim jesté neodpovédéli, protoze jsme neprozkoumali
vSechny permutace z S,,. Tento rest vyfesime trochu pozdéji v podkapitole 2.4.

2.1.4 Specialni pripady

Pii otdceni vektoru v bazich Fy, FEs, F4 a Fs5 jsme v nasi predstavé pocitali s tim,
ze zadny z vektoru, jejichz zdménu se snazime simulovat, neni poslednim vekto-
rem dané baze. Pak jsme mohli mluvit o tom, ze otad¢ime v roviné LO{]?J-, fn}
a podobné. Avsak vSimnéme si, ze pokud j = n, nase konstrukce selze, je-
likoz LO{fn, fn} = LO{fn} neni rovina, a tedy nedava smysl o otaceni mluvit.
Nastésti se tato chyba dé snadno napravit, jak lze vidét na obrazku nize — bu-
deme otécet v roviné LO{J?i7 fn}, protoze j =n = i # n. Ve svém jadru je to
vsak nesikovné, protoze kvili LO{f,, f,} = LO{f,, f]} = LO{é€;, €;} provadime

vlastné postupné dvé otoceni v téze roviné.

63Vyjimka u poslednich vektort nevadi, jak ukdzeme v lémmatu
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Konkrétni priklad ve 3D pro ¢+ = 1,7 = 3 = n, kdy dochazi postupné ke dvéma
otacenim ve stejné roviné:

€3 ‘F| =€

S 2
fa=—

otodeni €1 na misto €5
vrovine LO{E, &5}

Bz = (§|$!72'rg3)

: vroving LO{f,, J;}
Gy = f» %=1
By = (1. far f3)
7 =-1

Pokusme se tuto nepiijemnost napravit. Bez ijmy na obecnosti predpokladej-
me, ze 1 < 7, a zaméime se pravé na pripad, kdy 7 = n. Misto provadéni dvou
otoceni v téze roviné je prosté slozime a provedeme je obé najednou. Bazi, ktera
takovym otoc¢enim béze F; vznikne, oznacme Gy = (01, ..., 3,). Plati tedy, ze béze
E a G5 jsou souhlasné.

Situaci z predchoziho obrazku vytesime elegantné jedinym otocenim:

otoéeni €3 na misto €,
p B vroving LO{?, &}
2

E, = (8,88,

1l
L
N

Il
™
S,

Vsimnéme si, ze vektor €, ototenim presouvame na misto vektoru €;. Ro-
zepiSme si matematicky, co se déje pri otaceni s vektory a jejich souradnicemi.
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Soutradnice vektoru #; vzhledem k bazim G, budeme znacit
~ k k \T
[ui]Gk = (vz‘,h "‘7vi,n) .
Otoceni (€, otd¢imd™] na misto €; v roving LO{&;, €,}):
Vre{l,..,n—1},r #i:06, =€,
5@' = _gna
On = €.
Otoceni — v souradnicich:
S92 1
Vge{l,..n}vre{l,..,n—1}r#i: v, =u,,,
2 1
Vge{l,...,n} v, = —u

q’n’
2 1
Vg e{l,...,n} v, =u,,

Diky tomu, ze Vg € {1,...,n—1}: u;’n = 0, muzeme prostiedni fadek rozdélit
na dva. Celkové tak dostaneme:
Vge{l,...,n}vre{l,..n—1},r#i: v;r = u;ﬂ,,
Vge{l,..n—1}:0v2, = —u,, =0=u,

q7n q’n’
2 _ 1
Uni = “Upns
a2 1
Vge{l,...,n} v, =u,;

Zameénou i-tého a j-tého (tj. n-tého) vektoru v bézi G5 opét docilime toho, ze
se budou vsechny soutadnice vzhledem k bazi F;, a vzhledem k nové vytvorené
bazi rovnat. Bazi, kterd vznikne touto zdménou, oznac¢me Gs = (p, ..., p, ). Déle
bychom radi ukazali, ze G5 uz je nutné nesouhlasna s Fj.

Zéména (6; zaménimd™| s 7,,):
Vre{l,..,n—1},r#i:p,. =0,
ﬁi = 571 = €4,

Zaména — v soutadnicich:

Vge{l,...,n}Vre{l,..,n—1},r#i: v;ir = 112, =u!
Vge{l,..,n}:v), =), =u,

q,n q,%’
.3 .2 a1
Vge{l,...,n—=1} v, =v,; =0=u,,
3 .2 1
Un,n - Un,i - _un,n‘

Jelikoz nas zajimaji pouze soutadnice vzhledem k bazim F; a G3, muzeme
prvni tii fadky spojit v jeden. Dostaneme:
Vg e{l,...,n}Vr € {1,...,n},(¢,7) # (n,n) : vg’m = u}m,
3 1

Upnn = “Uppn-

64F, je béze pied otodenim, Gy vznikne otocenim.
65G5 je baze pred zdménou, Gy vznikne zdménou.
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Jsme tedy v situaci, kdy se témér vsechny odpovidajici soutfadnice rovnaji,
a to az na posledni soutradnici posledniho vektoru (lisi se znaménkem). To uz se
nam stalo v minulé i predminulé podkapitole, kdy jsme ukézali, ze to uz nutné
znamend, ze jsou obé baze, tj. v nasem piipadé E; a GG3, nesouhlasné.

Vyuzijme predchoziho a porovnejme G3 s bazi Fjy:

Vge{l,...,n}Vr e {1,...,n},(¢,7) # (n,n) : vg’m = u;n = u;{n,
3 1 4 (2.5)

Upn = " Upp = Upp

Jelikoz se Véechny odpovidajici si souradnice vSech vektoru rovnaji, plati
diky vztahu (2.2]) v kombinaci s poznatky (| . a . ze G3 = EdﬂTo znamena,
Ze jsme ukazah jak sestrojit Ey v prlpade ze konstrukce popsand v predminulé
podkapitole selze kvuli faktu, ze LO{ f f } nenf rovina, protoze j = n (prosté
sestrojime bézi G, kterd se F4 rovnd, a pokracujeme déle beze zmény)

Bez tjmy na obecnosti predpokladame, ze k < [. Obdobné bychom postupo-
vali 1 v situaci, kdy [ = n (problém by nastal pii pokusu o otdceni v ,roviné“
LO{a,,d,}): Jednim otocenim v roviné LO{Ek, ﬁn} otoéime h,, na pozici Ry a poté
zaménime k-ty a n-ty vektor takto vzniklé baze, ¢imz vytvorime bazi, ktera, jak
je mozné ukazat analogicky jako v ptipadé pro G5 = Fy, se shoduje s bazi E-.

Lémma 2.6. Vsechna nase drivéjsi turzeni o zaménovdni vektori ( véty a
plati pro zaménu libovolniych dvou vektori v ortonormdalni bdzi, a to i v pripadé,
zZe zameénujeme néktery vektor s vektorem, ktery je v bazi posledni.

2.2 Zména vektoru na opacny

Ted vyuzijeme pfedchoziho a ukdzeme také platnost poznamky z kapitoly 1,
alespon pro ortonormalni baze.
Vezméme si stejnou bézi B = (i, ..., U,) jako v predchozich podkapitoldch
a dle vyse popsanych podminek zkonstruujme opét bazi F; = (&, ..., €,).
Zvolme i € {1,...,n}.

Otazka 2.5. Bude bdze Hs, kterd vznikne z E, tak, Ze vyménime vektor €; za vek-
tor —€; (tj. za vektor vici nému opacny), s bdzi By souhlasnd, nebo ne?

Jako v ptedchozich ptipadech se pokusime bazi Hy prevést zpét na Ey pouhym
otacenim s tim, ze v pripadé, ze si budeme moct vybrat, ve které vektorové ro-
viné budeme otacet, zvolime takovou, ktera obsahuje posledni vektor baze, kte-
rou ota¢ime (tj. budeme respektovat dohodu z tdvodu této kapitoly). Oznac¢me
Hy = (51,...,8n).

Jako diive budeme vSak muset odlisit specialni volbu, kdy ¢ = n. Pro zatim
tedy predpokladejme, ze i € {1,...,n — 1}. Pak staci vektor —¢; oto¢it na ,jeho
puvodni misto“. Dle dohody budeme tedy otécet v roviné LO{é;, €,}. Necht
H; = (fl, - Zn) je baze, kterd vznikne zminovanym oto¢enim z baze Ho.

660pét staci vyfesit soustavu, kterd vznikla vyjaddienim vektort baze B jako linedrni kombi-
nace vektoru baze Ey, resp. Gs.

67"Nemusime rozebirat zvlast specidlni piipady, kdy 5 = n = [, resp. j # n = l. V obou
pripadech totiz zaménujeme k-ty a [-ty vektor baze Ej.
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Celou situaci znazorniuje obrazek:

o o
53 = €3
vyména €, za —¢&,
1 ’1 §1 — 7(?'
€
F,z/\l B .
2 = €2
S 5 o
Bi=(0,68) Hy = (31,55, 53)

T otoéeni 51 namisto — 3, \
vroving LO{ 3, 3}

|
™)

Il
>l

Jako difve vse sledujme z pohledu soutadnic vektoru baze B, nyni vSak vzhle-
dem k bézim Ej, resp. Hy ¢ Hs. Oznacme souiadnice [tg]m, = (wf,,...,wk )"
proge{l,...,n} a ke {23}
Vyména (€; vyménimd™|za —¢;):
Vre{l,...n},r#i:8. =€,
Vyména — v souradnicich:
Vge{l,...n}vre{l,..n}r#i:w;, =u,

q7r’
2 1
Vge{l,...,n} wy; = —u,,

—

Otoceni (8; = —¢; otéél’rneﬂ na misto —§; = €; v roviné LO{S;, 5,}):

Vre{l,.,n—1},r#i:t, =5, =&,

ti=—5 =—(—¢€)=¢,
£, =—8,=—¢,.

68 F, je béze pred vyménou, Hy vznikne vyménou.
69 H, je baze pied otodenim, Hsz vznikne otoenim.
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Otoceni — v souradnicich:

Voe{l,.,n}vre{l, . .n—1}r#i:w, =w. =u,

q@r g
Vg e {l,...,n}: wg,i = —w(ii = —(—utlm-) = u;i,
Vge{l,..,n} w), =—wl, =—u,,.

Navic dle vztahu (2.2) muzeme zase nahradit posledni fadek, pokud se zaji-
mame pouze o srovnani soufadnic vektoru bdze B vzhledem k bazim F; a Hjz
(posuzujeme totiz jejich souhlasnost), nasledujicimi dvéma réadky:

Vge{l,...,n—1}: w;n =0= u;,n,
3 1
Wy p = " Upp-

Dohromady muzeme pak celou situaci shrnout jako:

Vge{l,...n}Vre{l,...n} (¢,7) # (n,n) W), =u,,,
5 . ’ ’ (2.6)
wy ., = —u

V této situaci uz jsme nékolikrat byli. Srovnejme ji napiiklad se vztahem (12.3]).
Dostaneme{™|

Vg e {1,..,n}vre{l,...n}:wl, =u,

q7r :

Stejnym principem jako diive lze déle s vyuzitim vztahu (2.3)) a nového ([2.6)
dokézat{

f = h,
f = hy,
)

z;’L = _’n

To znamena, ze Hy = FE,.

Staci uz jenom dodat, ze Hj je souhlasna s Hs, protoze vznikla jejim pouhym
otocenim, a také ze Ej je s Ey nesouhlasnd dle dusledku[2.3] a tedy i Hy = Fj je
s F1 nesouhlasna. Odtud:

Dusledek 2.7. Bdze Fy a Hy jsou nesouhlasné, pokud i # n.

Tim jsme odpovédéli na otdazku v pripadé, ze jsme za opacny nevymeénili vek-
tor €,.

Ptredpokladejme nyni, ze ¢ = n, a zamysleme se, co by se zménilo.

70Cislo Ué,r je r-td soufadnice vektoru u, vzhledem k bazi F4 z piedchozich podkapitol.
"I'Pouzivame znaceni pfedchozich podkapitol, tedy E; = (i_il, - i_in)
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Obrazek nam krasné naznaci, ze uz ani zadné otaceni nebude tteba:

vyména €3 za —¢&

52/\31 /\
§Z = (?2 ;‘l = ?1
E, = (€,¢,¢)
83 = — €3
Vyména (€, vyménimd]za —é,):
Vre{l,..,n—1}:8, =¢€,
Sp = —€p.
Pii rozepsani do souradnic rovnou uzijme vztah (2.2)).
Vyména — v souradnicich:
2 1
Vge{l,...,n}vre{l,..,n—1} 1w, =u,,,
2 1
Vge{l,..,n—1}w,, =0=u,,, (2.7)
2 1
Wpp = ~Upp-

Analogicky, jako kdyz jsme se dostali ke vztahu (2.6, bychom ukazali, ze
v tomto pripadé plati dokonce Hy = E4, a tedy i nyni jsou Hy a E; nesouhlasné.

Disledek 2.8. Baze Fy a Hs jsou nesouhlasné.

Uzitim otaceni jsme tedy ukézali, ze vyménou libovolného vektoru ortonor-
malni baze za opacny vznikne baze, ktera je s puvodni nesouhlasna. Zbyva jesté
prosettit ptripad, kdy otacet neni mozné — v 1D, tj. n = 1. Zde je celad situ-
ace trividlni, zvlast kdyz jako v této kapitole pracujeme pouze s ortonormalnimi
bézemi.

Jediné dvé ruzné ortonormélni béze, které v 1D existuji, jsou béze B = ((1))
a(C = ((—1))mBézi B vsak nelze prevést pouhym otacenim na C', ani naopak, je-
likoz tento prostor neobsahuje zadnou vektorovou rovinu, ve které bychom otacet
mohli[™]

Béaze B a C' jsou tedy vzajemné nesouhlasné. Zaroven si vSimnéme, ze jejich
vektory jsou vuci sobé opacné.

Vyménou vektoru v ortonormalni bazi 1D prostoru za opacny tedy také vy-
tvorime bazi, kterd je s puvodni nesouhlasna.

"2F) je béaze pied vyménou, Hy vznikne vyménou.

0Ob¢ béaze obsahuji jediny vektor. Oba vektory maji jedinou soufadnici (vzhledem
ke kartézské bazi). U vektoru baze B méd tato souradnice hodnotu 1, u vektoru baze C zase —1.

"Vektorovad rovina méa dimenzi 2. Mnozina linedrnich kombinaci klidné i vSech vektort
1D prostoru je vSak vektorovym prostorem dimenze pouze 1.
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Véta 2.9. Mejme vektorovy prostor nad R koneéné dimenze se standardnim
skaldrnim soucinem a néjakou jeho ortonormdlni bdzi. Pak viyménou libovolného
jednoho jejiho vektoru za opacny vytvorime bdzi, kterd je s puvodni nesouhlasnd.

Meéli bychom si odnést: Viyménou jednoho vektoru ortonormdlni baze za opac-
ny vznikne bdze, kterd je s puvodni nesouhlasnd.

2.3 Dimenze navic

Pozorovani 2.10. Kdyby v prikladu s hodinami v podkapitole 1.2 Zddnd zed
nebyla, mohli bychom otocit cifernik kolem osy prochdzejici ¢isly 12 a 6 o 180°.
To by vsak zménilo smér Sipky mezi rucickami! JelikoZ jsme ale této zmény dosdhli
pouhym otocenim, je dle predpokladi novd dvojice rucicek s dvojici puvodni
souhlasnd.

V této podkapitole zkusime odpovédét na otazku, ktera se po pozorovani|2.10)
piimo nabizi: , Jak je to mozné?*
Kli¢ je v tom, Ze jsme pfi otaceni ciferniku pouzili ,,dimenzi navic®.

Oznaceni 2.4. Necht W je vektorovy podprostor dimenze n € N wvektorového
prostoru V' dimenze n + k, k € N. Budeme-li pracovat s bazi podprostoru W
ve vektorovém prostoru V', rekneme, Ze mame k dispozici dimenzi navic nebo
také Ze mame (alespoil) o dimenzi vic[™

Méjme bazi B néjakého vektorového podprostoru W dimenze n, ktery je
obsazen ve vektorovém prostoru V' dimenze n+ 1, tedy mdme k dispozici dimenzi
navic, a polozme si otdzku podobnou otdzce

Otazka 2.6. Meéjme bdzi B vektorového podprostoru W a pouhym permutovdanim
jejich vektoru vytvarejme dalsi bdze. Jsou vSechny nove vzniklé bdze pouhym
otoc¢enim ve V' puvodni bize B, nebo ne?

Postupujme tuplné stejné jako v predchozich pripadech a opét se omezime
pouze na baze ortonorméalni. Také dojdeme k tomu, ze se soutradnice vektoru
baze B vzhledem k bazim FE; a Eﬂ vSechny shoduji az na posledni soutadnici
posledniho vektoru baze B, ve které se lisi znaménkem.

V minulém piipadé, kdy jsme dimenzi navic neméli, jsme si rozmysleli, Ze
at otoc¢ime posledni vektor baze E; v jakékoliv vektorové roviné, vidy tim zmé-
nime alespon jednu dalsi souradnici, takze nam to nijak nepomuze. Nyni vSak
mame k dispozici dimenzi navic, muzeme tedy otoc¢it ve vektorové roviné dané
poslednim vektorem béze E, a vektorem ¢ € V', ktery je takovy, ze dopliuje E,
na ortonorméalni bazi prostoru V. To je klicovy poznatek! Bazi podprostoru W,
ktera vznikne timto oto¢enim, oznac¢me F' = (¢, ..., ¥, )-

"Toto vyjadfovani je velmi neformalni, jelikoz ve skutecnosti mame spis k dispozici prostor
vyssi dimenze, ale nizorné. Umozinuje nam zkracené popsat dulezity predpoklad, ktery bude
potfeba v mnoha tvrzenich. Diky této zkratce znéni vét nezaniknou zdlouhavym popisovani
situace, a proto toto oznaceni budeme pouzivat i ve zbytku prace.

"6V pifpadé, ze nastal specidlni pifpad j = n, vytvoiili jsme bazi Gs. V minulé podkapitole
jsme ale ukazali, Ze G3 = Ej, a proto budeme psat pouze Ej, at uz vznikla jakkoliv.
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Situace pred otocenim{”]

Vre{l,..,n—1}: h, =&,

—

h,, = —¢€,.
Situace po otoceni (A, otéél'm na misto —h,, v roviné LO{h,, 7}):
Vvre{l,..,n—1}:7. =h, =&,

Vsechny soutadnice vektoru baze B vzhledem k bazi Ey, resp. F' se shoduji, je
tedy mozné diky vztahu podobné jako v minulych podkapitolach ukazat, ze
E, = F. To znamen4, ze jsme timto otocenim prevedli bazi E4 na bazi E;, a jsou
proto navzajem souhlasné.

Véta 2.11. Necht V je vektorovy prostor dimenze n+1, n € N, nad R se stan-
dardnim skaldrnim soucinem a W je jeho podprostor dimenze k € {1,...,n}. Pak
zdmeénou dvou vektoru v libovolné ortonormdlni bazi podprostoru W vytvorime
bazi, kterd je s puvodni bazi souhlasnd, a to ve smyslu, Ze vznikla pouze jejim
otocenim ve V.

Dusledek 2.12. Véty a jsou platné pouze v situaci, kdy nemdme
k dispozici dimenzi navic. Kdyby tomu tak nebylo, Zadnd ze zminovanych zamén
éi vymeén by bdzi nesouhlasnou s puvodni vytvorit nemohla, jelikoZ jsou dle véty
[2.11] vsechny takto vytvorené bdze s pivodni bdzi souhlasné.

Meéli bychom si odnést: Pokud mdme k dispozici byt jen jednu dimenzi navic,
nemd smysl orientaci vektorového prostoru uvazZovat, protoZe permutovdnim vek-
toru v libovolné ortonormdlni bazi ziskame pouze bdze s puvodni souhlasné, a tedy
by vsechny ortonormdlni baze byly navzdjem souhlasné.@

Zajimavy diusledek: Pokud by se nasi pravé boty zmocnila néjakd 4D bytost,
mohla by 71 s vyuzitim bonusové cturté dimenze preménit pouhym otoceni
na botu levou.

Ukazme si na obrazku, jak lze na sebe prevést pouhym otdcenim puvodné
nesouhlasné baze dvojrozmérného vektorového prostoru, pokud pridame tieti di-
menzi. Vyuzijeme piiklad s hodinami z ivodni kapitoly. Tam jsme tvrdili, ze vol-
bou poradi rucic¢ek (napiiklad prvni minutova, druhd hodinovd) uz je jednoznaéné
urcen smér Sipky (po sméru/proti sméru hodinovych rucicek) mezi nimi, pokud
hodiny nesundame ze stény a cas se nepohne. Nyni si dovolime hodiny ze stény
sundat a vyuzit tfeti dimenzi k otoceni, které pred tim kvuli sténé mozné nebylo.
Vsimnéme si, ze ihned po ném se zméni smér Sipky na opaényﬂ

""Zachovavame znaceni, kdy By = (&1, ...,&,), By = (ﬁl, vy ﬁn)

"8E, je béze pred otodenim, F vznikne otoc¢enim.

Toto tvrzeni lze rozsifit i na baze, které ortonormalni nejsou — viz véta

80Je také zajimavé si uvédomit, Zze podobné jako ve 2D otac¢ime kolem bodu (stfed otéceni)
a ve 3D kolem pfimky (osa otdceni), tak ve 4D otdc¢ime kolem celé roviny — dle pozndmky
otd¢ime totiz vzdy v konkrétni roviné (dimenze 2), a proto ndm jesté do 4 rozmeéru zbyvé
podprostor dimenze 2. V 5D by bylo mozné otacet kolem 3D prostoru a podobné.

81'Hodiny jsme chépali jako 2D model — zajimala nds pouze rovina ciferniku s rucickami,
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Pouhym otocenim muzeme s vyuzitim treti dimenze smér Sipky mezi rucickami
zménit na opacény:

otoéme hodiny v roviné < b’
dané minutovou ruéickou

a kolmici k obéma ruci¢kém

oto¢me hodiny v roviné
ciferniku tak, aby
minutova ruci¢ka
ukazovala nahoru

Sipka na zalatku ukazuje ve sméru hodinovych ruéi¢ek, na konci proti nému

2.4 Libovolna permutace vektoru

Zatim jsme zkoumali pouze zaménu dvou libovolnych vektort, coz odpovida apli-
kaci transpozice Pl Chceme viak prozkoumat véechny permutace z S,, — vyuzijeme
teorii permutaci.

Kazdou permutaci lze slozit z transpozic — viz [Be], kapitola 6, strana 58,
véta 6.18. Néds nezajima konkrétni pocet zamén dvou vektoru (tj. transpozic
v rozkladu permutace), jde ndm pouze o paritu — lichy pocet zdmén vytvori
bézi s puvodni nesouhlasnou, sudy zase bazi s puvodni souhlasnou.

Nejprve si uvédomme, ze parita poctu transpozic je v libovolném rozkladu per-
mutace invariantni. Kazda permutace je slozenim jednozna¢né urcenych nezavis-
Iych cyklu (az na poradi) — [Be], kapitola 6, strana 57, véta 6.15. Kazdy cyklus lze
zapsat jako slozeni transpozicfg_g] — viz [Be], kapitola 6, strana 58, zac¢atek dukazu
véty 6.18. Kdybychom chtéli v tomto slozeni pocet transpozic zménit (ale permu-
taci zachovat), museli bychom puvodni rozklad slozit s identitou;@ tu vsak dal
muzeme rozlozit na transpozice — napiiklad id = (i, 7)(¢,5) = (4,7)(¢, 7)(k, ) (k, 1)

tj. jako by se jednalo o kresbu na papir. Pokud hodiny oto¢ime tak, jak ukazuje oranzova Sipka
na obrazku, cifernik bychom nevidéli, protoze by mitil od nds. Ve 2D by to nevadilo (muzeme
si predstavit, ze papir s kresbou prosvitd), a proto si predstavujme, Ze to ani v nasem pifkladu
vadit nebude — napiiklad se jednad o pruhledné hodiny ze skla ¢ jesté lépe pouze o dvojici
pevnych rucicek.

82Vymeény vektoru za opaény lze docilit jednou zdménou a naslednym otocenim.

83U cyklt délky vétsf nez 2 budou jiz tyto transpozice vzéjemné zavislé.

84Glozeni s identitou permutaci nezméni.
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a podobné. Pocet transpozic, které takto do rozkladu pridame, bude vzdy sudy,
a tedy paritu nezméni.

Pozorovani 2.13. Pro kaZdou permutaci plati, Ze parita poctu transpozic je
ve vsech jejich rozkladech na transpozice stejnd.

Protoze lichy pocet zamén vektoru v B vytvoii bazi nesouhlasnou s B, zatimco
sudy pocet zameén vytvori bazi souhlasnou s B, dava smysl rozdélit permutace
do dvou skupin podle parity poc¢tu transpozic v libovolném jejich rozkladu: liché
a sudé permutace.

Oznaceni 2.5. Permutace rozdélime do dvou skupin:
Liché permutace = permutace, které jsou sloZenim lichého poctu transpozic.
Sudé permutace = permutace, které jsou sloZenim sudého poctu transpozic.

Rozkladat permutace na transpozice neni tplné praktické — lépe se nam
rozklada na nezavislé cykly. Uvazujme proto dal — kazdy cyklus je sdm o sobé
permutaci, tj. 1ze slozit bud’ z lichého, nebo ze sudého poctu transpozic (ne oboji).

Cyklus liché délky 2k — 1, k € N je slozenim 2k — 2 = 2(k — 1) (sudého
poctu) transpozic:

(ah ag, ..., a2k—1) = (Gh azk—1)(a1, a?k—Q) te (al, a2)-

Napiiklad (1,2,3) = (1,3)(1,2) nebo id = (1,2)(1, 2).
Cyklus sudé délky 2k, k € Nﬁ je slozenim 2k — 1 (lichého poctu) transpozic:

(ah a2, ..., a2k) = (ah a2k)(a1> a2k—1) s (ab az)-

Napriklad (1,2,3,4) = (1,4)(1,3)(1,2) nebo (1,2) = (1,2).

Rozlozime-li tedy libovolnou permutaci na nezavislé cykly, kazdy cyklus sudé
délky se v tomto rozkladu skldada z lichého poctu transpozic, zatimco kazdy cyklus
liché délky se sklada ze sudého poctu transpozic. To znamena, ze parita poctu
transpozic, ze kterych se tato permutace sklada, odpovida parité poctu cyklu sudé
délky, které se vyskytuji v jejim rozkladu na nezavislé cykly.

Disledek 2.14. Plati:
Lichd permutace md v rozkladu na nezdvislé cykly lichy pocet cyklu sudé délky.
Sudd permutace ma v rozkladu na nezavislé cykly sudy pocet cyklu sudé délky.

Nyni uz dokazeme docela dobte urcit, kterda permutace vytvoii bazi s puvodni
bazi nesouhlasnou a ktera souhlasnou, a méame je i pojmenované. Chybi uz jenom
zavést symbolické znaceni (pro liché a sudé permutace) — to by mohlo odrézet,
co se déje pri sklddani permutaci.

Abychom si situaci usnadnili, predstavujme si, ze skladani permutaci probiha
nasledujicim zpusobem:

1. Obé permutace zapiSeme jako slozeni nezavislych cyklu,

85Cyklus délky 1 vyjadiuje identitu.
86 Transpozice jsou pravé cykly délky 2.
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2. cykly zapiseme za sebe (skldddme-li P o (), zapiSeme nejprve vsechny cykly
permutace P, napravo od nich pak vSechny cykly permutace @),

3. vSechny cykly rozepiseme jako slozeni transpozic.

Muzeme pozorovat, ze pokud je permutace sudd, prispéje do slozeni sudym poc-
tem transpozic, a pokud je lichd, pfispéje poctem lichym.

Disledek 2.15. Plati:

Slozeni dvou sudijch permutaci je sudd permutace.

Slozeni dvou lichyjch permutaci je sudd permutace.

Slozend liché a sudé permutace (v libovolném poradi) je lichd permutace.lﬂ

Nazirejme chvilku na problematiku o¢ima grup. Pozorovani, jak méni licha,
resp. suda permutace paritu lichych, resp. sudych permutaci, lze vyjadrit faktori-
zacﬁ grupy S,, podle jeji podgrupy vsech sudych permutaci A,, — [Be], kapitola 6,
strana 52, véta 6.2 a definice 6.3; strana 55, véta 6.9 a definice 6.10.

Su/An, = {Poh, | PeS)y={{PoQ|Qei,)|PecS,)=1{A,(1,2)A,)},

coz je izomorfni s cyklickou grupou C(2) = {id, (1, 2)}. Skladéni permutaci (z po-
hledu parity) se tedy chové stejné jako dalsi cyklické grupy réadu 2.

Nabizeji se aditivni grupa (Zs, +) a multiplikativni grupa ({1, —1}, ). Jelikoz
nam skladani permutaci pripomind spiSe nasobeni nez s¢itani (cykly zapisujeme
za sebe, jako by se ndsobily), jevi se jako lepsi volba uvedend grupa multiplika-
tivni.

Objevili jsme tak analogii mezi skladdnim permutaci (z pohledu parity) a né-
sobenim ¢isly 1 a —1. Sudé permutace ve faktorové grupé odpovidaji identité
v C(2) = {id, (1,2)}, ktera je zde neutrdlnim prvkem. Jelikoz v grupé ({1, —1},-)
je neutralnim prvkem 1, odpovida v jistém smyslu@ slozeni se sudou permutaci
vynasobeni ¢islem 1. Podobné slozeni s lichou permutaci odpovida ve stejném
smyslu vynasobeni ¢islem —1. Nalezli jsme uzitecny zpusob, jak paritu permutaci
popsat pomoci ¢isel 1 a —1. Pomoci tohoto izomorfismu definujeme znaménko
permutace.

Definice 2.6. Znaménko permutace P € S, definujeme jako sgn P = (—l)k,@
kde k je pocet cyklu sudé délky v rozkladu P na nezdvislé cykly.

Poznamka 2.3. Je treba si uvédomit, Ze aplikaci liché permutace vytvorime
bazi, kterd je s puvodni bdzi nesouhlasnd, pouze v pripadé, Ze nemdme Zddnou
dimenzi k dispozici navic. JiZ drive jsme ukdzali, Ze pokud bychom néjaky rozmer

8TTotozné tvrzeni se nachazi i v knize [Be|, kapitola 6, strana 54, disledek 6.7, avSak to
nase se od ného odliSuje cestou odvozeni. Obvyklé je zacit definici inverze, znaménkem per-
mutace jako poctu inverzi a teprve z toho vyvozovat dusledky. V této praci postupuji zdmérné
,V protisméru“, protoze to povazuji za intuitivné;jsi.

88Tato faktorizace je moznd diky tomu, Ze A,, je normaln{ podgrupou grupy S, — [Be], kapi-
tola 6, strana 55, poznamka pod vétou 6.9.

89Ve svété permutaci odpovidd sklddani permutaci z pohledu parity ndsobeni, které je
uskutecnovano ve svété obsahujicim pouze ¢isla 1 a —1, a to z pohledu znaménka cinitela,
resp. soucinu.

90Podle anglického sign, coz Gesky znamend znaménko.
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navic méli, aplikaci libovolné permutace vznikne bdze, kterd je s puvodni bdzi
souhlasnd Pl

Disledek 2.16. Z predchozich vvah plyne:
Sudé permutace maji znaménko rovno 1.
Liché permutace maji znaménko rovno —1.

VP,Q €S, : sgn PQ = sgn P - sgn Q.@

Ve vétsiné ucebnic se vSak uvadi definice pomoci inverzi permutace jako na-
priklad v [Be], kapitola 6, strana 52, definice 6.4. V néasledujici ¢asti ukazeme, jak
jsou obé definice propojené.

2.4.1 Souvislost s inverzemi

Definice 2.7. Necht P je permutace mnoziny {1,...,n},n € N. KaZdou mnoZinu
{i,7}, pro kterou plati

i,7€{1,...,n},i<jANP@E) > P(),
nazveme inverzi permutace P. Pocet inverzi permutace P znacime in P.
Pozorovani 2.17. Pro identickou permutaci id plati
Vk e {1,...,n} id(k) = k.
To vsak znamend, Ze in 1d = 0, protoZe
Vi,je{l,..,n} i <j < id(i) <id(j) = - (P(i)> P(j)).

Pozorovani 2.18. Nejuétsi pocet inverzi, ktery muze permutace P € S, mit,
je (;), coz je pocet zpusobi, jak vybrat dvogici{i,j} z mnoziny {1, ..., n} Pro ta-
kovou permutact plat

Vi,je{l,..,n}:i<j = P(i) > P(j).

Otazka 2.7. Jak musi vypadat P, aby platilo in P = 17 Tj. které permutace
maji praveé jednu inverzi?

Predpokladejme, ze se jednd o inverzi {i, j }, kde bez ijmy na obecnosti i < j.
Protoze se jedna o jedinou inverzi permutace P, musi platit

P(i) > P(j), (2.8)

Vi, le{l,...n}, k<, (k1) # (i,7): P(k) < P(l). (2.9)

91To ale neznamend, Ze jsou viechny permutace z pifslusného S,, sudé. Parita permutace je
uréend paritou poc¢tu sudych cyklu v jejim rozkladu na nezéavislé cykly s tim, Ze tento rozklad
bude vidy stejny, at mdme dimenz{ navic, kolik chceme.

928kladani permutaci z pohledu parity odpovidd ndsobeni znamének téchto permutaci — to
plyne z popsaného izomorfismu mezi (S,,o) a ({1,—1},).

93 Jedna se o permutaci, jejiz redukovany cyklicky zapis je tvaru (1,n)(2,n—1) - (%, 3+ 1),
pokud je n sudé, resp. tvaru (1,n)(2,n —1)--- (%7 ”;1 + 2), pokud je n liché.

9Na druhém Fadku je nerovnost také ostrd, jelikoz piipad P(k) = P(I) pro k # [ nikdy
nenastane, nebot P je permutace, a tedy je prosta.
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Oznac¢me si rozdil mezi prvky nasi jediné inverze: m = j —i € {1,...,n — 1}. Pak

1<i4+1<---<i+m-1<i+m=]y,

a tedy dle nerovnosti a musi zaroven platit
P@i)<P(i+1)<---<Pli+m—1)AP(@)> P(i+m)= P(j),
Pii+1)<---<P(i+m—1) < P(i+m)=P(j) NP(i) > P(j).

To se da dale prepsat jako:

Vk e {l,...m—1}: P(i) < P(i + k),
Vk e {l,...m—1}: P(i+ k) < P(j),
P(i) > P(j).
Spojenim prvnich dvou radku vsak dostaneme
Vke{l,...m—1}: P(i) < P(i+ k) < P(j),
coz kvuli ([2.8]) musi znamenat, ze mnozina {1, ..., m—1} je prazdné, a tedy m = 1.
Permutace P tedy zaménuje sousedici prvky 7 a ¢+ 1 a kvuli jsou ostatni
prvky jejimi pevnymi body. Chovani permutace P lze zapsat jako:
Vi e {l,...,n}\{i,i+1}: P(k) =k,
P(i)=P(i+1),
P(i+1) = P(i).
Redukovany cyklicky zapis permutace P je
P=(i,1+1).

Jedna se tak o specialni pripad transpozice, ktera zaménuje pouze dva vedlejsi

prvky.

Disledek 2.19. Permutace s jedinou inverzi jsou praveé ty, které maji redukovany

cyklicky zdpis tvaru (i, 4+ 1),i € {1,...,n — 1}.

Takové permutace obsahuji pouze inverzi {i,i+ 1}.

Definice 2.8. Permutace, které maji jedinou inverzi, budeme nazyvat elemen-
tarni permutace.

Poznamka 2.4. Jednotlivé pojmy z teorie permutaci si muZeme predstavovat
nasledugicim zpusobem:

Permutace = zdmeéna libovolného poctu libovolngch proki.

Transpozice = zaména pravé dvou libovolniych proki.

Elementarni permutace = zdména prdvé dvou sousednich prokii.

Véta 2.20. Necht P,Q €S, a Q je elementdrni permutace. Pa/ﬁ
lin P—in (PoQ)| =1
neboli sloZeni elementdrni permutace s obecnou permutaci P zméni pocet inverzi
permutace P o 1 (bud jednu pridd, nebo jednu odebere).
Diikaz: Jelikoz je @ elementarni, ma pravé jednu inverzi. Oznacme tuto inverzi

{a,a+1},a€{1,...,n— 1}

95 Permutace sklddame zprava doleva. Tedy na prvky nejprve aplikujeme permutaci Q a teprve
az poté permutaci P.
960Obecnéji {a, b}, kde bez ijmy na obecnosti a < b, ale diky disledku vime, ze b = a+1.
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Z definice inverze plati:

Qa+1) < Q(a).

Nejprve predpokladejme, ze navic plati P(Q(a+1)) < P(Q(a)). To znamena,
ze {Q(a),Q(a+ 1)} neni inverzi permutace P. Situaci muzeme vsak zapsat jesté
jako

(PoQ)(a+1) < (PoQ)(a),
coz znamena, ze {a,a + 1} je inverzi permutace P o Q).

Nyni predpokladejme, ze P(Q(a+1)) > P(Q(a+1)), a tedy {Q(a), Q(a+1)}

je inverzi permutace P. Pak ale plati

(PoQ)(a+1)>(PoQ)(a),

coz znamena, ze {a,a + 1} nenf inverzi permutace P.
Pro vsechny ostatni dvojice {i,j},4,5 € {1,...n},i < j,(i,7) # (a,a + 1)
plati:
Qi) < Q)
protoze {a,a + 1} je jedinou inverzi Q). Pak ale:

{i,j} je inverzi Po Q <= P(Q(i)) > P(Q(j)) <= {Q(i),Q(j)} je inverzi P.

Celkem:
Vi,j e {1,...n},i<j (i,§) # (a,a+1):
{i,7} je inverzi PoQ <= {Q(i),Q(j)} je inverzi P,
{a,a+ 1} je inverzi Po Q) <= {Q(a),Q(a + 1)} neni inverzi P.

To znamend, ze rozdil in (P o @) a in P je v absolutni hodnoté roven 1.

Lémma 2.21. KaZdd transpozice md lichy pocet inverzi.
Diikaz: Necht P = (a,b),a,b € {1,....,n},a < b, je transpozice. To znamen4, ze:

Vie{l,..,n},i#ai#b: Pli)=1i,
P(a) = b,
P(b) = a.

Pak ale plati:

Vi,je{l,..n}i#a,j#b:i<j = P(i) < P(j),
Vie{a+1,..,b} :a<jAnb=P(a) > P(j) € {a,....,b — 1},
Vie{a,...,.0 =1} i <bA{a+1,..,b} 3 P(i) > P(b) = a.
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To vSak znamend, ze pravé vSechny dvojice tvaru {a,j},j € {a + 1,...,b},
nebo {i,b}, i € {a,...,b — 1}, jsou inverzemi P a zadné jiné. Kdyz je spocitdme,
zjistime, ze je jich 2(b — a) — lﬂ To je ale liché ¢islo pro libovolnou volbu a, b.

]

Veéta 2.22. KazZda transpozice je sloZenim lichého poctu elementdrnich permu-
tact.

Diikaz: Necht P = (a,b),a,b € {1,...,n},a < b je transpozice. Pak je ji mozno
zapsat jako slozeni elementarnich permutaci nasledujicim zpusobem:

(avb):
(a,a+1)(a+1,a+2)---(b—2,0—-1)b—1,0)(b—2,b—1)---(a,a + 1).

Jelikoz se v zapisu kazda z elementarnich permutaci vyskytuje dvakrat, tedy
kromeé (b — 1,b), kterd je zde pouze jednou, ukazali jsme, ze transpozice (a,b) je
slozenim lichého poctu elementarnich permutaci. Protoze jsme a, b volili libovolné,
plati toto tvrzeni pro kazdou transpozici.

]

Poznamka 2.5. Samotny pocet elementdrnich permutact, jejichz sloZenim P je,
nemust byt urcen jednoznacné, ale jeho parita ano. Musi totiz platit, Ze znaménko
P je soucinem znamének vsech elementdrnich permutact, ze kterych se P skladd.
JelikoZz jsou to vsechno, stejné jako P, transpozice, maji vSechny znaménka lichd.
Pokud tedy mame takovy rozklad, Ze P je sloZenim k € N elementarnich permu-
tact, must platit —1 = (—=1)*. Proto musi bijt k liché ¢islo.

Vsimnéme si, co se déje s poctem inverzi, kdyz skladame transpozice. Vezméme
si naptiklad transpozice Ti, ..., Ty, k € N, takové Ze@

Vie {1,...,k} : T je slozenim 2; — 1, kde [; € N, elementdrnich permutaci
€y .

Rozepisme pii skladani vSechny transpozice T, ..., T, pomoci téchto rozkladu
a vyslednou permutaci ozna¢me Fy:

_ _ 1 1 2 2 k k
PO—TlOTQO"'OTk _61O..'O€2l171Oelo.~.O€2lzflo“'OelO“'Oeﬂkfl'
- k , .
Oznacme m =} . (2l; — 1) a ddle Vi € {1,...,m} :
e (); = i-ta elementarni permutace v rozepsaném zapisu skladani zprava,

e P,=Q,0--0Q;11, tj. permutace, které vznikne vynechanim ¢ elemen-
tarnich permutaci zprava.

9Nikoliv 2(b — a), protoze obéma tvarim vyhovuje tatdz inverze {a,b}, kterou bychom tak
pocitali dvakréat.
98To, ze to jde, ndm zarucuje véta
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Pak 1ze nahlédnout, ze:

Vie{o,...,m—l}:PZ‘:Pi+1OQ,L‘+17
P, =1d.

Diky vété a pozorovan{ plati:

Vie {0,...m—1}:|in P, —in Py =1,
mn P, =0.

Proto in P,,_1 = 1,in P,,_5 € {0,2} a tak dale. Celkem m-krét ménime pocet
inverzi o 1 s tim, Ze na zacatku zacindme na 0. Necht celkové [-krat tento pocet
o 1 snfzime, tj. I € {0,...,|2]|}. To znamend, ze jsme ho celkem (m — I)-krat
o 1 zvysili, a tedy vysledny pocet inverzi je in Py = m — 2[. Protoze 2l je sudé
c¢islo, ma in Py stejnou paritu jako ¢islo m, coz je celkovy pocet elementarnich
permutaci, ze kterych se P, sklada.

Jelikoz je navic dle véty kazda transpozice slozenim lichého poctu ele-
mentarnich permutaci, je parita m rovna parité poctu transpozic v tomto roz-
kladu, tj. parité cisla k.

Celkem tak dostavame, ze se parita poctu transpozic v libovolném rozkladu
permutace jako slozeni transpozic rovna parité poctu inverzi dané permutace.
Dle oznaceni tak dostdvame zajimavy dusledek:

Disledek 2.23. Plati:
Liché permutace maji lichy pocet inverzi.
Sudé permutace maji sudy pocet inverzi.

Dusledek 2.24. Spojenim disledki[2.16 a dostdvdme
sgn P = (—=1)" 7T,

Ukézali jsme tedy ekvivalenci nasi definice znaménka permutace se zminova-
nou obvyklou definici pouzitou napiiklad v [Be], kapitola 6, strana 52, definice 6.4.

2.5 Zaveér

Permutovanim vektoru ortonorméalni béze lze vytvorit pouze dva typy bézi: sou-
hlasné s bazi puvodni (vzniknou aplikaci sudé permutace) a nesouhlasné s puvodni
bazi (vzniknou aplikaci liché permutace), pricemz vsechny baze jednoho typu jsou
navzdjem souhlasné (jedna je pouhym otocenim druhé). Dle véty nesmime
vSak mit k dispozici dimenzi navic, protoze pak by kazda ortonormalni baze byla
pouhym otocenim jakékoliv jiné ortonormalni béze.

Veéta 2.25. Za predpokladu, Ze nemdme k dispozici dimenzi navic, plati:
Aplikace sudé permutace na vektory ortonormdlni bdze vytvori bdzi souhlasnou
s puvodni.

Aplikace liché permutace na vektory ortonormdlni bdze vytvori bdzi nesouhlasnou
s puvodni.

znaci, jakym zptusobem budeme pokracovat dal.
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Diusledek 2.26. Necht V' je vektorovy prostor dimenze n € N nad R, W je
jeho podprostor dimenze ostre niZsi a B,C jsou ortonormdlni bdze podprostoru
W. Pak lze B a C na sebe ve V prevést pouhym otocenim. To znamend, Ze
pokud mdme k dispozici dimenzi navic, existuje v daném podprostoru jediny ,typ “
ortonormdlnich bz

Zvolme si v prostoru V z dusledku2.26] n¢jaké jeho dvé ortonormalni baze
a oznacme je R = (dy,...,Uy), S = (V1, ..., U,). Vsimnéme si, ze pokud si v kazdé
z nich vybereme k vektoru, k € {1,...,n — 1}, bude kazda tato k-tice generovat
podprostor dimenze k < n, a tedy je mozné obé baze R a S otoc¢it tak, aby
se vSechny ptislusné vektory z k zvolenych rovnaly. Dle prvniho odstavce této
podkapitoly to vSak jiz nemusi byt mozné pro k = n, protoze se muze stat, ze
baze R a S jsou nesouhlasné, a tedy je na sebe pouhym otocenim pievést nelze.

Dusledek 2.27. Necht V' je vektorovy prostor dimenze n € N nad R a R, S
jsou jeho ortonormdlni bdze. Pak lze R a S pouhym otocenim zmeénit tak, Ze se
bude jejich pronich n — 1 prislusnych vektori rovnat. Pokud nemame k dispozici
dimenzi navic, bude dokonce poloha posledniho vektoru obou bdzi urcena jedno-
znacné a bude platit:

e Oba posledni vektory se budou rovna@ prdaveé tehdy, kdyz jsou bdze R a S
navzdjem souhlasné,

e oba posledni vektory budou navzdjem opaén@ prdavé tehdy, kdyz jsou baze
R a S navzdjem nesouhlasné.

To znamenda, Ze ve V' existuji pravé dva ,typy“ ortonormdlnich bazi a jeden nent
mozné pouhym otocenim prevést na druhy[’™

Poznamenejme jesté, ze tvrzeni je obecnéjsi, nez se na prvni pohled muze zdat:

Poznamka 2.6. Prunimi n — 1 wvektory nemyslime nutné vektory iy, ..., U,_1.
Poradi je zvolit libovolné a urcuje ho néjakd permutace z Snm Navic muzeme
pro kaZdou bdzi pouZit yinou permutaci, avsak v pripadé, Ze jsou znaménka téchto
permutact riznd, zménd se dle véty [2.25 souhlasnost na nesouhlasnost a naopak,
protozZe sloZenim téchto permutaci je permutace lichd.

99Pfesnéji mame na mysli, Ze ekvivalence , byt souhlasnd“ indukuje na mnoziné vsech orto-
normalnich béazi takového podprostoru W rozklad“ na jedinou tiidu. Predstavit si to muzeme
tak, ze pokud bychom teoreticky vytvorili ze dieva kostru vektoru néjaké ortonormaélni baze
2D prostoru, byla by po oto¢enim kostrou libovolné jiné béaze 2D prostoru, protoze zijeme
ve 3D svéteé.

10T znamens, ze lezi ve stejném poloprostoru, jehoz hranici je nadrovina generovéna prvnimi
n — 1 vektory (definice .

01Ty znamend, ze lezi v poloprostorech navzéjem opaénych, které oddéluje nadrovina gene-
rovéana prvinimi n — 1 vektory (definice .

102Pfesnéji bychom fekli, ze ekvivalence , byt souhlasnd“ indukuje na mnoziné viech orto-
normélnich bazi prostoru V rozklad na pravé dvé tiidy. Muzeme si to predstavit tak, ze ve 3D
jesté jedina dievénd kostra vektori ortonormalni baze, kde jednotlivé vektory jsou modelovany
$pejlemi, neni modelem vSech ortonormélnich bazi tohoto prostoru. Uvazme lidskou ruku a or-
tonormalni bézi 3D prostoru s vektory uréenymi po fadé palcem, ukazovikem a prostfednikem.
Pak mdme dvé ruzné moznosti: pravou a levou ruku; jednu neni mozné oto¢enim prevést na dru-
hou a naopak. Zajimavé je, ze toto tvrzeni plati nejen ve 3D prostoru, ale ve V', coz je obecné
n-rozmeérny prostor.

103Trochu pozdéji tuto myslenku podrobnéji rozebirdme v pozndmce
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Tim jsme odpovédéli na otdzku [2.4] Tento poznatek je natolik vyznamny, ze
si zaslouzi vlastni vétu.

Véta 2.28. Necht V je vektorovyj prostor nad R konecné dimenze. Potom relace
,byt souhlasnd “ indukuje rozklad mnoZiny vsech ortonormdlnich bdazi prostoru V-
na pravé dvé tiidy[™

To znamend, ze ve V muzeme mit nejvyse dvé ortonormalni baze takové, ze
jednu neni mozné na druhou prevést pouhym otocenim. Takové baze vsak na sebe
muZeme dle vét a prevést napifklad zdménou dvou vektort, obecnéji
aplikaci liché permutace na vektory jedné z bazi.

1040dtud také plyne, ze kdybychom navétivili hypoteticky obchod s botami pro pétirozmérné
bytosti, nasli bychom zde také pouze levé a pravé boty jako u nas ve 3D.
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3. Souhlasnost libovolnych bazi

Dosud jsme porovnavali pouze ortonormalni baze, kdy jedna vznikne z druhé apli-
kaci néjaké permutace. Nyni zacneme ale porovnavat i baze — jak jsme to nazvali
v prvni kapitole — rtizného , tvaru“[l’| Souhlasnost tedy uz nemuzeme vnimat
pouze tak, ze je baze mozné na sebe otocit, protoze se mohou lisit ve ,tvaru®
nebo ve velikostech vektoru, tj. naptriklad baze

((1,0,0)",(0,1,0)",(0,0,1)") a ((3,1,0)",(1,7,-5)",(-6,1,2)").

Ptipomenme piredstavu na botach z prvni kapitoly: Dosud jsme méli vSechny
boty stejného druhu, znacky i velikosti — zda jsou obé pravé, nebo obé levé jsme
poznali tak, ze jsme se pokusili je na sebe otocit.

Nyni vsak budeme mezi sebou porovnévat boty ruznych parametru (napiiklad
levy zeleny gumak velikosti 43 s levou bilou teniskou velikosti 38) — zajima nés
totéz, avsak pouhym otacenim nikdy z gumaku tenisku neudélam. Musime pouzit
sofistikovanéjsi metodu.

Otazka 3.1. Jak rozsirit relaci byt souhlasnd“ na mnoZinu vSech bazi daného
prostoru?

Budeme se drzet intuitivni predstavy, kterou jsme vybudovali v kapitole 1
a zavrsili pozndmkou kde jsme shrnuli podminky souhlasnosti dvou bézi
ve vektorovém prostoru dimenze n € N.

Hlavni myslenka: Obé bdze pootocime tak, aby zdroven:
1. oba prvni vektory leZely na stejné vektorové poloprimce,

2. oba druhé vektory lezely ve stejné vektorové poloroviné, kde hranicni prim-
kou je linearni obal pruniho vektoru,

3. oba treti vektory leZely ve stejném vektorovém 3D poloprostoru, kde hranicni
rovinou je linedrni obal prunich dvou vektoru,

(n —1). oba predposledni vektory lezely ve stejném (n — 1)-rozmérném polo-
prostoru, kde hranici je linedrni obal prunich n — 2 vektor.

Pak jsou obé bdaze souhlasné prdvé tehdy, kdyz jejich n-té (posledni) vektory
lezi ve steyném vektorovém n-rozmeérném poloprostoru, kde hranict je linedrni obal
prunich n — 1 vektoru.

Nyni ujasnime v nasledujici definici, co presné myslime vyrazy vektorova po-
lopiimka, polorovina a poloprostor.

=4 o ’ ’ . ~ ’ . . . 7 ’ v o - ~ 7
105R{iznym tvarem mam na mysli, Ze pokud méme k dispozici skaldrni soudin, mizeme iict,
ze alespon v jednom piipadé piislusné dvojice vektoru sviraji uhly ruznych velikosti.
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Definice 3.1. Necht V' je vektorovy prostor nad R dimenze n € N, W je jeho
podprostor dimenze k—1, k € {1, ,n}m takovy, ze W = LO{uy, ..., ux_1}, kde
Vie{l,..k—1} : @ €V, a ¥ € V\ W[ Pak vektorovim k-rozmérnym
poloprostorem@ P, ktery je urceny podprostorem W a vektorem o, nazveme
mnozinu

P={ieV |3Jay,..,ap1,ap ERap >0:4=ay -t + - +ax1- tUp_1+ax- T}
O poloprostoru P’ tekneme, Ze je vici P opaény prdvé tehdy, kdyz zdroven
P = {ﬁe \% ’ 3&1,...,ak,1,ak ER,CLk >0:u= a1-ﬁl—i—---%—ak,l-ﬁk,l—ak-ﬁ}.

Dale specidalneé:
Pro k =1 poloprostor P nazveme vektorova polopfimkam
Pro k = 2 poloprostor P nazveme vektorova polorovina.

Pozorovani 3.1. V definici navic plati:
e PNP =0,
e hranici opacnijch poloprostori P, P' je prdaveé vektorovy podprostor W,
e PNW =0, PNnW =0T
e P (ani P') neni vektorovy prostor (napr. 6 & P).

Poznamka 3.1. Necht V je vektorovy prostor dimenze n € N a B = (dy, ..., U,),
C = (U1, ...,Up) jsou jeho baze. Pronimi, druhymi, ..., poslednimi vektory bdzi B,
C, jak o nich mluvime v textu pred definici|3.1, neminime nutné jenom dvojice
vektoru Uy a Uy, Uy a Ua,..., Uy, G Uyp.

Vybereme i € {1,...,n}. Pak spojenim prvni vektory odkazujeme na vektory
Uy, U
Ddle zvolime j € {1,...,n}, j # i, druhymi vektory poté minime vektory u;, v;.
Vektory iy, Ux bychom oznacili za tieti, pokud bychom ddl vybrali k tak, aby
ke{l,..,n}, k&{i,j}, atak ddle.

Konkrétni vijbér pronich, druhijch, ..., poslednich vektoru popisuje néjakd per-
mutace @ € S,. Pak muzeme jednoduse rict, Ze Vi € {1,...,n} minime i-tymi
vektory wvektory gy, Uge); specidlné pro i = n na né odkazujeme jako na po-
sledni.

106Tedy pro k = n je W nadrovinou ve V.

07Protoze W je vektorovym podprostorem, je také vektorovym prostorem, a tedy & € W.
Odtud ¥ # 6.

108N age definice se mirné lisi od obvyklé geometrické definice poloprostoru, kde byvéa hraniéni
nadrovina povazovéana za jeho soucast. My vSak poloprostor definujeme zamérné jako mnozinu
otevienou, protoze podle toho, ve kterém z poloprostoru lezi posledni vektor baze, budeme
posuzovat souhlasnost, resp. nesouhlasnost. Proto se ndm hodi, ze jsou vzdjemné opacéné polo-
prostory disjunktni.

1091} je podprostor V dimenze 0, tedy W = LO {} = {5}. P je tedy mnozinou véech kladnych
nasobkt vektoru .

10T znamend, ze P i P’ jsou oteviené mnoziny, protoze jsou rovny svému vnitiku.
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Necht Q € S, je permutace urcujici nas postupny vybér vektori. Pak véta,
ze i-té vektory, 1 € {1,...,n}, lezi ve stejném poloprostoru, jehoz hranici je W,
znamena, ze vektor g € P, kde P je poloprostor, ktery je urceny podprosto-
rem W a vektorem g ;.

Dohoda: Pro jednoduchost budeme ve vsech prikladech uwvaZovat vijbér dany iden-
tickou permutaci. Tedy prunimi vektory budeme minit vektory iy, v, a podobné.

Vsimnéme si, ze pokud bychom relaci ,,byt souhlasna®“ definovali tak, jak
piseme nad definici jednalo by se opravdu o rozsireni definice z kapitoly 2:

e Pokud je mozné jednu bazi na druhou prevést pouhym otocenim, jsou sou-
hlasné, protoze po takovém otoceni se budou dokonce piislusné vektory
rovnat, a tedy jisté budou posledni z nich lezet ve stejném piislusném po-
loprostoru.

e Pii posuzovani souhlasnosti pouzivame vsech n vektoru (zadny nevyne-
chavame) — otoCenim docilime toho, ze prislusné dvojice prvnich n — 1
Vektorﬁ@ budou lezet ve stejnych danych poloprostorech, a az poté podle
poslednich vektoru pozname, zda jsou baze souhlasné, ¢i nikoliv.@

e Jedné se tedy opét o ekvivalencim ktera vsak indukuje rozklad na mnoziné
v8ech bazi daného prostoru, nikoliv pouze ortonormalnich. Jelikoz vzajemné
opacné poloprostory jsou dva,@ ma tento rozklad prave dveé tﬁdym Jinymi
slovy mame znovu praveé dva ,,typy“ bazi, které jsou vzajemné nesouhlasné.

Naptiklad ve 2D prostoru uvazujme béze
B = (i, = (2,0)", i = (0,1)") ,C = (¢ = (1,0)", 0, = (1,1)")..

Dle naseho postupu bychom méli baze nejprve otocit tak, aby jejich prvni
vektory lezely na stejné vektorové poloptimce. Vsimnéme si ale, ze iy = 2 - 7y,
tj. jeden prvni vektor je kladnym nasobkem druhého, a tedy je tato podminka jiz
splnéna a otaceni neni treba.

Déle vyjadiime s jako linedrni kombinaci vektoru béaze CE s tim, ze B a C
jsou souhlasné praveé tehdy, kdyz je koeficient u vektoru vy kladny:

—

{[2:(—1)-171—}—1-1)2.

1 Vektory g a g je mozné zameénit.

H12Ve smyslu poznamky

13V kapitole 2 jsme ukézali, Zze pokud bychom méli byt dimenzi k dispozici navic, nem4 smysl
se o orientaci bavit. To by se stalo, kdybychom pfi posuzovani souhlasnosti dvou bazi mohli
néjaky z n vektor vynechat.

4R eflexivita: posledni vektor dané baze lezi ve stejném poloprostoru jako on sam; symetrie:
pokud posledni vektor jedné baze lezi ve stejném poloprostoru jako posledni vektor baze druhé,
plati to i naopak; tranzitivita: pokud posledni vektor prvni baze lezi ve stejném poloprostoru
jako posledni vektor baze druhé a ten zase zase tentyz poloprostor sdili s polednim vektorem
treti baze, pak oba posledni vektory bazi prvni a teti lezi ve stejném poloprostoru.

H5Navic pokud se jednd o bazi, nemuze lezet jeji posledni vektor na hranici téchto polo-
prostori.

16Viy dtisledek ke kterému se dopracujeme pozdéji.

170becné béze C7, kterd vznikne zmifiovanym otogenim. V nasem piikladu plati C = C".
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Zminovany koeficient je roven 1, je tedy kladny. Dle naseho kritéria jsou baze B
a C souhlasné — oba posledni vektory lezi ve stejném 2D poloprostoru s hrani¢ni
ptimkou LO{4;} = LO{v,}.

Otazka 3.2. Pro¢ uvazZujeme u souhlasnosti zrovna poloprostory, a ne treba
,,étvrtpmstory@ dané vsemi linedrnimi kombinacemi vektoru s tim, Ze bychom
mezi nimi rozlisovali dle znamének poslednich dvou koeficientii{™]

Uvazujme ve 2D prostoru tytéz baze B a C (jako v predchozim piikladé)
a upravme nase kritérium — po otoceni rekneme, Ze jsou souhlasné pouze tehdy,
pokud jsou oba koeficienty (u predposledniho i posledniho vektoru) kladné.

V nasem piipadé je prvni koeficient roven —1 a druhy 1. Protoze je alespon
jeden z nich zaporny, jsou baze B a C' dle tohoto kritéria nesouhlasné.

Zaroven muzeme rozlisit 3 typy nesouhlasnosti:

1. prvni koeficient je zaporny, druhy kladny,
2. prvni koeficient je kladny, druhy zaporny,

3. oba koeficienty jsou zéaporné.

Pokud bychom méli bazi B a baze Cy, Cy, C3 a Cy takové, ze B je souhlasna s Cf,
nesouhlasnd s Cy (ve smyslu prvniho typu), déle nesouhlasnd s C3 (ve smyslu
druhého typu) a koneéné nesouhlasnd s Cy (ve smyslu tfetiho typu), pattily by
baze B a (' do stejné tiidy rozkladu indukovaného ekvivalenci byt souhlasna®,
baze C4,Cs, C3 a C4 kazda do jiné.

Uvédomme si vSak, ze jsme timto zménili definici relace byt souhlasna®.
Je tedy ponékud odvéazné prohlasovat, ze se jedna o ekvivalenci. Ovérme jeji
vlastnosti — napiiklad reflexivitu.

Otazka 3.3. Je relace ,bijt souhlasnd“ (ve smyslu otdzky reflexioni?

Vezmeéme si ve 2D prostoru napiiklad bazi E = (€, é;) a prosetieme, zda je £
souhlasnd sama se sebou. Otaceni nenfi tieba, protoze €, = 1-¢€1, 1 > 0 (trividlné
plati, ze &; lezi na stejné vektorové polopiimce jako ).

Vyjadieme tedy €5 jako linedrni kombinaci vektoru baze E. Trividlné:

€, =0-€;+1-6.

Koeficient u €; ale neni ani kladny, ani zaporny, protoze je roven nule! To zna-
mend, ze se € nachazi na hranici mezi dvéma ¢astmi naseho 2D prostoru, a tedy
do zadné z nich vsak nepatff.m Dle naseho kritéria baze E neni sama se sebou

[13p+

118Ve skutecnosti tato charakterizace nerozdéluje vzdy 2D prostor na ,,stejné velké® ¢tvrtiny,
ale na ¢tyri c¢asti, které jsou oddélené vektorovymi pfimkami prvniho a druhého vektoru.
Ve 3D prostoru se prostor rozdéli na osm ¢asti, ve 4D na Sestnéact. V n-rozmérném prostoru
by to bylo 2™, ne nutné ,stejné velkych“ ¢dsti oddélenych vektorovymi primkami jednotlivych
vektoru dané baze.

119B4ze by byly souhlasné pravé tehdy, kdyz by oba tyto koeficienty byly kladné — posledni
vektory by patfily do stejné dané édsti prostoru (ze ¢tyf moznych).

120Ani piifadit tuto hranici jedné z &asti nepomiize. Zkoumejme souhlasnost baze
((0,1)T,(1,0)") se sebou sama. Ta 2D prostor rozdél{ presné na tvrtiny (pravou horni, le-
vou horni, pravou dolni a levou dolni). Aby byla sama se sebou souhlasnd, museli bychom
fict, ze hranice mezi obéma hornimi ¢astmi patii do pravé horni ¢asti. Déale si vezméme bézi
((0, nt, (—1,0)T), kterd 2D prostor rozdéli na tytéz ¢tvrtiny, a posuzujme jeji souhlasnost se
sebou sama. Stejnou uvahou dospé&jeme k tomu, Ze tatdz hranice musi patiit jiné, konkrétni
levé horni ¢éasti. Tedy tato relace opravdu neni reflexivni.
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souhlasnd, a tedy takto definovana relace ,,byt souhlasna“ neni reflexivni. Obje-
vili jsme problém:

Problém: Relace byt souhlasnd “ ve smyslu otdzky[3.9 nend reflexivni, takze nend
ekvivalenci. Nejednd se tedy o rozsirent relace, kterou zname z kapitoly 2.

Poznamka 3.2. Tento problém nastane, jakmile budeme mezi ¢dstmi prostoru
rozliSovat na zdkladé znamének alespon dvou koeficientu linedrni kombinace po-
sledniho vektoru v predchozim smyslu.

Naopak tomuto problému se vyhneme, pokud budeme rozlisovat na zdkladé zna-
meénka jediného koeficientu, tj. kdyz prostor rozdélime na dva poloprostory, protoze
dle definice a pruvntho bodu pozorova/m/ nebude posledni vektor (v definici
je to vektor v) nikdy lezet na hranici.

Budeme tedy pouzivat stejny postup a kritérium jako diive — pted definici|3.1]
Zatim se nam vsak pii posuzovani nestalo, ze by zminované otoc¢eni bylo tieba.

Disledek 3.2. Necht V' je redlny vektorovy prostor dimenze n € N. Pokud

nemdme Zadnou dimenzi k dispozici navic, indukuje ekvivalence byt souhlasnd “
na mnoziné vsech bdazi tohoto prostoru rozklad na pravé dvé tridy.

Mdame-li tedy tri bdze prostoru 'V, pak alespon dvé z nich jsou navzdjem souhlasné.
Vezmeéme si ve 2D prostoru baze B = (i3, iy) a C = (U1, U2), u kterych otoceni
tieba bude. Obé béze otocme[?] ¢fmz vzniknou baze B’ = (iiy, iis) a C' = (U3, Uy),

kde B’ je souhlasnd s B a C’ je souhlasna s C.

Situaci znazornuje obrazek:

1. poloprostor

- A
Uy
oto¢eni B na B' - )
/ U3 | hranice
otoéeni C na C' U3 LO{“B}
Uq 2. poloprostor

Dle obrazku vidime, ze vektory 4 a ¥4 lezi v opacnych poloprostorech s hra-
niéni piimkou LO{i3} = LO{¥s}, a tedy jsou baze B a C nesouhlasné.

Maéame-li k dispozici obrazek, problém s posouzenim souhlasnosti ve 2D pro-
storu mit nebudeme. Jesté horsi je situace v prostorech dimenze n > 4, nebot ji
obrazkem dostatecné znézornit nelze.

121Ve skutecnosti staci otacet pouze jednou bazi, nebot ndm jde o jejich vzajemnou polohu.
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Otazka 3.4. Jak muzeme souhlasnost dvou bazi posuzovat v pmxi@ Jaky ma-
tematicky ndastroj bychom pti tom mohli vyuzit?

Predstavme si, ze mame dvé souhlasné baze, které jiz jsou otocené tak, ze
spliiuji vSech n podminek z poznamky . Vezmeéme posledni@ vektor jedné
z bazi a libovolné jim hybejme s tim, ze ostatni vektory zustanou na misté
Kdy se stane, ze se souhlasnost zméni na nesouhlasnost?

Pozorovani 3.3. Dojde k tomu presné v momenté, kdy se posledni vektor ,pre-
houpne “ pres hranici danou linedrni kombinaci predchozich n — 1 vektoru, kterd
oddeéluje oba poloprostory. Tim se totiZ zméni znaménko posledniho koeficientu
linedrni kombinace vyjadrujici posledni vektor.lTEl

Jestlize jsme v prostoru dimenze n € N,n > 3, urcuji vektory kazdé jeho
béaze néjaky n-rozmérny rovnobéZnostén.@ Sledujme, jak se pohybem posledniho
vektoru méni objem tohoto n-rozmérného rovnobéznosténu.

Pozorovani 3.4. Pokud poslednim vektorem pohybujeme spojité, meni se ob-
jem prislusného rovnobezZnosténu také spojité. Navic pri prechodu z jednoho polo-
prostoru do druhe’hﬂ prejde hodnota objemu pres nulu: v momenté, kdy posledni
vektor lezi v linedrnim obalu zbyjvajicich n — 1 vektori, se totiz nejednd o ba”zi@
Tudiz md wtvar, ktery tato mnozina vektoru urcuje, dimenzi o 1 mens@’@

Napad: Z objemu néjak udélame znaménkovy objem, ktery kromé samotné hod-
noty objemu dancho rovnobéznosténu bude navic znaménkem vyjadrovat, ve kte-
rém ze dvou moznych poloprostori se posledni vektor nachdzi.

Pozorovani 3.5. K nécemu velmi podobnému slouzi determinant.

Poznamka 3.3. Determinant je na rozdil od objemu obecnéjsi pojem (nevyzaduje
vektorovy prostor, natoz skaldrni soucin){’| Pro dvé bdze urcuje absolutni hod-
nota determinantu jejich matice prechoduf | kolikrdt se rovnobézZnostén danyj vek-
tory druhé z bazi ,vejde “ do rovnobéznosténu urceného vektory proni z bdzi s tim,
Ze znaménkem determinant vyjadruje vzdjemnou souhlasnost, resp. nesouhlasnost
téchto bazi.

122Praxi mam na mysli situaci, kdy ndm jsou zaddny dvé baze néjakého prostoru dimenze
n € N tak, ze zname soutradnice jejich vektoru vzhledem ke kanonické bazi, a nagim tkolem je
urcit, zda jsou tyto baze souhlasné, nebo ne. Pro n > 3 uz si totiz obrazek nenakreslime.

123Pogledni ve smyslu poznamky tj. vlastné se muze jednat o libovolny z vektoru.

124Tim potencidlné zménime ,tvar® dané baze, ale piesné o tom nadm momentélné jde.

125V definici by to bylo znaménko koeficientu ay, ¢imz se z poloprostoru P stane polo-
prostor P’, ktery je vuci P opac¢ny.

126/ 1D by se jednalo o tisecku a ve 2D o rovnobéznik.

12TMysleno do toho, ktery je viiéi prvnimu opaény.

128Mnozina vektort je z definice linedrné zavisla, jelikoz posledni vektor je linedrni kombinaci
zbyvajicich vektori.

129V/e 3D by to znamenalo, Ze hypoteticky rovnobéznostén ma vysku délky 0, a tedy ma nulovy
objem. Ve skutecnosti se tak jednd pouze o rovnobéznik — jeho objem je opravdu roven nule.

130pokud bychom na sloupce determinantu nahlizeli jako na vektory, zjistime, ze pro definici
determinantu skaldrni soucin vibec nepotiebujeme.

131Viz definice [3.9| (matice prechodu).
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Nam vsSak nejde o samotny objem, ale predevsim o zminované znaménko!
Rozdil mezi determinantem a objemem nam tedy vubec nevadi, naopak nas tési,
ze determinant muzeme oproti objemu pouzivat ve vSech vektorovych prostorech
kone¢né dimenze [

Poznamka 3.4. Determinanty uz zname. V pristi podkapitole budeme vsak de-
terminant chdpat jako matematicky objekt splnujici podminky z poznamky
a postupne ukdZeme, Ze se opravdu jednd o ten determinant, jak ho zndme@

3.1 Determinant a souhlasnost

Poznamka 3.5. V pozndmce[3.5 mluvime o tom, Ze se rovnobéznostén Ry nékoli-
krat vejde do rovnobéznosténu Ro. Kvili intuitivnosti tohoto vyjddreni ho budeme
pouzivat 1 naddle.

Oznaceni 3.2. Necht je ddn prostor se skaldrnim soucinem a v ném n-rozmérné
rovnobéznostény Ry, Ry magi po rade objemy Vi, Vo. Pak rekneme, Ze se Ry do Ry
vejde c-krat prdve tehdy, kdyz ¢ = %, kde c € R, ¢ > 0.

Pozorovani 3.6. Méjme redlny vektorovy prostor dimenze n € N se skaldrnim
souéinemJTEl néjakou jeho bazi B a ortonormdlni badzi E@ Dle poznamky
je absolutni hodnota determinantu matice prechodu od baze B k bdzi E rovna
objemu rovnobéznosténu, ktery je urceny vektory bdze B.lTEl

Pokud v poznamce|3.6|absolutni hodnotu u determinantu odstranime, ziskame
navic informaci o souhlasnosti bazi B a E. V situaci popsané ve zminované
poznamce mé smysl této hodnoté iikat orientovany objem['™|

Poznamka 3.6. Na zacdtku této podkapitoly budeme casto mluvit o objemu,
resp. o orientovaném objemu. Kdykoliv se tak stane, predpokladame, Ze pracu-
jeme v prostoru se skaldrnim soucinem.

Oznaceni 3.3. Méyme redlny vektorovy prostor dimenze n € N se skaldrnim
soucinem a jeho bdaze B a E, kde E je navic ortonorma’lm”@ Orientovanym

132 Jak zminuji v poznamce objem vyzaduje skalarni soucin. Ne kazdy vektorovy prostor
vsak skalarni souc¢in ma.

133Dospéjeme az k jeho definici — viz definice

134Hodnota ¢ miize tedy byt i neceld, ¢i dokonce iracionélni. Je dobré dodat, ze tuto formulaci
budeme uzivat pouze v pripadé, ze zadny z rovnobéznostént neni degenerovany tak, ze by mél
nulovy objem.

135M4 tedy smysl mluvit o objemu.

1360bjem rovnobéznosténu uréeného vektory béze E je 1, protoZe se jednd o n-rozmérnou
krychli s jednotkovymi délkami hran.

137Ozna¢me si hodnotu tohoto objemu V. To znamend, Ze se do daného rovnobéznosténu
vejde pravé V n-rozmérnych krychli s jednotkovou délkou hrany. Takovou krychli ale urcuji
pravé vektory baze E.

138Vyjde kladny pravé tehdy, kdyz baze B a E jsou souhlasné, a zaporny pravé tehdy, kdyz
jsou nesouhlasné. Kdyby B nebyla bazi, vysel by nulovy.

139podminka ortonormality je tady klicova, protoze to znamend, ze vektory baze E uréuji
n-rozmeérnou jednotkovou krychli. Objemem télesa vlastné rozumime, kolikrat se do néj jednot-
kova krychle vejde.
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objemem n-rozmérného rovnobézinosténu, ktery je urceny vektory baze B, minime
hodnotu determinantu matice prechodu od bdize B k ortonormdlni bdzi E Figl

Nyni zkusme z obrazku odvodit, jak tento orientovany objem spocitat. Za or-
tonormalni bazi £ budeme uvazovat standardni kartézskou béazi. Bazi B zaddame
pomoci souradnic jejich vektoru vzhledem k bazi E.

Zacneme jednodussimi situacemi a postupné se dostaneme az k samotnému
obecnému n-rozmérnému rovnobéznosténu. Nejprve se zaméime na obycejny troj-
rozmérny kvadr.

Situaci znazornéme na obrazku:

Objem kvadru je roven soucinu délek jeho hran. Tyto délky jsou absolutnimi
hodnotami soufadnic u; 1, ug 2, us s, kde

i = (u1,1,0,0)", dy = (0,u22,0)", @5 = (0,0, us3)"

Podobné pro n-rozmérny kvadr urceny bazi B takovou, ze matice prechodu od
B k FE je diagonélni, by byla hodnota determinantu rovna souc¢inu prvku na dia-
gondle této matice, tedy uy 1 - ... - Upp.

Nyni si vezméme specialni trojrozmérny rovnobéznostén, a to takovy, ze ma-
tice ptechodu od B k E bude horni trojihelnikova matice:

U1 U231 U3
Per=1| 0 us2 usp
0 0 us,3

140Mezi orientovanym objemem a determinantem je vak rozdil. O determinantu mtZzeme
mluvit i v pfipadé, ze bdze E ortonormdlni neni nebo pokud nemame skalarni souc¢in. Orien-
tovany objem je tedy specidlnim piipadem determinantu, a to pouze v prostorech se skalarnim
sou¢inem. Duvod, pro¢ se o ném vubec bavime, spo¢ivd v tom, Zze vychdzi pfimo z objemu,
pod kterym si uz dokdzeme néco predstavit.
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Rovnobéznostén je hranol]lzfl takze se jeho objem rovna souc¢inu obsahu jeho
podstavy a délky jeho vysky: V = S,-v. Jeho podstavou je rovnobéznik (vyberme
si ten urceny vektory i a iy), obsah rovnobézniku muzeme spocitat jako soucin
délky strany tohoto rovnobézniku a piislusné vysky: S, = a - v,.

Situaci ilustrujme na obrazku, a to véetné zminovanych vysek:

Z

Délka strany a rovnobézniku je rovna absolutni hodnoté souradnice u; ;.

Délka vysky v, je rovna délce ortogonalni projekce vektoru s na osu y]zzl ta
je vSak rovna presné absolutni hodnoté soufadnice ug o.

Konecné délka vysky rovnobéznosténu v je rovna délce ortogondlni projekce
vektoru w3 na osu z, protoze zminovana podstava lezi v roviné zy. Tato délka je
rovna absolutni hodnoté soutfadnice us 3.

Tedy celkem dostavame:

V= |U1,1 *U2.2 - U3,3|-

Daisledek 3.7. Absolutni hodnota determinantu horni trojuhelnikové ctvercové
matice je rovna absolutni hodnoté soucinu prvku na diagondle.

Dosud jsme absolutni hodnotu tolerovali. Zbavme se ji a sledujme, co se se
soucinem déje.
Otazka 3.5. Odstranime absolutni hodnotu. Kdy vyjde determinant kladny a kdy

zdporny?

Pokud jsou vsichni éinitelﬁ kladni, trivialné vyjde souc¢in kladné. Berme
tuto situaci jako vychozi bod.

141 Avsak obecné kosy.

142Pjesnéji je tato vyska ortogondlni projekci zmifiovaného vektoru na vektorovou pifmku
vektoru &3, kde E = (&, €2, €3) je nase kanonickd béze.

143Gt4le pracujeme s takovou bazi B, ze matice pfechodu od B k E je horni trojihelnikova.
Ciniteli jsou tedy praveé jeji diagonalni prvky.
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Pokud u jednoho z ¢initelu zménime znaménko, zmeéni se také znaménko de-
terminantu. Co se musi stat s bazi B, resp. F, aby k tomu doslo?

Stane se to naptiklad v situaci, kdy jeden z vektoru baze B, feknéme i-ty,
i € {1,...,n}, zménime na opacny. Pak se vSechny souradnice tohoto vektoru
zmeéni na opacné, a tedy také soutadnice u;;, kterd jako jedind z nich figuruje
v naSem souc¢inu. My jsme vsak v kapitole 2 zkoumali vyménu vektoru za opacny
pouze v ortonormalni bazi, podivejme se proto na véc z jiného pohledu:

Misto toho, abychom vyménili vektor u; za vektor k nému opacny, vyménime
v bazi E = (€, ..., €,) vektor €; za opacny. Tim se zmeéni vSechny i-té souradnice
vektoru baze B vzhledem k E na opacné, a tedy i souradnice u; ;. Zaroven ze vsech,
které jsme takto zménili, je vSak pouze u;; diagondlnim prvkem matice pfechodu

od Bk FE.

Vyména €; za vektor vuci nému opacny ve 3D prostoru je naznacena na obrazku:

O vyméné vektoru v ortonormalni bézi za opacny jsme jiz hovorili. Dle vé-
ty vime, ze tato operace vytvori bazi, ktera je s puvodni bazi nesouhlasn4.
Pokud byly baze B a E souhlasné@ budou po vymeéné vektoru v F za opacny
nesouhlasné, a naopak. Celkovy objem, tedy absolutni hodnota determinantu, se
tim vsak nezméni.

Disledek 3.8. Necht B je bdze a E je ortonormdini bdze téhoz vektorového
prostoru konecné dimenze. Je-li matice prechodu od B k E horni trojuhelnikovad,
pak soucin prvku na diagondle bude roven hodnoté orientovaného objemu, a to
v nasledugicim smyslu: Tento soucin bude kladny pravé tehdy, kdyz B a E jsou
souhlasné, a zaporny pravé tehdy, kdyz jsou nesouhlasné. Determinant zminované
matice prechodu je tedy roven hodnoté tohoto orientovaného objemu.@

Nyni jsme konec¢né pripraveni rozebrat obecny n-rozmérny rovnobéznostén.
Matice ptechodu od B k E tedy vypada nasledovneé:

U1 U1 - Upa

U2 U2 - Upp2
Ppp = . .

Ulp U2pn *°° Unn

Resit tento pifpad graficky je prakticky nemozné v prostorech dimenze n > 4.
D4l se proto na problém divejme z pohledu linearni algebry.

144V nagem pifpadé tomu tak bylo, jelikoz determinant byl kladny.
1450ba, pojmy znamenaji totéz, dokud je bize E ortonormélni a mame k dipozici skaldrni
soucin. Rozdil je v tom, ze determinant je pojem obecnéjsi a relativni.
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Otazka 3.6. Umime néjakou metodou spolehlivé upravit requldarni ¢tvercovou ma-
tici na tvar horni trojuhelnikové matice tak, aby se hodnota determinantu v jednot-
livijch krocich nezmeénila? Je mozné tuto metodu vyuzit pri vypoctu determinantu
takové obecné ctvercové matice?

Vzpomenme si na Gaussovu elimina¢ni metodu, kterd se vyuziva napiiklad
k feSeni soustav linearnich rovnic.@ Jeji aplikaci bychom skuteéné docilili toho, ze
bychom z obecné regularni ¢tvercové matice vytvorili horni trojihelnikovou ma-
tici. Musime vSak trochu pozménit upravy, které pii ni budeme vyuzivat, abychom
pii aplikaci téchto iprav nezménili hodnotu determinantu.

Otazka 3.7. Jaké upravy muzeme pri pozménéné Gaussové eliminaci pouZivat,
aby se v jednotlivijch krocich nezménila hodnota determinantu?

Pozndmka 3.7. Od ted uz nebudeme mluvit o orientovaném objemu, ale o de-
terminantu.

Skaldrni soucin iz obecné nepotrebujeme, ale my jej ddl budeme uvaéovatm

Dle pozndmky|[3.3 je determinant pojem relativni, a to v ndsledugicim smyslu:
Absolutni hodnota determinantu matice prechodu od bize B k E tikd, kolikrdt
se n-rozmerny rovnobéznostén urceny vektory bdze E ,vejde“ do n-rozmérného
rovnobéznosténu urceného vektory bdze B.@ Znaménko tohoto determinantu je
kladné prdve tehdy, kdyz jsou bdze B a E navzdjem souhlasné, a zdporné prdavé
tehdy, kdyz jsou nesouhlasné.

Oznaceni 3.4. Determinant matice Pgg znacime

Uy1 U211 - Up

U2 U2 - Up2
det PBE =

Uip U2mn " Unpn

)

3.1.1 Vynasobeni libovolného radku kladnym c¢islem

Zvolme i € {1,...,n} a ¢islo c € R, ¢ > 0. Necht A; je matice, ke které jsme se
dostali z Pgp aplikaci upravenych elementarnich ﬁprav@ a A, je matice, ktera
vznikne z A; vynasobenim jejiho i-tého tadku c¢islem c.

Poznamka 3.8. KazZdd requldrni matice je matici prechodu od néjaké bdze k bazi
kanonické.

Matice Pgg je regularni, takze také A; je regularni. Dle predchozi poznamky
je tedy matici prechodu od néjaké béze, oznacme ji C' = (¥4, ...,9,), k bazi E,
tj. A1 = Pog.

Otazka 3.8. Jak se od sebe lisi determinanty matic Ay a As?

146Regularni ¢tvercové matice jsou v odstupiiovaném tvaru prévé tehdy, kdyz jsou horni
trojuhelnikovou matici.

147To ndm umozni pouzivat pojmy jako délka, objem a kolmost, které pfispivaji nasf intuitivni
predstave.

148Pjedpoklédejme, Ze determinant matice piechodu od B k E je roven é&islu ¢ € R. Oznaéme
objemy ptislusnych rovnobéznosténu Vg, Vg. Pak dle oznaéen plati, ze Vg = || - VE.

149Tyto tipravy pravé zkoumdme. Shrnuje je pozdéji definice
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Zmeény i-tych souradnic u vSech vektoru na jejich c-nasobek lze docilit dvéma
zpusoby:

1. zménime vSechny vektory béze C tak, ze je ve sméru €; c-krat natdhneme
(¢ > 1), resp. zkratime (¢ < 1),

2. zménime vektor €; na jeho %—nésobek.

Meénit jeden vektor je zde jednodussi nez ménit n vektoru. Zvolme tedy druhy
zpﬁsoﬂ a vektor €; vyménme za vektor % - €;, ¢imz z F vytvorime bazi FE

Vsimnéme si, ze £ a F jsou diky definici [3.1] navzajem souhlasné, protoze
¢ > 0: Za hranici poloprostoru P vezmeme nadrovinu urcenou vektory baze E
kromeé €;, chapeme é; = ¥ € P. Pak % - €; € P, protoze koeficienty linedrni kom-
binace vynasobenim ¢islem % > (0 nezménily znaménka. Znaménko determinantu
se tedy nezméni.

Lémma 3.9. Necht' V je vektorovy prostor dimenzen € N nad R, E = (€, ..., €,)
je jeho baze a c € R, ¢ > 0. Zvolme i € {1,...,n}. Vytvorme z E bdzi F tak, Ze
€; vyndsobime cislem %, tedy F' = (€1, ..., é’i_l,% “€;,8is1y .-y En). Pak jsou E a F
navzdjem souhlasné.

Situaci pro n = 3, kde zkratime €3 na polovinu, muzeme pozorovat na obrézku@

E = (6,6,8,)

vyména €; za L&

LO{é;, 8} LO{€,é,}

Dale jelikoz E i F' jsou ortogonalni, urcuji jejich vektory néjaké kvadry. Jelikoz
se délky vsech jejich hran, kromé téch rovnobéznych s €;, shoduji a délky hran
rovnobéznych s €; se lisi %—krét, lis1 se jejich objemy v nasledujicim smyslu:

1
Ve =

C

- VE.

150Ve skutecnosti se spis jedna o nasi interpretaci situace. Je jedno, zda ménime bazi C' nebo
bazi F a vlastné tyto situace od sebe na zékladé soufadnic ani neumime odli§it. Pfestoze zménu
determinantu budeme zkoumat s vyuzitim druhého pohledu, samotnou zménu na vektorech
uvazujeme dle prvniho popsaného zpusobu. Diky tomu muzeme u matice A; stdle uvazovat
ortonormdlni bazi E, protoze jednotlivymi upravenymi elementarnimi ipravami ménime pouze
béaze B, C atd.

151ptestoze F je dal ortogondlni, neni jiz (pro ¢ # 1) ortonormdlni. Z téchto divodi je jiz
tfeba mluvit o determinantu (relativni pojem vzhledem k F'), a ne o objemu.

152K onkrétné tedy mame n =3, i =3 a c = 2.
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Dle poznamky[3.7 a 1émmatu[3.9)se tedy determinant zménil na sviij c-nésobek 1]
Vyjadiime det A;:

1
det Al = — - det AQ.
C

Oznaceni 3.5. Oznacme j-tou souradnici k-tého vektoru baze C vzhledem k E
jako ay;, j,k € {1,...,n}. Pak:

11 Az1 -0 Qpi

Q12 QG292 -+ Qpp2
Ay =FPep=1| . .

Q1n A2n - Qpnp

Lémma 3.10. Vyndsobenim i-tého radku ctvercové matice, i € {1,...,n}, ¢islem
c€R, ¢>0, se jeji determinant zmeni na svij c-ndsobek, tj.:

11 Q21 -+ Qpa ay1 21 s Qp,1

1
A1 Q24 -+ Qng| = E €A1y €2yttt CoQpggl .
Q1pn A2n " Qpnp a1n a2n e Qpon

3.1.2 Vynasobeni libovolného radku nenulovym ¢islem

V predchozi podkapitole jsme prozkoumali, co se stane s determinantem, kdyz li-
bovolny fadek vynéasobime ¢islem ¢ € R, ¢ > 0. Abychom nase pozorovani rozsitili
na vSechna nenulova realna c¢isla, musime jesté urcit, co se s determinantem stane,
kdyz libovolny fadek vynésobime ¢islem —1.

Zvolme i € {1,...,n}. Necht Pcp je matice, ke které jsme se dostali z Ppp
aplikaci upravenych elementarnich tprav,

Zmeény i-tych souradnic u vsech vektoru na jejich (—1)-nasobek lze docilit
dvéma zpusoby:

1. v8echny vektory baze C' zobrazime v soumérnosti dle nadroviny LO{éy, ...,
€i—1,€i+1, -+ 671}7
2. zménime vektor €; na vektor vici nému opacny.
O zméné vektoru na vektor vici nému opacny v ortonormalni bazi jiz leccos
vime, protoze jsme se tomuto tématu vénovali v predchozich kapitolach.

Dle véty 2.9 vznikne z E touto vyménou takovd baze, oznacme ji F, kterd je
s F nesouhlasna.

153Vychazime z nepiimé timérnosti. Kolikradt mé vétsi objem kvadr, ktery uréuji vektory béze
FE | resp. F, tolikrat mensi bude pomér objemu ttvart, které urcuji vektory bazi C' a E, resp. bazi
C a F. Pokud ozna¢ime D = “;—‘; = |det A4], pak je |det As| = “f—g = lV‘C/E =c-D =c-|det A4].
Diky 1émmatu muzeme absolutni hodnoty pii porovnavéani hodnot determinanti odstranit,
protoze se znaménko nezmeéni.

154Shrnuje je pozdéji definice
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Diky dusledku [3.2] plati:
e Béze C' a E jsou souhlasné praveé tehdy, kdyz jsou baze C' a F' nesouhlasné.
e Bize C' a E jsou nesouhlasné praveé tehdy, kdyz jsou baze C' a F’ souhlasné.

Jelikoz |—1| = 1, absolutni hodnota determinantu se dle lémmatu touto
upravou nezmeni.

Disledek 3.11. Vyndsobenim libovolného tadku matice ¢islem —1 vznikne ma-
tice, jejiz determinant se bude oproti determinantu matice puvodni lisit pouze
znaménkem.

Zvolme ¢ € R, ¢ # 0. Pak vynasobit i-ty fadek matice ¢islem c je totéz jako
nejprve tento fadek vynasobit ¢islem |c| a ndsledovné ¢islem —1 pravée tehdy, kdyz
¢ < 0[] Spojenim 1émmatu a dusledku ziskdme duleZitou vétu:

Véta 3.12. Vyndsobenim i-tého tddku cétvercové matice, i € {1,...,n}, cislem
ceR, c# O,@ se jeji determinant zméni na sviuj c-ndsobek, tj.:

a1 Q21 -+ Qp1 ai i Q21 s Ap 1

1
ai; Q245 - Qpg| = E €A1 €Ay ccc Colpgg -
A1pn A2n - Qpnp A1n a2 n T Ann

3.1.3 Zaména dvou radku

Zvolme 4,5 € {1,...,n}, i # j. Necht Pcp je matice, ke které jsme se dostali
z Pgpg aplikaci upravenych elementarnich ﬁprav.m Zaménme v matici Pog -ty
a j-ty radek.

Zameény i-tych a j-tych souradnic u vSech vektoru lze docilit dvéma zpusoby:

1. vSechny vektory baze C' zobrazime v soumérnosti dle nadroviny urcené n—2
vektory €, k € {1,...,n}, k #1i, k # j a vektorem € + €;,

2. zaménime vektory €; a €; v bazi E.

Opét si zvolime druhy z uvedenych pohledﬁ.@ Dle poznamky se zameénou
vektoru v F absolutni hodnota determinantu nezmeéni, jelikoz vektory E i vektory
nové vzniklé baze, oznacme ji F', urcuji jednotkovou krychli.@

Zaroven vsak dle véty patii baze E a F do ruznych tiid rozkladu indu-
kovaného ekvivalenci , byt souhlasna“ s tim, ze tyto tfidy jsou dle dusledku [3.2
pravé dveé. Dusledkem je nasledujici véta.

155Pro ¢ > 0 jsme po prvnim nasobeni hotovi.

156V ynasobeni éislem 0 by vytvoiilo nulovy fadek, a tedy singuldrni matici. Determinant
singularni matice je roven 0, a tedy se také zménil na svuj c-nasobek. Tato iprava vSak pro nés
neni zajimava, protoze jiz nikdy nezjistime determinant matice ptuvodni, jelikoz nemuzeme
nulou vydélit tak, jako délime u nenulovych c.

157Shrnuje je pozdéji definice

158G touto technikou jsme se jiz setkali v kapitole 2, kdyz jsme z baze Es vytvareli bazi Ey,
resp. z baze Eg bazi Fr.

1597 4ménou vektori se ortonormalita zachovd, a tedy i F' je ortonormalni.
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Véta 3.13. Zdménou i-tého a j-tého rddku ctvercové matice, i,j € {1,...,n},
i # j, se znaménko jejiho determinantu zméni na opacné. Plati:

11 G21 -+ Qpa 11 Q21 -+ Qpa
Ar; QA2 -+ Qpg Qy; Q25 -+ Qpj
ayj Q25 0 Gy A1 A2 -t Ong
Q1n Q2n °°° Qpnp Q1n QA2n - Qpnp

3.1.4 Pricteni linearni kombinace ostatnich radku

Zvolme i € N. Necht Prp je matice, ke které jsme se dostali z Pgp aplikaci
upravenych elementarnich ﬁpravfﬂ_ml Prictéme k i-tému radku matice Pgg néjakou
linearni kombinaci ostatnich radku.

Tim vlastné ménime vsechny i-té souradnice vektoru baze C vzhledem k ba-
zi E. Podobné jako v predchozich ptipadech si muzeme vybrat mezi dvéma po-
hledy:

1. kazdy z vektoru béze C' ,natahujeme/zkracujeme* ve sméru €; na zdkladé
predem zvolené linearni kombinace ostatnich soutadnic daného vektoru,

2. v bazi E pricteme k vektoru €; predem zvolenou linearni kombinaci ostatnich
vektoru této baze.

Znovu si vybereme druhy pohled. Ozna¢me nadrovinu
Wl' = LO{el, ey €i-1,€65415 -4 €n}

a zvolme ¥ € W;[*]]

Linearni mnozinu €; + W; muzeme geometricky interpretovat jako nadrovinu,
ktera je pouhym posunutim nadroviny W;, a tedy jsou navzdjem rovnobézné.
Navic & ¢ W, jelikoz E je baze[%] jejich primik je tedy prazdny.

Zménou vektoru €; na vektor €; —|—@ se z jednotkové krychle, kterou urcovaly
vektory baze FE, stane specialni rovnobéznostén urceny vektory nové baze, kterou
oznacCime F'.

Otazka 3.9. Jaky je objem n-dimenziondlniho rovnobéznosténu urceného vektory
baze F?

Objem kvadru je souc¢inem délek jeho hran, totéz plati u krychle. Zménou €;
na vektor €; + ¥ jsme jednu z téchto hran potencidlné prodlouZili.@ Navic jsme
ale porusili kolmost, a proto nés nezajima samotna délka této nové hrany, ale
délka vysky celého rovnobéznosténu (W je rovina jeho podstavy).

160Shrnuje je pozdéji definice

161Vektor ¥ je linearni kombinaci vektort €y, ..., _1,€it1, -+, En-

162\nozina jejich vektori je linearné nezavisla.

163P§icitame linedrni kombinaci ostatnich vektorti baze E.

164pro § = G se tato délka nezméni. Jisté jsme hranu nezkratili, jelikoz ze vSech vektori
nadroviny €; + W; mé vektor €; nejmensi normu, protoze je bdze E ortonormalni (po kolmici
je to nejkratsi — [Be], kapitola 26, strana 374, véta 26.23).
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Situaci ve 3D prostoru pro ¢ = 3 znazornuje obrazek:

E = (€162, ¢3)

vyména €; za €3 + U

Ws = LO{&1, &} Wy = LO{E,, &}

Vyska je k podstavé kolméd, a tedy, jak vidime na obrazku, je jeji délka rovna
normé vektoru €;. Objem tohoto rovnobéznosténu je tedy stejny jako objem
puvodni jednotkové krychle. Absolutni hodnota determinantu se tak touto tpra-
vou nezmeéni.

Otazka 3.10. Zmeni se touto upravou znaménko determinantu?

Uvazme pozorovani [3.3] Zmifiovanou hranici je nadrovina W;, poslednim™®]
vektorem je vektor €;.

Lémma 3.14. Necht V je vektorovyj prostor dimenze n € N nad R a L je jeho
poloprostor uréeny hranici W a vektorem wy € V. Jestlize Wy € V \ (W U L),
tedy Wy spolu s W urcéuje poloprostor, ktery je vici L opacnyj, pak

Wy — 1 & W.

Tvrzeni lémmatu je ztejmé z obrazku:

poloprostor L

w
poloprostor N

vuci L opacny

V nadf situaci je rozdil @y —@0; z lémmatu roven (€;+9)—¢& = U € WZF)_T’]
a tedy oba vektory €; + U a €; lezi ve stejném poloprostoru, coz znamena, ze jsou
béze E a F souhlasné. Znaménko determinantu se tedy touto tipravou nezmeéni.

165Ve smyslu pozndmky
166 yividlne € + 0 ¢ W;, € & W;
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Dusledek 3.15. Necht V' je vektorovy prostor dimenze n € N nad R a ddle
E = (é1,...,€,) je jeho ba”ze.m Necht i € {1,...,n} a vektor

U E LO{el, ey €1, 6411, ...,en}

je linedrni kombinaci vsech vektoru bdze E krome vektoru €;. Pak

—

F= (617 w61, 64 + Uy €t 1y +ens en)
je také bazi prostoru V' a navic jsou E a F navzdjem souhlasné.

Véta 3.16. Prictenim linedrni kombinace ostatnich tadku k i-tému Tddku ctver-
cové matice, i € {1,...,n}, se jeji determinant nezmeénd.

Disledek 3.17. Prictenim c-ndsobku, ¢ € R, j-tého rddku ctvercové matice
ki-tému, i,5 € {1,....,n}, i # j,@ se jeji determinant nezménd. Plati:

11 G21 - Qnp1 ai1 a21 t an 1
A1 Qi+ Qpi| = |Q1; TC-Arj Q3+ C-Qj -+ QApi+ C-Upjl|.
1pn A2n - Qpnp Q1n a2 n o Apon

3.1.5 Vypocet determinantu

Determinant ¢tvercové matice A vypocitame tak, ze pomoci ,,upravené Gaussovy
eliminacni metody‘@ prevedeme matici A na horni trojihelnikovou matici H,
jejiz determinant je roven determinantu matice A. Dle dusledku je pak det A
roven soucinu prvki na diagonale matice H['™]

Definice 3.6. Necht A, H jsou étvercové matice fddun € N a H je navic horni
trojuhelnikovd. Za elementdrni upravy, které pri vypoctu det A prevodem A na H
muzeme pouZit, povaiujemem

1. zaménu libovolnijch dvou Tddki matice — determinant zméni znaménko (vé-

ta[FT3).

2. wyndsobeni libovolného radku nenulovym redlnym cislem ¢ — determinant se
zménd na svij c-nasobek (véta ,

3. prictent libovolné linedrni kombinace ostatnich rdadku k jednomu rddku — de-
terminant se nezméni (véta .

167pPfedpoklad ortonormality zde nenf tieba.

168Pro § = j je tato tprava pro ¢ # —1 ekvivalentni vynasobeni i-tého dané matice ¢islem
¢+ 1. V takovém pifpadé by se ale determinant zménil podle véty

169pouzivame jakoby tpravy Gaussovy eliminaéni metody, ale poupravené tak, aby se hodnota
determinantu nezmeénila.

IT0Determinant jednotkové matice je roven 1, protoze tato matice je horni trojihelnikova,
dokonce diagonalni, a na diagonale méa samé 1.

1T17Zatim se omezujeme na fadkové tpravy. Ke sloupcovym tpravam se vratime éasem, viz

véta |3T_3T}
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Poznamka 3.9. Specidlneé pricteni libovolného redlného nasobku jednoho tddku
ke druhému je elementdrni dpravou — determinant se nezmeéni (dusledek .

Definice 3.7. Necht H = (h;;), . je horni trojihelnikovd étvercovd matice nad R
radu n € N. Determinantem horni trojuhelnikové matice H minime redlnou hod-
notu soucinu:

hip hig - hip
0 hooy -+ hon n
det H=1| . ?72 ] 2 = H ;.
: : .o Pl
0 0 -« hyn

Pozorovani 3.18. PouZivanim pouze elementdarnich uprav z definice upravi-
me matici na horni trojuhelnikovou matici, jejiz determinant spocitdme dle defi-
nice[3.7. Timto zpusobem je kazdé ctvercové matici jednoznacné prirazena néjakd
redlna hodnota.

Definice 3.8. Necht A = (a;;),, je C¢tvercovd matice nad R 7ddu n € N.
Hodnotu, o které mluvime v pozorovdni[3.18, nazgvdme determinant matice A.
Znacime jej

11 Q12 - Qip

Q21 Q22 -+ Q2p
det A=Al =1 . ) )

Qp1 Qp2 *°° Qpnp

Disledek 3.19. Méjme ctvercovou matici A. Pak plati:

det A =0 <= A je singuldrni <= A neni matici prechodu mezi dvema

bdazemi.

Vzpomenme si nyni, k ¢emu jsme vlastné determinanty chtéli. Zajimalo nas,
jak v praxi poznat, zda dvé zadané béaze jsou souhlasné, ¢i nikoliv. Avsak zatim
jsme se zabyvali pouze pripady, kdy jsme porovnavali bazi obecnou s bazi orto-

vvvvvv

Poznamka 3.10. Necht B, E jsou bdzemi téhoz redlného vektorového prostoru
dimenze n € N se standardnim skalarnim soucinem s tim, Ze E je jesté navic
ortonormalni. Pak:

det Pgg >0 <= bdze B a E jsou souhlasné,
det Pgp <0 <= bdze B a F jsou nesouhlasné.

Priklad. Vypocitejte determinant matice A, je-li

3 1 -6
A=11 7 1
0 -5 2

Reseni:
Nejprve zaménime proni a druhy rddek (pridame minus). Ddle pricteme (—3)-nd-
sobek pruniho radku ke druhému. Pak napriklad vyndsobime treti radek cislem 4
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(vse vyndsobime -krdt). Prictenim (—1)-ndsobku druhého rddku ke tretimu ziskd-
vame horni trojuihelnikovou matici, a tedy staci ziskané cislo —;11 vyndasobit jejimi
diagonalni prvky:

3 1 —6 1 1 171
det A=|1 7 1|=-13 1 —6/=—|0 —20 —9| =
0 -5 2 0 -5 2 0 -5 2
b7 b7
— 2.0 —20 —9|=—=.]0 —20 —9|=
0 —20 8 o 0 17

1
:—Z-1~(—20)-17:5-17:85.
Necht E je kanonickd bdze a B je takovd bdze, e A = Pgg. Pak:
B=((3,1,07,(1,7,-5",(-6,1,2)") , E = ((1,0,0)", (0,1,0)", (0,0,1)") .

Jelikoz det A =85 > 0, jsou dle pozndmky baze B a E navzdjem souhlasné.

]

Poznamka 3.11. V predchozim prikladu je horni trojuhelnikovou matici H z
pozorovani|[3.18 matice

1 7 1
H=10 -20 -9
0o 0 17

a det A je dle definice roven (—i)—ndsobku jejiho determinantu.
Réadi bychom pozorovani z poznadmky jesteé rozsitili, a to na dvojice obecnych

bazi.

3.2 Determinant obecné matice prechodu

Definice 3.9. Necht V je redlny vektorovy prostor dimenze n € N. Méjme dvé
jeho baze B = (iy, ..., 1d,) a C' = (U, ...,U,). Matici prechodu od béze B k bazi C'
rozumime ctvercovou matici, jejiz sloupce obsahuji soutadnice vektoru bdze B

vzhledem k bdzi C':

Ppe = ([We | [d)c | -+ | [da)e ).

Souradnice vektoru i; vzhledem k bazi C, i € {1,...,n}, znacime

[ﬁz‘]c = (Ui,la "'7ui,n)T

Poznamka 3.12. Souradnice vektoru i; vzhledem k bdzi C, i € {1,...,n}, jsou
koeficienty linedarni kombinace:

n
U; = E Ul’J . Uj.
=1
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Poznamka 3.13. Necht B, C jsou bdze vektorového prostoru V', Ppc je matice
prechodu od B k C. Pak™}

V’JEVZ[Q_L)]C:PBC'[’J]B.

Vynésobme zleva obé strany rovnosti z poznamky matici Pgé a strany zaménme.
Objevime matici ptechodu od C' k B.

Disledek 3.20. Necht B, C jsou bdze vektorového prostoru V, Ppc je matice
prechodu od B k C. Pak je tato matice requldrni a matice k ni inverzni je matici
prechodu od C' k B, tedy

Pop = P/

Sklédénimm dospéjeme k dalsimu dusledku:

Diusledek 3.21. Necht B, C jsou bdze vektorového prostoru V., Ppc je matice
prechodu od B k C a K je kanonickd bdze prostoru V. Pak:

Ppc = Pxc - Ppx = Py - Ppr.

Poznamka 3.14. Necht B = (iy, ..., U,) je bdze vektorového prostoru V a K je
jeho kanonickd bdze. Necht @; = (ui1,...,uin)",i € {1,...,n}, jsou souradnice
vektortd bdze BT Pak

Uy1 U211 - Unp

Uy2 U2 - Upp2
PBK = . . . . )

Ut U2pn - Upn

tedy matice prechodu od bdaze B ke kanonické bdzi K je matici, jeZ obsahuje
ve sloupcich souradnice odpovidajicich vektori bdze B.

Téma matice prechodu najdeme také v knize [Be|, kapitola 11 — za¢iné na stra-
né 127 definici 11.6.

O determinantech matic Pgg, resp. Pog jiz vime, Ze jejich znaménka rozhoduji
o souhlasnosti, ¢i nesouhlasnosti bazi B, resp. C' a K, jelikoz K je ortonormalni.
Nemdme viak Pog, ale Py

Otazka 3.11. Jak zdvisi znaménko determinantu matice Pgc na znaménkdch
determinantu matic Ppg a Prgc?

Vyuzijeme vétu o nasobeni determinanti’"’}

Véta 3.22. Necht A, B jsou ctvercové matice n-tého vddu, n € N, nad R. Pak

det (A- B) =det A-det B.

172[Be], kapitola 11, strana 127, tvrzen{ 11.7.

173Nejprve piejdeme od baze B k bazi kanonické K a od nf teprve piejdeme k bazi C. Skladame
zprava doleva.

174Pokud neni uvedeno, vzhledem ke které béazi soufadnice minime, jednd se o soufadnice
vzhledem ke kanonické bazi K.

175[Be], kapitola 14, strana 175, véta 14.14.
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Jelikoz determinant jednotkové matice, ozna¢me ji I,,, kde n € N je jeji tad,
je roven 1 a sloZeni kazdé reguldrni matice A s matici A~! k nf inverzni je matice
jednotkova, dostavame aplikaci véty [3.22}

l=det I, =det (A-A™") =det A-det A"

Diusledek 3.23. Necht A je ctvercové matice n-tého rddu, n € N, nad R, kterd
je navic requldrni. Pak

1
det A7' = .
¢ det A

Nyni jsme pfipraveni odpovédét na otazku [3.11

det Pgc = det (P&l( - Ppk)
= det PC_}( -det Py
det Ppy
~ det Por'

Predpokladejme, ze B a C' jsou nesouhlasné. Pak nastane jeden z téchto ptipadu:

1. B a K jsou souhlasné, C' a K jsou nesouhlasné,

2. B a K jsou nesouhlasné, C' a K jsou souhlasné.

V obou piipadech vsak plati, ze pravé jeden z determinantu matic ptechodu Pgg,
Pc je zaporny, a tedy je podil téchto determinantu taktéz zéupornym
Nyni predpokladejme, ze B a C' jsou souhlasné. Pak nastane jeden z ptipadu:

1. B a K jsou souhlasné, C' a K jsou také souhlasné,

2. B a K jsou nesouhlasné, C' a K jsou také nesouhlasné.

Tentokrét jsou oba determinanty bud kladné, nebo oba zaporné. To ale znamen4,
ze jejich podil je v obou piipadech kladny.

Vse funguje tak, jak jsme si préli. Determinant matice prechodu od B k C' je
skutecné kladny pravé tehdy, kdyz jsou baze B, C' souhlasné, a zaporny pravée
tehdy, kdyz jsou nesouhlasné. Tento poznatek je natolik dulezity, ze si zaslouzi
vlastni vétu.

Véta 3.24. Necht B, C jsou bdze rediného vektorového prostoru dimenze n € N.
Pak plati:

e Bdze B, C jsou souhlasné <= det Pgc > 0.

e Bize B, C jsou nesouhlasné <= det Pgc < 0.

Vsimnéme si, ze véta [3.24] relaci souhlasnosti na mnoziné vsech bazi daného
prostoru zcela Charakterizuje.m Zaroven se jedna o ekvivalenci, ktera indukuje
rozklad na praveé dveé tridy. To znamend, ze tato formulace souhlasnosti nam nejen
zajisti vSechny vlastnosti, které od této relace ocekavame, ale zaroven se jedna
o pékny a struény zpusob, jak vyjadrit souhlasnost dvou bézi pomoci prostiedku
linedrni algebry.

1760bé matice jsou maticemi piechodu, a tedy jsou reguldrni. Dle dusledku jsou oba
determinanty nenulové.
T"Pro 74dné dvé baze neni determinant matice pfechodu od jedné ke druhé roven 0, viz

dusledek
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Vzpomenme si, jak jsme na relaci souhlasnosti v této praci nahlizeli:

1. Zacali jsme konkrétnimi piiklady v 1D, 2D a 3D prostoru (sira na jednu
vs. na druhou stranu, smér Sipky mezi ruéickami, prava vs. levd bota),
na kterych jsme provedli ruzna pozorovani.

2. Poté jsme se omezili na baze ortonormélni (stejnd velikost vektoru, stejné
velikosti thlu mezi nimi) a souhlasnost dvou bézi jsme vnimali jako moznost
otoceni jedné baze tak, aby se shodovala s druhou.

3. Déle jsme se zacali soustiedit na poloprostorym s tim, ze souhlasnost dvou
bézi jsme posuzovali podle n podminek, viz pozndmka[l.7 které jsme odvo-
dili intuitivnim rozsitenim nasi predchozi predstavy o souhlasnosti do pro-
storii dimenze 4 a vyssi[™]

4. Pak jsme si vSimli souvislosti predchoziho kritéria o poloprostorech s objemy
n-rozmérnych rovnobéznosténu s tim, ze jsme odstranili u jistého soucinu
absolutni hodnotu, protoze nas zajimalo predevsim znaménko urcujici je-
den, nebo druhy poloprostor, a pridali relativitu a obecnost — misto objemu
jsme se zacali soustiedit na determinant, kde jsme prozkoumali zavislosti
zmén jeho hodnoty na zménach vektoru jedné z bazi.

5. Konecné jsme diky témto zkoumanim mohli determinant na zédkladé metody
jeho vypoctu definovat, a tedy cely koncept souhlasnosti dvou bazi vyjadrit
prostiedky linedrni algebry. Stacilo jej uz jenom trochu zobecni@ a ziskali
jsme krasnou charakterizaci souhlasnosti z véty [3.24]

Tento postup je velmi zdlouhavy a pomérné myslenkové narocny. Proto by-
chom si mohli situaci zjednodusit a rozhodnout se vétu|3.24]od zacatku povazovat
za definici relace souhlasnosti na mnoziné vSech bazi daného vektorového pro-
storu, ¢imz bychom ihned odpovédéli na otdzku [L.1}

Definice 3.10. Necht B, C jsou bdze redlného vektorového prostoru dimenze
n € N. Potom rikame, Ze

e baze B, C jsou souhlasné <= det Pgc > 0,
e baze B, C jsou nesouhlasné <= det Pgc < 0.

Ziejmé vyhody takového rozhodnuti jsou struc¢nost a jednoduchost vykladu,
ale také vyhnuti se komplikacim, které nastaly, kdyz jsme vyuzivali nasi intu-
ici: Casto jsme potiebovali mluvit o kolmosti ¢i objemech; na to jsme ovSem

1780toceni jedné béze na druhou jiz nestaéilo, protoze vektory mohly mit rizné velikosti
a svirat thly raznych velikosti.

179K azd4 baze po volbé pofadi vektortl, ve kterém je chceme chapat jako prvni, druhy, atd.,
viz poznamka jednozna¢né urcuje poloprostor tak, ze jeho hranice je generovana prvnimi
n — 1 zvolenymi vektory a spolu s touto hranici ho navic ur¢uje posledni vektor této baze.

180Nejprve jsme se vénovali vyhradné determinantu matic Ppg, kde E byla ortonormélni baze.
To mélo dva duvody: prvnim byla souvislost s objemem, a tedy snazsi predstavitelnost a opora
v intuici, druhym byla naSe pozorovani z kapitoly 2, které se nam pii odvozovani elementarnich
Uprav pro vypocet determinantu ndramné hodila. Jakmile jsme vSak determinant definovali,
podminka ortonormality byla zbytetnym omezenim, a proto jsme se misto E zacali soustiedit
na obecnou bézi C.
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pottebovali skalarni soucin, ktery obecné ve vektorovém prostoru nemusi byt de-
finovan, a tedy jsme nepostupovali z matematického hlediska uplné korektné.

Zacit vyklad takovou definici ma vsak i jednu velmi vyznamnou nevyhodu:
Samotna pointa této definice nebude pravdépodobné ziejm4, tudiz se nam o relaci
souhlasnosti dvou bazi, natoz o orientaci vektorového prostoru nemusi vytvorit
zadnd nazornd predstava. Tim muzeme spadnout do situace, kdy celému konceptu
budeme rozumeét pouze formalné bez jakychkoliv souvislosti.

V matematické literatufe se postup, kdy téma orientace prostoru zacneme
definici , hojné VyquVé.ITEI Nékdy je navic doplnén nékolika odstavci, které
popisuji, co si vlastné pod tim vsim mame predstavit, ale z principu se i tak ztrati
velké mnozstvi dulezitych myslenek, které za touto definici stoji. Jako priklad
uved me naptiklad knihu [Se|, podkapitola 1.13, strana 101, definice 1.13.2. — celé
orientaci afinniho prostoru jsou vénovany necelé 3 strany formatu B5.

Jelikoz se nam konecné podarilo relaci souhlasnosti na mnoziné vsech bazich
vektorového prostoru matematicky formalizovat, dospéli jsme témér do nami
vytyceného cile — uz zbyva jenom definovat samotnou orientaci vektorového pro-
storu. Udélejme ale jesté jeden krok navic a zobecnéme nejprve vSechna pozo-
rovani z kapitoly 2 (vyména vektoru za opaény, zdména vektoru, permutace vek-
toru), kterd se vztahovala jenom na ortonormalni baze, pro béze obecné.

3.3 Ortonormalizace

Cil: Ukdzat, Ze vsechna pozorovdni z kapitoly 2 plati © pro obecnou bdzi, ne pouze
pro bazi ortonormdlm/.@

Myslenka: Z obecné bdaze B vytvorime pomoci Gramovy-Schmidtovy ortogonali-
zacd ™| ortonormdini bazi E takovou, Ze B a E budou navzdjem souhlasné[™]

Véta 3.25. Necht V je vektorovy prostor dimenze n € N nad R se standardnim
skaldrnim soucinen{™| a B = (w1, ..., W, ) je jeho bdze. Necht

Up = ﬂjn - (wn . ﬁl)ﬁl — (wn : ﬁn—1>7jn—17

181D]le mého nézoru se tak déje proto, ze téma orientace je povazovano za okrajové. Jelikoz je
samotné odvozeni myslenkové velmi bohaté, ale kvuli tomu také dlouhé a bohuzel matematicky
Spatné uchopitelné, je preskakovano s tim, ze se autofi radéji soustifedi podrobnéji na jinda
témata.

182Relaci ,,byt souhlasnd® uvazujeme vsak na mnoziné véech bézi, tedy v rozsfieném smyslu
z kapitoly 3, ktery shrnuje véta

183Najdeme ji naptiklad v knize [Be], kapitola 26, strany 376 a 377, véta 26.27, aviak my ji
jesté trochu upravime, aby vysledna baze nebyla jenom ortogonalni, ale ortonormalni.

181B4ze E bude spliiovat vzhledem k B podminky souhlasnosti, které jsme uvedli jak
v poznamce tak na samém zacatku podkapitoly 2 s ndzvem Matematicky pohled. V kapi-
tole 2 tuto béazi oznacujeme FEj.

185Bez ného nemuzeme o kolmosti viibec mluvit. Budeme ho znagit % - 4.
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s tim, Ze

i
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17|

To znamend, Ze vektory u; vzniknou znormovcim/@ vektoru v;, 1 € {1,...,n}.
Pak je E = (1, ..., U,) ortonormdlni bdzi prostoru V.

Vie{l,...n}: u =

=

Otazka 3.12. Jsou bdze B a E z véty[3.2] vidy souhlasné?

Nejprve poznamenejme, ze dle lémmatu [3.9|vznikne znormovanim libovolného
mnozstvi vektoru jakékoliv baze takova baze, ktera je s bazi puvodni souhlasna,
jelikoz norma nenulového vektoru, a tedy i jeji prevracend hodnota, je kladné
¢islo.

Pouzijeme dusledek na bazi B = (w4, ..., w,) z véty Oznacéme
Vi € {1, ,77,} : Bl = (?71, ...,Ui,lr)i+1, ...,ﬂ'}n),

a tedy B, = (¥4, ...,9,) je ortogondlni béze prostoru V', kterd je souhlasnd s ba-

7zi B[]

Pozorovani 3.26. Vi € {1,....n — 1} vznikne bdze B;y1 z bdze B; prictenim
linedrni kombinace vektoriu vy, ,U@ k vektoru w;,,. Navic By = B, protoze
U1 = W.

Trividlné jsou B a Bj souhlasné. Jelikoz pro Vi € {1,...,n — 1} jsou vektory
U1, ..., Ui, Wipq vektory baze B;, dle dusledku |3.15| a predchozi poznamky plati:

Vi e {l,...n— 1} : baze B; a B;;1 jsou navzdjem souhlasné.

Indukci tak dostavame, ze baze B = By, B», ..., B, jsou navzajem souhlasné.
Protoze je navic B,, souhlasnd s F, ukazali jsme, ze baze B a E patii do stejné
ttidy rozkladu mnoziny vsSech bazi prostoru V' indukovaného ekvivalenci , byt
souhlasnd ‘.

Véta 3.27. Necht V je vektorovy prostor dimenze n € N nad R se standardnim
skaldrnim souc¢inem a B je néjakd jeho bdze. At E je ortonormdini bdze, kterd
vznikne z B Gramovym-Schmidtovym ortogonalizacnim procesem popsanym ve vé-
té[3.25 Pak jsou B a E navzdjem souhlasné.

Pozndmka 3.15. Bdze E a B z véty splriugi vsechny podminky z pozndm-
ky [

Na zakladé téchto podminek jsme v kapitole 2 definovali k bazi B ,,péknou*
ortonormalni bazi ;. Nyni vyslo najevo, ze v praxi bychom FE; z B vytvorili vyse

186Pro kazdy nenulovy vektor @ € V plati, ze vydélime-li ho jeho normou |||, ziskdme vektor
jednotkovy.

18"Normovali jsme sice postupné, ale klidné jsme mohli postupem popsanym v [Be], kapitola 26,
strany 376 a 377, véta 26.27, vytvorit nejprve bazi B,, a teprve tu znormovat. Ziskali bychom
tutéz bazi E.

183GQkalarni soudiny ve vété jsou realnd ¢isla, kazdy vektor ¥; je kladnym nasobkem vek-
toru ;.
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popsanym Gramovym-Schmidtovym ortogonalizaénim procesem (véetné normo-
van{) ]
Diky tomu je mozné zobecnit véty 2.4} [2.5] 2.9 a z kapitoly 2 na mno-

zinu vSech bézi (neni tfeba se omezovat na baze ortonormélni).

Poznamka 3.16. V kapitole 2 jsme sice vSechny zminované véty odvodili ve vek-
torovém prostoru se skaldrnim soucinem, ale diky determinantu skaldrni soucin
vlastné nepotrebujeme. Vynechdme ho proto z predpokladi ndsledujicich vét.

Véta 3.28. Meéjme vektorovy prostor nad R dimenze n € N, a néjakou jeho bdzi.
Pak

e zdmeénou libovolnijch dvou vektori v této bdzi vytvorime bdzi, kterd je s pu-
vodni nesouhlasnd (pron > 2),

e provedenim dvou zdmén libovolnijch dvogic vektoru v této bdzi vytvorime
takovou bdzi, kterd je s puvodni souhlasnd (pron > 2),

e vymenou libovolného jednoho vektoru této baze za opacny vytvorime bdzi,
kterd je s puvodni nesouhlasnd.

Véta 3.29. Necht n € N a k € {1,...,n}. Mé&jme vektorovy prostor dimenze n+ 1
nad R a jeho podprostor W dimenze k. Pak zdménou dvou vektori v libovolné bdzi
podprostoru W vytvorime bdzi, kterd je s puvodni bazi souhlasnd.

Veéta 3.30. Meéjme vektorovy prostor nad R dimenzen € N a néjakou jeho bazi B.
Pak

o aplikaci sudé permutace na vektory baze B vytvorime bazi souhlasnou s B,

o aplikaci liché permutace na vektory baze B wvytvorime badzi nesouhlasnou
s B.

Vzpomenime na to, ze pti vypoc¢tu determinantu matice prechodu A = Pgy,
kde K je kanonickd béze, jsme diive povolili pouze fadkové ipravy (definice .

Otazka 3.13. Jak interpretovat pri vypoctu determinantu matice A sloupcové
upravy?

Jelikoz jsou ve sloupcich piimo soufadnice vektoru baze B (vzhledem ke ka-
nonické bézi), odpovida aplikace néjaké sloupcové tpravy téze uprave, ale apliko-
vané na vektory baze B. Podobné jako pro upravy fadkové (véty [3.12] [3.13] [3.16|
a , kde jsme vsak vyuzivali véty pro ortonormélni baze ze druhé kapitoly,
bychom s vyuzitim zobecnénych verzi téchto vét, které uvadime vyse, odvodili
nasledujici vétu [3.31]

189Ve vete akorat misto F; fikame F.

1907 obecné baze B vytvoiime pomoci vétyortonormélni béazi E. Danou upravu, napiiklad
zéménu i-tého a j-tého vektoru, pak provedeme zvlasf v B (ziskdme bézi C) a zvlast v E
(ziskdme ortonormdlni bédzi F'). Aplikaci véty na bazi C neziskdme nutné bazi F. Je viak
mozné ukdzat, ze determinant matice prechodu Pop je kladny, a tedy jsou C' a F' navzdjem
souhlasné. Provedeni dané ipravy v B je tedy z pohledu souhlasnosti ekvivalentni s provedenim
této upravy v E.
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Véta 3.31. Necht A je redlnd étvercovd matice 7adu n € N, i,5 € {1,...,n},
1# j. Pak:

e Vyndsobenim i-tého sloupce matice A cislem ¢ € R, ¢ # 0, se jeji determi-
nant zméni na sviuj c-ndsobek.

e Zameénou i-tého a j-tého sloupce matice A se znaménko jejiho determinantu
2meni na opacneé.

e Prictenim linedrni kombinace ostatnich sloupcu k i-tému sloupci matice A
se jeji determinant nezmeénid.

e Specidlné prictenim c-ndsobku, ¢ € R, j-tého sloupce matice A ke sloupci
i-tému, 1 # j, se jeji determinant nezménd.

Tyto upravy spolu s upravami z definice povazujeme pii vypoctu de-
terminantu za elementérnifzfl Jelikoz se aplikaci pouze radkovych, resp. pouze
sloupcovych uprav dostaneme vzdy ke stejnému vysledku, nic se nestane, pokud
v matici zaménime tadky a sloupce.@

Disledek 3.32. Necht A je redlnd étvercovd matice ¥adu n € N a AT je matice
k ni transponovand. Pak

det AT = det A.

O ekvivalenci ,,byt souhlasnd®“ a jeji souvislosti s determinanty jsme se jiz
mnoho dozvédéli. Dosud jsme vSak neodpovédéli na otazku, co vlastné mame
na mysli orientaci vektorového prostoru. Té jsme se od zacatku kapitoly 2, kde
jsme tuto otazku polozili, imyslné vyhybali.

Duvod: Kli¢ k pochopeni orientace vektorového prostoru je porozumeéni relaci
L0yt souhlasnd “ na mnoziné vsech bazi tohoto prostoru.

Postupnymi poznatky jsme si tak vydlazdili cestu az k samotné orientaci,
kterou definujeme v ptisti kapitole.

91Mohli bychom tedy napsat novou definici, ale délat to uz nebudeme.
1927 4méné Fadki a sloupcli matice se #iké transpozice. Kromé ndzvu nemd vsak nic spoleéného
s transpozici ze svéta permutaci.
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4. Orientace vektorového
prostoru a souvislosti

Provedeme dulezity krok: misto pouhého posuzovani souhlasnosti, resp. nesou-
hlasnosti dvou bazi, za¢neme nyni odlisSovat baze kladné a baze zaporné. Vsechny
béaze souhlasné s néjakou kladnou bazi budou také kladné, vSsechny baze souhlasné
s néjakou zapornou béazi budou zase zaporné.

Otazka 4.1. Co uz vime o ekvivalenci ,byt souhlasnd“ na mnoziné vsech bdzi
daného prostoru?

Vime, 7e tato ekvivalence indukuje rozklad na prave 2 tiidy["™| Také umime
o libovolnych dvou béazich B a C' rozhodnout, zda jsou souhlasné, nebo nesou-
hlasné, na zdkladé znaménka determinantu jejich matice prechodu (véta [3.24)).

Otazka 4.2. Zname néjakou kladnou bdzi? Zndame néjakou zdpornou bdzi?

Dosud jsme nezvolili, ktera ze zminovanych dvou tiid rozkladu bude obsahovat
béze kladné, a kterd zaporné. Pravé volbou néjaké baze za kladnou, resp. za za-
pornou rozumime orientaci daného prostoru.

Vzpomeiime si, jakym zptisobem zaddvdme soufadnice vektori: Bud pifmo

fekneme, o soufadnice vzhledem ke které bazi se jedna, anebo se o zadné bazi
nezminime, ¢imz mléky minime, Ze se jedna o souradnice vzhledem k bazi kano-
nické.
Definice 4.1. Necht V je vektorovy prostor dimenze n € N nad R. Pak ori-
entaci vektorového prostoru V' rozumime volbu jedné konkrétni baze prostoru V
za kladnou. Prostor, ve kterém jiZ tato volba byla provedena, nazyvime oriento-
vany vektorovy prostor 7]

Volbou této jedné baze jednoznacéné urcime, ktera ze dvou tfid rozkladu
mnoziny vSech bazi tohoto prostoru, jenz je indukovan ekvivalenci , byt sou-
hlasnd“ ve smyslu véty [3.24], obsahuje baze kladné a ktera zdporné.

Poznamka 4.1. Fakt, Ze dvé baze jsou souhlasné, resp. nesouhlasné, se c¢asto
nepresné vyjadruje spojenim, Ze obé baze maji stejnou, resp. ruznou ,orientaci.
Tato formulace je vsak zavddéjici, protoZe naznacuje, Ze orientace je vlastnost
baze, a nikoliv celého prostoru, coZ neni pravda.

Pozor: Mezi orientaci prostoru a relact byt souhlasnd“ na mnoZine vsech jeho
bdzi je potreba rozlisovat[™™)|

Poznamka 4.2. Casto volime tak, Ze si vybereme kanonickou bdzi, a tu pak
prohldsime za kladnou. Ma to jisty duvod, jak ukdZeme nizZe, avsak neni to povinné
(klidné muzeme kanonickou bazi zvolit za zdpornou,).

193pokud méme k dispozici dimenzi navic, pak je tiida pouze jedna, a tedy orientaci takového
prostoru nema smysl uvazovat.

194 Jinymi slovy miizeme Fict, Ze orientovany vektorovyj prostor je takovy vektorovy prostor,
ve kterém je déna orientace. Tuto formulaci muzeme najit napiiklad v [Se], podkapitola 1.13,
strana 102, definice 1.13.3.

195Dvé baze mohou byt souhlasné i v neorientovaném vektorovém prostoru. Nemizeme tam
vSak o nich Fict, zda jsou kladné, ¢i zaporné, jelikoz jsme zatim zaddnou bazi za kladnou nezvolili.
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Otazka 4.3. V ¢em je kanonickd bdze ,specidlni“?

Dokud si ji nezvolime, tak vlastné viibec v nicem[”] Kazd4 baze miize byt
zvolena za kanonickou[”] Jakmile si véak kanonickou bézi zvolime a zacneme
zapisovat soufadnice vektoru vzhledem k ni, ihned jednu vyjimecnost objevime;
mluvili jsme o nf jiz difve v poznamce Pokud po radé zapiseme souradnice
vektoru néjaké baze B do sloupcu ¢tvercové matice, ziskdme matici prechodu
od baze B k bézi kanonické.

Takova matice vypada pro danou bazi velmi vyjimecné — jakoby se jednalo
o né&jaky ,maticovy zapis“ samotné baze B[] Pokud jsme zatim zadnou bézi
za kladnou nezvolili, nemuzeme ftict, zda je B kladnd, ¢i zapornd. Avsak deter-
minant popisované matice je dle véty kladny pravé tehdy, kdyz je bdze B
s bazi kanonickou souhlasné, jinak je zadporny.

Dava proto dobry smysl zvolit pravé kanonickou bazi za kladnou. Pro vSech-
ny kladné baze pak plati, Ze jejich ctvercové matice, které vzniknou vypsanim
soufadnic jejich jednotlivych vektorti do sloupcti, maji kladny determinant ™

Vsimnéme si vSak, ze baze kanonickd neni néjak pevné urcena — musime si
ji nejprve zvolit. Jeji volba je tedy ,zcela oteviend® stejné tak jako samotné
orientace vektorového prostoru, pro kterou mame, jak jsme v této praci ukazali,
dvé ruzné moznosti.

Naptiklad ve 3D prostoru odliSujeme tzv. pravotocivy a levotocivy systém
dle volby kanonické baze. Predstavime-li si, ze na nasi ruce odpovida palec vektoru
€1, ukazovék vektoru €, a prostiednik vektoru €3, pak muzeme pravotocCivy systém
modelovat prsty pravé ruky a levotocivy systém zase prsty ruky levé. V praxi
se setkavame s obéma moznostmi, konkrétné napiiklad v grafickych softwarech
specializovanych na 3D grafiku %]

Na obrazku vidime ¢asto pouzivané kanonické baze obou zminovanych systému:

prostfednik i ) prostfednik _ .
Pravotocivy systém: LevotocCivy systém:

(prava ruka) (levé ruka)

ukazovak
ukazovak

palec

palec

1967v145t, pokud neméme v prostoru skaldrni souéin, neexistuje zadné ,,pfirozend volba*.

97Pokud jsme v prostoru se skaldrnim souéinem, ¢asto si pod ni pfedstavujeme néjakou bazi
ortonormélni. Dulezité je fict, Ze to neni podminkou a za kanonickou si klidné muzeme napiiklad
ve dvojrozmérném prostoru zvolit bazi, jejiz vektory sviraji tihel o velikosti 15° s tim, ze navic
jeden ma tiikrat vétsi normu nez druhy. Vektory takové baze budou mit vzhledem k této béazi
stéle soutadnice (1,0)7, (0,1)7.

1983outadnice vektort baze B vlastné jenom piepiseme do sloupci.

199V5echny kladné baze jsou navzéjem souhlasné, a tedy jsou souhlasné také s bazi kanonickou,
kterou jsme za kladnou zvolili.

200pravotocivy systém uziva napiiklad OpenGL, levotoéivy napiiklad Direct3D. Pokud v obou
ptipadech zvolime za kladnou bazi kanonickou, budou mit oba systémy piesné opacnou orientaci,
tj. kladnd baze v pravotocivém systému by byla zdporna v systému levoto¢ivém a naopak.
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Y ~ ’ v o 7 .’ ’ . . . ’ ’
Uved'me alesponi vyctem ruzné zajimavé souvislosti s orientaci vektorového pro-
storu:

e Permutace, konkrétné jejich znaménko: vidéli jsme v kapitole 2.
e Determinant: vidéli jsme v kapitole 3.
e Orientace afinnitho prostoru: definujeme ji jako orientaci jeho zaméfem’.@

e Shodnosti primé (otoCeni, posunuti) a neprimé (soumérnost podle nadro-
viny): sta¢i udélat tkrok z linearni algebry do geometrie@

o Konformni (inverze’™)) a antikonformn? (kruhova inverze) zobrazeni: jed-
na se o zobrazeni, kterd zachovavaji velikosti thlu; konformni navic vytvari
objekty s puvodnimi v nasem smyslu souhlasné, antikonformni zase nesou-

hlasné P9

o Smér otacend kladny (proti sméru hodinovych rucicek) a zdporng (po sméru
hodinovych ruéicek): rovinu orientujeme tak, ze za kladnou zvolime kartéz-
skou bazi — pouziva se na stfedni skole.

e Mébiova pdska: jedna se o plochu, ktera ma pouze jednu stranu a je navic
neorientovatelnd (pozorujeme-li 2D objekt, jak prochézi po pasce, vidéli
bychom, ze se po kazdé jedné obchuizce celé pasky vraci na jeho pocateéni
pozici, avsak jako zrcadlovy obraz sam sebe oproti minulé obchﬁzce).@

e Chiralita: naptiklad u molekul kyseliny askorbové rozlisujeme dle jejich pro-
storového usporadani mezi ¢tyimi stereoizomery (L-askorbovou, D-askorbo-
vou, L-isoaskorbovou a D-isoaskorovou), z nich vsak pouze kyselina L-askor-
bova vykazuje aktivitu vitaminu C.m

2017 améfeni kazdého afinniho prostoru je vektorovy prostor.

202 Aplikaci nepiimé shodnosti ve 3D prostoru vytvoiime z boty pravé botu levou, avsak sa-
motnym oto¢enim ani posunutim ji na levou botu nezménime.

203Ve smyslu Mobiovych transformaci napifklad v inverzivni geometrii, anglicky inversive geo-
metry, pfifazuje inverze libovolnému nenulovému komplexnimu éislu z € C, z # 0, ¢éislo %, nule
nekone¢no a nekone¢nu nulu.

204N¢kdy se nazyvé konformni zobrazeni druhého druhu.

2050pét se mlizeme vratit k pifkladu hodin z podkapitoly 1.2. Piedpoklddejme, Ze dan4 inverze,
resp. kruhovd inverze ndm z ciferniku vytvoii opét cifernik (ne pifmku), pak se smér sipky mezi
rucickami po zobrazeni inverzi nezméni, ale po zobrazeni kruhovou inverzi se zméni na opacny.

206Pozorujeme pifmy dusledek toho, co se stane, kdyz mame o dimenzi vic.

207P{smena D, L vychézi z latinského dexter (pravy), laevus (levy) a u chemickych latek
se vyuzivajl k vyjaddreni sméru optické otacivosti. Odlisujeme latky pravoto¢ivé (pismeno D
¢i znaménko +) a levotoc¢ivé (pismeno L & znaménko —).
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Zaver

Ukazali jsme, jak si souhlasnost dvou bézi ¢i orientaci vektorového prostoru
predstavit, a nasledné jsme tuto predstavu propojili s obvyklou matematickou
definici. Tim jsme vysvétlili, pro¢ je tato definice rozumnd a odkud se vzala.

Naznacili jsme spojitost mezi permutacemi a zmeénou orientace. V daném
kontextu jsme navic u znaménka permutace vysvétlili souvislost jeho definice
pres inverze s nazornou definici pres pocty sudych cyklu, ktera vychazi ze zakladni
predstavy, ze aplikace transpozice znamena zaménu dvou prvku.

Pti zkoumani souvislosti mezi determinanty matic prechodu a souhlasnosti
dvou bazi jsme ptirozené odvodili nemalé mnozstvi vlastnosti determinant.

Vypracovani této prace pro mé byl zajimavy zazitek. Nejprve jsem se pokousel
pro souhlasnost dvou bazi najit novy matematicky postup, ale bylo to tézké. Pak
jsem postupné ruznymi pozorovanimi zpresnoval své znalosti ohledné tématu ori-
entace, ale bylo tézké je spravné uttridit. Odborné literatura nepomahala, jelikoz
i texty, které toto téma tesily podrobnéji, postradaly intuitivni propojeni nazorné
predstavy souhlasnosti dvou bazi s onou matematickou definici. Jakmile jsme vSak
spolu s vedoucim sestavili néjakou osnovu, kterou jsem od té doby jesté asi trikrat
zmeénil, prace se zacala najednou rysovat. Nejprve jsem se divil, ze bude mit pres
30 stran, poté jsem nevéril, ze presdhne stran 50... Osobné se mi tézko véii,
ze jsem celou praci vypracoval sam, pouze za pomoci trefnych, avsak zaludnych
otazek ze strany vedouciho. Vérim, ze alespon jednomu studentovi text této prace
usnadni pochopeni témat v ném probiranych.
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