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nešt’astně opustil, bych tuto práci rád věnoval.
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Department: Department of Mathematics Education
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1.2 Vektorová rovina (2D) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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Úvod

V této diplomové práci se budeme soustředit na koncept orientace vektorového
prostoru z didaktického hlediska. Pokuśıme se osvětlit, proč bývá souhlasnost
dvou báźı definována pomoćı znaménka determinantu jejich matice přechodu
a jak souhlasnost báźı s orientaćı vektorového prostoru souviśı.

V celé práci budeme pracovat pouze s vektorovými prostory konečné dimenze
n ∈ N a nav́ıc jenom nad polem reálných č́ısel. Často budeme předpokládat, že se
dokonce jedná o vektorový prostor se standardńım skalárńım součinem, abychom
mohli pracovat např́ıklad s kolmost́ı, velikostmi úhl̊u a objemem. Je zásadńı po-
dotknout, že samotný koncept orientace vektorového prostoru skalárńı součin
nevyžaduje, avšak jeho předpokládáńı nám usnadńı, ba v̊ubec umožńı popis in-
tuitivńıch úvah, na kterých je celá práce d́ıky jej́ımu didaktickému charakteru
založena.

Ćılem práce je názorně přibĺıžit téma orientace vektorového prostoru stu-
dent̊um prvńıho nebo druhého ročńıku vysoké školy, kteř́ı se s ńı z odborného hle-
diska setkávaj́ı poprvé. Zvědav́ı středoškoláci v textu mohou také objevit spoustu
zaj́ımavých myšlenek, avšak odbornému porozuměńı textu práce by mohla bránit
neznalost vektorových prostor̊u,1 matic, determinant̊u a permutaćı. Je tedy na mı́-
stě ř́ıct, že přestože je práce orientována didakticky, předpokládá základńı znalosti
z lineárńı algebry.

K napsáńı této práce jsem byl motivován předevš́ım proto, že v odborné li-
teratuře se tomuto tématu nevěnuje př́ılǐs pozornost. Obvykle se zač́ıná definićı
souhlasnosti dvou báźı ve smyslu definice 3.10, ale vlastně neńı jasné, proč zrovna
tato definice je vhodná a proč pak všechno funguje tak, jak nám napov́ıdá intuice.
Proto v práci kladu d̊uraz předevš́ım na samotnou intuitivńı představu, ke které
nabádáme obrázky a často neformálńımi popisy, a teprve na tu dále navazujeme
matematickými výpočty, kterými naše myšlenky formalizujeme. Tento postup by
měl usnadnit čtenáři pochopeńı jednotlivých koncept̊u, pomoci s jejich vizualizaćı
a propojit intuitivńı vńımáńı orientace vektorového prostoru s jej́ı matematickou
definićı.

Konkrétně pak v knize [Be] je téma orientace vektorového prostoru zcela
vynecháno. Známá učebnice [Se], podkapitola 1.13, strany 100–102, se tomuto
tématu sice v rámci afinńıch prostor̊u alespoň věnuje, avšak po krátkém úvodu
s popisem představy souhlasnosti dvou báźı je už uvedena definice 1.13.2,2 která
je analogická zmiňované definici 3.10. Mezi knihy, které se orientaci věnuj́ı tro-
chu podrobněji, patř́ı např́ıklad [By] a [Ma], ale v obou př́ıpadech se myšlenky
nezobecńı do prostoru dimenze n ∈ N. Prob́ırá se zde orientace př́ımky a ro-
viny, v [By] nav́ıc orientace trojhranu os, odlǐsuj́ı se zde dále jakési dva pohledy
na orientaci (názorná a matematická), ale samotné propojeńı na mě nep̊usobilo
intuitivně a přirozeně. Ze zahraničńı literatury můžeme téma orientace naj́ıt
např́ıklad v knize [Ha], kapitola 25, strany 267–272, kde je studováno v souvislosti
se shodnými zobrazeńımi, avšak pouze v eukleidovské rovině.3

1Hojně použ́ıvám např́ıklad pojmy vektor, báze vektorového prostoru, dimenze, vektorový
podprostor a souřadnice vzhledem k nějaké bázi.

2V knize je chybně označená jako definice 1.12.2, což pravděpodobně zp̊usobil přepis.
3Odlǐśı se př́ımé shodnosti (id, rotace a posunut́ı) a nepř́ımé shodnosti (osová souměrnost).
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Z těchto d̊uvod̊u jsem většinu práce vypracoval samostatně s t́ım, že občas od-
kazuji na knihu [Be] pro vysvětleńı některých pojmů v př́ıpadě, že se s nimi čtenář
zat́ım nesetkal. Prvńı a čtvrtou kapitolu jsem vypracoval zcela samostatně; jed-
nou odkazuji na [Be], jelikož poprvé použ́ıvám pojem lineárńı kombinace. V ka-
pitole 2 knihu [Be] využ́ıvám v souvislosti s úvodem do permutaćı v podkapi-
tole 2.4, konkrétně odkazuji na základńı výsledky z teorie permutaćı (permutace
jako složeńı transpozic či nezávislých cykl̊u) a na poznatky souvisej́ıćı s gru-
pami permutaćı a faktorizaćı Sn (grupu Sn lze faktorizovat podle jej́ı normálńı
podgrupy An); zbytek této kapitoly jsem vypracoval samostatně. Ve třet́ı kapitole
použ́ıvám z knihy [Be] definici matice přechodu, jelikož sám tuto definici záměrně
uvád́ım až v podkapitole 3.2, dále tvrzeńı, že

”
po kolmici je to nejkratš́ı“, větu

o násobeńı determinant̊u a konečně větu popisuj́ıćı Gramův-Schmidt̊uv ortogo-
nalizačńı proces, který v upravené formě uvád́ım do souvislosti s orientaćı v pod-
kapitole 3.3. Všechna tři tvrzeńı z knihy [Be] přeb́ırám proto, abychom v této
práci mohli přeskočit jejich d̊ukazy, a t́ım celou práci zpřehlednit – d̊uležitá je
souvislost s tématem orientace, která takto nezanikne. Zbytek kapitoly 3 jsem
vyhotovil samostatně. Všech 19 obrázk̊u, které se v práci vyskytuj́ı, jsem samo-
statně vytvořil v softwaru GeoGebra.

V prvńı kapitole se věnujeme předevš́ım budováńı představy souhlasnosti dvou
báźı, a to na př́ıkladech prostor̊u dimenze 1, 2 a 3. Výklad je doplněn poznámkami,
které poukazuj́ı na kĺıčové vlastnosti souhlasnosti, aby čtenář v daľśıch kapitolách
věděl, jaké vlastnosti má smysl očekávat, což může usnadnit porozuměńı.4 Konec
prvńı kapitoly je věnován prostor̊um dimenze 4 a vyšš́ı, kde se pokouš́ıme objevit
cestu, jak koncept souhlasnosti dvou báźı systematicky rozš́ı̌rit dál.

Poté budeme koncept orientace postupně formalizovat. Nejprve budeme sou-
hlasnost dvou báźı vńımat tak, že je jednu bázi možné převést na druhou pouhým
otočeńım. U obecných souhlasných báźı to však většinou možné neńı,5 a proto
se omeźıme pouze na množinu báźı ortonormálńıch. Pro tento speciálńı př́ıpad
odvod́ıme kĺıčové vlastnosti zmiňované v prvńı kapitole (záměna vektor̊u v bázi
či výměna jednoho z vektor̊u za vektor v̊uči němu opačný vytvoř́ı bázi s p̊uvodńı
nesouhlasnou). Nav́ıc zjist́ıme, že nemá smysl v prostoru dimenze n ∈ N uvažovat
orientaci vektorového podprostoru dimenze ostře nižš́ı než n, protože báze ta-
kového podprostoru jsou v prostoru dimenze n všechny navzájem souhlasné.
Konečně téma propoj́ıme s teoríı permutaćı a ukážeme souvislost s jejich zna-
ménkem. Jelikož je znaménko permutace jedńım z kĺıčových pojmů tématu ori-
entace, budeme se mu věnovat podrobněji a propoj́ıme jeho obvyklou definici
s naš́ı názornou představou.

Dále se pokuśıme rozš́ı̌rit naše chápáńı souhlasnosti dvou báźı na množinu
všech báźı daného prostoru. Využijeme k tomu myšlenky počátečńı kapitoly,
které propoj́ıme s definićı poloprostoru.6 Vzpomeneme si na to, že vektory báze
určuj́ı nějaký n-rozměrný rovnoběžnostěn, a všimneme si, že spojitý přechod jed-
noho z vektor̊u do opačného poloprostoru je spojen se spojitým přechodem ob-

4Např́ıklad, že se jedná o relaci ekvivalence, která indukuje rozklad množiny všech báźı
daného prostoru na právě dvě tř́ıdy.

5Vektory mohou mı́t r̊uzné velikosti a sv́ırat úhly r̊uzných velikost́ı.
6Tato definice však nebude koincidovat s geometrickou definićı poloprostoru, jelikož my

záměrně nebudeme považovat hranici za jeho součást.
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jemu tohoto rovnoběžnostěnu přes hodnotu 0. Při těchto motivačńıch úvahách
začneme postupně budovat koncept determinantu, který spoj́ıme s orientova-
nou verźı zmiňovaného objemu.7 Ukážeme, že determinant (ve smyslu oriento-
vaného objemu) horńı trojúhelńıkové matice spoč́ıtáme snadno jako součin jej́ıch
diagonálńıch prvk̊u. U obecné matice začneme ćıtit problém, a tak přijdeme
s úvahou převést ji jistými úpravami na matici horńı trojúhelńıkovou, jako to
děláme např́ıklad při řešeńı soustav lineárńıch rovnic pomoćı Gaussovy eliminačńı
metody. Dále budeme použ́ıvat už jenom pojem determinant s t́ım, že na rozd́ıl
od objemu ho budeme vńımat jako pojem

”
relativńı“.8 Na základě této představy

jednotlivé elementárńı úpravy odvod́ıme a poté konečně determinant čtvercové
matice definujeme, a to jako hodnotu určenou jednoznačně námi popsaným (a od-
vozeným) zp̊usobem výpočtu. V závěru třet́ı kapitoly ještě podrobněǰśım zkou-
máńım matic přechodu a jejich determinant̊u rozš́ı̌ŕıme zp̊usob posuzováńı sou-
hlasnosti dvou báźı na dvojice obecných báźı9 a konečně ukážeme souvislost
s ortonormalizačńı verźı Gramova-Schmidtova ortogonalizačńıho procesu, č́ımž
rozš́ı̌ŕıme všechna pozorováńı z předchoźı kapitoly na množinu všech báźı daného
prostoru,10.

V závěrečné kapitole využijeme nabytých znalost́ı o relaci souhlasnosti na celé
množině všech báźı daného prostoru a definujeme samotnou orientaci vektorového
prostoru. Pak už jenom upozorńıme na nepřesné vyjadřováńı,11 které se u tohoto
tématu často použ́ıvá, a práci zakonč́ıme seznamem r̊uzných oblast́ı, kde se s ori-
entaćı vektorového prostoru můžeme setkat.

V literatuře je také kromě chatrné motivace tématu orientace obvyklé, že se
znaménko permutace definuje pomoćı inverźı. Osobně tento postup pokládám
za velmi neintuitivńı, a proto je v práci přirozeně obsažena i motivace této de-
finice; vycháźıme z pojmu transpozice, jej́ıž aplikaci považuji za velmi snadno
představitelnou. Mimo orientaci vektorového prostoru a znaménko permutace se
nám v práci také dař́ı motivovat souvislost determinantu matice přechodu mezi
dvěma bázemi se souhlasnost́ı těchto báźı. Právě motivačńı stránka je pro tuto
práci stěžejńı. Dáváme proto záměrně přednost mı́sty neformálńımu vyjadřováńı,
které má zajistit názornost a snazš́ı pochopeńı, před naprostou matematickou
přesnost́ı. Dı́ky tomu můžeme pracovat konstruktivně a jednotlivé definice nám
nemuśı

”
padat z nebe“.

7Aby to bylo možné, uvažujeme v této části pouze determinant matice přechodu od obecné
báze k bázi ortonormálńı. Zároveň poukazujeme na rozd́ıly mezi objemem a determinantem,
aby čtenář nenabyl dojmu, že se oba pojmy nijak nelǐśı.

8Determinant matice přechodu záviśı na obou patřičných báźıch (relativita) a je nezávislý
na skalárńım součinu. Objem rovnoběžnostěnu záviśı pouze na bázi, jej́ıž vektory toto těleso
určuj́ı.

9Dosud jsme se soustředili předevš́ım na posuzováńı souhlasnosti obecné báze s báźı kano-
nickou.

10Před t́ım se vztahovala pouze na množinu všech ortonormálńıch báźı daného prostoru.
11O dvou souhlasných báźıch se nepřesně ř́ıká, že maj́ı stejnou

”
orientaci“. Orientace je však

vlastnost celého prostoru, na rozd́ıl od náležeńı do jedné z rozkladových tř́ıd ekvivalence
”
být

souhlasná“, což je vlastnost každé z jeho báźı.
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1. Intuitivńı představa

Vezměme si do ruky nějakou botu. Bez větš́ıch pot́ıž́ı bychom měli být schopni
rozlǐsit, zda je levá, nebo pravá. Žádná bota neńı zároveň levá i pravá, ale lze ji
zařadit právě do jedné z těchto dvou tř́ıd. O dvou pravých, resp. o dvou levých
botách můžeme ř́ıct, že jsou navzájem souhlasné,12 o levé a pravé botě naopak
řekneme, že jsou nesouhlasné. Koncept orientace vektorového prostoru vycháźı
z této myšlenky, kdy v daném prostoru rozlǐsujeme právě dvě r̊uzné tř́ıdy roz-
kladu, který indukuje ekvivalence

”
být souhlasná“ na množině všech jeho báźı.13

Otázka 1.1. Co znamená, že jsou dvě báze daného prostoru souhlasné?

Pokud lze jednu bázi převést na druhou pouhým otočeńım, pak už jsou jistě
souhlasné. Opačná implikace však neplat́ı: Vezměme si např́ıklad pravý pantofel
velikosti 38 a pravý sandál velikosti 44. Obě boty jsou pravé, tedy souhlasné, avšak
jistě na sebe nejdou převést nějakým otočeńım. Podobně je to u báźı – mohou
mı́t vektory r̊uzných velikost́ı, dokonce můžou mı́t obě báze jiný

”
tvar“,14 a přesto

být navzájem souhlasné.
Problém s velikost́ı a

”
tvarem“ můžeme vyřešit např́ıklad podmı́nkou orto-

normality.

Poznámka 1.1. Plat́ı:
Pokud je jedna báze pouhým otočeńım druhé, pak jsou navzájem souhlasné.
Ortonormálńı báze je pouhým otočeńım druhé ortonormálńı báze právě tehdy,
když jsou navzájem souhlasné.

Nejprve nahlédněme na situaci v 1D, 2D a 3D a pokusme se na tuto otázku od-
povědět tam. Poté můžeme źıskané myšlenky rozš́ı̌rit do daľśıch dimenźı, poč́ınaje
4D, na kterém to předvedeme.

Poznámka 1.2. V celé práci se budeme zabývat pouze vektorovými prostory
konečné dimenze nad tělesem reálných č́ısel. Věťsinou budeme nav́ıc předpokládat,
že v prostoru máme standardńı skalárńı součin.

1.1 Vektorová př́ımka (1D)

Vektorovou př́ımku budeme modelovat slámkou: Vezměme si brčko a na jeden
z jeho konc̊u přilepme list paṕıru. Vhod’me dovnitř sirku, která má právě na jed-
nom z jejich konc̊u śıru. Jsou dvě možnosti: Śıra směřuje k paṕıru, nebo od něj.

Za předpokladu, že sirku z brčka nevytáhneme, nemůžeme jeden stav změnit
na druhý. Každý ze stav̊u určuje jednu tř́ıdu rozkladu, který indukuje naše ekvi-
valence: O dvou sirkách řekneme, že jsou souhlasné právě tehdy, když śıra u obou
směřuje bud’ k paṕıru, nebo od něj.

12Ve smyslu pravosti/levosti.
13Samotná orientace vektorového prostoru pak znamená volbu jedné z těchto tř́ıd za kladnou;

druhou tř́ıdu pokládáme za zápornou.
14Např́ıklad báze

(︁
(1, 0, 0)T , (0, 1, 0)T , (0, 0, 1)T

)︁
a
(︁
(3, 1, 0)T , (1, 7,−5)T , (−6, 1, 2)T

)︁
. Pokud

máme k dispozici skalárńı součin, můžeme spoč́ıtat, že př́ıslušné dvojice vektor̊u sv́ıraj́ı úhly
r̊uzných velikost́ı.
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Popsanou situaci znázorňuje obrázek:

Z pohledu lineárńı algebry jsou v 1D dvě báze B = (u⃗1) a C = (v⃗1) souhlasné
právě tehdy, když je v⃗1 kladným násobkem vektoru u⃗1:

Báze B = (u⃗1), C = (v⃗1) jsou souhlasné ⇐⇒ ∃a1 ∈ R, a1 > 0 : v⃗1 = a1 · u⃗1.

Poznámka 1.3. B,C jsou nesouhlasné právě tehdy, když je v⃗1 záporným násob-
kem u⃗1. Nemá smysl uvažovat nulový násobek, protože pak by byl porušen předpo-
klad, že B i C jsou báze.

Všimněme si, že pokud vyměńıme vektor u⃗1 za opačný, vytvoř́ıme bázi s p̊u-
vodńı nesouhlasnou – podobně jako kdybychom vytáhli sirku z brčka a vložili ji
tam obráceně.

Poznámka 1.4. Výměnou vektoru za vektor k němu opačný vytvoř́ıme bázi, která
je s p̊uvodńı nesouhlasná.

1.2 Vektorová rovina (2D)

Vektorovou rovinu budeme modelovat pomoćı analogových hodin: Představme
si, že máme na zdi zastavené hodiny s minutovou a hodinovou ručičkou, které
např́ıklad ukazuj́ı čas 2:00.15 Představme si kružnici se středem v ciferńıku, kterou
obě ručičky prot́ınaj́ı, a tedy ji rozděluj́ı na dva oblouky. Zvolme kratš́ı16 z nich
a po jeho obrysu si představme šipku od jedné ručičky ke druhé. Podle toho,
kterou ručičku si zvoĺıme za

”
prvńı“ a kterou za

”
druhou“, bude šipka směřovat

bud’ po směru hodinových ručiček, nebo proti němu.
Za předpokladu, že hodiny ze zdi nesundáme, se tato vlastnost šipky nezměńı,

a to ani otáčeńım ciferńıku.17 Každý ze dvou směr̊u šipky určuje jednu tř́ıdu
rozkladu: O dvou uspořádaných dvojićıch ručiček18 řekneme, že jsou souhlasné
právě tehdy, když se shoduj́ı směry jejich šipek.19

15Pro náš př́ıklad může být čas téměř libovolný; potřeba je vyhnout se př́ıpad̊um, kdy ručičky
lež́ı na společné př́ımce, protože tehdy vektory ručiček netvoř́ı bázi vektorové roviny, jelikož jsou
lineárně závislé.

16Dokud jsou vektory ručiček lineárně nezávislé, maj́ı oblouky r̊uzné, kladné délky.
17Připomı́nám, že hodiny jsou zastavené, a předpokládám, že ke změně indikovaného času

na hodinách je potřeba hodiny ze stěny sundat. Pokud bychom čas změnily, mohlo by se stát,
že se směr šipky otoč́ı. Např́ıklad změna na 2:30 by pro stejnou volbu pořad́ı ručiček směr šipky
obrátila.

18Klidně každá dvojice může ukazovat odlǐsný čas, avšak stále ručičky žádné dvojice nesmı́
ležet na společné př́ımce.

19Ve smyslu po směru hodinových ručiček vs. proti němu.
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Obrázek ilustruje oba možné směry šipky:

Jelikož pouhým otočeńım směr šipky nezměńıme, můžeme si posuzováńı sou-
hlasnosti zjednodušit: Oba ciferńıky otočme tak, aby jejich

”
prvńı“ ručičky ukazo-

valy stejným směrem (např́ıklad nahoru).20 Hraničńı př́ımka daná t́ımto směrem
pak rozděĺı ciferńık na dvě poloviny (levou a pravou). Lze nahlédnout, že dvojice
ručiček jsou souhlasné právě tehdy, když se obě

”
druhé“ ručičky každé z těchto

dvojic po zmı́něném otočeńı nacháźı ve stejné polovině ciferńıku21 (obě vlevo,
nebo obě vpravo) – jejich šipky budou pak mı́t stejný směr.

Mı́sto ručiček si nyńı vezměme báze 2D prostoru B, C a souhlasnost posu-
zujme úplně stejně. Řekněme, že pomocným otočeńım báze B vytvoř́ıme bázi
B′ = (u⃗1, u⃗2), která je s B souhlasná,22 a otočeńım báze C vytvoř́ıme bázi
C ′ = (v⃗1, v⃗2), která je souhlasná s C. Otočeńı jsme provedli tak, aby byl v⃗1
kladným násobkem u⃗1. Nav́ıc jsou dle předchoźıho odstavce báze B′ a C ′ sou-
hlasné právě tehdy, když vektory u⃗2 a v⃗2 lež́ı ve stejném poloprostoru, což je
právě tehdy, když je v⃗2 takovou lineárńı kombinaćı vektor̊u u⃗1, u⃗2, že koeficient
u vektoru u⃗2 je kladný.

Zapǐsme obě podmı́nky souhlasnosti báźı B′, C ′, a tedy i báźı B, C23 symbo-
licky:

1. ∃a1 ∈ R, a1 > 0 : v⃗1 = a1 · u⃗1,

2. ∃b1, b2 ∈ R, b2 > 0 : v⃗2 = b1 · u⃗1 + b2 · u⃗2.

Všimněme si, že prvńı z podmı́nek je stejná jako v př́ıpadě 1D. Nav́ıc je stále
v platnosti poznámka 1.4.

Podotkněme, že záměnou vektor̊u24 vytvoř́ıme bázi, která je s p̊uvodńı ne-
souhlasná – podobně jako kdybychom změnili pořad́ı ručiček (otočil by se směr
šipky).

Poznámka 1.5. Záměnou dvou vektor̊u vytvoř́ıme bázi, která je s p̊uvodńı ne-
souhlasná.

20Někdy otáčeńı nebude třeba. Např́ıklad u ciferńık̊u indikuj́ıćıch 2:00 a 3:00, kde jsme si
u každého zvolili za

”
prvńı“ minutovou ručičku, již obě

”
prvńı“ ručičky ukazuj́ı nahoru.

21Neodkazujme přitom na č́ısla na ciferńıku. Např́ıklad č́ıslo 9 je obvykle vlevo, ale otáčeńım
hodin může skončit kdekoliv, klidně i vpravo.

22Protože lze obě báze na sebe převést pouhým otočeńım.
23Relace

”
být souhlasná“ je ekvivalence, a tedy je tranzitivńı. Báze B, C jsou souhlasné právě

tehdy, když jsou souhlasné báze B′, C ′ d́ıky tranzitivitě.
24Ve smyslu jejich pořad́ı.
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1.3 Trojrozměrný vektorový prostor (3D)

Použijeme př́ıklad s botami, který jsme zmı́nili v úvodu kapitoly. Řekli jsme, že
dvě boty jsou souhlasné právě tehdy, když jsou obě pravé, nebo obě levé.

Otázka 1.2. Co ale znamená, že je bota pravá, resp. levá?

Představme si, že od paty ke špičce mı́̌ŕı šipka udávaj́ıćı směr dopředu, směrem
od podešvi ke svršku zase šipka udávaj́ıćı směr nahoru a konečně směrem od vněǰśı
klenby k vnitřńı25 směřuje šipka udávaj́ıćı směr dovnitř. Pokud botu polož́ıme
před sebe (dopředu udává směr od nás k botě) tak, aby směr nahoru byl svislý
vzh̊uru (tj. bota stála na své podrážce), rozlǐśıme dle směru dovnitř mezi botou
pravou a levou: U pravých bot mı́̌ŕı dovnitř z našeho pohledu doleva, u levých
zase doprava.

Rozd́ıl mezi pravou a levou botou:

Mı́sto bot si nyńı vezměme ortogonálńı báze 3D prostoru B a C. Otočme
je tak, aby jejich př́ıslušné prvńı vektory udávaly stejný směr,26 tj. jeden byl
kladným násobkem toho druhého, a to stejné pro jejich př́ıslušné druhé vektory.27

T́ımto otočeńım vzniknou báze B′ = (u⃗1, u⃗2, u⃗3), která vznikla z B, a tedy je s ńı
souhlasná, a C ′ = (v⃗1, v⃗2, v⃗3), která vznikla z C, a tedy je s ńı souhlasná. Jako
v př́ıkladu s hodinami posuzujeme souhlasnost báźı B′, C ′ podle toho, zda jejich
třet́ı vektory lež́ı ve stejných poloprostorech28 (pak báze jsou souhlasné), anebo
v opačných (pak jsou nesouhlasné).

Pozorováńı 1.1. Všechny vektory, které lež́ı ve stejném poloprostoru jako u⃗3,
jsou vektorovým součtem nějakého vektoru z hraničńı roviny LO{u⃗1, u⃗2} a kladné-
ho násobku u⃗3, tj. jsou takovou lineárńı kombinaćı vektor̊u u⃗1, u⃗2, u⃗3, že koeficient
před u⃗3 je kladný. Báze B′, C ′ jsou tedy souhlasné právě tehdy, když tak lze
vyjádřit i vektor v⃗3.

Pokud nav́ıc upust́ıme od předpokladu ortogonality báźı B, C, nemuśı být
podmı́nka, aby jejich př́ıslušné druhé vektory udávaly stejný směr, splnitelná,
pokud již totéž požadujeme pro př́ıslušné prvńı vektory. Můžeme se však spokojit
s t́ım, že oba druhé vektory budou ležet ve stejné polorovině29 Tj. otočeńım

25Kdybychom si botu obuli na správnou nohu, jednalo by se o směr od maĺıčku k palci.
26Např́ıklad směr dopředu.
27Např́ıklad směr nahoru.
28Rozděleńım 3D prostoru hraničńı rovinou LO{u⃗1, u⃗2} = LO{v⃗1, v⃗2} vzniknou dva opačné

poloprostory, kde LO M je lineárńı obal množiny M – viz [Be], kapitola 7, strana 67, definice
7.11. Poloprostory definujeme později, viz definice 3.1.

29Rozděleńım prostoru LO{u⃗1, u⃗2} hraničńı př́ımkou LO{u⃗1 vzniknou dvě opačné poloroviny.
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vzniknou takové báze B′, C ′, které splňuj́ı jak, že v⃗1 je kladným násobkem u⃗1,
tak, že v⃗2 je takovou lineárńı kombinaćı vektor̊u u⃗1, u⃗2, že koeficient u u⃗2 je kladný.

Celkem tak máme tři podmı́nky souhlasnosti báźı B′, C ′, a tedy báźı B, C:

1. ∃a1 ∈ R, a1 > 0 : v⃗1 = a1 · u⃗1,

2. ∃b1, b2 ∈ R, b2 > 0 : v⃗2 = b1 · u⃗1 + b2 · u⃗2,

3. ∃c1, c2, c3 ∈ R, c3 > 0 : v⃗3 = c1 · u⃗1 + c2 · u⃗2 + c3 · u⃗3.

Opět si všimněme, že pokračujeme v minulém trendu – prvńı dvě podmı́nky jsou
stejné jako v př́ıpadě 2D.

V minulých podkapitolách jsme si všimli, že záměnou vektor̊u či výměnou
vektoru za vektor k němu opačný můžeme vytvořit bázi s p̊uvodńı nesouhlas-
nou – poznámky 1.4 a 1.5. Všimněme si, že plat́ı i zde, avšak nyńı máme k dis-
pozici hned 6 permutaćı. Mohlo by se stát, že každá permutaci vytvoř́ı

”
jinak ne-

souhlasnou“ bázi, a tedy že ekvivalence
”
být souhlasná“ indukuje rozklad na v́ıc

tř́ıd než 2? Pro jednoduchost si vezměme ortonormálńı bázi.

Otázka 1.3. Co se děje, když permutujeme vektory nějaké ortonormálńı báze
B1 = (u⃗1, u⃗2, u⃗3)?

Na př́ı̌st́ı straně nám na tuto otázku odpov́ı obrázek.
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Následuj́ıćı obrázek znázorňuje aplikaci všech permutaćı z S3 na vektory báze B1:

V levém sloupci jsou báze, které vznikly aplikaćı sudé permutace, v pravém zase
báze, které vznikly aplikaćı permutace liché. Všimněme si, že všechny báze v jed-
nom sloupci lze na sebe převést pouhým otočeńım (jsou souhlasné), ale zároveň
jsou báze v levém sloupci s bázemi v pravém sloupci navzájem nesouhlasné.30

Poznámka 1.6. Při ekvivalenci
”
být souhlasná“ se množina všech báźı daného

vektorového prostoru rozpadá na právě 2 tř́ıdy.
Sudé permutace vytvář́ı bázi, která je s p̊uvodńı souhlasná.
Liché permutace vytvář́ı bázi, která je s p̊uvodńı nesouhlasná.

30V každém řádku plat́ı, že báze v pravém sloupci vznikla z př́ıslušné báze v levém sloupci
záměnou dvou vektor̊u.
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1.4 Čtyřrozměrný vektorový prostor (4D)

Zde už naše intuice selhává, a proto se budeme držet trendu, který jsme mohli
pozorovat v minulých třech podkapitolách.

Jak urč́ıme, zda jsou báze B a C souhlasné, či nikoliv? Pomozme si opět rotaćı:
Otočeńım B vznikne B′ = (u⃗1, u⃗2, u⃗3, u⃗4), otočeńım C zase C ′ = (v⃗1, v⃗2, v⃗3, v⃗4).

Trend z minulých podkapitol byl otáčet tak, aby platily podmı́nky z předchoźı
podkapitoly. Budeme tedy otáčet tak, aby platily všechny 3 podmı́nky ze 3D. Dále
rozděĺıme 4D prostor na dva 4D poloprostory.31 Souhlasnost báźı poznáme tak,
že vektory u⃗4, v⃗4 lež́ı ve stejném 4D poloprostoru.

Báze B a C tedy otoč́ıme tak, aby:

1. v⃗1 měl stejný směr jako u⃗1 (je jeho kladným násobkem),

2. v⃗2 ležel v polorovině určené vektorem u⃗2 a hraničńı př́ımkou LO{u⃗1},

3. v⃗3 ležel v poloprostoru určeném vektorem u⃗3 a hraničńı rovinou LO{u⃗1, u⃗2}.

Předchoźı podmı́nky lze zapsat následovně:

1. ∃a1 ∈ R, a1 > 0 : v⃗1 = a1 · u⃗1,

2. ∃b1, b2 ∈ R, b2 > 0 : v⃗2 = b1 · u⃗1 + b2 · u⃗2,

3. ∃c1, c2, c3 ∈ R, c3 > 0 : v⃗3 = c1 · u⃗1 + c2 · u⃗2 + c3 · u⃗3.

Pak řekneme, že báze B′ a C ′ jsou souhlasné právě tehdy, když nav́ıc plat́ı:

4. ∃d1, d2, d3, d4 ∈ R, d4 > 0 : v⃗4 = d1 · u⃗1 + d2 · u⃗2 + d3 · u⃗3 + d4 · u⃗4.

Celkově tedy máme čtyři podmı́nky souhlasnosti báźı B a C.32

Konečně poznamenejme, že všechna předchoźı pozorováńı shrnutá v podmı́n-
kách 1.4, 1.5 a 1.6 plat́ı i zde. Stejným principem, který shrnuje poznámka 1.7, lze
relaci

”
být souhlasná“, a tedy i orientaci vektorového prostoru rozš́ı̌rit do prostoru

dimenze n ∈ N.

Poznámka 1.7. Necht’ V je reálný vektorový prostor dimenze n ∈ N se stan-
dardńım skalárńım součinem a B, C jsou jeho báze. Pak plat́ı, že jsou obě navzá-
jem souhlasné právě tehdy, když existuj́ı báze B′ = (u⃗1, ..., u⃗n), souhlasná s B
(vznikla pouhým jej́ım otočeńım), a C ′ = (v⃗1, ..., v⃗n), souhlasná s C (vznikla
pouhým jej́ım otočeńım), takové, že plat́ı následuj́ıćı podmı́nky:

1. ∃a11 ∈ R, a11 > 0 : v⃗1 = a11 · u⃗1,

2. ∃a21, a22 ∈ R, a22 > 0 : v⃗2 = a21 · u⃗1 + a22 · u⃗2,

...
...

. . .

n. ∃an1 , ..., ann ∈ R, ann > 0 : v⃗n = an1 · u⃗1 + · · ·+ ann · u⃗n.

31Podobně jako při děleńı 2D jsme měli hraničńı př́ımku a při děleńı 2D jsme měli hraničńı
rovinu, zde máme hraničńı 3D prostor – konkrétně LO{u⃗1, u⃗2, u⃗3} = LO{v⃗1, v⃗2, v⃗3}.

32Dı́ky tranzitivitě opět plat́ı, že B a C jsou souhlasné právě tehdy, když jsou souhlasné báze
B′ a C ′.
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2. Souhlasnost ortonormálńıch
báźı

Nyńı budeme směřovat k matematickému popisu samotné orientace vektorového
prostoru. Intuitivńı představa nám pomohla určit, co od orientace očekáváme,
a postupně nás dovede k tomu, co to vlastně orientace je.

Na úvod si představme, že máme dvě souhlasné báze (ve smyslu předchoźı
kapitoly). Rádi bychom tuto relaci matematicky definovali tak, aby odpov́ıdala
naš́ı intuitivńı představě.

Otázka 2.1. Kdy chceme, aby byly dvě báze souhlasné?

Na podobnou otázku jsme odpověděli v minulé kapitole, kde jsme však postu-
povali čistě intuitivně. Nyńı budeme cht́ıt na základě źıskané představy zvolit pro
relaci

”
být souhlasná“ pouze základńı vlastnosti a ostatńı matematicky odvodit,

a to v prostorech obecné dimenze n ∈ N. Vycházet budeme z poznámky 1.1:

Předpoklady 2.1. Pokud máme dvě báze takové, že na sebe jdou převést pouhým
otočeńım, jsou souhlasné.
Pro dvě ortonormálńı báze plat́ı, že na sebe jdou převést pouhým otočeńım právě
tehdy, když jsou souhlasné.

Otázka 2.2. Mějme bázi B a pouze permutováńım jej́ıch vektor̊u vytvářejme daľśı
báze. Jsou všechny nově vzniklé báze pouhým otočeńım p̊uvodńı báze B, nebo ne?

Dle poznámky 1.5 z minulé kapitoly již tuš́ıme, že odpověd’ na otázku bude:

”
Ne.“ Muśıme to však dokázat.

Pro jednoduchost rozebereme v této kapitole pouze permutace vektor̊u v bá-
źıch ortonormálńıch. K obecným báźım se vrát́ıme v kapitole 3.

2.1 Záměna dvou vektor̊u

Zkoumat ihned všechny permutace je pro nás v tento moment př́ılǐs velké sousto.
Zabývejme se zat́ım pouze př́ıpady, kdy v bázi zaměńıme pouze nějaké jej́ı dva
vektory.33 Bude pak vždy vzniklá báze pouhým otočeńım té p̊uvodńı, nebo ne?

2.1.1 Strategie

Zvoĺıme obecnou bázi B. Nebudeme však zaměňovat vektory v samotné B, ale
vezmeme si

”
pěknou“ bázi E1 a zaměňovat budeme až v ńı. Slovem

”
pěkná“ zde

mı́ńıme, že E1 vytvoř́ıme z B tak, aby B v̊uči E1 splňovala podmı́nky pro souhlas-
nost z prvńı kapitoly,34 a to nav́ıc tak, aby byla E1 ortonormálńı.35 K určováńı, co

33Aplikujeme nějakou transpozici.
34Tj. vektory báze B vzhledem k bázi E1 je možné vyjádřit pomoćı uvedených lineárńıch

kombinaćı v prvńı kapitole. V dimenzi n ∈ N budeme mı́t n podmı́nek.
35V praxi toho doćıĺıme pomoćı ortonormalizačńı verze Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace,

viz věta 3.25.
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se s báźı E1 záměnou vektor̊u děje, budeme použ́ıvat souřadnice vektor̊u báze B
vzhledem k bázi E1, resp. k bázi, která z E1 záměnou vektor̊u vznikla.

Pokud je báze, která vznikla záměnou vektor̊u, s báźı E1 souhlasná, je ji
d́ıky ortonormalitě a předpoklad̊um 2.1 možné z E1 vytvořit pouhým otočeńım.
Předpokládejme tedy, že tomu tak je, a pokusme se v E1 pouhým otočeńım si-
mulovat záměnu dvou jej́ıch vektor̊u. Vyberme i-tý a j-tý vektor.

Postup:

1. Otoč́ıme bázi E1 nejprve tak, aby se jej́ı i-tý vektor dostal na mı́sto p̊uvod-
ńıho j-tého (t́ım vznikne báze E2),

2. poté dále tak, aby se j-tý vektor dostal z jeho nového mı́sta na mı́sto
p̊uvodńıho i-tého, zat́ımco i-tým vektorem už nepohneme (dostaneme bá-
zi E3).

Poznámka 2.1. Otáč́ıme vždy pouze ve vektorové rovině – vektory, které v ńı
nelež́ı, z̊ustanou na mı́stě.

Prvńı z otočeńı tedy proběhne v rovině generované i-tým a j-tým vektorem
báze E1, druhé otočeńı v rovině generované j-tým vektorem báze E2 a libovolným
daľśım mimo i-tý. Jelikož chceme nechat i-tý vektor na jeho novém mı́stě,36 nesmı́
do této roviny patřit. Který vektor je nejlepš́ı zvolit?

Prohlédněme si ještě jednou podmı́nky pro souhlasnost dvou báźı z minulé
kapitoly a proved’me kĺıčové pozorováńı:

Pozorováńı 2.1. V minulé kapitole v prostoru dimenze n ∈ N pro podmı́nky
souhlasnosti báźı B′ = (u⃗1, ..., u⃗n) a C ′ = (v⃗1, ..., v⃗n) plat́ı:
Všechny vektory v⃗k kromě posledńıho lze vyjádřit jako takovou lineárńı kombinaci
vektor̊u báze B′, že koeficient u vektoru u⃗n je nulový.37

Jinými slovy: Posledńı souřadnice všech vektor̊u báze C ′ kromě posledńıho vzhle-
dem k bázi B′ jsou nulové.

To znamená, že pokud v rovině obsahuj́ıćı posledńı vektor otoč́ıme tak, že se
u př́ıslušných souřadnic změńı pouze znaménka, postihne tato změna ze všech
posledńıch souřadnic pouze tu u posledńıho vektoru.38 Jestliže tedy zachováme
fakt, že všechny posledńı souřadnice všech vektor̊u kromě posledńıho jsou nulové,
můžeme posledńı souřadnici posledńıho vektoru využ́ıvat jako jistý indikátor.

Dohoda: V př́ıpadě, že si budeme moct vybrat, ve které vektorové rovině chceme
otáčet, zvoĺıme takovou, která obsahuje posledńı vektor báze, kterou otáč́ıme.
Př́ıpadná změna v souřadnićıch se tak projev́ı u něho.

Po provedeńı obou otočeńı si všimněme, že jsme sice pozice i-tého a j-tého
vektoru zaměnili, ale ne všechny ostatńı vektory z̊ustaly na svém mı́stě – posledńı
vektor se změnil na opačný. Pokud bychom se ho pokusili otočit zpět, změńıme

36Jedná se tedy o i-tý vektor báze E2, protože ta obsahuje vektory, které vznikly prvńım
otočeńım.

37Ve vyjádřeńı v⃗n je tento koeficient kladný, a tedy nenulový.
38Neńı to však jediná změna. Pokud v této rovině např́ıklad nav́ıc lež́ı k-tý vektor, změńı se

ještě znaménka u k-tých souřadnic.
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alespoň jeden daľśı vektor. Vypadá to, že pouhým otočeńım záměnu dvou vektor̊u
simulovat nelze.

Pozorujme, co se stalo z pohledu souřadnic – podrobně tento pohled poṕı̌seme
v př́ı̌st́ı podkapitole. Tam si všimneme, že kdybychom zaměnili i-té a j-té souřad-
nice u všech vektor̊u báze B vzhledem k bázi E3, źıskali bychom jejich souřadnice
vzhledem k bázi E1 (s výjimkou jedné z nich, a to právě posledńı souřadnice po-
sledńıho vektoru) – pozorováńı 2.2. Vytvoř́ıme tedy bázi E4, která vznikne z E3

záměnou jej́ıho i-tého a j-tého vektoru.

Dř́ıvěǰśı postup tedy doplňme o třet́ı krok:

3. Konečně zaměńıme i-tý a j-tý vektor v bázi E3 (vznikne báze E4).

Na př́ı̌st́ı straně naše myšlenky vyjádř́ıme obrázkem.
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Výše popsaný postup znázorńıme na obrázćıch. Konkrétně zaměńıme prvńı a dru-
hý vektor ve 3D prostoru, tj. i = 1, j = 2, n = 3:

Báze E4 a E1 ale už souhlasné nejsou, jelikož se všechny souřadnice vektor̊u
báze B vzhledem k těmto dvěma báźım shoduj́ı kromě posledńı souřadnice po-
sledńıho vektoru báze B.

Proč už to nutně znamená nesouhlasnost? Kdybychom bychom chtěli, aby se
tyto souřadnice také shodovaly, museli bychom E4 otočit tak, aby se jej́ı posledńı
vektor dostal na mı́sto vektoru k němu opačnému. Dle poznámky 2.1 otáč́ıme
vždy v nějaké vektorové rovině. To ale znamená, že bychom změnili alespoň jednu
z ostatńıch souřadnic, což by nám v d̊usledku nepomohlo – opět by se vektory
v alespoň jedné souřadnici lǐsily, a to at’ si zvoĺıme vektorovou rovinu jakoukoliv.
T́ımto zp̊usobem v př́ı̌st́ı podkapitole ukážeme, že báze E4 opravdu nemohla
vzniknout pouhým otočeńım báze E1.
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2.1.2 Matematický pohled

Postupujme přesně tak, jak jsme popsali v minulé podkapitole, ale nyńı od začátku
pozorujme, co se děje se souřadnicemi39 vektor̊u báze B vzhledem k báźım Ek,
k ∈ {1, 2, 3, 4}.

Mějme vektorový prostor nad R dimenze n ∈ N, n ≥ 2, se standardńım
skalárńım součinem, a jeho bázi B = (u⃗1, ..., u⃗n) Zkonstruujme ortonormálńı bázi
E1 = (e⃗1, ..., e⃗n) tohoto prostoru tak, aby platily následuj́ıćı podmı́nky:40

∃u1
1,1 ∈ R, u1

1,1 > 0 : u⃗1 = u1
1,1 · e⃗1,

∃u1
2,1, u

1
2,2 ∈ R, u1

2,2 > 0 : u⃗2 = u1
2,1 · e⃗1 + u1

2,2 · e⃗2,
...

...
. . .

∃u1
n,1, ..., u

1
n,n ∈ R, u1

n,n > 0 : u⃗n = u1
n,1 · e⃗1 + · · ·+ u1

n,n · e⃗n.

Matice přechodu od báze B k bázi E1
41 pak vypadá následovně:

PBE1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
u1
1,1 u1

2,1 · · · u1
n−1,1 u1

n,1

0 u1
2,2 · · · u1

n−1,2 u1
n,2

...
...

. . .
...

...
0 0 · · · u1

n−1,n−1 u1
n,n−1

0 0 · · · 0 u1
n,n

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Poznámka 2.2. Matice přechodu od báze B k bázi E1 je horńı trojúhelńıková
a na diagonále má kladná č́ısla.

Označeńı 2.2. Souřadnice vektoru u⃗i báze B vzhledem k bázi Ek budeme značit

[u⃗i]Ek
= (uk

i,1, ..., u
k
i,n)

T , i ∈ {1, ..., n}, k ∈ N.42

Dle poznámky 2.2 plat́ı:

∀i ∈ {1, ..., n} : u1
i,i > 0, (2.1)

∀i ∈ {1, ..., n− 1}∀j ∈ {i+ 1, ..., n} : u1
i,j = 0. (2.2)

Pokuśıme se modelovat záměnu i-tého a j-tého vektoru báze B s t́ım, že
i, j ∈ {1, ..., n− 1}, i ̸= j.43 Dle obrázku z předchoźı podkapitoly nyńı provedeme

dvě otočeńı a vytvoř́ıme tak postupně báze E2 = (f⃗ 1, ..., f⃗n) a E3 = (g⃗1, ..., g⃗n).
Budeme se soustředit na jejich souřadnice a uvědomı́me si, že všechny báze E1,
E2 a E3 jsou navzájem souhlasné (vznikly pouhým otočeńım jedna z druhé).

Označeńı 2.3. Necht’ M je nějaká množina vektor̊u z našeho vektorového pro-
storu. Pak LO M znač́ı lineárńı obal množiny M , tj. množinu všech lineárńıch
kombinaćı vektor̊u množiny M .44

39U souřadnic použ́ıváme trojité indexováńı. Značeńı uk
i,j znamená, že se jedná o j-tou

souřadnici vektoru u⃗i vzhledem k bázi Ek.
40Jedná se přesně o podmı́nky pro souhlasnost báźı E1 a B z prvńı kapitoly, akorát v prostoru

obecné dimenze n ∈ N. Ty shrnuje poznámka 1.7.
41Ve sloupćıch jsou souřadnice vektor̊u báze B vzhledem k bázi E1, viz definice 3.9. Prvky

této matice jsou koeficienty uk
i,j z předchoźıch podmı́nek.

42Ve skutečnosti bude nejvyšš́ı hodnota k v tomto textu rovna 7, ale to zat́ım nev́ıme.
43Při volbě i = n či j = n by nastal problém. Situaci rozebereme zvlášt’ později, viz lémma 2.6.
44Lineárńı kombinace je definována v [Be], kapitola 7, strana 67, definice 7.11.
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Prvńı otočeńı (e⃗i otáč́ıme45 na mı́sto e⃗j v rovině LO{e⃗i, e⃗j}):

∀r ∈ {1, ..., n}, r ̸= i, r ̸= j : f⃗ r = e⃗r,

f⃗ i = e⃗j,

f⃗ j = −e⃗i.

Prvńı otočeńı – v souřadnićıch:

∀q ∈ {1, ..., n}∀r ∈ {1, ..., n}, r ̸= i, r ̸= j : u2
q,r = u1

q,r,

∀q ∈ {1, ..., n} : u2
q,i = u1

q,j,

∀q ∈ {1, ..., n} : u2
q,j = −u1

q,i.

Druhé otočeńı (f⃗ j otáč́ıme46 na mı́sto −f⃗ j
47 v rovině LO{f⃗ j, f⃗n}):

∀r ∈ {1, ..., n− 1}, r ̸= j : g⃗r = f⃗ r,

g⃗j = −f⃗ j,

g⃗n = −f⃗n.

Druhé otočeńı – v souřadnićıch:

∀q ∈ {1, ..., n}∀r ∈ {1, ..., n− 1}, r ̸= i, r ̸= j : u3
q,r = u2

q,r = u1
q,r,

∀q ∈ {1, ..., n} : u3
q,i = u2

q,i = u1
q,j,

∀q ∈ {1, ..., n} : u3
q,j = −u2

q,j = u1
q,i,

∀q ∈ {1, ..., n} : u3
q,n = −u2

q,n = −u1
q,n.

Dle vztahu (2.2) jsou posledńı souřadnice téměř všech vektor̊u báze B (kromě
posledńıho) vzhledem k E1 nulové. Dı́ky tomu můžeme posledńı řádek nahradit
následuj́ıćımi dvěma:

∀q ∈ {1, ..., n− 1} : u3
q,n = 0 = u1

q,n,

u3
n,n = −u2

n,n = −u1
n,n.

Nyńı přǐsel čas na sĺıbené pozorováńı:

Pozorováńı 2.2. Pokud zaměńıme i-tý a j-tý vektor v bázi E3 a nově vzniklou
bázi nazveme E4 = (h⃗1, ..., h⃗n), budou se všechny souřadnice vektor̊u báze B
(kromě posledńı souřadnice posledńıho vektoru) vzhledem k báźım E1 a E4 rovnat.

To znamená, že nám pouhé otáčeńı k simulováńı záměny nestačilo. Samotnou
záměnu proto nyńı proved’me.

Záměna (g⃗i zaměńıme48 s g⃗j):

∀r ∈ {1, ..., n}, r ̸= i, r ̸= j : h⃗r = g⃗r,

h⃗i = g⃗j,

h⃗j = g⃗i.

45E1 je báze před otočeńım, E2 vznikne otočeńım.
46E2 je báze před otočeńım, E3 vznikne otočeńım.
47Protože chceme otočit na mı́sto e⃗i a plat́ı e⃗i = −f⃗ j .
48E3 je báze před záměnou, E4 vznikne záměnou.
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Záměna – v souřadnićıch:

∀q ∈ {1, ..., n}∀r ∈ {1, ..., n− 1}, r ̸= i, r ̸= j : u4
q,r = u3

q,r = u2
q,r = u1

q,r,

∀q ∈ {1, ..., n} : u4
q,i = u3

q,j = −u2
q,j = u1

q,i,

∀q ∈ {1, ..., n} : u4
q,j = u3

q,i = u2
q,i = u1

q,j,

∀q ∈ {1, ..., n− 1} : u4
q,n = 0 = u1

q,n,

u4
n,n = u3

n,n = −u2
n,n = −u1

n,n.

Prvńı čtyři řádky vyjadřuj́ı, že se souřadnice vektor̊u báze B vzhledem k báźım
E1 a E4 rovnaj́ı, pátý řádek poukazuje na jedinou výjimku – posledńı souřadnici
posledńıho vektoru, která změnila znaménko.49 Zapǐsme tuto skutečnost přehled-
něji na dva řádky:

∀q ∈ {1, ..., n}∀r ∈ {1, ..., n}, (q, r) ̸= (n, n) : u4
q,r = u1

q,r,

u4
n,n = −u1

n,n.
(2.3)

Pozor: Obecně rovnost všech souřadnic neznamená, že se v báźıch, vzhledem
ke kterým souřadnice uvažujeme, všechny vektory rovnaj́ı.
Např́ıklad mějme vektor u⃗ = (2, 3,−1)T a dvě báze 3D prostoru:

A1 =
(︁
(1, 0, 0)T , (0, 1, 0)T , (0, 0, 1)T

)︁
, A2 =

(︁
(2, 0, 1)T , (0, 1, 1)T , (2, 0, 6)T

)︁
.

Plat́ı [u⃗]A1 = [u⃗]A2 = (2, 3,−1)T , přestože se dokonce žádný z vektor̊u báze A1

neshoduje s žádným z vektor̊u báze A2.

Avšak v našem př́ıpadě můžeme d́ıky platnosti vztah̊u (2.2) a (2.3) zapsat
vektory báze B jako následuj́ıćı lineárńı kombinace vektor̊u báze E1, resp. E4:

u⃗1 = u1
1,1 · e⃗1 = u1

1,1 · h⃗1,

u⃗2 = u1
2,1 · e⃗1 + u1

2,2 · e⃗2 = u1
2,1 · h⃗1 + u1

2,2 · h⃗2,

· · · ,
u⃗n−1 = u1

n−1,1 · e⃗1 + · · ·+ u1
n−1,n−1 · e⃗n−1 = u1

n−1,1 · h⃗1 + · · ·+ u1
n−1,n−1 · h⃗n−1,

u⃗n = u1
n,1 · e⃗1 + · · ·+ u1

n,n−1 · e⃗n−1 + u1
n,n · e⃗n = u1

n,1 · h⃗1 + · · ·+ u1
n,n−1 · h⃗n−1

− u1
n,n · h⃗n.

Zaj́ımá nás srovnáńı vektor̊u e⃗q a h⃗q, q ∈ {1, ..., n}. Soustřed’me se proto
pouze na rovnosti př́ıslušných lineárńıch kombinaćı a soustavu postupně shora
dol̊u vyřešme. Dı́ky vztahu (2.1) nám vyjde:

e⃗1 = h⃗1,

e⃗2 = h⃗2,

· · · ,
e⃗n−1 = h⃗n−1,

e⃗n = −h⃗n,

49Vı́me, že tato souřadnice nulová nebyla, jelikož na diagonále matice přechodu od báze E1

k B byla dle (2.1) pouze kladná č́ısla.
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což lze shrnout jako:

∀q ∈ {1, ..., n− 1} : h⃗q = e⃗q,

h⃗n = −e⃗n.

Báze E1 a E4 se tedy shoduj́ı ve všech vektorech kromě posledńıho; ten je
v E4 v̊uči př́ıslušnému vektoru v E1 opačný.

Otázka 2.3. Je E4 souhlasná s E1?

Pokud ano, pak je na sebe můžeme převést pouhým otočeńım. Pokusme se
otočit h⃗n na mı́sto −h⃗n v rovině LO{h⃗m, h⃗n}, kde m ∈ {1, ..., n − 1} zvoĺıme
libovolně; novou bázi označme F = (x⃗1, ..., x⃗n). Pak by dle předchoźıho:

∀r ∈ {1, ..., n− 1}, r ̸= m : x⃗r = h⃗r = e⃗r,

x⃗n = −h⃗n = e⃗n,

x⃗m = −h⃗m = −e⃗m.

At’ tedym zvoĺıme jakkoliv, vždy se bude nová báze od E1 lǐsit právě v jednom
vektoru, který bude opačný př́ıslušnému vektoru v E1, a tedy takovýmto otočeńım
na sebe báze E4 a E1 převést nelze.

Mohli bychom se ještě pokusit otáčet v rovině, která je dána vektorem h⃗n

a nějakou lineárńı kombinaćı některých vektor̊u z E4, ale snaha by byla marná.
Stač́ı si uvědomit, že nesmı́me pootočit žádným z vektor̊u h⃗1, ..., h⃗n−1, protože už
všechny jsou

”
na správném mı́stě“.50 Otočeńı (o nenulový úhel α) však m-tý vek-

tor báze E4 neovlivńı pouze tehdy, když otáč́ıme v rovině, která je dána takovými
dvěma vektory, které oba maj́ı m-tou souřadnici vzhledem k E4 rovnu nule. To
znamená, že rovinu otáčeńı můžeme zadat pouze pomoćı vektor̊u z LO{h⃗n} (d́ıky
ortogonalitě E4). At’ ale vybereme kterékoliv dva, budou lineárně závislé, a tedy
se nebude jednat o rovinu. Bázi E4 tedy neńı možné pouhým otočeńım převést
na bázi E1.

Důsledek 2.3. Báze E1 a E4 jsou nesouhlasné.

Věta 2.4. Mějme vektorový prostor nad R konečné dimenze alespoň dva51 se
standardńım skalárńım součinem52 a nějakou jeho ortonormálńı bázi. Pak zámě-
nou libovolných53 dvou vektor̊u v této bázi vytvoř́ıme bázi, která je s p̊uvodńı
nesouhlasná.

Měli bychom si odnést: Záměnou dvou vektor̊u v libovolné ortonormálńı bázi
vytvoř́ıme bázi s p̊uvodńı nesouhlasnou.

2.1.3 Druhá záměna

Nyńı již v́ıme, že když zaměńıme dva vektory v nějaké ortonormálńı bázi, vznikne
báze, která je s p̊uvodńı báźı nesouhlasná – nemohla vzniknout pouhým jej́ım
otočeńım. Co když ale budeme vektory zaměňovat dál?

50Tj. rovnaj́ı se vektor̊um e⃗1, ..., e⃗n−1.
51Jinak nemá smysl zaměňovat vektory.
52Skalárńı součin potřebujeme kv̊uli otáčeńı a kolmosti, avšak konkrétně standardńı skalárńı

součin neńı obecně vyžadován.
53Výjimka u posledńıho vektoru nevad́ı, jak ukážeme v lémmatu 2.6.
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V prvńı kapitole jsme relaci
”
být souhlasná“ považovali za ekvivalenci.54 Zkon-

trolujme jej́ı vlastnosti:

• je reflexivńı (každá ortonormálńı báze je souhlasná sama se sebou – identita
odpov́ıdá otočeńı o 0◦),

• je symetrická (pokud je B souhlasná s C, pak je C souhlasná s B – lze
otočit zpět),

• je tranzitivńı (pokud je B souhlasná s C a ta je zase souhlasná s D, pak je
také B souhlasná s D – obě otočeńı slož́ıme).

Opravdu se tedy jedná o ekvivalenci. Nav́ıc upřesněme, že relaci zat́ım uvažujeme
pouze na množině všech ortonormálńıch báźı, nikoliv na množině všech báźı
daného prostoru – takto ji rozš́ı̌rit nám bude ještě chv́ıli trvat.

Otázka 2.4. Kolik má rozklad množiny všech ortonormálńıch báźı určený touto
ekvivalenćı tř́ıd?55

V minulé podkapitole jsme ukázali, že jistě alespoň dvě.56 Zkusme zaměnit
daľśı dva vektory a uvid́ıme, co se stane se souřadnicemi.57 Použijeme stejnou
strategii jako dř́ıve, jenom nyńı začneme s báźı E4 a zaměńıme k-tý a l-tý vektor,
k, l ∈ {1, ..., n− 1}.58

Celou situaci můžeme popsat pomoćı souřadnic podobně jako v minulé pod-
kapitole. Začneme s báźı E4 = (h⃗1, ..., h⃗n), poté prvńım otočeńım vytvoř́ıme bázi

E5 = (a⃗1, ..., a⃗n), pak druhým otočeńım bázi E6 = (b⃗1, ..., b⃗n) a konečně záměnou
źıskáme bázi E7 = (c⃗1, ..., c⃗n).

Prvńı otočeńı (h⃗k otáč́ıme59 na mı́sto h⃗l v rovině LO{h⃗k, h⃗l}):

∀r ∈ {1, ..., n}, r ̸= k, r ̸= l : a⃗r = h⃗r,

a⃗k = h⃗l,

a⃗l = −h⃗k.

Prvńı otočeńı – v souřadnićıch:

∀q ∈ {1, ..., n}∀r ∈ {1, ..., n}, r ̸= k, r ̸= l : u5
q,r = u4

q,r,

∀q ∈ {1, ..., n} : u5
q,k = u4

q,l,

∀q ∈ {1, ..., n} : u5
q,l = −u4

q,k.

54Dle předpoklad̊u 2.1 jsou ortonormálńı báze souhlasné právě tehdy, když je možné převést
jednu na druhou pouhým otočeńım.

55Každá ekvivalence indukuje jednoznačný rozklad na nějaké tř́ıdy.
56Báze E1 a E4 jsou nesouhlasné, a tedy patř́ı do r̊uzných tř́ıd.
57Ve skutečnosti na položenou otázku odpov́ıme až za pár podkapitol; bude třeba prozkoumat

všechny možné permutace.
58Stejně jako minule by nastal problém při volbě k = n či l = n. Situaci se taktéž budeme

věnovat zvlášt’, viz lémma 2.6.
59E4 je báze před otočeńım, E5 vznikne otočeńım.
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Druhé otočeńı (a⃗l otáč́ıme60 na mı́sto −a⃗l
61 v rovině LO{a⃗l, a⃗n}):

∀r ∈ {1, ..., n− 1}, r ̸= l : b⃗r = a⃗r,

b⃗l = −a⃗l,

b⃗n = −a⃗n.

Druhé otočeńı – v souřadnićıch:

∀q ∈ {1, ..., n}∀r ∈ {1, ..., n− 1}, r ̸= k, r ̸= l : u6
q,r = u5

q,r = u4
q,r,

∀q ∈ {1, ..., n} : u6
q,k = u5

q,k = u4
q,l,

∀q ∈ {1, ..., n} : u6
q,l = −u5

q,l = u4
q,k,

∀q ∈ {1, ..., n} : u6
q,n = −u5

q,n = −u4
q,n.

Opět d́ıky vztahu (2.2) plat́ı, že posledńı souřadnice téměř všech vektor̊u báze
B (kromě posledńıho) vzhledem k E1, a tedy i k E4 jsou nulové, a tedy můžeme
posledńı řádek nahradit následuj́ıćımi dvěma:

∀q ∈ {1, ..., n− 1} : u6
q,n = 0 = u4

q,n,

u6
n,n = −u5

n,n = −u4
n,n.

Záměna (b⃗k zaměńıme62 s b⃗l):

∀r ∈ {1, ..., n}, r ̸= k, r ̸= l : c⃗r = b⃗r,

c⃗k = b⃗l,

c⃗l = b⃗k.

Záměna – v souřadnićıch:

∀q ∈ {1, ..., n}∀r ∈ {1, ..., n− 1}, r ̸= k, r ̸= l : u7
q,r = u6

q,r = u5
q,r = u4

q,r,

∀q ∈ {1, ..., n} : u7
q,k = u6

q,l = −u5
q,l = u4

q,k,

∀q ∈ {1, ..., n} : u7
q,l = u6

q,k = u5
q,k = u4

q,l,

∀q ∈ {1, ..., n− 1} : u7
q,n = 0 = u4

q,n,

u7
n,n = u6

n,n = −u5
n,n = −u4

n,n.

Stejně jako minule vid́ıme, že prvńı čtyři řádky lze spojit do jednoho, takže
dostáváme:

∀q ∈ {1, ..., n}∀r ∈ {1, ..., n}, (q, r) ̸= (n, n) : u7
q,r = u4

q,r = u1
q,r,

u7
n,n = −u4

n,n = −(−u1
q,r) = u1

q,r.

Dle úvah analogických těm v minulé podkapitole dostáváme, že báze E4 a E7

jsou nesouhlasné. Nav́ıc jsme však objevili, že pokud se soustřed́ıme pouze na sou-
řadnice vektor̊u báze B vzhledem k báźım E1 a E7, je možné oba předchoźı řádky
spojit, protože se všechny souřadnice rovnaj́ı:

∀q ∈ {1, ..., n}∀r ∈ {1, ..., n} : u7
q,r = u1

q,r. (2.4)

60E5 je báze před otočeńım, E6 vznikne otočeńım.
61Protože chceme otočit na mı́sto h⃗k a plat́ı h⃗k = −a⃗l.
62E6 je báze před záměnou, E7 vznikne záměnou.
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Opět využijeme vztah (2.2), tentokrát v kombinaci s novým poznatkem (2.4),
a zaṕı̌seme vektory báze B jako lineárńı kombinace vektor̊u báze E1, resp. E7:

u⃗1 = u1
1,1 · e⃗1 = u1

1,1 · c⃗1,
u⃗2 = u1

2,1 · e⃗1 + u1
2,2 · e⃗2 = u1

2,1 · c⃗1 + u1
2,2 · c⃗2,

· · · ,
u⃗n = u1

n,1 · e⃗1 + · · ·+ u1
n,n · e⃗n = u1

n,1 · c⃗1 + · · ·+ u1
n,n · c⃗n.

Analogicky předchoźı podkapitole soustavu shora dol̊u vyřeš́ıme a d́ıky platnosti
vztahu (2.1) dostaneme:

e⃗1 = c⃗1,

e⃗2 = c⃗2,

· · · ,
e⃗n = c⃗n,

což lze zapsat na jeden řádek jako:

∀q ∈ {1, ..., n} : c⃗q = e⃗q.

To znamená, že E7 = E1. Dı́ky reflexivitě jsou báze E1 a E7 souhlasné.

Věta 2.5. Mějme vektorový prostor nad R konečné dimenze alespoň dva se
standardńım skalárńım součinem a nějakou jeho ortonormálńı bázi. Pak prove-
deńım dvou záměn libovolných63 dvojic vektor̊u v této bázi vytvoř́ıme bázi, která
je s p̊uvodńı souhlasná.

Měli bychom si odnést: Dvěma záměnami libovolných vektor̊u (klidně v každé
záměně r̊uzných) v libovolné ortonormálńı bázi vytvoř́ıme bázi, která je s p̊uvodńı
báźı souhlasná.

Na otázku 2.4 jsme zat́ım ještě neodpověděli, protože jsme neprozkoumali
všechny permutace z Sn. Tento rest vyřeš́ıme trochu později v podkapitole 2.4.

2.1.4 Speciálńı př́ıpady

Při otáčeńı vektor̊u v báźıch E1, E2, E4 a E5 jsme v naš́ı představě poč́ıtali s t́ım,
že žádný z vektor̊u, jejichž záměnu se snaž́ıme simulovat, neńı posledńım vekto-
rem dané báze. Pak jsme mohli mluvit o tom, že otáč́ıme v rovině LO{f⃗ j, f⃗n}
a podobně. Avšak všimněme si, že pokud j = n, naše konstrukce selže, je-
likož LO{f⃗n, f⃗n} = LO{f⃗n} neńı rovina, a tedy nedává smysl o otáčeńı mluvit.
Naštěst́ı se tato chyba dá snadno napravit, jak lze vidět na obrázku ńıže – bu-
deme otáčet v rovině LO{f⃗ i, f⃗n}, protože j = n =⇒ i ̸= n. Ve svém jádru je to

však nešikovné, protože kv̊uli LO{f⃗ i, f⃗n} = LO{f⃗ i, f⃗ j} = LO{e⃗i, e⃗j} provád́ıme
vlastně postupně dvě otočeńı v téže rovině.

63Výjimka u posledńıch vektor̊u nevad́ı, jak ukážeme v lémmatu 2.6.
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Konkrétńı př́ıklad ve 3D pro i = 1, j = 3 = n, kdy docháźı postupně ke dvěma
otáčeńım ve stejné rovině:

Pokusme se tuto nepř́ıjemnost napravit. Bez újmy na obecnosti předpokládej-
me, že i < j, a zaměřme se právě na př́ıpad, kdy j = n. Mı́sto prováděńı dvou
otočeńı v téže rovině je prostě slož́ıme a provedeme je obě najednou. Bázi, která
takovým otočeńım báze E1 vznikne, označme G2 = (o⃗1, ..., o⃗n). Plat́ı tedy, že báze
E1 a G2 jsou souhlasné.

Situaci z předchoźıho obrázku vyřeš́ıme elegantně jediným otočeńım:

Všimněme si, že vektor e⃗n otočeńım přesouváme na mı́sto vektoru e⃗i. Ro-
zepǐsme si matematicky, co se děje při otáčeńı s vektory a jejich souřadnicemi.
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Souřadnice vektoru u⃗i vzhledem k báźım Gk budeme značit

[u⃗i]Gk
= (vki,1, ..., v

k
i,n)

T .

Otočeńı (e⃗n otáč́ıme64 na mı́sto e⃗i v rovině LO{e⃗i, e⃗n}):

∀r ∈ {1, ..., n− 1}, r ̸= i : o⃗r = e⃗r,

o⃗i = −e⃗n,

o⃗n = e⃗i.

Otočeńı – v souřadnićıch:

∀q ∈ {1, ..., n}∀r ∈ {1, ..., n− 1}, r ̸= i : v2q,r = u1
q,r,

∀q ∈ {1, ..., n} : v2q,i = −u1
q,n,

∀q ∈ {1, ..., n} : v2q,n = u1
q,i.

Dı́ky tomu, že ∀q ∈ {1, ..., n− 1} : u1
q,n = 0, můžeme prostředńı řádek rozdělit

na dva. Celkově tak dostaneme:

∀q ∈ {1, ..., n}∀r ∈ {1, ..., n− 1}, r ̸= i : v2q,r = u1
q,r,

∀q ∈ {1, ..., n− 1} : v2q,i = −u1
q,n = 0 = u1

q,n,

v2n,i = −u1
n,n,

∀q ∈ {1, ..., n} : v2q,n = u1
q,i.

Záměnou i-tého a j-tého (tj. n-tého) vektoru v bázi G2 opět doćıĺıme toho, že
se budou všechny souřadnice vzhledem k bázi E1 a vzhledem k nově vytvořené
bázi rovnat. Bázi, která vznikne touto záměnou, označme G3 = (p⃗1, ..., p⃗n). Dále
bychom rádi ukázali, že G3 už je nutně nesouhlasná s E1.

Záměna (o⃗i zaměńıme65 s o⃗n):

∀r ∈ {1, ..., n− 1}, r ̸= i : p⃗r = o⃗r,

p⃗i = o⃗n = e⃗i,

p⃗n = o⃗i = −e⃗n.

Záměna – v souřadnićıch:

∀q ∈ {1, ..., n}∀r ∈ {1, ..., n− 1}, r ̸= i : v3q,r = v2q,r = u1
q,r,

∀q ∈ {1, ..., n} : v3q,i = v2q,n = u1
q,i,

∀q ∈ {1, ..., n− 1} : v3q,n = v2q,i = 0 = u1
q,n,

v3n,n = v2n,i = −u1
n,n.

Jelikož nás zaj́ımaj́ı pouze souřadnice vzhledem k báźım E1 a G3, můžeme
prvńı tři řádky spojit v jeden. Dostaneme:

∀q ∈ {1, ..., n}∀r ∈ {1, ..., n}, (q, r) ̸= (n, n) : v3q,n = u1
q,n,

v3n,n = −u1
n,n.

64E1 je báze před otočeńım, G2 vznikne otočeńım.
65G2 je báze před záměnou, G3 vznikne záměnou.
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Jsme tedy v situaci, kdy se téměř všechny odpov́ıdaj́ıćı souřadnice rovnaj́ı,
a to až na posledńı souřadnici posledńıho vektoru (lǐśı se znaménkem). To už se
nám stalo v minulé i předminulé podkapitole, kdy jsme ukázali, že to už nutně
znamená, že jsou obě báze, tj. v našem př́ıpadě E1 a G3, nesouhlasné.

Využijme předchoźıho a porovnejme G3 s báźı E4:

∀q ∈ {1, ..., n}∀r ∈ {1, ..., n}, (q, r) ̸= (n, n) : v3q,n = u1
q,n = u4

q,n,

v3n,n = −u1
n,n = u4

n,n.
(2.5)

Jelikož se všechny odpov́ıdaj́ıćı si souřadnice všech vektor̊u rovnaj́ı, plat́ı
d́ıky vztahu (2.2) v kombinaci s poznatky (2.3) a (2.5), že G3 = E4.

66 To znamená,
že jsme ukázali, jak sestrojit E4 v př́ıpadě, že konstrukce popsaná v předminulé
podkapitole selže kv̊uli faktu, že LO{f⃗ i, f⃗n} neńı rovina, protože j = n (prostě
sestroj́ıme bázi G3, která se E4 rovná, a pokračujeme dále beze změny).67

Bez újmy na obecnosti předpokládáme, že k < l. Obdobně bychom postupo-
vali i v situaci, kdy l = n (problém by nastal při pokusu o otáčeńı v

”
rovině“

LO{a⃗l, a⃗n}): Jedńım otočeńım v rovině LO{h⃗k, h⃗n} otoč́ıme h⃗n na pozici h⃗k a poté
zaměńıme k-tý a n-tý vektor takto vzniklé báze, č́ımž vytvoř́ıme bázi, která, jak
je možné ukázat analogicky jako v př́ıpadě pro G3 = E4, se shoduje s báźı E7.

Lémma 2.6. Všechna naše dř́ıvěǰśı tvrzeńı o zaměňováńı vektor̊u (věty 2.4 a 2.5)
plat́ı pro záměnu libovolných dvou vektor̊u v ortonormálńı bázi, a to i v př́ıpadě,
že zaměňujeme některý vektor s vektorem, který je v bázi posledńı.

2.2 Změna vektoru na opačný

Ted’ využijeme předchoźıho a ukážeme také platnost poznámky 1.4 z kapitoly 1,
alespoň pro ortonormálńı báze.

Vezměme si stejnou bázi B = (u⃗1, ..., u⃗n) jako v předchoźıch podkapitolách
a dle výše popsaných podmı́nek zkonstruujme opět bázi E1 = (e⃗1, ..., e⃗n).

Zvolme i ∈ {1, ..., n}.

Otázka 2.5. Bude báze H2, která vznikne z E1 tak, že vyměńıme vektor e⃗i za vek-
tor −e⃗i (tj. za vektor v̊uči němu opačný), s báźı E1 souhlasná, nebo ne?

Jako v předchoźıch př́ıpadech se pokuśıme bázi H2 převést zpět na E1 pouhým
otáčeńım s t́ım, že v př́ıpadě, že si budeme moct vybrat, ve které vektorové ro-
vině budeme otáčet, zvoĺıme takovou, která obsahuje posledńı vektor báze, kte-
rou otáč́ıme (tj. budeme respektovat dohodu z úvodu této kapitoly). Označme
H2 = (s⃗1, ..., s⃗n).

Jako dř́ıve budeme však muset odlǐsit speciálńı volbu, kdy i = n. Pro zat́ım
tedy předpokládejme, že i ∈ {1, ..., n − 1}. Pak stač́ı vektor −e⃗i otočit na ”

jeho
p̊uvodńı mı́sto“. Dle dohody budeme tedy otáčet v rovině LO{e⃗i, e⃗n}. Necht’

H3 = (t⃗1, ..., t⃗n) je báze, která vznikne zmiňovaným otočeńım z báze H2.

66Opět stač́ı vyřešit soustavu, která vznikla vyjádřeńım vektor̊u báze B jako lineárńı kombi-
nace vektor̊u báze E4, resp. G3.

67Nemuśıme rozeb́ırat zvlášt’ speciálńı př́ıpady, kdy j = n = l, resp. j ̸= n = l. V obou
př́ıpadech totiž zaměňujeme k-tý a l-tý vektor báze E4.
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Celou situaci znázorňuje obrázek:

Jako dř́ıve vše sledujme z pohledu souřadnic vektor̊u báze B, nyńı však vzhle-
dem k báźım E1, resp. H2 či H3. Označme souřadnice [u⃗q]Hk

= (wk
q,1, ..., w

k
q,n)

T

pro q ∈ {1, ..., n} a k ∈ {2, 3}.

Výměna (e⃗i vyměńıme68 za −e⃗i):

∀r ∈ {1, ..., n}, r ̸= i : s⃗r = e⃗r,

s⃗i = −e⃗i.

Výměna – v souřadnićıch:

∀q ∈ {1, ..., n}∀r ∈ {1, ..., n}, r ̸= i : w2
q,r = u1

q,r,

∀q ∈ {1, ..., n} : w2
q,i = −u1

q,i.

Otočeńı (s⃗i = −e⃗i otáč́ıme69 na mı́sto −s⃗i = e⃗i v rovině LO{s⃗i, s⃗n}):

∀r ∈ {1, ..., n− 1}, r ̸= i : t⃗r = s⃗r = e⃗r,

t⃗i = −s⃗i = −(−e⃗i) = e⃗i,

t⃗n = −s⃗n = −e⃗n.

68E1 je báze před výměnou, H2 vznikne výměnou.
69H2 je báze před otočeńım, H3 vznikne otočeńım.
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Otočeńı – v souřadnićıch:

∀q ∈ {1, ..., n}∀r ∈ {1, ..., n− 1}, r ̸= i : w3
q,r = w2

q,r = u1
q,r,

∀q ∈ {1, ..., n} : w3
q,i = −w2

q,i = −(−u1
q,i) = u1

q,i,

∀q ∈ {1, ..., n} : w3
q,n = −w2

q,n = −u1
q,n.

Nav́ıc dle vztahu (2.2) můžeme zase nahradit posledńı řádek, pokud se zaj́ı-
máme pouze o srovnáńı souřadnic vektor̊u báze B vzhledem k báźım E1 a H3

(posuzujeme totiž jejich souhlasnost), následuj́ıćımi dvěma řádky:

∀q ∈ {1, ..., n− 1} : w3
q,n = 0 = u1

q,n,

w3
n,n = −u1

n,n.

Dohromady můžeme pak celou situaci shrnout jako:

∀q ∈ {1, ..., n}∀r ∈ {1, ..., n}, (q, r) ̸= (n, n) : w3
q,r = u1

q,r,

w3
n,n = −u1

n,n.
(2.6)

V této situaci už jsme několikrát byli. Srovnejme ji např́ıklad se vztahem (2.3).
Dostaneme:70

∀q ∈ {1, ..., n}∀r ∈ {1, ..., n} : w3
q,r = u4

q,r.

Stejným principem jako dř́ıve lze dále s využit́ım vztah̊u (2.3) a nového (2.6)
dokázat:71

t⃗1 = h⃗1,

t⃗2 = h⃗2,

· · · ,
t⃗n = h⃗n.

To znamená, že H3 = E4.
Stač́ı už jenom dodat, že H3 je souhlasná s H2, protože vznikla jej́ım pouhým

otočeńım, a také že E4 je s E1 nesouhlasná dle d̊usledku 2.3, a tedy i H3 = E4 je
s E1 nesouhlasná. Odtud:

Důsledek 2.7. Báze E1 a H2 jsou nesouhlasné, pokud i ̸= n.

T́ım jsme odpověděli na otázku v př́ıpadě, že jsme za opačný nevyměnili vek-
tor e⃗n.

Předpokládejme nyńı, že i = n, a zamysleme se, co by se změnilo.

70Č́ıslo u4
q,r je r-tá souřadnice vektoru u⃗q vzhledem k bázi E4 z předchoźıch podkapitol.

71Použ́ıváme značeńı předchoźıch podkapitol, tedy E4 = (h⃗1, ..., h⃗n).

30



Obrázek nám krásně naznač́ı, že už ani žádné otáčeńı nebude třeba:

Výměna (e⃗n vyměńıme72 za −e⃗n):

∀r ∈ {1, ..., n− 1} : s⃗r = e⃗r,

s⃗n = −e⃗n.

Při rozepsáńı do souřadnic rovnou užijme vztah (2.2).

Výměna – v souřadnićıch:

∀q ∈ {1, ..., n}∀r ∈ {1, ..., n− 1} : w2
q,r = u1

q,r,

∀q ∈ {1, ..., n− 1} : w2
q,n = 0 = u1

q,n,

w2
n,n = −u1

n,n.

(2.7)

Analogicky, jako když jsme se dostali ke vztahu (2.6), bychom ukázali, že
v tomto př́ıpadě plat́ı dokonce H2 = E4, a tedy i nyńı jsou H2 a E1 nesouhlasné.

Důsledek 2.8. Báze E1 a H2 jsou nesouhlasné.

Užit́ım otáčeńı jsme tedy ukázali, že výměnou libovolného vektoru ortonor-
málńı báze za opačný vznikne báze, která je s p̊uvodńı nesouhlasná. Zbývá ještě
prošetřit př́ıpad, kdy otáčet neńı možné – v 1D, tj. n = 1. Zde je celá situ-
ace triviálńı, zvlášt’ když jako v této kapitole pracujeme pouze s ortonormálńımi
bázemi.

Jediné dvě r̊uzné ortonormálńı báze, které v 1D existuj́ı, jsou báze B = ((1))
a C = ((−1)).73 Bázi B však nelze převést pouhým otáčeńım na C, ani naopak, je-
likož tento prostor neobsahuje žádnou vektorovou rovinu, ve které bychom otáčet
mohli.74

Báze B a C jsou tedy vzájemně nesouhlasné. Zároveň si všimněme, že jejich
vektory jsou v̊uči sobě opačné.

Výměnou vektoru v ortonormálńı bázi 1D prostoru za opačný tedy také vy-
tvoř́ıme bázi, která je s p̊uvodńı nesouhlasná.

72E1 je báze před výměnou, H2 vznikne výměnou.
73Obě báze obsahuj́ı jediný vektor. Oba vektory maj́ı jedinou souřadnici (vzhledem

ke kartézské bázi). U vektoru báze B má tato souřadnice hodnotu 1, u vektoru báze C zase −1.
74Vektorová rovina má dimenzi 2. Množina lineárńıch kombinaćı klidně i všech vektor̊u

1D prostoru je však vektorovým prostorem dimenze pouze 1.

31



Věta 2.9. Mějme vektorový prostor nad R konečné dimenze se standardńım
skalárńım součinem a nějakou jeho ortonormálńı bázi. Pak výměnou libovolného
jednoho jej́ıho vektoru za opačný vytvoř́ıme bázi, která je s p̊uvodńı nesouhlasná.

Měli bychom si odnést: Výměnou jednoho vektoru ortonormálńı báze za opač-
ný vznikne báze, která je s p̊uvodńı nesouhlasná.

2.3 Dimenze nav́ıc

Pozorováńı 2.10. Kdyby v př́ıkladu s hodinami v podkapitole 1.2 žádná zed’

nebyla, mohli bychom otočit ciferńık kolem osy procházej́ıćı č́ısly 12 a 6 o 180◦.
To by však změnilo směr šipky mezi ručičkami! Jelikož jsme ale této změny dosáhli
pouhým otočeńım, je dle předpoklad̊u 2.1 nová dvojice ručiček s dvojićı p̊uvodńı
souhlasná.

V této podkapitole zkuśıme odpovědět na otázku, která se po pozorováńı 2.10
př́ımo nab́ıźı:

”
Jak je to možné?“

Kĺıč je v tom, že jsme při otáčeńı ciferńıku použili
”
dimenzi nav́ıc“.

Označeńı 2.4. Necht’ W je vektorový podprostor dimenze n ∈ N vektorového
prostoru V dimenze n + k, k ∈ N. Budeme-li pracovat s báźı podprostoru W
ve vektorovém prostoru V , řekneme, že máme k dispozici dimenzi nav́ıc nebo
také že máme (alespoň) o dimenzi v́ıc.75

Mějme bázi B nějakého vektorového podprostoru W dimenze n, který je
obsažen ve vektorovém prostoru V dimenze n+1, tedy máme k dispozici dimenzi
nav́ıc, a položme si otázku podobnou otázce 2.2.

Otázka 2.6. Mějme bázi B vektorového podprostoru W a pouhým permutováńım
jej́ıch vektor̊u vytvářejme daľśı báze. Jsou všechny nově vzniklé báze pouhým
otočeńım ve V p̊uvodńı báze B, nebo ne?

Postupujme úplně stejně jako v předchoźıch př́ıpadech a opět se omeźıme
pouze na báze ortonormálńı. Také dojdeme k tomu, že se souřadnice vektor̊u
báze B vzhledem k báźım E1 a E4

76 všechny shoduj́ı až na posledńı souřadnici
posledńıho vektoru báze B, ve které se lǐśı znaménkem.

V minulém př́ıpadě, kdy jsme dimenzi nav́ıc neměli, jsme si rozmysleli, že
at’ otoč́ıme posledńı vektor báze E4 v jakékoliv vektorové rovině, vždy t́ım změ-
ńıme alespoň jednu daľśı souřadnici, takže nám to nijak nepomůže. Nyńı však
máme k dispozici dimenzi nav́ıc, můžeme tedy otočit ve vektorové rovině dané
posledńım vektorem báze E4 a vektorem v⃗ ∈ V , který je takový, že doplňuje E4

na ortonormálńı bázi prostoru V . To je kĺıčový poznatek! Bázi podprostoru W ,
která vznikne t́ımto otočeńım, označme F = (y⃗1, ..., y⃗n).

75Toto vyjadřováńı je velmi neformálńı, jelikož ve skutečnosti máme sṕı̌s k dispozici prostor
vyšš́ı dimenze, ale názorné. Umožňuje nám zkráceně popsat d̊uležitý předpoklad, který bude
potřeba v mnoha tvrzeńıch. Dı́ky této zkratce zněńı vět nezaniknou zdlouhavým popisováńı
situace, a proto toto označeńı budeme použ́ıvat i ve zbytku práce.

76V př́ıpadě, že nastal speciálńı př́ıpad j = n, vytvořili jsme bázi G3. V minulé podkapitole
jsme ale ukázali, že G3 = E4, a proto budeme psát pouze E4, at’ už vznikla jakkoliv.
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Situace před otočeńım:77

∀r ∈ {1, ..., n− 1} : h⃗r = e⃗r,

h⃗n = −e⃗n.

Situace po otočeńı (h⃗n otáč́ıme78 na mı́sto −h⃗n v rovině LO{h⃗n, v⃗}):

∀r ∈ {1, ..., n− 1} : y⃗r = h⃗r = e⃗r,

y⃗n = −h⃗n = −(−e⃗n) = e⃗n.

Všechny souřadnice vektor̊u báze B vzhledem k bázi E1, resp. F se shoduj́ı, je
tedy možné d́ıky vztahu (2.2) podobně jako v minulých podkapitolách ukázat, že
E1 = F . To znamená, že jsme t́ımto otočeńım převedli bázi E4 na bázi E1, a jsou
proto navzájem souhlasné.

Věta 2.11. Necht’ V je vektorový prostor dimenze n+ 1, n ∈ N, nad R se stan-
dardńım skalárńım součinem a W je jeho podprostor dimenze k ∈ {1, ..., n}. Pak
záměnou dvou vektor̊u v libovolné ortonormálńı bázi podprostoru W vytvoř́ıme
bázi, která je s p̊uvodńı báźı souhlasná, a to ve smyslu, že vznikla pouze jej́ım
otočeńım ve V .

Důsledek 2.12. Věty 2.4, 2.5 a 2.9 jsou platné pouze v situaci, kdy nemáme
k dispozici dimenzi nav́ıc. Kdyby tomu tak nebylo, žádná ze zmiňovaných záměn
či výměn by bázi nesouhlasnou s p̊uvodńı vytvořit nemohla, jelikož jsou dle věty
2.11 všechny takto vytvořené báze s p̊uvodńı báźı souhlasné.

Měli bychom si odnést: Pokud máme k dispozici byt’ jen jednu dimenzi nav́ıc,
nemá smysl orientaci vektorového prostoru uvažovat, protože permutováńım vek-
tor̊u v libovolné ortonormálńı bázi źıskáme pouze báze s p̊uvodńı souhlasné, a tedy
by všechny ortonormálńı báze byly navzájem souhlasné.79

Zaj́ımavý d̊usledek: Pokud by se naš́ı pravé boty zmocnila nějaká 4D bytost,
mohla by ji s využit́ım bonusové čtvrté dimenze přeměnit pouhým otočeńım80

na botu levou.

Ukažme si na obrázku, jak lze na sebe převést pouhým otáčeńım p̊uvodně
nesouhlasné báze dvojrozměrného vektorového prostoru, pokud přidáme třet́ı di-
menzi. Využijeme př́ıklad s hodinami z úvodńı kapitoly. Tam jsme tvrdili, že vol-
bou pořad́ı ručiček (např́ıklad prvńı minutová, druhá hodinová) už je jednoznačně
určen směr šipky (po směru/proti směru hodinových ručiček) mezi nimi, pokud
hodiny nesundáme ze stěny a čas se nepohne. Nyńı si dovoĺıme hodiny ze stěny
sundat a využ́ıt třet́ı dimenzi k otočeńı, které před t́ım kv̊uli stěně možné nebylo.
Všimněme si, že ihned po něm se změńı směr šipky na opačný.81

77Zachováváme značeńı, kdy E1 = (e⃗1, ..., e⃗n), E4 = (h⃗1, ..., h⃗n).
78E4 je báze před otočeńım, F vznikne otočeńım.
79Toto tvrzeńı lze rozš́ı̌rit i na báze, které ortonormálńı nejsou – viz věta 3.29.
80Je také zaj́ımavé si uvědomit, že podobně jako ve 2D otáč́ıme kolem bodu (střed otáčeńı)

a ve 3D kolem př́ımky (osa otáčeńı), tak ve 4D otáč́ıme kolem celé roviny – dle poznámky 2.1
otáč́ıme totiž vždy v konkrétńı rovině (dimenze 2), a proto nám ještě do 4 rozměr̊u zbývá
podprostor dimenze 2. V 5D by bylo možné otáčet kolem 3D prostoru a podobně.

81Hodiny jsme chápali jako 2D model – zaj́ımala nás pouze rovina ciferńıku s ručičkami,
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Pouhým otočeńım můžeme s využit́ım třet́ı dimenze směr šipky mezi ručičkami
změnit na opačný:

2.4 Libovolná permutace vektor̊u

Zat́ım jsme zkoumali pouze záměnu dvou libovolných vektor̊u, což odpov́ıdá apli-
kaci transpozice.82 Chceme však prozkoumat všechny permutace z Sn – využijeme
teorii permutaćı.

Každou permutaci lze složit z transpozic – viz [Be], kapitola 6, strana 58,
věta 6.18. Nás nezaj́ımá konkrétńı počet záměn dvou vektor̊u (tj. transpozic
v rozkladu permutace), jde nám pouze o paritu – lichý počet záměn vytvoř́ı
bázi s p̊uvodńı nesouhlasnou, sudý zase bázi s p̊uvodńı souhlasnou.

Nejprve si uvědomme, že parita počtu transpozic je v libovolném rozkladu per-
mutace invariantńı. Každá permutace je složeńım jednoznačně určených nezávis-
lých cykl̊u (až na pořad́ı) – [Be], kapitola 6, strana 57, věta 6.15. Každý cyklus lze
zapsat jako složeńı transpozic83 – viz [Be], kapitola 6, strana 58, začátek d̊ukazu
věty 6.18. Kdybychom chtěli v tomto složeńı počet transpozic změnit (ale permu-
taci zachovat), museli bychom p̊uvodńı rozklad složit s identitou;84 tu však dál
můžeme rozložit na transpozice – např́ıklad id = (i, j)(i, j) = (i, j)(i, j)(k, l)(k, l)

tj. jako by se jednalo o kresbu na paṕır. Pokud hodiny otoč́ıme tak, jak ukazuje oranžová šipka
na obrázku, ciferńık bychom neviděli, protože by mı́̌ril od nás. Ve 2D by to nevadilo (můžeme
si představit, že paṕır s kresbou prosv́ıtá), a proto si představujme, že to ani v našem př́ıkladu
vadit nebude – např́ıklad se jedná o pr̊uhledné hodiny ze skla či ještě lépe pouze o dvojici
pevných ručiček.

82Výměny vektoru za opačný lze doćılit jednou záměnou a následným otočeńım.
83U cykl̊u délky větš́ı než 2 budou již tyto transpozice vzájemně závislé.
84Složeńı s identitou permutaci nezměńı.
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a podobně. Počet transpozic, které takto do rozkladu přidáme, bude vždy sudý,
a tedy paritu nezměńı.

Pozorováńı 2.13. Pro každou permutaci plat́ı, že parita počtu transpozic je
ve všech jej́ıch rozkladech na transpozice stejná.

Protože lichý počet záměn vektor̊u v B vytvoř́ı bázi nesouhlasnou s B, zat́ımco
sudý počet záměn vytvoř́ı bázi souhlasnou s B, dává smysl rozdělit permutace
do dvou skupin podle parity počtu transpozic v libovolném jejich rozkladu: liché
a sudé permutace.

Označeńı 2.5. Permutace rozděĺıme do dvou skupin:
Liché permutace = permutace, které jsou složeńım lichého počtu transpozic.
Sudé permutace = permutace, které jsou složeńım sudého počtu transpozic.

Rozkládat permutace na transpozice neńı úplně praktické – lépe se nám
rozkládá na nezávislé cykly. Uvažujme proto dál – každý cyklus je sám o sobě
permutaćı, tj. lze složit bud’ z lichého, nebo ze sudého počtu transpozic (ne oboj́ı).

Cyklus liché délky 2k − 1, k ∈ N,85 je složeńım 2k − 2 = 2(k − 1) (sudého
počtu) transpozic:

(a1, a2, ..., a2k−1) = (a1, a2k−1)(a1, a2k−2) · · · (a1, a2).

Např́ıklad (1, 2, 3) = (1, 3)(1, 2) nebo id = (1, 2)(1, 2).

Cyklus sudé délky 2k, k ∈ N,86 je složeńım 2k − 1 (lichého počtu) transpozic:

(a1, a2, ..., a2k) = (a1, a2k)(a1, a2k−1) · · · (a1, a2).

Např́ıklad (1, 2, 3, 4) = (1, 4)(1, 3)(1, 2) nebo (1, 2) = (1, 2).

Rozlož́ıme-li tedy libovolnou permutaci na nezávislé cykly, každý cyklus sudé
délky se v tomto rozkladu skládá z lichého počtu transpozic, zat́ımco každý cyklus
liché délky se skládá ze sudého počtu transpozic. To znamená, že parita počtu
transpozic, ze kterých se tato permutace skládá, odpov́ıdá paritě počtu cykl̊u sudé
délky, které se vyskytuj́ı v jej́ım rozkladu na nezávislé cykly.

Důsledek 2.14. Plat́ı:
Lichá permutace má v rozkladu na nezávislé cykly lichý počet cykl̊u sudé délky.
Sudá permutace má v rozkladu na nezávislé cykly sudý počet cykl̊u sudé délky.

Nyńı už dokážeme docela dobře určit, která permutace vytvoř́ı bázi s p̊uvodńı
báźı nesouhlasnou a která souhlasnou, a máme je i pojmenované. Chyb́ı už jenom
zavést symbolické značeńı (pro liché a sudé permutace) – to by mohlo odrážet,
co se děje při skládáńı permutaćı.

Abychom si situaci usnadnili, představujme si, že skládáńı permutaćı prob́ıhá
následuj́ıćım zp̊usobem:

1. Obě permutace zaṕı̌seme jako složeńı nezávislých cykl̊u,

85Cyklus délky 1 vyjadřuje identitu.
86Transpozice jsou právě cykly délky 2.
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2. cykly zaṕı̌seme za sebe (skládáme-li P ◦Q, zaṕı̌seme nejprve všechny cykly
permutace P , napravo od nich pak všechny cykly permutace Q),

3. všechny cykly rozeṕı̌seme jako složeńı transpozic.

Můžeme pozorovat, že pokud je permutace sudá, přispěje do složeńı sudým poč-
tem transpozic, a pokud je lichá, přispěje počtem lichým.

Důsledek 2.15. Plat́ı:
Složeńı dvou sudých permutaćı je sudá permutace.
Složeńı dvou lichých permutaćı je sudá permutace.
Složeńı liché a sudé permutace (v libovolném pořad́ı) je lichá permutace.87

Naźırejme chvilku na problematiku očima grup. Pozorováńı, jak měńı lichá,
resp. sudá permutace paritu lichých, resp. sudých permutaćı, lze vyjádřit faktori-
zaćı88 grupy Sn podle jej́ı podgrupy všech sudých permutaćı An – [Be], kapitola 6,
strana 52, věta 6.2 a definice 6.3; strana 55, věta 6.9 a definice 6.10.

Sn/An = {P ◦ An | P ∈ Sn} = {{P ◦Q | Q ∈ An} | P ∈ Sn} = {An, (1, 2)An},

což je izomorfńı s cyklickou grupou C(2) = {id, (1, 2)}. Skládáńı permutaćı (z po-
hledu parity) se tedy chová stejně jako daľśı cyklické grupy řádu 2.

Nab́ızej́ı se aditivńı grupa (Z2,+) a multiplikativńı grupa ({1,−1}, ·). Jelikož
nám skládáńı permutaćı připomı́ná sṕı̌se násobeńı než sč́ıtáńı (cykly zapisujeme
za sebe, jako by se násobily), jev́ı se jako lepš́ı volba uvedená grupa multiplika-
tivńı.

Objevili jsme tak analogii mezi skládáńım permutaćı (z pohledu parity) a ná-
sobeńım č́ısly 1 a −1. Sudé permutace ve faktorové grupě odpov́ıdaj́ı identitě
v C(2) = {id, (1, 2)}, která je zde neutrálńım prvkem. Jelikož v grupě ({1,−1}, ·)
je neutrálńım prvkem 1, odpov́ıdá v jistém smyslu89 složeńı se sudou permutaćı
vynásobeńı č́ıslem 1. Podobně složeńı s lichou permutaćı odpov́ıdá ve stejném
smyslu vynásobeńı č́ıslem −1. Nalezli jsme užitečný zp̊usob, jak paritu permutaćı
popsat pomoćı č́ısel 1 a −1. Pomoćı tohoto izomorfismu definujeme znaménko
permutace.

Definice 2.6. Znaménko permutace P ∈ Sn definujeme jako sgn P = (−1)k,90

kde k je počet cykl̊u sudé délky v rozkladu P na nezávislé cykly.

Poznámka 2.3. Je třeba si uvědomit, že aplikaćı liché permutace vytvoř́ıme
bázi, která je s p̊uvodńı báźı nesouhlasná, pouze v př́ıpadě, že nemáme žádnou
dimenzi k dispozici nav́ıc. Jǐz dř́ıve jsme ukázali, že pokud bychom nějaký rozměr

87Totožné tvrzeńı se nacháźı i v knize [Be], kapitola 6, strana 54, d̊usledek 6.7, avšak to
naše se od něho odlǐsuje cestou odvozeńı. Obvyklé je zač́ıt definićı inverze, znaménkem per-
mutace jako počtu inverźı a teprve z toho vyvozovat d̊usledky. V této práci postupuji záměrně

”
v protisměru“, protože to považuji za intuitivněǰśı.
88Tato faktorizace je možná d́ıky tomu, že An je normálńı podgrupou grupy Sn – [Be], kapi-

tola 6, strana 55, poznámka pod větou 6.9.
89Ve světě permutaćı odpov́ıdá skládáńı permutaćı z pohledu parity násobeńı, které je

uskutečňováno ve světě obsahuj́ıćım pouze č́ısla 1 a −1, a to z pohledu znaménka činitel̊u,
resp. součinu.

90Podle anglického sign, což česky znamená znaménko.
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nav́ıc měli, aplikaćı libovolné permutace vznikne báze, která je s p̊uvodńı báźı
souhlasná.91

Důsledek 2.16. Z předchoźıch úvah plyne:
Sudé permutace maj́ı znaménko rovno 1.
Liché permutace maj́ı znaménko rovno −1.
∀P,Q ∈ Sn : sgn PQ = sgn P · sgn Q.92

Ve většině učebnic se však uvád́ı definice pomoćı inverźı permutace jako na-
př́ıklad v [Be], kapitola 6, strana 52, definice 6.4. V následuj́ıćı části ukážeme, jak
jsou obě definice propojené.

2.4.1 Souvislost s inverzemi

Definice 2.7. Necht’ P je permutace množiny {1, ..., n}, n ∈ N. Každou množinu
{i, j}, pro kterou plat́ı

i, j ∈ {1, ..., n}, i < j ∧ P (i) > P (j),

nazveme inverźı permutace P . Počet inverźı permutace P znač́ıme in P .

Pozorováńı 2.17. Pro identickou permutaci id plat́ı

∀k ∈ {1, ..., n} : id(k) = k.

To však znamená, že in id = 0, protože

∀i, j ∈ {1, ..., n} : i < j ⇐⇒ id(i) < id(j) =⇒ ¬ (P (i) > P (j)) .

Pozorováńı 2.18. Nejvěťśı počet inverźı, který m̊uže permutace P ∈ Sn mı́t,
je

(︁
n
2

)︁
, což je počet zp̊usob̊u, jak vybrat dvojici {i, j} z množiny {1, ..., n}.93 Pro ta-

kovou permutaci plat́ı94

∀i, j ∈ {1, ..., n} : i < j =⇒ P (i) > P (j).

Otázka 2.7. Jak muśı vypadat P , aby platilo in P = 1? Tj. které permutace
maj́ı právě jednu inverzi?

Předpokládejme, že se jedná o inverzi {i, j}, kde bez újmy na obecnosti i < j.
Protože se jedná o jedinou inverzi permutace P , muśı platit

P (i) > P (j), (2.8)

∀k, l ∈ {1, ..., n}, k < l, (k, l) ̸= (i, j) : P (k) < P (l). (2.9)

91To ale neznamená, že jsou všechny permutace z př́ıslušného Sn sudé. Parita permutace je
určená paritou počtu sudých cykl̊u v jej́ım rozkladu na nezávislé cykly s t́ım, že tento rozklad
bude vždy stejný, at’ máme dimenźı nav́ıc, kolik chceme.

92Skládáńı permutaćı z pohledu parity odpov́ıdá násobeńı znamének těchto permutaćı – to
plyne z popsaného izomorfismu mezi (Sn, ◦) a ({1,−1}, ·).

93Jedná se o permutaci, jej́ıž redukovaný cyklický zápis je tvaru (1, n)(2, n−1) · · ·
(︁
n
2 ,

n
2 + 1

)︁
,

pokud je n sudé, resp. tvaru (1, n)(2, n− 1) · · ·
(︁
n−1
2 , n−1

2 + 2
)︁
, pokud je n liché.

94Na druhém řádku je nerovnost také ostrá, jelikož př́ıpad P (k) = P (l) pro k ̸= l nikdy
nenastane, nebot’ P je permutace, a tedy je prostá.
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Označme si rozd́ıl mezi prvky naš́ı jediné inverze: m = j − i ∈ {1, ..., n− 1}. Pak
i < i+ 1 < · · · < i+m− 1 < i+m = j,

a tedy dle nerovnost́ı (2.8) a (2.9) muśı zároveň platit

P (i) < P (i+ 1) < · · · < P (i+m− 1) ∧ P (i) > P (i+m) = P (j),

P (i+ 1) < · · · < P (i+m− 1) < P (i+m) = P (j) ∧ P (i) > P (j).

To se dá dále přepsat jako:

∀k ∈ {1, ...,m− 1} : P (i) < P (i+ k),

∀k ∈ {1, ...,m− 1} : P (i+ k) < P (j),

P (i) > P (j).

Spojeńım prvńıch dvou řádk̊u však dostaneme

∀k ∈ {1, ...,m− 1} : P (i) < P (i+ k) < P (j),

což kv̊uli (2.8) muśı znamenat, že množina {1, ...,m−1} je prázdná, a tedym = 1.
Permutace P tedy zaměňuje soused́ıćı prvky i a i+1 a kv̊uli (2.9) jsou ostatńı

prvky jej́ımi pevnými body. Chováńı permutace P lze zapsat jako:

∀k ∈ {1, ..., n} \ {i, i+ 1} : P (k) = k,

P (i) = P (i+ 1),

P (i+ 1) = P (i).

Redukovaný cyklický zápis permutace P je

P = (i, i+ 1).

Jedná se tak o speciálńı př́ıpad transpozice, která zaměňuje pouze dva vedleǰśı
prvky.

Důsledek 2.19. Permutace s jedinou inverźı jsou právě ty, které maj́ı redukovaný
cyklický zápis tvaru (i, i+ 1), i ∈ {1, ..., n− 1}.
Takové permutace obsahuj́ı pouze inverzi {i, i+ 1}.
Definice 2.8. Permutace, které maj́ı jedinou inverzi, budeme nazývat elemen-
tárńı permutace.

Poznámka 2.4. Jednotlivé pojmy z teorie permutaćı si m̊užeme představovat
následuj́ıćım zp̊usobem:
Permutace = záměna libovolného počtu libovolných prvk̊u.
Transpozice = záměna právě dvou libovolných prvk̊u.
Elementárńı permutace = záměna právě dvou sousedńıch prvk̊u.

Věta 2.20. Necht’ P,Q ∈ Sn a Q je elementárńı permutace. Pak95

|in P − in (P ◦Q)| = 1

neboli složeńı elementárńı permutace s obecnou permutaćı P změńı počet inverźı
permutace P o 1 (bud’ jednu přidá, nebo jednu odebere).

D̊ukaz: Jelikož je Q elementárńı, má právě jednu inverzi. Označme tuto inverzi
{a, a+ 1}, a ∈ {1, ..., n− 1}.96

95Permutace skládáme zprava doleva. Tedy na prvky nejprve aplikujeme permutaci Q a teprve
až poté permutaci P .

96Obecněji {a, b}, kde bez újmy na obecnosti a < b, ale d́ıky d̊usledku 2.19 v́ıme, že b = a+1.
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Z definice inverze plat́ı:
Q(a+ 1) < Q(a).

Nejprve předpokládejme, že nav́ıc plat́ı P (Q(a+1)) < P (Q(a)). To znamená,
že {Q(a), Q(a+ 1)} neńı inverźı permutace P . Situaci můžeme však zapsat ještě
jako

(P ◦Q)(a+ 1) < (P ◦Q)(a),

což znamená, že {a, a+ 1} je inverźı permutace P ◦Q.
Nyńı předpokládejme, že P (Q(a+1)) > P (Q(a+1)), a tedy {Q(a), Q(a+1)}

je inverźı permutace P . Pak ale plat́ı

(P ◦Q)(a+ 1) > (P ◦Q)(a),

což znamená, že {a, a+ 1} neńı inverźı permutace P .
Pro všechny ostatńı dvojice {i, j}, i, j ∈ {1, ..., n}, i < j, (i, j) ̸= (a, a + 1)

plat́ı:
Q(i) < Q(j),

protože {a, a+ 1} je jedinou inverźı Q. Pak ale:

{i, j} je inverźı P ◦Q ⇐⇒ P (Q(i)) > P (Q(j)) ⇐⇒ {Q(i), Q(j)} je inverźı P .

Celkem:

∀i, j ∈ {1, ..., n}, i < j, (i, j) ̸= (a, a+ 1):
{i, j} je inverźı P ◦Q ⇐⇒ {Q(i), Q(j)} je inverźı P ,

{a, a+ 1} je inverźı P ◦Q ⇐⇒ {Q(a), Q(a+ 1)} neńı inverźı P .

To znamená, že rozd́ıl in (P ◦Q) a in P je v absolutńı hodnotě roven 1.

Lémma 2.21. Každá transpozice má lichý počet inverźı.

D̊ukaz: Necht’ P = (a, b), a, b ∈ {1, ..., n}, a < b, je transpozice. To znamená, že:

∀i ∈ {1, ..., n}, i ̸= a, i ̸= b : P (i) = i,

P (a) = b,

P (b) = a.

Pak ale plat́ı:

∀i, j ∈ {1, ..., n}, i ̸= a, j ̸= b : i < j =⇒ P (i) < P (j),

∀j ∈ {a+ 1, ..., b} : a < j ∧ b = P (a) > P (j) ∈ {a, ..., b− 1},
∀i ∈ {a, ..., b− 1} : i < b ∧ {a+ 1, ..., b} ∋ P (i) > P (b) = a.
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To však znamená, že právě všechny dvojice tvaru {a, j}, j ∈ {a + 1, ..., b},
nebo {i, b}, i ∈ {a, ..., b− 1}, jsou inverzemi P a žádné jiné. Když je spoč́ıtáme,
zjist́ıme, že je jich 2(b− a)− 1.97 To je ale liché č́ıslo pro libovolnou volbu a, b.

Věta 2.22. Každá transpozice je složeńım lichého počtu elementárńıch permu-
taćı.

D̊ukaz: Necht’ P = (a, b), a, b ∈ {1, ..., n}, a < b je transpozice. Pak je ji možno
zapsat jako složeńı elementárńıch permutaćı následuj́ıćım zp̊usobem:

(a, b) =

(a, a+ 1)(a+ 1, a+ 2) · · · (b− 2, b− 1)(b− 1, b)(b− 2, b− 1) · · · (a, a+ 1).

Jelikož se v zápisu každá z elementárńıch permutaćı vyskytuje dvakrát, tedy
kromě (b− 1, b), která je zde pouze jednou, ukázali jsme, že transpozice (a, b) je
složeńım lichého počtu elementárńıch permutaćı. Protože jsme a, b volili libovolně,
plat́ı toto tvrzeńı pro každou transpozici.

Poznámka 2.5. Samotný počet elementárńıch permutaćı, jejichž složeńım P je,
nemuśı být určen jednoznačně, ale jeho parita ano. Muśı totǐz platit, že znaménko
P je součinem znamének všech elementárńıch permutaćı, ze kterých se P skládá.
Jelikož jsou to všechno, stejně jako P , transpozice, maj́ı všechny znaménka lichá.
Pokud tedy máme takový rozklad, že P je složeńım k ∈ N elementárńıch permu-
taćı, muśı platit −1 = (−1)k. Proto muśı být k liché č́ıslo.

Všimněme si, co se děje s počtem inverźı, když skládáme transpozice. Vezměme
si např́ıklad transpozice T1, ..., Tk, k ∈ N, takové že:98

∀i ∈ {1, ..., k} : Ti je složeńım 2li − 1, kde li ∈ N, elementárńıch permutaćı

ei1, ..., e
i
2li−1.

Rozepǐsme při skládáńı všechny transpozice T1, ..., Tk pomoćı těchto rozklad̊u
a výslednou permutaci označme P0:

P0 = T1 ◦ T2 ◦ · · · ◦ Tk = e11 ◦ · · · ◦ e12l1−1 ◦ e21 ◦ · · · ◦ e22l2−1 ◦ · · · ◦ ek1 ◦ · · · ◦ ek2lk−1.

Označme m =
∑︁k

j=1(2lj − 1) a dále ∀i ∈ {1, ...,m} :

• Qi = i-tá elementárńı permutace v rozepsaném zápisu skládáńı zprava,

• Pi = Qm ◦ · · · ◦ Qi+1, tj. permutace, které vznikne vynecháńım i elemen-
tárńıch permutaćı zprava.

97Nikoliv 2(b − a), protože oběma tvar̊um vyhovuje tatáž inverze {a, b}, kterou bychom tak
poč́ıtali dvakrát.

98To, že to jde, nám zaručuje věta 2.22.
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Pak lze nahlédnout, že:

∀i ∈ {0, ...,m− 1} : Pi = Pi+1 ◦Qi+1,

Pm = id.

Dı́ky větě 2.20 a pozorováńı 2.17 plat́ı:

∀i ∈ {0, ...,m− 1} : |in Pi − in Pi+1| = 1,

in Pm = 0.

Proto in Pm−1 = 1, in Pm−2 ∈ {0, 2} a tak dále. Celkem m-krát měńıme počet
inverźı o 1 s t́ım, že na začátku zač́ınáme na 0. Necht’ celkově l-krát tento počet
o 1 sńıž́ıme, tj. l ∈

{︁
0, ...,

⌊︁
m
2

⌋︁}︁
. To znamená, že jsme ho celkem (m − l)-krát

o 1 zvýšili, a tedy výsledný počet inverźı je in P0 = m − 2l. Protože 2l je sudé
č́ıslo, má in P0 stejnou paritu jako č́ıslo m, což je celkový počet elementárńıch
permutaćı, ze kterých se P0 skládá.

Jelikož je nav́ıc dle věty 2.22 každá transpozice složeńım lichého počtu ele-
mentárńıch permutaćı, je parita m rovna paritě počtu transpozic v tomto roz-
kladu, tj. paritě č́ısla k.

Celkem tak dostáváme, že se parita počtu transpozic v libovolném rozkladu
permutace jako složeńı transpozic rovná paritě počtu inverźı dané permutace.
Dle označeńı 2.5 tak dostáváme zaj́ımavý d̊usledek:

Důsledek 2.23. Plat́ı:
Liché permutace maj́ı lichý počet inverźı.
Sudé permutace maj́ı sudý počet inverźı.

Důsledek 2.24. Spojeńım d̊usledk̊u 2.16 a 2.23 dostáváme

sgn P = (−1)in P .

Ukázali jsme tedy ekvivalenci naš́ı definice znaménka permutace se zmiňova-
nou obvyklou definićı použitou např́ıklad v [Be], kapitola 6, strana 52, definice 6.4.

2.5 Závěr

Permutováńım vektor̊u ortonormálńı báze lze vytvořit pouze dva typy báźı: sou-
hlasné s báźı p̊uvodńı (vzniknou aplikaćı sudé permutace) a nesouhlasné s p̊uvodńı
báźı (vzniknou aplikaćı liché permutace), přičemž všechny báze jednoho typu jsou
navzájem souhlasné (jedna je pouhým otočeńım druhé). Dle věty 2.11 nesmı́me
však mı́t k dispozici dimenzi nav́ıc, protože pak by každá ortonormálńı báze byla
pouhým otočeńım jakékoliv jiné ortonormálńı báze.

Věta 2.25. Za předpokladu, že nemáme k dispozici dimenzi nav́ıc, plat́ı:
Aplikace sudé permutace na vektory ortonormálńı báze vytvoř́ı bázi souhlasnou
s p̊uvodńı.
Aplikace liché permutace na vektory ortonormálńı báze vytvoř́ı bázi nesouhlasnou
s p̊uvodńı.

Shrňme nejd̊uležitěǰśı pozorováńı této kapitoly ve dvou d̊usledćıch, které na-
znač́ı, jakým zp̊usobem budeme pokračovat dál.

41



Důsledek 2.26. Necht’ V je vektorový prostor dimenze n ∈ N nad R, W je
jeho podprostor dimenze ostře nǐzš́ı a B,C jsou ortonormálńı báze podprostoru
W . Pak lze B a C na sebe ve V převést pouhým otočeńım. To znamená, že
pokud máme k dispozici dimenzi nav́ıc, existuje v daném podprostoru jediný

”
typ“

ortonormálńıch báźı.99

Zvolme si v prostoru V z d̊usledku2.26 nějaké jeho dvě ortonormálńı báze
a označme je R = (u⃗1, ..., u⃗n), S = (v⃗1, ..., v⃗n). Všimněme si, že pokud si v každé
z nich vybereme k vektor̊u, k ∈ {1, ..., n − 1}, bude každá tato k-tice generovat
podprostor dimenze k < n, a tedy je možné obě báze R a S otočit tak, aby
se všechny př́ıslušné vektory z k zvolených rovnaly. Dle prvńıho odstavce této
podkapitoly to však již nemuśı být možné pro k = n, protože se může stát, že
báze R a S jsou nesouhlasné, a tedy je na sebe pouhým otočeńım převést nelze.

Důsledek 2.27. Necht’ V je vektorový prostor dimenze n ∈ N nad R a R, S
jsou jeho ortonormálńı báze. Pak lze R a S pouhým otočeńım změnit tak, že se
bude jejich prvńıch n− 1 př́ıslušných vektor̊u rovnat. Pokud nemáme k dispozici
dimenzi nav́ıc, bude dokonce poloha posledńıho vektoru obou báźı určena jedno-
značně a bude platit:

• Oba posledńı vektory se budou rovnat100 právě tehdy, když jsou báze R a S
navzájem souhlasné,

• oba posledńı vektory budou navzájem opačné101 právě tehdy, když jsou báze
R a S navzájem nesouhlasné.

To znamená, že ve V existuj́ı právě dva
”
typy“ ortonormálńıch báźı a jeden neńı

možné pouhým otočeńım převést na druhý.102

Poznamenejme ještě, že tvrzeńı je obecněǰśı, než se na prvńı pohled může zdát:

Poznámka 2.6. Prvńımi n − 1 vektory nemysĺıme nutně vektory u⃗1, ..., u⃗n−1.
Pořad́ı je zvolit libovolně a určuje ho nějaká permutace z Sn.

103 Nav́ıc m̊užeme
pro každou bázi použ́ıt jinou permutaci, avšak v př́ıpadě, že jsou znaménka těchto
permutaćı r̊uzná, změńı se dle věty 2.25 souhlasnost na nesouhlasnost a naopak,
protože složeńım těchto permutaćı je permutace lichá.

99Přesněji máme na mysli, že ekvivalence
”
být souhlasná“ indukuje na množině všech orto-

normálńıch báźı takového podprostoru W
”
rozklad“ na jedinou tř́ıdu. Představit si to můžeme

tak, že pokud bychom teoreticky vytvořili ze dřeva kostru vektor̊u nějaké ortonormálńı báze
2D prostoru, byla by po otočeńım kostrou libovolné jiné báze 2D prostoru, protože žijeme
ve 3D světě.
100To znamená, že lež́ı ve stejném poloprostoru, jehož hranićı je nadrovina generována prvńımi

n− 1 vektory (definice 3.1).
101To znamená, že lež́ı v poloprostorech navzájem opačných, které odděluje nadrovina gene-

rována prvńımi n− 1 vektory (definice 3.1).
102Přesněji bychom řekli, že ekvivalence

”
být souhlasná“ indukuje na množině všech orto-

normálńıch báźı prostoru V rozklad na právě dvě tř́ıdy. Můžeme si to představit tak, že ve 3D
ještě jediná dřevěná kostra vektor̊u ortonormálńı báze, kde jednotlivé vektory jsou modelovány
špejlemi, neńı modelem všech ortonormálńıch báźı tohoto prostoru. Uvažme lidskou ruku a or-
tonormálńı bázi 3D prostoru s vektory určenými po řadě palcem, ukazovákem a prostředńıkem.
Pak máme dvě r̊uzné možnosti: pravou a levou ruku; jednu neńı možné otočeńım převést na dru-
hou a naopak. Zaj́ımavé je, že toto tvrzeńı plat́ı nejen ve 3D prostoru, ale ve V , což je obecně
n-rozměrný prostor.
103Trochu později tuto myšlenku podrobněji rozeb́ıráme v poznámce 3.1.
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T́ım jsme odpověděli na otázku 2.4. Tento poznatek je natolik významný, že
si zaslouž́ı vlastńı větu.

Věta 2.28. Necht’ V je vektorový prostor nad R konečné dimenze. Potom relace

”
být souhlasná“ indukuje rozklad množiny všech ortonormálńıch báźı prostoru V

na právě dvě tř́ıdy.104

To znamená, že ve V můžeme mı́t nejvýše dvě ortonormálńı báze takové, že
jednu neńı možné na druhou převést pouhým otočeńım. Takové báze však na sebe
můžeme dle vět 2.25 a 2.28 převést např́ıklad záměnou dvou vektor̊u, obecněji
aplikaćı liché permutace na vektory jedné z báźı.

104Odtud také plyne, že kdybychom navšt́ıvili hypotetický obchod s botami pro pětirozměrné
bytosti, našli bychom zde také pouze levé a pravé boty jako u nás ve 3D.
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3. Souhlasnost libovolných báźı

Dosud jsme porovnávali pouze ortonormálńı báze, kdy jedna vznikne z druhé apli-
kaćı nějaké permutace. Nyńı začneme ale porovnávat i báze — jak jsme to nazvali
v prvńı kapitole — r̊uzného

”
tvaru“.105 Souhlasnost tedy už nemůžeme vńımat

pouze tak, že je báze možné na sebe otočit, protože se mohou lǐsit ve
”
tvaru“

nebo ve velikostech vektor̊u, tj. např́ıklad báze(︁
(1, 0, 0)T , (0, 1, 0)T , (0, 0, 1)T

)︁
a
(︁
(3, 1, 0)T , (1, 7,−5)T , (−6, 1, 2)T

)︁
.

Připomeňme představu na botách z prvńı kapitoly: Dosud jsme měli všechny
boty stejného druhu, značky i velikosti – zda jsou obě pravé, nebo obě levé jsme
poznali tak, že jsme se pokusili je na sebe otočit.

Nyńı však budeme mezi sebou porovnávat boty r̊uzných parametr̊u (např́ıklad
levý zelený gumák velikosti 43 s levou b́ılou teniskou velikosti 38) – zaj́ımá nás
totéž, avšak pouhým otáčeńım nikdy z gumáku tenisku neudělám. Muśıme použ́ıt
sofistikovaněǰśı metodu.

Otázka 3.1. Jak rozš́ıřit relaci
”
být souhlasná“ na množinu všech báźı daného

prostoru?

Budeme se držet intuitivńı představy, kterou jsme vybudovali v kapitole 1
a završili poznámkou 1.7, kde jsme shrnuli podmı́nky souhlasnosti dvou báźı
ve vektorovém prostoru dimenze n ∈ N.

Hlavńı myšlenka: Obě báze pootoč́ıme tak, aby zároveň:

1. oba prvńı vektory ležely na stejné vektorové polopř́ımce,

2. oba druhé vektory ležely ve stejné vektorové polorovině, kde hraničńı př́ım-
kou je lineárńı obal prvńıho vektoru,

3. oba třet́ı vektory ležely ve stejném vektorovém 3D poloprostoru, kde hraničńı
rovinou je lineárńı obal prvńıch dvou vektor̊u,

...
...

...
(n − 1). oba předposledńı vektory ležely ve stejném (n − 1)-rozměrném polo-

prostoru, kde hranićı je lineárńı obal prvńıch n− 2 vektor̊u.

Pak jsou obě báze souhlasné právě tehdy, když jejich n-té (posledńı) vektory
lež́ı ve stejném vektorovém n-rozměrném poloprostoru, kde hranićı je lineárńı obal
prvńıch n− 1 vektor̊u.

Nyńı ujasńıme v následuj́ıćı definici, co přesně mysĺıme výrazy vektorová po-
lopř́ımka, polorovina a poloprostor.

105Různým tvarem mám na mysli, že pokud máme k dispozici skalárńı součin, můžeme ř́ıct,
že alespoň v jednom př́ıpadě př́ıslušné dvojice vektor̊u sv́ıraj́ı úhly r̊uzných velikost́ı.
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Definice 3.1. Necht’ V je vektorový prostor nad R dimenze n ∈ N, W je jeho
podprostor dimenze k− 1, k ∈ {1, ..., n},106 takový, že W = LO{u⃗1, ..., u⃗k−1}, kde
∀i ∈ {1, ..., k − 1} : u⃗i ∈ V , a v⃗ ∈ V \ W .107 Pak vektorovým k-rozměrným
poloprostorem108 P , který je určený podprostorem W a vektorem v⃗, nazveme
množinu

P = {u⃗ ∈ V | ∃a1, ..., ak−1, ak ∈ R, ak > 0 : u⃗ = a1 · u⃗1+ · · ·+ ak−1 · u⃗k−1+ ak · v⃗}.

O poloprostoru P ′ řekneme, že je v̊uči P opačný právě tehdy, když zároveň

P ′ = {u⃗ ∈ V | ∃a1, ..., ak−1, ak ∈ R, ak > 0 : u⃗ = a1 · u⃗1+ · · ·+ak−1 · u⃗k−1−ak · v⃗}.

Dále speciálně:
Pro k = 1 poloprostor P nazveme vektorová polopř́ımka.109

Pro k = 2 poloprostor P nazveme vektorová polorovina.

Pozorováńı 3.1. V definici 3.1 nav́ıc plat́ı:

• P ∩ P ′ = Ø,

• hranićı opačných poloprostor̊u P , P ′ je právě vektorový podprostor W ,

• P ∩W = Ø, P ′ ∩W = Ø,110

• P (ani P ′) neńı vektorový prostor (např. o⃗ ̸∈ P ).

Poznámka 3.1. Necht’ V je vektorový prostor dimenze n ∈ N a B = (u⃗1, ..., u⃗n),
C = (v⃗1, ..., v⃗n) jsou jeho báze. Prvńımi, druhými, ..., posledńımi vektory báźı B,
C, jak o nich mluv́ıme v textu před definićı 3.1, nemı́ńıme nutně jenom dvojice
vektor̊u u⃗1 a v⃗1, u⃗2 a v⃗2,..., u⃗n a v⃗n.

Vybereme i ∈ {1, ..., n}. Pak spojeńım prvńı vektory odkazujeme na vektory
u⃗i, v⃗i.
Dále zvoĺıme j ∈ {1, ..., n}, j ̸= i, druhými vektory poté mı́ńıme vektory u⃗j, v⃗j.
Vektory u⃗k, v⃗k bychom označili za třet́ı, pokud bychom dál vybrali k tak, aby
k ∈ {1, ..., n}, k ̸∈ {i, j}, a tak dále.

Konkrétńı výběr prvńıch, druhých, ..., posledńıch vektor̊u popisuje nějaká per-
mutace Q ∈ Sn. Pak m̊užeme jednoduše ř́ıct, že ∀i ∈ {1, ..., n} mı́ńıme i-tými
vektory vektory u⃗Q(i), v⃗Q(i); speciálně pro i = n na ně odkazujeme jako na po-
sledńı.

106Tedy pro k = n je W nadrovinou ve V .
107Protože W je vektorovým podprostorem, je také vektorovým prostorem, a tedy o⃗ ∈ W .

Odtud v⃗ ̸= o⃗.
108Naše definice se mı́rně lǐśı od obvyklé geometrické definice poloprostoru, kde bývá hraničńı

nadrovina považována za jeho součást. My však poloprostor definujeme záměrně jako množinu
otevřenou, protože podle toho, ve kterém z poloprostor̊u lež́ı posledńı vektor báze, budeme
posuzovat souhlasnost, resp. nesouhlasnost. Proto se nám hod́ı, že jsou vzájemně opačné polo-
prostory disjunktńı.
109W je podprostor V dimenze 0, tedy W = LO {} = {o⃗}. P je tedy množinou všech kladných

násobk̊u vektoru v⃗.
110To znamená, že P i P ′ jsou otevřené množiny, protože jsou rovny svému vnitřku.
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Necht’ Q ∈ Sn je permutace určuj́ıćı náš postupný výběr vektor̊u. Pak věta,
že i-té vektory, i ∈ {1, ..., n}, lež́ı ve stejném poloprostoru, jehož hranićı je W ,
znamená, že vektor u⃗Q(i) ∈ P , kde P je poloprostor, který je určený podprosto-
rem W a vektorem v⃗Q(i).

111

Dohoda: Pro jednoduchost budeme ve všech př́ıkladech uvažovat výběr daný iden-
tickou permutaćı. Tedy prvńımi vektory budeme mı́nit vektory u⃗1, v⃗1 a podobně.

Všimněme si, že pokud bychom relaci
”
být souhlasná“ definovali tak, jak

ṕı̌seme nad definićı 3.1, jednalo by se opravdu o rozš́ıřeńı definice z kapitoly 2:

• Pokud je možné jednu bázi na druhou převést pouhým otočeńım, jsou sou-
hlasné, protože po takovém otočeńı se budou dokonce př́ıslušné vektory
rovnat, a tedy jistě budou posledńı z nich ležet ve stejném př́ıslušném po-
loprostoru.

• Při posuzováńı souhlasnosti použ́ıváme všech n vektor̊u (žádný nevyne-
cháváme) – otočeńım doćıĺıme toho, že př́ıslušné dvojice prvńıch n − 1
vektor̊u112 budou ležet ve stejných daných poloprostorech, a až poté podle
posledńıch vektor̊u poznáme, zda jsou báze souhlasné, či nikoliv.113

• Jedná se tedy opět o ekvivalenci,114 která však indukuje rozklad na množině
všech báźı daného prostoru, nikoliv pouze ortonormálńıch. Jelikož vzájemně
opačné poloprostory jsou dva,115 má tento rozklad právě dvě tř́ıdy.116 Jinými
slovy máme znovu právě dva

”
typy“ báźı, které jsou vzájemně nesouhlasné.

Např́ıklad ve 2D prostoru uvažujme báze

B =
(︁
u⃗1 = (2, 0)T , u⃗2 = (0, 1)T

)︁
, C =

(︁
v⃗1 = (1, 0)T , v⃗2 = (1, 1)T

)︁
.

Dle našeho postupu bychom měli báze nejprve otočit tak, aby jejich prvńı
vektory ležely na stejné vektorové polopř́ımce. Všimněme si ale, že u⃗1 = 2 · v⃗1,
tj. jeden prvńı vektor je kladným násobkem druhého, a tedy je tato podmı́nka již
splněna a otáčeńı neńı třeba.

Dále vyjádř́ıme u⃗2 jako lineárńı kombinaci vektor̊u báze C117 s t́ım, že B a C
jsou souhlasné právě tehdy, když je koeficient u vektoru v⃗2 kladný:

u⃗2 = (−1) · v⃗1 + 1 · v⃗2.
111Vektory u⃗Q(i) a v⃗Q(i) je možné zaměnit.
112Ve smyslu poznámky 3.1.
113V kapitole 2 jsme ukázali, že pokud bychom měli byt’ dimenzi k dispozici nav́ıc, nemá smysl

se o orientaci bavit. To by se stalo, kdybychom při posuzováńı souhlasnosti dvou báźı mohli
nějaký z n vektor̊u vynechat.
114Reflexivita: posledńı vektor dané báze lež́ı ve stejném poloprostoru jako on sám; symetrie:

pokud posledńı vektor jedné báze lež́ı ve stejném poloprostoru jako posledńı vektor báze druhé,
plat́ı to i naopak; tranzitivita: pokud posledńı vektor prvńı báze lež́ı ve stejném poloprostoru
jako posledńı vektor báze druhé a ten zase zase tentýž poloprostor sd́ıĺı s poledńım vektorem
třet́ı báze, pak oba posledńı vektory báźı prvńı a třet́ı lež́ı ve stejném poloprostoru.
115Nav́ıc pokud se jedná o bázi, nemůže ležet jej́ı posledńı vektor na hranici těchto polo-

prostor̊u.
116Viz d̊usledek 3.2, ke kterému se dopracujeme později.
117Obecně báze C ′, která vznikne zmiňovaným otočeńım. V našem př́ıkladu plat́ı C = C ′.
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Zmiňovaný koeficient je roven 1, je tedy kladný. Dle našeho kritéria jsou báze B
a C souhlasné – oba posledńı vektory lež́ı ve stejném 2D poloprostoru s hraničńı
př́ımkou LO{u⃗1} = LO{v⃗1}.
Otázka 3.2. Proč uvažujeme u souhlasnosti zrovna poloprostory, a ne třeba

”
čtvrtprostory“118 dané všemi lineárńımi kombinacemi vektor̊u s t́ım, že bychom

mezi nimi rozlǐsovali dle znamének posledńıch dvou koeficient̊u?119

Uvažujme ve 2D prostoru tytéž báze B a C (jako v předchoźım př́ıkladě)
a upravme naše kritérium – po otočeńı řekneme, že jsou souhlasné pouze tehdy,
pokud jsou oba koeficienty (u předposledńıho i posledńıho vektoru) kladné.

V našem př́ıpadě je prvńı koeficient roven −1 a druhý 1. Protože je alespoň
jeden z nich záporný, jsou báze B a C dle tohoto kritéria nesouhlasné.

Zároveň můžeme rozlǐsit 3 typy nesouhlasnosti:

1. prvńı koeficient je záporný, druhý kladný,

2. prvńı koeficient je kladný, druhý záporný,

3. oba koeficienty jsou záporné.

Pokud bychom měli bázi B a báze C1, C2, C3 a C4 takové, že B je souhlasná s C1,
nesouhlasná s C2 (ve smyslu prvńıho typu), dále nesouhlasná s C3 (ve smyslu
druhého typu) a konečně nesouhlasná s C4 (ve smyslu třet́ıho typu), patřily by
báze B a C1 do stejné tř́ıdy rozkladu indukovaného ekvivalenćı

”
být souhlasná“,

báze C1, C2, C3 a C4 každá do jiné.
Uvědomme si však, že jsme t́ımto změnili definici relace

”
být souhlasná“.

Je tedy poněkud odvážné prohlašovat, že se jedná o ekvivalenci. Ověřme jej́ı
vlastnosti – např́ıklad reflexivitu.

Otázka 3.3. Je relace
”
být souhlasná“ (ve smyslu otázky 3.2) reflexivńı?

Vezměme si ve 2D prostoru např́ıklad bázi E = (e⃗1, e⃗2) a prošetřeme, zda je E
souhlasná sama se sebou. Otáčeńı neńı třeba, protože e⃗1 = 1 · e⃗1, 1 > 0 (triviálně
plat́ı, že e⃗1 lež́ı na stejné vektorové polopř́ımce jako e⃗1).

Vyjádřeme tedy e⃗2 jako lineárńı kombinaci vektor̊u báze E. Triviálně:

e⃗2 = 0 · e⃗1 + 1 · e⃗2.

Koeficient u e⃗1 ale neńı ani kladný, ani záporný, protože je roven nule! To zna-
mená, že se e⃗2 nacháźı na hranici mezi dvěma částmi našeho 2D prostoru, a tedy
do žádné z nich však nepatř́ı.120 Dle našeho kritéria báze E neńı sama se sebou

118Ve skutečnosti tato charakterizace nerozděluje vždy 2D prostor na
”
stejně velké“ čtvrtiny,

ale na čtyři části, které jsou oddělené vektorovými př́ımkami prvńıho a druhého vektoru.
Ve 3D prostoru se prostor rozděĺı na osm část́ı, ve 4D na šestnáct. V n-rozměrném prostoru
by to bylo 2n, ne nutně

”
stejně velkých“ část́ı oddělených vektorovými př́ımkami jednotlivých

vektor̊u dané báze.
119Báze by byly souhlasné právě tehdy, když by oba tyto koeficienty byly kladné – posledńı

vektory by patřily do stejné dané části prostoru (ze čtyř možných).
120Ani přǐradit tuto hranici jedné z část́ı nepomůže. Zkoumejme souhlasnost báze(︁
(0, 1)T , (1, 0)T

)︁
se sebou sama. Ta 2D prostor rozděĺı přesně na čtvrtiny (pravou horńı, le-

vou horńı, pravou dolńı a levou dolńı). Aby byla sama se sebou souhlasná, museli bychom
ř́ıct, že hranice mezi oběma horńımi částmi patř́ı do pravé horńı části. Dále si vezměme bázi(︁
(0, 1)T , (−1, 0)T

)︁
, která 2D prostor rozděĺı na tytéž čtvrtiny, a posuzujme jej́ı souhlasnost se

sebou sama. Stejnou úvahou dospějeme k tomu, že tatáž hranice muśı patřit jiné, konkrétńı
levé horńı části. Tedy tato relace opravdu neńı reflexivńı.
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souhlasná, a tedy takto definovaná relace
”
být souhlasná“ neńı reflexivńı. Obje-

vili jsme problém:

Problém: Relace
”
být souhlasná“ ve smyslu otázky 3.2 neńı reflexivńı, takže neńı

ekvivalenćı. Nejedná se tedy o rozš́ıřeńı relace, kterou známe z kapitoly 2.

Poznámka 3.2. Tento problém nastane, jakmile budeme mezi částmi prostoru
rozlǐsovat na základě znamének alespoň dvou koeficient̊u lineárńı kombinace po-
sledńıho vektoru v předchoźım smyslu.
Naopak tomuto problému se vyhneme, pokud budeme rozlǐsovat na základě zna-
ménka jediného koeficientu, tj. když prostor rozděĺıme na dva poloprostory, protože
dle definice 3.1 a prvńıho bodu pozorováńı 3.1 nebude posledńı vektor (v definici
je to vektor v⃗) nikdy ležet na hranici.

Budeme tedy použ́ıvat stejný postup a kritérium jako dř́ıve – před definićı 3.1.
Zat́ım se nám však při posuzováńı nestalo, že by zmiňované otočeńı bylo třeba.

Důsledek 3.2. Necht’ V je reálný vektorový prostor dimenze n ∈ N. Pokud
nemáme žádnou dimenzi k dispozici nav́ıc, indukuje ekvivalence

”
být souhlasná“

na množině všech báźı tohoto prostoru rozklad na právě dvě tř́ıdy.

Máme-li tedy tři báze prostoru V , pak alespoň dvě z nich jsou navzájem souhlasné.

Vezměme si ve 2D prostoru báze B = (u⃗1, u⃗2) a C = (v⃗1, v⃗2), u kterých otočeńı
třeba bude. Obě báze otočme,121 č́ımž vzniknou báze B′ = (u⃗3, u⃗4) a C

′ = (v⃗3, v⃗4),
kde B′ je souhlasná s B a C ′ je souhlasná s C.

Situaci znázorňuje obrázek:

Dle obrázku vid́ıme, že vektory u⃗4 a v⃗4 lež́ı v opačných poloprostorech s hra-
ničńı př́ımkou LO{u⃗3} = LO{v⃗3}, a tedy jsou báze B a C nesouhlasné.

Máme-li k dispozici obrázek, problém s posouzeńım souhlasnosti ve 2D pro-
storu mı́t nebudeme. Ještě horš́ı je situace v prostorech dimenze n ≥ 4, nebot’ ji
obrázkem dostatečně znázornit nelze.

121Ve skutečnosti stač́ı otáčet pouze jednou báźı, nebot’ nám jde o jejich vzájemnou polohu.
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Otázka 3.4. Jak m̊užeme souhlasnost dvou báźı posuzovat v praxi?122 Jaký ma-
tematický nástroj bychom při tom mohli využ́ıt?

Představme si, že máme dvě souhlasné báze, které již jsou otočené tak, že
splňuj́ı všech n podmı́nek z poznámky 1.7. Vezměme posledńı123 vektor jedné
z báźı a libovolně j́ım hýbejme s t́ım, že ostatńı vektory z̊ustanou na mı́stě.124

Kdy se stane, že se souhlasnost změńı na nesouhlasnost?

Pozorováńı 3.3. Dojde k tomu přesně v momentě, kdy se posledńı vektor
”
pře-

houpne“ přes hranici danou lineárńı kombinaćı předchoźıch n− 1 vektor̊u, která
odděluje oba poloprostory. Tı́m se totǐz změńı znaménko posledńıho koeficientu
lineárńı kombinace vyjadřuj́ıćı posledńı vektor.125

Jestliže jsme v prostoru dimenze n ∈ N, n ≥ 3, určuj́ı vektory každé jeho
báze nějaký n-rozměrný rovnoběžnostěn.126 Sledujme, jak se pohybem posledńıho
vektoru měńı objem tohoto n-rozměrného rovnoběžnostěnu.

Pozorováńı 3.4. Pokud posledńım vektorem pohybujeme spojitě, měńı se ob-
jem př́ıslušného rovnoběžnostěnu také spojitě. Nav́ıc při přechodu z jednoho polo-
prostoru do druhého127 přejde hodnota objemu přes nulu: v momentě, kdy posledńı
vektor lež́ı v lineárńım obalu zbývaj́ıćıch n− 1 vektor̊u, se totǐz nejedná o bázi.128

Tud́ı̌z má útvar, který tato množina vektor̊u určuje, dimenzi o 1 menš́ı.129

Nápad: Z objemu nějak uděláme znaménkový objem, který kromě samotné hod-
noty objemu daného rovnoběžnostěnu bude nav́ıc znaménkem vyjadřovat, ve kte-
rém ze dvou možných poloprostor̊u se posledńı vektor nacháźı.

Pozorováńı 3.5. K něčemu velmi podobnému slouž́ı determinant.

Poznámka 3.3. Determinant je na rozd́ıl od objemu obecněǰśı pojem (nevyžaduje
vektorový prostor, natož skalárńı součin).130 Pro dvě báze určuje absolutńı hod-
nota determinantu jejich matice přechodu,131 kolikrát se rovnoběžnostěn daný vek-
tory druhé z báźı

”
vejde“ do rovnoběžnostěnu určeného vektory prvńı z báźı s t́ım,

že znaménkem determinant vyjadřuje vzájemnou souhlasnost, resp. nesouhlasnost
těchto báźı.

122Prax́ı mám na mysli situaci, kdy nám jsou zadány dvě báze nějakého prostoru dimenze
n ∈ N tak, že známe souřadnice jejich vektor̊u vzhledem ke kanonické bázi, a našim úkolem je
určit, zda jsou tyto báze souhlasné, nebo ne. Pro n > 3 už si totiž obrázek nenakresĺıme.
123Posledńı ve smyslu poznámky 3.1, tj. vlastně se může jednat o libovolný z vektor̊u.
124T́ım potenciálně změńıme

”
tvar“ dané báze, ale přesně o tom nám momentálně jde.

125V definici 3.1 by to bylo znaménko koeficientu ak, č́ımž se z poloprostoru P stane polo-
prostor P ′, který je v̊uči P opačný.
126V 1D by se jednalo o úsečku a ve 2D o rovnoběžńık.
127Myšleno do toho, který je v̊uči prvńımu opačný.
128Množina vektor̊u je z definice lineárně závislá, jelikož posledńı vektor je lineárńı kombinaćı

zbývaj́ıćıch vektor̊u.
129Ve 3D by to znamenalo, že hypotetický rovnoběžnostěn má výšku délky 0, a tedy má nulový

objem. Ve skutečnosti se tak jedná pouze o rovnoběžńık – jeho objem je opravdu roven nule.
130Pokud bychom na sloupce determinantu nahĺıželi jako na vektory, zjist́ıme, že pro definici

determinantu skalárńı součin v̊ubec nepotřebujeme.
131Viz definice 3.9 (matice přechodu).
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Nám však nejde o samotný objem, ale předevš́ım o zmiňované znaménko!
Rozd́ıl mezi determinantem a objemem nám tedy v̊ubec nevad́ı, naopak nás těš́ı,
že determinant můžeme oproti objemu použ́ıvat ve všech vektorových prostorech
konečné dimenze.132

Poznámka 3.4. Determinanty už známe. V př́ı̌st́ı podkapitole budeme však de-
terminant chápat jako matematický objekt splňuj́ıćı podmı́nky z poznámky 3.3
a postupně ukážeme, že se opravdu jedná o ten determinant, jak ho známe.133

3.1 Determinant a souhlasnost

Poznámka 3.5. V poznámce 3.3 mluv́ıme o tom, že se rovnoběžnostěn R1 několi-
krát vejde do rovnoběžnostěnu R2. Kv̊uli intuitivnosti tohoto vyjádřeńı ho budeme
použ́ıvat i nadále.

Označeńı 3.2. Necht’ je dán prostor se skalárńım součinem a v něm n-rozměrné
rovnoběžnostěny R1, R2 maj́ı po řadě objemy V1, V2. Pak řekneme, že se R1 do R2

vejde c-krát právě tehdy, když c = V2

V1
, kde c ∈ R, c > 0.134

Pozorováńı 3.6. Mějme reálný vektorový prostor dimenze n ∈ N se skalárńım
součinem,135 nějakou jeho bázi B a ortonormálńı bázi E.136 Dle poznámky 3.3
je absolutńı hodnota determinantu matice přechodu od báze B k bázi E rovna
objemu rovnoběžnostěnu, který je určený vektory báze B.137

Pokud v poznámce 3.6 absolutńı hodnotu u determinantu odstrańıme, źıskáme
nav́ıc informaci o souhlasnosti bázi B a E. V situaci popsané ve zmiňované
poznámce má smysl této hodnotě ř́ıkat orientovaný objem.138

Poznámka 3.6. Na začátku této podkapitoly budeme často mluvit o objemu,
resp. o orientovaném objemu. Kdykoliv se tak stane, předpokládáme, že pracu-
jeme v prostoru se skalárńım součinem.

Označeńı 3.3. Mějme reálný vektorový prostor dimenze n ∈ N se skalárńım
součinem a jeho báze B a E, kde E je nav́ıc ortonormálńı.139 Orientovaným

132Jak zmiňuji v poznámce 3.3, objem vyžaduje skalárńı součin. Ne každý vektorový prostor
však skalárńı součin má.
133Dospějeme až k jeho definici – viz definice 3.8.
134Hodnota c může tedy být i necelá, či dokonce iracionálńı. Je dobré dodat, že tuto formulaci

budeme už́ıvat pouze v př́ıpadě, že žádný z rovnoběžnostěn̊u neńı degenerovaný tak, že by měl
nulový objem.
135Má tedy smysl mluvit o objemu.
136Objem rovnoběžnostěnu určeného vektory báze E je 1, protože se jedná o n-rozměrnou

krychli s jednotkovými délkami hran.
137Označme si hodnotu tohoto objemu V . To znamená, že se do daného rovnoběžnostěnu

vejde právě V n-rozměrných krychĺı s jednotkovou délkou hrany. Takovou krychli ale určuj́ı
právě vektory báze E.
138Vyjde kladný právě tehdy, když báze B a E jsou souhlasné, a záporný právě tehdy, když

jsou nesouhlasné. Kdyby B nebyla báźı, vyšel by nulový.
139Podmı́nka ortonormality je tady kĺıčová, protože to znamená, že vektory báze E určuj́ı

n-rozměrnou jednotkovou krychli. Objemem tělesa vlastně rozumı́me, kolikrát se do něj jednot-
ková krychle vejde.
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objemem n-rozměrného rovnoběžnostěnu, který je určený vektory báze B, mı́ńıme
hodnotu determinantu matice přechodu od báze B k ortonormálńı bázi E.140

Nyńı zkusme z obrázk̊u odvodit, jak tento orientovaný objem spoč́ıtat. Za or-
tonormálńı bázi E budeme uvažovat standardńı kartézskou bázi. Bázi B zadáme
pomoćı souřadnic jejich vektor̊u vzhledem k bázi E.

Začneme jednodušš́ımi situacemi a postupně se dostaneme až k samotnému
obecnému n-rozměrnému rovnoběžnostěnu. Nejprve se zaměřme na obyčejný troj-
rozměrný kvádr.

Situaci znázorněme na obrázku:

Objem kvádru je roven součinu délek jeho hran. Tyto délky jsou absolutńımi
hodnotami souřadnic u1,1, u2,2, u3,3, kde

u⃗1 = (u1,1, 0, 0)
T , u⃗2 = (0, u2,2, 0)

T , u⃗3 = (0, 0, u3,3)
T .

Podobně pro n-rozměrný kvádr určený báźı B takovou, že matice přechodu od
B k E je diagonálńı, by byla hodnota determinantu rovna součinu prvk̊u na dia-
gonále této matice, tedy u1,1 · ... · un,n.

Nyńı si vezměme speciálńı trojrozměrný rovnoběžnostěn, a to takový, že ma-
tice přechodu od B k E bude horńı trojúhelńıková matice:

PBE =

⎛⎝u1,1 u2,1 u3,1

0 u2,2 u3,2

0 0 u3,3

⎞⎠ .

140Mezi orientovaným objemem a determinantem je však rozd́ıl. O determinantu můžeme
mluvit i v př́ıpadě, že báze E ortonormálńı neńı nebo pokud nemáme skalárńı součin. Orien-
tovaný objem je tedy speciálńım př́ıpadem determinantu, a to pouze v prostorech se skalárńım
součinem. Důvod, proč se o něm v̊ubec bav́ıme, spoč́ıvá v tom, že vycháźı př́ımo z objemu,
pod kterým si už dokážeme něco představit.
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Rovnoběžnostěn je hranol,141 takže se jeho objem rovná součinu obsahu jeho
podstavy a délky jeho výšky: V = Sp ·v. Jeho podstavou je rovnoběžńık (vyberme
si ten určený vektory u⃗1 a u⃗2), obsah rovnoběžńıku můžeme spoč́ıtat jako součin
délky strany tohoto rovnoběžńıku a př́ıslušné výšky: Sp = a · va.

Situaci ilustrujme na obrázku, a to včetně zmiňovaných výšek:

Délka strany a rovnoběžńıku je rovna absolutńı hodnotě souřadnice u1,1.
Délka výšky va je rovna délce ortogonálńı projekce vektoru u⃗2 na osu y,142 ta

je však rovna přesně absolutńı hodnotě souřadnice u2,2.
Konečně délka výšky rovnoběžnostěnu v je rovna délce ortogonálńı projekce

vektoru u⃗3 na osu z, protože zmiňovaná podstava lež́ı v rovině xy. Tato délka je
rovna absolutńı hodnotě souřadnice u3,3.

Tedy celkem dostáváme:

V = |u1,1 · u2,2 · u3,3|.

Důsledek 3.7. Absolutńı hodnota determinantu horńı trojúhelńıkové čtvercové
matice je rovna absolutńı hodnotě součinu prvk̊u na diagonále.

Dosud jsme absolutńı hodnotu tolerovali. Zbavme se j́ı a sledujme, co se se
součinem děje.

Otázka 3.5. Odstraňme absolutńı hodnotu. Kdy vyjde determinant kladný a kdy
záporný?

Pokud jsou všichni činitelé143 kladńı, triviálně vyjde součin kladně. Berme
tuto situaci jako výchoźı bod.

141Avšak obecně kosý.
142Přesněji je tato výška ortogonálńı projekćı zmiňovaného vektoru na vektorovou př́ımku

vektoru e⃗2, kde E = (e⃗1, e⃗2, e⃗3) je naše kanonická báze.
143Stále pracujeme s takovou báźı B, že matice přechodu od B k E je horńı trojúhelńıková.

Činiteli jsou tedy právě jej́ı diagonálńı prvky.
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Pokud u jednoho z činitel̊u změńıme znaménko, změńı se také znaménko de-
terminantu. Co se muśı stát s báźı B, resp. E, aby k tomu došlo?

Stane se to např́ıklad v situaci, kdy jeden z vektor̊u báze B, řekněme i-tý,
i ∈ {1, ..., n}, změńıme na opačný. Pak se všechny souřadnice tohoto vektoru
změńı na opačné, a tedy také souřadnice ui,i, která jako jediná z nich figuruje
v našem součinu. My jsme však v kapitole 2 zkoumali výměnu vektoru za opačný
pouze v ortonormálńı bázi, pod́ıvejme se proto na věc z jiného pohledu:

Mı́sto toho, abychom vyměnili vektor u⃗i za vektor k němu opačný, vyměńıme
v bázi E = (e⃗1, ..., e⃗n) vektor e⃗i za opačný. T́ım se změńı všechny i-té souřadnice
vektor̊u báze B vzhledem k E na opačné, a tedy i souřadnice ui,i. Zároveň ze všech,
které jsme takto změnili, je však pouze ui,i diagonálńım prvkem matice přechodu
od B k E.

Výměna e⃗1 za vektor v̊uči němu opačný ve 3D prostoru je naznačena na obrázku:

O výměně vektoru v ortonormálńı bázi za opačný jsme již hovořili. Dle vě-
ty 2.9 v́ıme, že tato operace vytvoř́ı bázi, která je s p̊uvodńı báźı nesouhlasná.
Pokud byly báze B a E souhlasné,144 budou po výměně vektoru v E za opačný
nesouhlasné, a naopak. Celkový objem, tedy absolutńı hodnota determinantu, se
t́ım však nezměńı.

Důsledek 3.8. Necht’ B je báze a E je ortonormálńı báze téhož vektorového
prostoru konečné dimenze. Je-li matice přechodu od B k E horńı trojúhelńıková,
pak součin prvk̊u na diagonále bude roven hodnotě orientovaného objemu, a to
v následuj́ıćım smyslu: Tento součin bude kladný právě tehdy, když B a E jsou
souhlasné, a záporný právě tehdy, když jsou nesouhlasné. Determinant zmiňované
matice přechodu je tedy roven hodnotě tohoto orientovaného objemu.145

Nyńı jsme konečně připraveni rozebrat obecný n-rozměrný rovnoběžnostěn.
Matice přechodu od B k E tedy vypadá následovně:

PBE =

⎛⎜⎜⎜⎝
u1,1 u2,1 · · · un,1

u1,2 u2,2 · · · un,2
...

...
. . .

...
u1,n u2,n · · · un,n

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Řešit tento př́ıpad graficky je prakticky nemožné v prostorech dimenze n ≥ 4.
Dál se proto na problém d́ıvejme z pohledu lineárńı algebry.

144V našem př́ıpadě tomu tak bylo, jelikož determinant byl kladný.
145Oba pojmy znamenaj́ı totéž, dokud je báze E ortonormálńı a máme k dipozici skalárńı

součin. Rozd́ıl je v tom, že determinant je pojem obecněǰśı a relativńı.
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Otázka 3.6. Umı́me nějakou metodou spolehlivě upravit regulárńı čtvercovou ma-
tici na tvar horńı trojúhelńıkové matice tak, aby se hodnota determinantu v jednot-
livých kroćıch nezměnila? Je možné tuto metodu využ́ıt při výpočtu determinantu
takové obecné čtvercové matice?

Vzpomeňme si na Gaussovu eliminačńı metodu, která se využ́ıvá např́ıklad
k řešeńı soustav lineárńıch rovnic.146 Jej́ı aplikaćı bychom skutečně doćılili toho, že
bychom z obecné regulárńı čtvercové matice vytvořili horńı trojúhelńıkovou ma-
tici. Muśıme však trochu pozměnit úpravy, které při ńı budeme využ́ıvat, abychom
při aplikaci těchto úprav nezměnili hodnotu determinantu.

Otázka 3.7. Jaké úpravy m̊užeme při pozměněné Gaussově eliminaci použ́ıvat,
aby se v jednotlivých kroćıch nezměnila hodnota determinantu?

Poznámka 3.7. Od ted’ už nebudeme mluvit o orientovaném objemu, ale o de-
terminantu.

Skalárńı součin jǐz obecně nepotřebujeme, ale my jej dál budeme uvažovat.147

Dle poznámky 3.3 je determinant pojem relativńı, a to v následuj́ıćım smyslu:
Absolutńı hodnota determinantu matice přechodu od báze B k E ř́ıká, kolikrát
se n-rozměrný rovnoběžnostěn určený vektory báze E

”
vejde“ do n-rozměrného

rovnoběžnostěnu určeného vektory báze B.148 Znaménko tohoto determinantu je
kladné právě tehdy, když jsou báze B a E navzájem souhlasné, a záporné právě
tehdy, když jsou nesouhlasné.

Označeńı 3.4. Determinant matice PBE znač́ıme

det PBE =

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓
u1,1 u2,1 · · · un,1

u1,2 u2,2 · · · un,2
...

...
. . .

...
u1,n u2,n · · · un,n

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓ .

3.1.1 Vynásobeńı libovolného řádku kladným č́ıslem

Zvolme i ∈ {1, ..., n} a č́ıslo c ∈ R, c > 0. Necht’ A1 je matice, ke které jsme se
dostali z PBE aplikaćı upravených elementárńıch úprav149 a A2 je matice, která
vznikne z A1 vynásobeńım jej́ıho i-tého řádku č́ıslem c.

Poznámka 3.8. Každá regulárńı matice je matićı přechodu od nějaké báze k bázi
kanonické.

Matice PBE je regulárńı, takže také A1 je regulárńı. Dle předchoźı poznámky
je tedy matićı přechodu od nějaké báze, označme ji C = (v⃗1, ..., v⃗n), k bázi E,
tj. A1 = PCE.

Otázka 3.8. Jak se od sebe lǐśı determinanty matic A1 a A2?

146Regulárńı čtvercové matice jsou v odstupňovaném tvaru právě tehdy, když jsou horńı
trojúhelńıkovou matićı.
147To nám umožńı použ́ıvat pojmy jako délka, objem a kolmost, které přisṕıvaj́ı naš́ı intuitivńı

představě.
148Předpokládejme, že determinant matice přechodu od B k E je roven č́ıslu c ∈ R. Označme

objemy př́ıslušných rovnoběžnostěn̊u VB , VE . Pak dle označeńı 3.2 plat́ı, že VB = |c| · VE .
149Tyto úpravy právě zkoumáme. Shrnuje je později definice 3.6.
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Změny i-tých souřadnic u všech vektor̊u na jejich c-násobek lze doćılit dvěma
zp̊usoby:

1. změńıme všechny vektory báze C tak, že je ve směru e⃗i c-krát natáhneme
(c > 1), resp. zkrát́ıme (c < 1),

2. změńıme vektor e⃗i na jeho 1
c
-násobek.

Měnit jeden vektor je zde jednodušš́ı než měnit n vektor̊u. Zvolme tedy druhý
zp̊usob150 a vektor e⃗i vyměňme za vektor 1

c
· e⃗i, č́ımž z E vytvoř́ıme bázi F .151

Všimněme si, že E a F jsou d́ıky definici 3.1 navzájem souhlasné, protože
c > 0: Za hranici poloprostoru P vezmeme nadrovinu určenou vektory báze E
kromě e⃗i, chápeme e⃗i = v⃗ ∈ P . Pak 1

c
· e⃗i ∈ P , protože koeficienty lineárńı kom-

binace vynásobeńım č́ıslem 1
c
> 0 nezměnily znaménka. Znaménko determinantu

se tedy nezměńı.

Lémma 3.9. Necht’ V je vektorový prostor dimenze n ∈ N nad R, E = (e⃗1, ..., e⃗n)
je jeho báze a c ∈ R, c > 0. Zvolme i ∈ {1, ..., n}. Vytvořme z E bázi F tak, že
e⃗i vynásob́ıme č́ıslem 1

c
, tedy F = (e⃗1, ..., e⃗i−1,

1
c
· e⃗i, e⃗i+1, ..., e⃗n). Pak jsou E a F

navzájem souhlasné.

Situaci pro n = 3, kde zkrát́ıme e⃗3 na polovinu, můžeme pozorovat na obrázku:152

Dále jelikož E i F jsou ortogonálńı, určuj́ı jejich vektory nějaké kvádry. Jelikož
se délky všech jejich hran, kromě těch rovnoběžných s e⃗i, shoduj́ı a délky hran
rovnoběžných s e⃗i se lǐśı 1

c
-krát, lǐśı se jejich objemy v následuj́ıćım smyslu:

VF =
1

c
· VE.

150Ve skutečnosti se sṕı̌s jedná o naši interpretaci situace. Je jedno, zda měńıme bázi C nebo
bázi E a vlastně tyto situace od sebe na základě souřadnic ani neumı́me odlǐsit. Přestože změnu
determinantu budeme zkoumat s využit́ım druhého pohledu, samotnou změnu na vektorech
uvažujeme dle prvńıho popsaného zp̊usobu. Dı́ky tomu můžeme u matice A1 stále uvažovat
ortonormálńı bázi E, protože jednotlivými upravenými elementárńımi úpravami měńıme pouze
báze B, C atd.
151Přestože F je dál ortogonálńı, neńı již (pro c ̸= 1) ortonormálńı. Z těchto d̊uvod̊u je již

třeba mluvit o determinantu (relativńı pojem vzhledem k F ), a ne o objemu.
152Konkrétně tedy máme n = 3, i = 3 a c = 2.
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Dle poznámky 3.7 a lémmatu 3.9 se tedy determinant změnil na sv̊uj c-násobek.153

Vyjádř́ıme det A1:

det A1 =
1

c
· det A2.

Označeńı 3.5. Označme j-tou souřadnici k-tého vektoru báze C vzhledem k E
jako ak,j, j, k ∈ {1, ..., n}. Pak:

A1 = PCE =

⎛⎜⎜⎜⎝
a1,1 a2,1 · · · an,1
a1,2 a2,2 · · · an,2
...

...
. . .

...
a1,n a2,n · · · an,n

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Lémma 3.10. Vynásobeńım i-tého řádku čtvercové matice, i ∈ {1, ..., n}, č́ıslem
c ∈ R, c > 0, se jej́ı determinant změńı na sv̊uj c-násobek, tj.:⃓⃓⃓⃓

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓
a1,1 a2,1 · · · an,1
...

...
. . .

...
a1,i a2,i · · · an,i
...

...
. . .

...
a1,n a2,n · · · an,n

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓ =

1

c
·

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓
a1,1 a2,1 · · · an,1
...

...
. . .

...
c · a1,i c · a2,i · · · c · an,i

...
...

. . .
...

a1,n a2,n · · · an,n

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓ .

3.1.2 Vynásobeńı libovolného řádku nenulovým č́ıslem

V předchoźı podkapitole jsme prozkoumali, co se stane s determinantem, když li-
bovolný řádek vynásob́ıme č́ıslem c ∈ R, c > 0. Abychom naše pozorováńı rozš́ı̌rili
na všechna nenulová reálná č́ısla, muśıme ještě určit, co se s determinantem stane,
když libovolný řádek vynásob́ıme č́ıslem −1.

Zvolme i ∈ {1, ..., n}. Necht’ PCE je matice, ke které jsme se dostali z PBE

aplikaćı upravených elementárńıch úprav.154

Změny i-tých souřadnic u všech vektor̊u na jejich (−1)-násobek lze doćılit
dvěma zp̊usoby:

1. všechny vektory báze C zobraźıme v souměrnosti dle nadroviny LO{e⃗1, ...,
e⃗i−1, e⃗i+1, ..., e⃗n},

2. změńıme vektor e⃗i na vektor v̊uči němu opačný.

O změně vektoru na vektor v̊uči němu opačný v ortonormálńı bázi již leccos
v́ıme, protože jsme se tomuto tématu věnovali v předchoźıch kapitolách.

Dle věty 2.9 vznikne z E touto výměnou taková báze, označme ji F , která je
s E nesouhlasná.

153Vycháźıme z nepř́ımé úměrnosti. Kolikrát má větš́ı objem kvádr, který určuj́ı vektory báze
E, resp. F , tolikrát menš́ı bude poměr objemů útvar̊u, které určuj́ı vektory báźı C a E, resp. báźı
C a F . Pokud označ́ıme D = VC

VE
= |det A1|, pak je |det A2| = VC

VF
= VC

1
c ·VE

= c ·D = c · |det A1|.
Dı́ky lémmatu 3.9 můžeme absolutńı hodnoty při porovnáváńı hodnot determinant̊u odstranit,
protože se znaménko nezměńı.
154Shrnuje je později definice 3.6.
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Dı́ky d̊usledku 3.2 plat́ı:

• Báze C a E jsou souhlasné právě tehdy, když jsou báze C a F nesouhlasné.

• Báze C a E jsou nesouhlasné právě tehdy, když jsou báze C a F souhlasné.

Jelikož |−1| = 1, absolutńı hodnota determinantu se dle lémmatu 3.10 touto
úpravou nezměńı.

Důsledek 3.11. Vynásobeńım libovolného řádku matice č́ıslem −1 vznikne ma-
tice, jej́ı̌z determinant se bude oproti determinantu matice p̊uvodńı lǐsit pouze
znaménkem.

Zvolme c ∈ R, c ̸= 0. Pak vynásobit i-tý řádek matice č́ıslem c je totéž jako
nejprve tento řádek vynásobit č́ıslem |c| a následovně č́ıslem −1 právě tehdy, když
c < 0.155 Spojeńım lémmatu 3.10 a d̊usledku 3.11 źıskáme d̊uležitou větu:

Věta 3.12. Vynásobeńım i-tého řádku čtvercové matice, i ∈ {1, ..., n}, č́ıslem
c ∈ R, c ̸= 0,156 se jej́ı determinant změńı na sv̊uj c-násobek, tj.:⃓⃓⃓⃓

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓
a1,1 a2,1 · · · an,1
...

...
. . .

...
a1,i a2,i · · · an,i
...

...
. . .

...
a1,n a2,n · · · an,n

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓ =

1

c
·

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓
a1,1 a2,1 · · · an,1
...

...
. . .

...
c · a1,i c · a2,i · · · c · an,i

...
...

. . .
...

a1,n a2,n · · · an,n

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓ .

3.1.3 Záměna dvou řádk̊u

Zvolme i, j ∈ {1, ..., n}, i ̸= j. Necht’ PCE je matice, ke které jsme se dostali
z PBE aplikaćı upravených elementárńıch úprav.157 Zaměňme v matici PCE i-tý
a j-tý řádek.

Záměny i-tých a j-tých souřadnic u všech vektor̊u lze doćılit dvěma zp̊usoby:

1. všechny vektory báze C zobraźıme v souměrnosti dle nadroviny určené n−2
vektory e⃗k, k ∈ {1, ..., n}, k ̸= i, k ̸= j a vektorem e⃗i + e⃗j,

2. zaměńıme vektory e⃗i a e⃗j v bázi E.

Opět si zvoĺıme druhý z uvedených pohled̊u.158 Dle poznámky 3.7 se záměnou
vektor̊u v E absolutńı hodnota determinantu nezměńı, jelikož vektory E i vektory
nově vzniklé báze, označme ji F , určuj́ı jednotkovou krychli.159

Zároveň však dle věty 2.4 patř́ı báze E a F do r̊uzných tř́ıd rozkladu indu-
kovaného ekvivalenćı

”
být souhlasná“ s t́ım, že tyto tř́ıdy jsou dle d̊usledku 3.2

právě dvě. Důsledkem je následuj́ıćı věta.

155Pro c > 0 jsme po prvńım násobeńı hotovi.
156Vynásobeńı č́ıslem 0 by vytvořilo nulový řádek, a tedy singulárńı matici. Determinant

singulárńı matice je roven 0, a tedy se také změnil na sv̊uj c-násobek. Tato úprava však pro nás
neńı zaj́ımavá, protože již nikdy nezjist́ıme determinant matice p̊uvodńı, jelikož nemůžeme
nulou vydělit tak, jako děĺıme u nenulových c.
157Shrnuje je později definice 3.6.
158S touto technikou jsme se již setkali v kapitole 2, když jsme z báze E3 vytvářeli bázi E4,

resp. z báze E6 bázi E7.
159Záměnou vektor̊u se ortonormalita zachová, a tedy i F je ortonormálńı.
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Věta 3.13. Záměnou i-tého a j-tého řádku čtvercové matice, i, j ∈ {1, ..., n},
i ̸= j, se znaménko jej́ıho determinantu změńı na opačné. Plat́ı:⃓⃓⃓⃓

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓

a1,1 a2,1 · · · an,1
...

...
. . .

...
a1,i a2,i · · · an,i
...

...
. . .

...
a1,j a2,j · · · an,j
...

...
. . .

...
a1,n a2,n · · · an,n

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
= −

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓

a1,1 a2,1 · · · an,1
...

...
. . .

...
a1,j a2,j · · · an,j
...

...
. . .

...
a1,i a2,i · · · an,i
...

...
. . .

...
a1,n a2,n · · · an,n

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
.

3.1.4 Přičteńı lineárńı kombinace ostatńıch řádk̊u

Zvolme i ∈ N. Necht’ PCE je matice, ke které jsme se dostali z PBE aplikaćı
upravených elementárńıch úprav.160 Přičtěme k i-tému řádku matice PBE nějakou
lineárńı kombinaci ostatńıch řádk̊u.

T́ım vlastně měńıme všechny i-té souřadnice vektor̊u báze C vzhledem k bá-
zi E. Podobně jako v předchoźıch př́ıpadech si můžeme vybrat mezi dvěma po-
hledy:

1. každý z vektor̊u báze C
”
natahujeme/zkracujeme“ ve směru e⃗i na základě

předem zvolené lineárńı kombinace ostatńıch souřadnic daného vektoru,

2. v bázi E přičteme k vektoru e⃗i předem zvolenou lineárńı kombinaci ostatńıch
vektor̊u této báze.

Znovu si vybereme druhý pohled. Označme nadrovinu

Wi = LO{e⃗1, ..., e⃗i−1, e⃗i+1, ..., e⃗n}

a zvolme v⃗ ∈ Wi.
161

Lineárńı množinu e⃗i +Wi můžeme geometricky interpretovat jako nadrovinu,
která je pouhým posunut́ım nadroviny Wi, a tedy jsou navzájem rovnoběžné.
Nav́ıc e⃗i ̸∈ Wi, jelikož E je báze,162 jejich pr̊unik je tedy prázdný.

Změnou vektoru e⃗i na vektor e⃗i+ v⃗163 se z jednotkové krychle, kterou určovaly
vektory báze E, stane speciálńı rovnoběžnostěn určený vektory nové báze, kterou
označ́ıme F .

Otázka 3.9. Jaký je objem n-dimenzionálńıho rovnoběžnostěnu určeného vektory
báze F?

Objem kvádru je součinem délek jeho hran, totéž plat́ı u krychle. Změnou e⃗i
na vektor e⃗i + v⃗ jsme jednu z těchto hran potenciálně prodloužili.164 Nav́ıc jsme
ale porušili kolmost, a proto nás nezaj́ımá samotná délka této nové hrany, ale
délka výšky celého rovnoběžnostěnu (Wi je rovina jeho podstavy).
160Shrnuje je později definice 3.6.
161Vektor v⃗ je lineárńı kombinaci vektor̊u e⃗1, ..., e⃗i−1, e⃗i+1, ..., e⃗n.
162Množina jej́ıch vektor̊u je lineárně nezávislá.
163Přič́ıtáme lineárńı kombinaci ostatńıch vektor̊u báze E.
164Pro v⃗ = o⃗ se tato délka nezměńı. Jistě jsme hranu nezkrátili, jelikož ze všech vektor̊u

nadroviny e⃗i +Wi má vektor e⃗i nejmenš́ı normu, protože je báze E ortonormálńı (po kolmici
je to nejkratš́ı – [Be], kapitola 26, strana 374, věta 26.23).
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Situaci ve 3D prostoru pro i = 3 znázorňuje obrázek:

Výška je k podstavě kolmá, a tedy, jak vid́ıme na obrázku, je jej́ı délka rovna
normě vektoru e⃗i. Objem tohoto rovnoběžnostěnu je tedy stejný jako objem
p̊uvodńı jednotkové krychle. Absolutńı hodnota determinantu se tak touto úpra-
vou nezměńı.

Otázka 3.10. Změńı se touto úpravou znaménko determinantu?

Uvažme pozorováńı 3.3. Zmiňovanou hranićı je nadrovina Wi, posledńım
165

vektorem je vektor e⃗i.

Lémma 3.14. Necht’ V je vektorový prostor dimenze n ∈ N nad R a L je jeho
poloprostor určený hranićı W a vektorem w⃗1 ∈ V . Jestlǐze w⃗2 ∈ V \ (W ∪ L),
tedy w⃗2 spolu s W určuje poloprostor, který je v̊uči L opačný, pak

w⃗2 − w⃗1 ̸∈ W.

Tvrzeńı lémmatu 3.14 je zřejmé z obrázku:

V naš́ı situaci je rozd́ıl w⃗2− w⃗1 z lémmatu 3.14 roven (e⃗i+ v⃗)− e⃗i = v⃗ ∈ Wi,
166

a tedy oba vektory e⃗i + v⃗ a e⃗i lež́ı ve stejném poloprostoru, což znamená, že jsou
báze E a F souhlasné. Znaménko determinantu se tedy touto úpravou nezměńı.

165Ve smyslu poznámky 3.1.
166Triviálně e⃗i + v⃗ ̸∈ Wi, e⃗i ̸∈ Wi
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Důsledek 3.15. Necht’ V je vektorový prostor dimenze n ∈ N nad R a dále
E = (e⃗1, ..., e⃗n) je jeho báze.167 Necht’ i ∈ {1, ..., n} a vektor

v⃗ ∈ LO{e⃗1, ..., e⃗i−1, e⃗i+1, ..., e⃗n}

je lineárńı kombinaćı všech vektor̊u báze E kromě vektoru e⃗i. Pak

F = (e⃗1, ..., e⃗i−1, e⃗i + v⃗, e⃗i+1, ..., e⃗n)

je také báźı prostoru V a nav́ıc jsou E a F navzájem souhlasné.

Věta 3.16. Přičteńım lineárńı kombinace ostatńıch řádk̊u k i-tému řádku čtver-
cové matice, i ∈ {1, ..., n}, se jej́ı determinant nezměńı.

Důsledek 3.17. Přičteńım c-násobku, c ∈ R, j-tého řádku čtvercové matice
k i-tému, i, j ∈ {1, ..., n}, i ̸= j,168 se jej́ı determinant nezměńı. Plat́ı:⃓⃓⃓⃓

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓
a1,1 a2,1 · · · an,1
...

...
. . .

...
a1,i a2,i · · · an,i
...

...
. . .

...
a1,n a2,n · · · an,n

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓ =

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓

a1,1 a2,1 · · · an,1
...

...
. . .

...
a1,i + c · a1,j a2,i + c · a2,j · · · an,i + c · an,j

...
...

. . .
...

a1,n a2,n · · · an,n

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓ .

3.1.5 Výpočet determinantu

Determinant čtvercové matice A vypoč́ıtáme tak, že pomoćı
”
upravené Gaussovy

eliminačńı metody“169 převedeme matici A na horńı trojúhelńıkovou matici H,
jej́ıž determinant je roven determinantu matice A. Dle d̊usledku 3.8 je pak det A
roven součinu prvk̊u na diagonále matice H.170

Definice 3.6. Necht’ A, H jsou čtvercové matice řádu n ∈ N a H je nav́ıc horńı
trojúhelńıková. Za elementárńı úpravy, které při výpočtu det A převodem A na H
m̊užeme použ́ıt, považujeme:171

1. záměnu libovolných dvou řádk̊u matice – determinant změńı znaménko (vě-
ta 3.13),

2. vynásobeńı libovolného řádku nenulovým reálným č́ıslem c – determinant se
změńı na sv̊uj c-násobek (věta 3.12),

3. přičteńı libovolné lineárńı kombinace ostatńıch řádk̊u k jednomu řádku – de-
terminant se nezměńı (věta 3.16).

167Předpoklad ortonormality zde neńı třeba.
168Pro i = j je tato úprava pro c ̸= −1 ekvivalentńı vynásobeńı i-tého dané matice č́ıslem

c+ 1. V takovém př́ıpadě by se ale determinant změnil podle věty 3.12.
169Použ́ıváme jakoby úpravy Gaussovy eliminačńı metody, ale poupravené tak, aby se hodnota

determinantu nezměnila.
170Determinant jednotkové matice je roven 1, protože tato matice je horńı trojúhelńıková,

dokonce diagonálńı, a na diagonále má samé 1.
171Zat́ım se omezujeme na řádkové úpravy. Ke sloupcovým úpravám se vrát́ıme časem, viz

věta 3.31.
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Poznámka 3.9. Speciálně přičteńı libovolného reálného násobku jednoho řádku
ke druhému je elementárńı úpravou – determinant se nezměńı (d̊usledek 3.17).

Definice 3.7. Necht’ H = (hi,j)n,n je horńı trojúhelńıková čtvercová matice nad R
řádu n ∈ N. Determinantem horńı trojúhelńıkové matice H mı́ńıme reálnou hod-
notu součinu:

det H =

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓
h1,1 h1,2 · · · h1,n

0 h2,2 · · · h2,n
...

...
. . .

...
0 0 · · · hn,n

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓ =

n∏︂
i=1

hi,i.

Pozorováńı 3.18. Použ́ıváńım pouze elementárńıch úprav z definice 3.6 uprav́ı-
me matici na horńı trojúhelńıkovou matici, jej́ı̌z determinant spoč́ıtáme dle defi-
nice 3.7. Tı́mto zp̊usobem je každé čtvercové matici jednoznačně přiřazena nějaká
reálná hodnota.

Definice 3.8. Necht’ A = (ai,j)n,n je čtvercová matice nad R řádu n ∈ N.
Hodnotu, o které mluv́ıme v pozorováńı 3.18, nazýváme determinant matice A.
Znač́ıme jej

det A = |A| =

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓
a1,1 a1,2 · · · a1,n
a2,1 a2,2 · · · a2,n
...

...
. . .

...
an,1 an,2 · · · an,n

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓ .

Důsledek 3.19. Mějme čtvercovou matici A. Pak plat́ı:

det A = 0 ⇐⇒ A je singulárńı ⇐⇒ A neńı matićı přechodu mezi dvěma

bázemi.

Vzpomeňme si nyńı, k čemu jsme vlastně determinanty chtěli. Zaj́ımalo nás,
jak v praxi poznat, zda dvě zadané báze jsou souhlasné, či nikoliv. Avšak zat́ım
jsme se zabývali pouze př́ıpady, kdy jsme porovnávali bázi obecnou s báźı orto-
normálńı. Extrahujme z poznámky 3.7 to nejd̊uležitěǰśı:

Poznámka 3.10. Necht’ B, E jsou bázemi téhož reálného vektorového prostoru
dimenze n ∈ N se standardńım skalárńım součinem s t́ım, že E je ještě nav́ıc
ortonormálńı. Pak:

det PBE > 0 ⇐⇒ báze B a E jsou souhlasné,
det PBE < 0 ⇐⇒ báze B a E jsou nesouhlasné.

Př́ıklad. Vypoč́ıtejte determinant matice A, je-li

A =

⎛⎝3 1 −6
1 7 1
0 −5 2

⎞⎠ .

Řešeńı:
Nejprve zaměńıme prvńı a druhý řádek (přidáme mı́nus). Dále přičteme (−3)-ná-
sobek prvńıho řádku ke druhému. Pak např́ıklad vynásob́ıme třet́ı řádek č́ıslem 4
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(vše vynásob́ıme 1
4
-krát). Přičteńım (−1)-násobku druhého řádku ke třet́ımu źıská-

váme horńı trojúhelńıkovou matici, a tedy stač́ı źıskané č́ıslo −1
4
vynásobit jej́ımi

diagonálńı prvky:

det A =

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓3 1 −6
1 7 1
0 −5 2

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓ = −

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓1 7 1
3 1 −6
0 −5 2

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓ = −

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓1 7 1
0 −20 −9
0 −5 2

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓ =

= −1

4
·

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓1 7 1
0 −20 −9
0 −20 8

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓ = −1

4
·

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓1 7 1
0 −20 −9
0 0 17

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓ =

= −1

4
· 1 · (−20) · 17 = 5 · 17 = 85.

Necht’ E je kanonická báze a B je taková báze, že A = PBE. Pak:

B =
(︁
(3, 1, 0)T , (1, 7,−5)T , (−6, 1, 2)T

)︁
, E =

(︁
(1, 0, 0)T , (0, 1, 0)T , (0, 0, 1)T

)︁
.

Jelikož det A = 85 > 0, jsou dle poznámky 3.10 báze B a E navzájem souhlasné.

Poznámka 3.11. V předchoźım př́ıkladu je horńı trojúhelńıkovou matićı H z
pozorováńı 3.18 matice

H =

⎛⎝1 7 1
0 −20 −9
0 0 17

⎞⎠
a det A je dle definice 3.8 roven (−1

4
)-násobku jej́ıho determinantu.

Rádi bychom pozorováńı z poznámky 3.10 ještě rozš́ı̌rili, a to na dvojice obecných
báźı.

3.2 Determinant obecné matice přechodu

Definice 3.9. Necht’ V je reálný vektorový prostor dimenze n ∈ N. Mějme dvě
jeho báze B = (u⃗1, ..., u⃗n) a C = (v⃗1, ..., v⃗n). Matićı přechodu od báze B k bázi C
rozumı́me čtvercovou matici, jej́ı̌z sloupce obsahuj́ı souřadnice vektor̊u báze B
vzhledem k bázi C:

PBC =
(︁
[u⃗1]C [u⃗2]C · · · [u⃗n]C

)︁
.

Souřadnice vektoru u⃗i vzhledem k bázi C, i ∈ {1, ..., n}, znač́ıme

[u⃗i]C = (ui,1, ..., ui,n)
T .

Poznámka 3.12. Souřadnice vektoru u⃗i vzhledem k bázi C, i ∈ {1, ..., n}, jsou
koeficienty lineárńı kombinace:

u⃗i =
n∑︂

j=1

ui,j · v⃗j.
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Poznámka 3.13. Necht’ B, C jsou báze vektorového prostoru V , PBC je matice
přechodu od B k C. Pak172

∀u⃗ ∈ V : [u⃗]C = PBC · [u⃗]B.

Vynásobme zleva obě strany rovnosti z poznámky matićı P−1
BC a strany zaměňme.

Objev́ıme matici přechodu od C k B.

Důsledek 3.20. Necht’ B, C jsou báze vektorového prostoru V , PBC je matice
přechodu od B k C. Pak je tato matice regulárńı a matice k ńı inverzńı je matićı
přechodu od C k B, tedy

PCB = P−1
BC .

Skládáńım173 dospějeme k daľśımu d̊usledku:

Důsledek 3.21. Necht’ B, C jsou báze vektorového prostoru V , PBC je matice
přechodu od B k C a K je kanonická báze prostoru V . Pak:

PBC = PKC · PBK = P−1
CK · PBK .

Poznámka 3.14. Necht’ B = (u⃗1, ..., u⃗n) je báze vektorového prostoru V a K je
jeho kanonická báze. Necht’ u⃗i = (ui,1, ..., ui,n)

T , i ∈ {1, ..., n}, jsou souřadnice
vektor̊u báze B.174 Pak

PBK =

⎛⎜⎜⎜⎝
u1,1 u2,1 · · · un,1

u1,2 u2,2 · · · un,2
...

...
. . .

...
u1,n u2,n · · · un,n

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

tedy matice přechodu od báze B ke kanonické bázi K je matićı, jež obsahuje
ve sloupćıch souřadnice odpov́ıdaj́ıćıch vektor̊u báze B.

Téma matice přechodu najdeme také v knize [Be], kapitola 11 – zač́ıná na stra-
ně 127 definićı 11.6.

O determinantech matic PBK , resp. PCK již v́ıme, že jejich znaménka rozhoduj́ı
o souhlasnosti, či nesouhlasnosti báźı B, resp. C a K, jelikož K je ortonormálńı.
Nemáme však PCK , ale P−1

CK .

Otázka 3.11. Jak záviśı znaménko determinantu matice PBC na znaménkách
determinant̊u matic PBK a PKC?

Využijeme větu o násobeńı determinant̊u175:

Věta 3.22. Necht’ A,B jsou čtvercové matice n-tého řádu, n ∈ N, nad R. Pak

det (A ·B) = det A · det B.

172[Be], kapitola 11, strana 127, tvrzeńı 11.7.
173Nejprve přejdeme od báze B k bázi kanonickéK a od ńı teprve přejdeme k bázi C. Skládáme

zprava doleva.
174Pokud neńı uvedeno, vzhledem ke které bázi souřadnice mı́ńıme, jedná se o souřadnice

vzhledem ke kanonické bázi K.
175[Be], kapitola 14, strana 175, věta 14.14.

64



Jelikož determinant jednotkové matice, označme ji In, kde n ∈ N je jej́ı řád,
je roven 1 a složeńı každé regulárńı matice A s matićı A−1 k ńı inverzńı je matice
jednotková, dostáváme aplikaćı věty 3.22:

1 = det In = det (A · A−1) = det A · det A−1.

Důsledek 3.23. Necht’ A je čtvercové matice n-tého řádu, n ∈ N, nad R, která
je nav́ıc regulárńı. Pak

det A−1 =
1

det A
.

Nyńı jsme připraveni odpovědět na otázku 3.11:

det PBC = det (P−1
CK · PBK)

= det P−1
CK · det PBK

=
det PBK

det PCK

.

Předpokládejme, že B a C jsou nesouhlasné. Pak nastane jeden z těchto př́ıpad̊u:

1. B a K jsou souhlasné, C a K jsou nesouhlasné,

2. B a K jsou nesouhlasné, C a K jsou souhlasné.

V obou př́ıpadech však plat́ı, že právě jeden z determinant̊u matic přechodu PBK ,
PCK je záporný, a tedy je pod́ıl těchto determinant̊u taktéž záporný.176

Nyńı předpokládejme, že B a C jsou souhlasné. Pak nastane jeden z př́ıpad̊u:

1. B a K jsou souhlasné, C a K jsou také souhlasné,

2. B a K jsou nesouhlasné, C a K jsou také nesouhlasné.

Tentokrát jsou oba determinanty bud’ kladné, nebo oba záporné. To ale znamená,
že jejich pod́ıl je v obou př́ıpadech kladný.

Vše funguje tak, jak jsme si přáli. Determinant matice přechodu od B k C je
skutečně kladný právě tehdy, když jsou báze B, C souhlasné, a záporný právě
tehdy, když jsou nesouhlasné. Tento poznatek je natolik d̊uležitý, že si zaslouž́ı
vlastńı větu.

Věta 3.24. Necht’ B, C jsou báze reálného vektorového prostoru dimenze n ∈ N.
Pak plat́ı:

• Báze B, C jsou souhlasné ⇐⇒ det PBC > 0.

• Báze B, C jsou nesouhlasné ⇐⇒ det PBC < 0.

Všimněme si, že věta 3.24 relaci souhlasnosti na množině všech báźı daného
prostoru zcela charakterizuje.177 Zároveň se jedná o ekvivalenci, která indukuje
rozklad na právě dvě tř́ıdy. To znamená, že tato formulace souhlasnosti nám nejen
zajist́ı všechny vlastnosti, které od této relace očekáváme, ale zároveň se jedná
o pěkný a stručný zp̊usob, jak vyjádřit souhlasnost dvou báźı pomoćı prostředk̊u
lineárńı algebry.
176Obě matice jsou maticemi přechodu, a tedy jsou regulárńı. Dle d̊usledku 3.19 jsou oba

determinanty nenulové.
177Pro žádné dvě báze neńı determinant matice přechodu od jedné ke druhé roven 0, viz

d̊usledek 3.19.
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Vzpomeňme si, jak jsme na relaci souhlasnosti v této práci nahĺıželi:

1. Začali jsme konkrétńımi př́ıklady v 1D, 2D a 3D prostoru (śıra na jednu
vs. na druhou stranu, směr šipky mezi ručičkami, pravá vs. levá bota),
na kterých jsme provedli r̊uzná pozorováńı.

2. Poté jsme se omezili na báze ortonormálńı (stejná velikost vektor̊u, stejné
velikosti úhl̊u mezi nimi) a souhlasnost dvou báźı jsme vńımali jako možnost
otočeńı jedné báze tak, aby se shodovala s druhou.

3. Dále jsme se začali soustředit na poloprostory178 s t́ım, že souhlasnost dvou
báźı jsme posuzovali podle n podmı́nek, viz poznámka 1.7, které jsme odvo-
dili intuitivńım rozš́ı̌reńım naš́ı předchoźı představy o souhlasnosti do pro-
stor̊u dimenze 4 a vyšš́ı.179

4. Pak jsme si všimli souvislosti předchoźıho kritéria o poloprostorech s objemy
n-rozměrných rovnoběžnostěn̊u s t́ım, že jsme odstranili u jistého součinu
absolutńı hodnotu, protože nás zaj́ımalo předevš́ım znaménko určuj́ıćı je-
den, nebo druhý poloprostor, a přidali relativitu a obecnost – mı́sto objemu
jsme se začali soustředit na determinant, kde jsme prozkoumali závislosti
změn jeho hodnoty na změnách vektor̊u jedné z báźı.

5. Konečně jsme d́ıky těmto zkoumáńım mohli determinant na základě metody
jeho výpočtu definovat, a tedy celý koncept souhlasnosti dvou báźı vyjádřit
prostředky lineárńı algebry. Stačilo jej už jenom trochu zobecnit180 a źıskali
jsme krásnou charakterizaci souhlasnosti z věty 3.24.

Tento postup je velmi zdlouhavý a poměrně myšlenkově náročný. Proto by-
chom si mohli situaci zjednodušit a rozhodnout se větu 3.24 od začátku považovat
za definici relace souhlasnosti na množině všech báźı daného vektorového pro-
storu, č́ımž bychom ihned odpověděli na otázku 1.1:

Definice 3.10. Necht’ B, C jsou báze reálného vektorového prostoru dimenze
n ∈ N. Potom ř́ıkáme, že

• báze B, C jsou souhlasné ⇐⇒ det PBC > 0,

• báze B, C jsou nesouhlasné ⇐⇒ det PBC < 0.

Zřejmé výhody takového rozhodnut́ı jsou stručnost a jednoduchost výkladu,
ale také vyhnut́ı se komplikaćım, které nastaly, když jsme využ́ıvali naši intu-
ici: Často jsme potřebovali mluvit o kolmosti či objemech; na to jsme ovšem

178Otočeńı jedné báze na druhou již nestačilo, protože vektory mohly mı́t r̊uzné velikosti
a sv́ırat úhly r̊uzných velikost́ı.
179Každá báze po volbě pořad́ı vektor̊u, ve kterém je chceme chápat jako prvńı, druhý, atd.,

viz poznámka 3.1, jednoznačně určuje poloprostor tak, že jeho hranice je generována prvńımi
n− 1 zvolenými vektory a spolu s touto hranićı ho nav́ıc určuje posledńı vektor této báze.
180Nejprve jsme se věnovali výhradně determinantu matic PBE , kde E byla ortonormálńı báze.

To mělo dva d̊uvody: prvńım byla souvislost s objemem, a tedy snazš́ı představitelnost a opora
v intuici, druhým byla naše pozorováńı z kapitoly 2, které se nám při odvozováńı elementárńıch
úprav pro výpočet determinantu náramně hodila. Jakmile jsme však determinant definovali,
podmı́nka ortonormality byla zbytečným omezeńım, a proto jsme se mı́sto E začali soustředit
na obecnou bázi C.
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potřebovali skalárńı součin, který obecně ve vektorovém prostoru nemuśı být de-
finován, a tedy jsme nepostupovali z matematického hlediska úplně korektně.

Zač́ıt výklad takovou definićı má však i jednu velmi významnou nevýhodu:
Samotná pointa této definice nebude pravděpodobně zřejmá, tud́ıž se nám o relaci
souhlasnosti dvou báźı, natož o orientaci vektorového prostoru nemuśı vytvořit
žádná názorná představa. T́ım můžeme spadnout do situace, kdy celému konceptu
budeme rozumět pouze formálně bez jakýchkoliv souvislost́ı.

V matematické literatuře se postup, kdy téma orientace prostoru začneme
definićı 3.10, hojně využ́ıvá.181 Někdy je nav́ıc doplněn několika odstavci, které
popisuj́ı, co si vlastně pod t́ım vš́ım máme představit, ale z principu se i tak ztrat́ı
velké množstv́ı d̊uležitých myšlenek, které za touto definićı stoj́ı. Jako př́ıklad
uved’me např́ıklad knihu [Se], podkapitola 1.13, strana 101, definice 1.13.2. – celé
orientaci afinńıho prostoru jsou věnovány necelé 3 strany formátu B5.

Jelikož se nám konečně podařilo relaci souhlasnosti na množině všech báźıch
vektorového prostoru matematicky formalizovat, dospěli jsme téměř do námi
vytyčeného ćıle – už zbývá jenom definovat samotnou orientaci vektorového pro-
storu. Udělejme ale ještě jeden krok nav́ıc a zobecněme nejprve všechna pozo-
rováńı z kapitoly 2 (výměna vektoru za opačný, záměna vektor̊u, permutace vek-
tor̊u), která se vztahovala jenom na ortonormálńı báze, pro báze obecné.

3.3 Ortonormalizace

Ćıl: Ukázat, že všechna pozorováńı z kapitoly 2 plat́ı i pro obecnou bázi, ne pouze
pro bázi ortonormálńı.182

Myšlenka: Z obecné báze B vytvoř́ıme pomoćı Gramovy-Schmidtovy ortogonali-
zace183 ortonormálńı bázi E takovou, že B a E budou navzájem souhlasné.184

Věta 3.25. Necht’ V je vektorový prostor dimenze n ∈ N nad R se standardńım
skalárńım součinem185 a B = (w⃗1, ..., w⃗n) je jeho báze. Necht’

v⃗1 = w⃗1,

v⃗2 = w⃗2 − (w⃗2 · u⃗1)u⃗1,

v⃗3 = w⃗3 − (w⃗3 · u⃗1)u⃗1 − (w⃗3 · u⃗2)u⃗2,

· · · ,
v⃗n = w⃗n − (w⃗n · u⃗1)u⃗1 − · · · − (w⃗n · u⃗n−1)u⃗n−1,

181Dle mého názoru se tak děje proto, že téma orientace je považováno za okrajové. Jelikož je
samotné odvozeńı myšlenkově velmi bohaté, ale kv̊uli tomu také dlouhé a bohužel matematicky
špatně uchopitelné, je přeskakováno s t́ım, že se autoři raději soustřed́ı podrobněji na jiná
témata.
182Relaci

”
být souhlasná“ uvažujeme však na množině všech báźı, tedy v rozš́ı̌reném smyslu

z kapitoly 3, který shrnuje věta 3.24.
183Najdeme ji např́ıklad v knize [Be], kapitola 26, strany 376 a 377, věta 26.27, avšak my ji

ještě trochu uprav́ıme, aby výsledná báze nebyla jenom ortogonálńı, ale ortonormálńı.
184Báze E bude splňovat vzhledem k B podmı́nky souhlasnosti, které jsme uvedli jak

v poznámce 1.7, tak na samém začátku podkapitoly 2 s názvem Matematický pohled. V kapi-
tole 2 tuto bázi označujeme E1.
185Bez něho nemůžeme o kolmosti v̊ubec mluvit. Budeme ho značit x⃗ · y⃗.
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s t́ım, že

∀i ∈ {1, ..., n} : u⃗i =
v⃗i

∥v⃗i∥
.

To znamená, že vektory u⃗i vzniknou znormováńım186 vektor̊u v⃗i, i ∈ {1, ..., n}.
Pak je E = (u⃗1, ..., u⃗n) ortonormálńı báźı prostoru V .

Otázka 3.12. Jsou báze B a E z věty 3.25 vždy souhlasné?

Nejprve poznamenejme, že dle lémmatu 3.9 vznikne znormováńım libovolného
množstv́ı vektor̊u jakékoliv báze taková báze, která je s báźı p̊uvodńı souhlasná,
jelikož norma nenulového vektoru, a tedy i jej́ı převrácená hodnota, je kladné
č́ıslo.

Použijeme d̊usledek 3.15 na bázi B = (w⃗1, ..., w⃗n) z věty 3.25. Označme

∀i ∈ {1, ..., n} : Bi = (v⃗1, ..., v⃗i, w⃗i+1, ..., w⃗n),

a tedy Bn = (v⃗1, ..., v⃗n) je ortogonálńı báze prostoru V , která je souhlasná s bá-
źı E.187

Pozorováńı 3.26. ∀i ∈ {1, ..., n − 1} vznikne báze Bi+1 z báze Bi přičteńım
lineárńı kombinace vektor̊u v⃗1, ..., v⃗i

188 k vektoru w⃗i+1. Nav́ıc B1 = B, protože
v⃗1 = w⃗1.

Triviálně jsou B a B1 souhlasné. Jelikož pro ∀i ∈ {1, ..., n − 1} jsou vektory
v⃗1, ..., v⃗i, w⃗i+1 vektory báze Bi, dle d̊usledku 3.15 a předchoźı poznámky plat́ı:

∀i ∈ {1, ..., n− 1} : báze Bi a Bi+1 jsou navzájem souhlasné.

Indukćı tak dostáváme, že báze B = B1, B2, ..., Bn jsou navzájem souhlasné.
Protože je nav́ıc Bn souhlasná s E, ukázali jsme, že báze B a E patř́ı do stejné
tř́ıdy rozkladu množiny všech báźı prostoru V indukovaného ekvivalenćı

”
být

souhlasná“.

Věta 3.27. Necht’ V je vektorový prostor dimenze n ∈ N nad R se standardńım
skalárńım součinem a B je nějaká jeho báze. At’ E je ortonormálńı báze, která
vznikne z B Gramovým-Schmidtovým ortogonalizačńım procesem popsaným ve vě-
tě 3.25. Pak jsou B a E navzájem souhlasné.

Poznámka 3.15. Báze E a B z věty 3.27 splňuj́ı všechny podmı́nky z poznám-
ky 1.7.

Na základě těchto podmı́nek jsme v kapitole 2 definovali k bázi B
”
pěknou“

ortonormálńı bázi E1. Nyńı vyšlo najevo, že v praxi bychom E1 z B vytvořili výše

186Pro každý nenulový vektor v⃗ ∈ V plat́ı, že vyděĺıme-li ho jeho normou ∥v⃗∥, źıskáme vektor
jednotkový.
187Normovali jsme sice postupně, ale klidně jsme mohli postupem popsaným v [Be], kapitola 26,

strany 376 a 377, věta 26.27, vytvořit nejprve bázi Bn a teprve tu znormovat. Źıskali bychom
tutéž bázi E.
188Skalárńı součiny ve větě 3.25 jsou reálná č́ısla, každý vektor v⃗i je kladným násobkem vek-

toru u⃗i.
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popsaným Gramovým-Schmidtovým ortogonalizačńım procesem (včetně normo-
váńı).189

Dı́ky tomu je možné zobecnit věty 2.4, 2.5, 2.9, 2.11 a 2.25 z kapitoly 2 na mno-
žinu všech báźı (neńı třeba se omezovat na báze ortonormálńı).190

Poznámka 3.16. V kapitole 2 jsme sice všechny zmiňované věty odvodili ve vek-
torovém prostoru se skalárńım součinem, ale d́ıky determinantu skalárńı součin
vlastně nepotřebujeme. Vynecháme ho proto z předpoklad̊u následuj́ıćıch vět.

Věta 3.28. Mějme vektorový prostor nad R dimenze n ∈ N, a nějakou jeho bázi.
Pak

• záměnou libovolných dvou vektor̊u v této bázi vytvoř́ıme bázi, která je s p̊u-
vodńı nesouhlasná (pro n ≥ 2),

• provedeńım dvou záměn libovolných dvojic vektor̊u v této bázi vytvoř́ıme
takovou bázi, která je s p̊uvodńı souhlasná (pro n ≥ 2),

• výměnou libovolného jednoho vektoru této báze za opačný vytvoř́ıme bázi,
která je s p̊uvodńı nesouhlasná.

Věta 3.29. Necht’ n ∈ N a k ∈ {1, ..., n}. Mějme vektorový prostor dimenze n+1
nad R a jeho podprostor W dimenze k. Pak záměnou dvou vektor̊u v libovolné bázi
podprostoru W vytvoř́ıme bázi, která je s p̊uvodńı báźı souhlasná.

Věta 3.30. Mějme vektorový prostor nad R dimenze n ∈ N a nějakou jeho bázi B.
Pak

• aplikaćı sudé permutace na vektory báze B vytvoř́ıme bázi souhlasnou s B,

• aplikaćı liché permutace na vektory báze B vytvoř́ıme bázi nesouhlasnou
s B.

Vzpomeňme na to, že při výpočtu determinantu matice přechodu A = PBK ,
kde K je kanonická báze, jsme dř́ıve povolili pouze řádkové úpravy (definice 3.6).

Otázka 3.13. Jak interpretovat při výpočtu determinantu matice A sloupcové
úpravy?

Jelikož jsou ve sloupćıch př́ımo souřadnice vektor̊u báze B (vzhledem ke ka-
nonické bázi), odpov́ıdá aplikace nějaké sloupcové úpravy téže úpravě, ale apliko-
vané na vektory báze B. Podobně jako pro úpravy řádkové (věty 3.12, 3.13, 3.16
a 3.17), kde jsme však využ́ıvali věty pro ortonormálńı báze ze druhé kapitoly,
bychom s využit́ım zobecněných verźı těchto vět, které uvád́ıme výše, odvodili
následuj́ıćı větu 3.31.

189Ve větě 3.25 akorát mı́sto E1 ř́ıkáme E.
190Z obecné báze B vytvoř́ıme pomoćı věty 3.25 ortonormálńı bázi E. Danou úpravu, např́ıklad

záměnu i-tého a j-tého vektoru, pak provedeme zvlášt’ v B (źıskáme bázi C) a zvlášt’ v E
(źıskáme ortonormálńı bázi F ). Aplikaćı věty 3.25 na bázi C neźıskáme nutně bázi F . Je však
možné ukázat, že determinant matice přechodu PCF je kladný, a tedy jsou C a F navzájem
souhlasné. Provedeńı dané úpravy v B je tedy z pohledu souhlasnosti ekvivalentńı s provedeńım
této úpravy v E.
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Věta 3.31. Necht’ A je reálná čtvercová matice řádu n ∈ N, i, j ∈ {1, ..., n},
i ̸= j. Pak:

• Vynásobeńım i-tého sloupce matice A č́ıslem c ∈ R, c ̸= 0, se jej́ı determi-
nant změńı na sv̊uj c-násobek.

• Záměnou i-tého a j-tého sloupce matice A se znaménko jej́ıho determinantu
změńı na opačné.

• Přičteńım lineárńı kombinace ostatńıch sloupc̊u k i-tému sloupci matice A
se jej́ı determinant nezměńı.

• Speciálně přičteńım c-násobku, c ∈ R, j-tého sloupce matice A ke sloupci
i-tému, i ̸= j, se jej́ı determinant nezměńı.

Tyto úpravy spolu s úpravami z definice 3.6 považujeme při výpočtu de-
terminantu za elementárńı.191 Jelikož se aplikaćı pouze řádkových, resp. pouze
sloupcových úprav dostaneme vždy ke stejnému výsledku, nic se nestane, pokud
v matici zaměńıme řádky a sloupce.192

Důsledek 3.32. Necht’ A je reálná čtvercová matice řádu n ∈ N a AT je matice
k ńı transponovaná. Pak

det AT = det A.

O ekvivalenci
”
být souhlasná“ a jej́ı souvislosti s determinanty jsme se již

mnoho dozvěděli. Dosud jsme však neodpověděli na otázku, co vlastně máme
na mysli orientaćı vektorového prostoru. Té jsme se od začátku kapitoly 2, kde
jsme tuto otázku položili, úmyslně vyhýbali.

Důvod: Kĺıč k pochopeńı orientace vektorového prostoru je porozuměńı relaci

”
být souhlasná“ na množině všech báźı tohoto prostoru.

Postupnými poznatky jsme si tak vydláždili cestu až k samotné orientaci,
kterou definujeme v př́ı̌st́ı kapitole.

191Mohli bychom tedy napsat novou definici, ale dělat to už nebudeme.
192Záměně řádk̊u a sloupc̊u matice se ř́ıká transpozice. Kromě názvu nemá však nic společného

s transpozićı ze světa permutaćı.
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4. Orientace vektorového
prostoru a souvislosti

Provedeme d̊uležitý krok: mı́sto pouhého posuzováńı souhlasnosti, resp. nesou-
hlasnosti dvou báźı, začneme nyńı odlǐsovat báze kladné a báze záporné. Všechny
báze souhlasné s nějakou kladnou báźı budou také kladné, všechny báze souhlasné
s nějakou zápornou báźı budou zase záporné.

Otázka 4.1. Co už v́ıme o ekvivalenci
”
být souhlasná“ na množině všech báźı

daného prostoru?

Vı́me, že tato ekvivalence indukuje rozklad na právě 2 tř́ıdy.193 Také umı́me
o libovolných dvou báźıch B a C rozhodnout, zda jsou souhlasné, nebo nesou-
hlasné, na základě znaménka determinantu jejich matice přechodu (věta 3.24).

Otázka 4.2. Známe nějakou kladnou bázi? Známe nějakou zápornou bázi?

Dosud jsme nezvolili, která ze zmiňovaných dvou tř́ıd rozkladu bude obsahovat
báze kladné, a která záporné. Právě volbou nějaké báze za kladnou, resp. za zá-
pornou rozumı́me orientaci daného prostoru.

Vzpomeňme si, jakým zp̊usobem zadáváme souřadnice vektor̊u: Bud’ př́ımo
řekneme, o souřadnice vzhledem ke které bázi se jedná, anebo se o žádné bázi
nezmı́ńıme, č́ımž mlčky mı́ńıme, že se jedná o souřadnice vzhledem k bázi kano-
nické.

Definice 4.1. Necht’ V je vektorový prostor dimenze n ∈ N nad R. Pak ori-
entaćı vektorového prostoru V rozumı́me volbu jedné konkrétńı báze prostoru V
za kladnou. Prostor, ve kterém jǐz tato volba byla provedena, nazýváme oriento-
vaný vektorový prostor.194

Volbou této jedné báze jednoznačně urč́ıme, která ze dvou tř́ıd rozkladu
množiny všech báźı tohoto prostoru, jenž je indukován ekvivalenćı

”
být sou-

hlasná“ ve smyslu věty 3.24, obsahuje báze kladné a která záporné.

Poznámka 4.1. Fakt, že dvě báze jsou souhlasné, resp. nesouhlasné, se často
nepřesně vyjadřuje spojeńım, že obě báze maj́ı stejnou, resp. r̊uznou

”
orientaci“.

Tato formulace je však zaváděj́ıćı, protože naznačuje, že orientace je vlastnost
báze, a nikoliv celého prostoru, což neńı pravda.

Pozor: Mezi orientaćı prostoru a relaćı
”
být souhlasná“ na množině všech jeho

báźı je potřeba rozlǐsovat.195

Poznámka 4.2. Často voĺıme tak, že si vybereme kanonickou bázi, a tu pak
prohláśıme za kladnou. Má to jistý d̊uvod, jak ukážeme ńı̌ze, avšak neńı to povinné
(klidně m̊užeme kanonickou bázi zvolit za zápornou).
193Pokud máme k dispozici dimenzi nav́ıc, pak je tř́ıda pouze jedna, a tedy orientaci takového

prostoru nemá smysl uvažovat.
194Jinými slovy můžeme ř́ıct, že orientovaný vektorový prostor je takový vektorový prostor,

ve kterém je dána orientace. Tuto formulaci můžeme naj́ıt např́ıklad v [Se], podkapitola 1.13,
strana 102, definice 1.13.3.
195Dvě báze mohou být souhlasné i v neorientovaném vektorovém prostoru. Nemůžeme tam

však o nich ř́ıct, zda jsou kladné, či záporné, jelikož jsme zat́ım žádnou bázi za kladnou nezvolili.
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Otázka 4.3. V čem je kanonická báze
”
speciálńı“?

Dokud si ji nezvoĺıme, tak vlastně v̊ubec v ničem.196 Každá báze může být
zvolena za kanonickou.197 Jakmile si však kanonickou bázi zvoĺıme a začneme
zapisovat souřadnice vektor̊u vzhledem k ńı, ihned jednu výjimečnost objev́ıme;
mluvili jsme o ńı již dř́ıve v poznámce 3.14: Pokud po řadě zaṕı̌seme souřadnice
vektor̊u nějaké báze B do sloupc̊u čtvercové matice, źıskáme matici přechodu
od báze B k bázi kanonické.

Taková matice vypadá pro danou bázi velmi výjimečně – jakoby se jednalo
o nějaký

”
maticový zápis“ samotné báze B.198 Pokud jsme zat́ım žádnou bázi

za kladnou nezvolili, nemůžeme ř́ıct, zda je B kladná, či záporná. Avšak deter-
minant popisované matice je dle věty 3.24 kladný právě tehdy, když je báze B
s báźı kanonickou souhlasná, jinak je záporný.

Dává proto dobrý smysl zvolit právě kanonickou bázi za kladnou. Pro všech-
ny kladné báze pak plat́ı, že jejich čtvercové matice, které vzniknou vypsáńım
souřadnic jejich jednotlivých vektor̊u do sloupc̊u, maj́ı kladný determinant.199

Všimněme si však, že báze kanonická neńı nějak pevně určena – muśıme si
ji nejprve zvolit. Jej́ı volba je tedy

”
zcela otevřená“ stejně tak jako samotná

orientace vektorového prostoru, pro kterou máme, jak jsme v této práci ukázali,
dvě r̊uzné možnosti.

Např́ıklad ve 3D prostoru odlǐsujeme tzv. pravotočivý a levotočivý systém
dle volby kanonické báze. Představ́ıme-li si, že na naš́ı ruce odpov́ıdá palec vektoru
e⃗1, ukazovák vektoru e⃗2 a prostředńık vektoru e⃗3, pak můžeme pravotočivý systém
modelovat prsty pravé ruky a levotočivý systém zase prsty ruky levé. V praxi
se setkáváme s oběma možnostmi, konkrétně např́ıklad v grafických softwarech
specializovaných na 3D grafiku.200

Na obrázku vid́ıme často použ́ıvané kanonické báze obou zmiňovaných systémů:

196Zvlášt’, pokud nemáme v prostoru skalárńı součin, neexistuje žádná
”
přirozená volba“.

197Pokud jsme v prostoru se skalárńım součinem, často si pod ńı představujeme nějakou bázi
ortonormálńı. Důležité je ř́ıct, že to neńı podmı́nkou a za kanonickou si klidně můžeme např́ıklad
ve dvojrozměrném prostoru zvolit bázi, jej́ıž vektory sv́ıraj́ı úhel o velikosti 15◦ s t́ım, že nav́ıc
jeden má třikrát větš́ı normu než druhý. Vektory takové báze budou mı́t vzhledem k této bázi
stále souřadnice (1, 0)T , (0, 1)T .
198Souřadnice vektor̊u báze B vlastně jenom přeṕı̌seme do sloupc̊u.
199Všechny kladné báze jsou navzájem souhlasné, a tedy jsou souhlasné také s báźı kanonickou,

kterou jsme za kladnou zvolili.
200Pravotočivý systém už́ıvá např́ıklad OpenGL, levotočivý např́ıklad Direct3D. Pokud v obou

př́ıpadech zvoĺıme za kladnou bázi kanonickou, budou mı́t oba systémy přesně opačnou orientaci,
tj. kladná báze v pravotočivém systému by byla záporná v systému levotočivém a naopak.
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Uved’me alespoň výčtem r̊uzné zaj́ımavé souvislosti s orientaćı vektorového pro-
storu:

• Permutace, konkrétně jejich znaménko: viděli jsme v kapitole 2.

• Determinant : viděli jsme v kapitole 3.

• Orientace afinńıho prostoru: definujeme ji jako orientaci jeho zaměřeńı.201

• Shodnosti př́ımé (otočeńı, posunut́ı) a nepř́ımé (souměrnost podle nadro-
viny): stač́ı udělat úkrok z lineárńı algebry do geometrie.202

• Konformńı (inverze203) a antikonformńı204 (kruhová inverze) zobrazeńı: jed-
ná se o zobrazeńı, která zachovávaj́ı velikosti úhl̊u; konformńı nav́ıc vytvář́ı
objekty s p̊uvodńımi v našem smyslu souhlasné, antikonformńı zase nesou-
hlasné.205

• Směr otáčeńı kladný (proti směru hodinových ručiček) a záporný (po směru
hodinových ručiček): rovinu orientujeme tak, že za kladnou zvoĺıme kartéz-
skou bázi – použ́ıvá se na středńı škole.

• Möbiova páska: jedná se o plochu, která má pouze jednu stranu a je nav́ıc
neorientovatelná (pozorujeme-li 2D objekt, jak procháźı po pásce, viděli
bychom, že se po každé jedné obch̊uzce celé pásky vraćı na jeho počátečńı
pozici, avšak jako zrcadlový obraz sám sebe oproti minulé obch̊uzce).206

• Chiralita: např́ıklad u molekul kyseliny askorbové rozlǐsujeme dle jejich pro-
storového uspořádáńı mezi čtyřmi stereoizomery (L-askorbovou, D-askorbo-
vou, L-isoaskorbovou a D-isoaskorovou), z nich však pouze kyselina L-askor-
bová vykazuje aktivitu vitamı́nu C.207

201Zaměřeńı každého afinńıho prostoru je vektorový prostor.
202Aplikaćı nepř́ımé shodnosti ve 3D prostoru vytvoř́ıme z boty pravé botu levou, avšak sa-

motným otočeńım ani posunut́ım ji na levou botu nezměńıme.
203Ve smyslu Möbiových transformaćı např́ıklad v inverzivńı geometrii, anglicky inversive geo-

metry, přǐrazuje inverze libovolnému nenulovému komplexńımu č́ıslu z ∈ C, z ̸= 0, č́ıslo 1
z , nule

nekonečno a nekonečnu nulu.
204Někdy se nazývá konformńı zobrazeńı druhého druhu.
205Opět se můžeme vrátit k př́ıkladu hodin z podkapitoly 1.2. Předpokládejme, že daná inverze,

resp. kruhová inverze nám z ciferńıku vytvoř́ı opět ciferńık (ne př́ımku), pak se směr šipky mezi
ručičkami po zobrazeńı inverźı nezměńı, ale po zobrazeńı kruhovou inverźı se změńı na opačný.
206Pozorujeme př́ımý d̊usledek toho, co se stane, když máme o dimenzi v́ıc.
207Ṕısmena D, L vycháźı z latinského dexter (pravý), laevus (levý) a u chemických látek

se využ́ıvaj́ı k vyjádřeńı směru optické otáčivosti. Odlǐsujeme látky pravotočivé (ṕısmeno D
či znaménko +) a levotočivé (ṕısmeno L či znaménko −).
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Závěr

Ukázali jsme, jak si souhlasnost dvou báźı či orientaci vektorového prostoru
představit, a následně jsme tuto představu propojili s obvyklou matematickou
definićı. T́ım jsme vysvětlili, proč je tato definice rozumná a odkud se vzala.

Naznačili jsme spojitost mezi permutacemi a změnou orientace. V daném
kontextu jsme nav́ıc u znaménka permutace vysvětlili souvislost jeho definice
přes inverze s názornou definićı přes počty sudých cykl̊u, která vycháźı ze základńı
představy, že aplikace transpozice znamená záměnu dvou prvk̊u.

Při zkoumáńı souvislost́ı mezi determinanty matic přechodu a souhlasnost́ı
dvou báźı jsme přirozeně odvodili nemalé množstv́ı vlastnost́ı determinant̊u.

Vypracováńı této práce pro mě byl zaj́ımavý zážitek. Nejprve jsem se pokoušel
pro souhlasnost dvou báźı naj́ıt nový matematický postup, ale bylo to těžké. Pak
jsem postupně r̊uznými pozorováńımi zpřesňoval své znalosti ohledně tématu ori-
entace, ale bylo těžké je správně utř́ıdit. Odborná literatura nepomáhala, jelikož
i texty, které toto téma řešily podrobněji, postrádaly intuitivńı propojeńı názorné
představy souhlasnosti dvou báźı s onou matematickou definićı. Jakmile jsme však
spolu s vedoućım sestavili nějakou osnovu, kterou jsem od té doby ještě asi třikrát
změnil, práce se začala najednou rýsovat. Nejprve jsem se divil, že bude mı́t přes
30 stran, poté jsem nevěřil, že přesáhne stran 50... Osobně se mi těžko věř́ı,
že jsem celou práci vypracoval sám, pouze za pomoci trefných, avšak záludných
otázek ze strany vedoućıho. Věř́ım, že alespoň jednomu studentovi text této práce
usnadńı pochopeńı témat v něm prob́ıraných.
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Seznam použité literatury
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