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Abstrakt: Castou motiviciou na budovanie Statistického modelu je predikcia vy-
sledkov. V kontexte analyzy prezitia je dolezité rozliSovat dva druhy ¢asovo pre-
menlivych prediktorov a starostlivo zvazit volbu prezivacieho modelu. Zdruzeny
model pre longitudindlne a cenzorované data umoznuje, oproti standardnému Co-
xovmu modelu, zohladnit spojity vyvoj longitudinalnej premennej v ¢ase v modeli
prezitia. V praci su uvedené dva typy zdruzenych modelov, zdruzeny model so
spolo¢nymi ndhodnymi efektami a zdruzeny model s latentnymi kategériami. Pre
prvy spominany typ modelu je podrobne popisané bayesovské odhadovanie para-
metrov a zhrnuta metodika dynamickej predikcie individualnej pravdepodobnosti
prezitia. Teoretické poznatky st aplikované v ilustracnej analyze dat k primarnej
bilidrnej cirhéze. Nasledne je v simulacnej studii skimany vplyv poctu pacien-
tov, poctu longitudindlnych merani a percenta cenzorovania na kvalitu predikeii
a odhady parametrov modelu.
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Abstract: Often the motivation behind building a statistical model is to provide
prediction for an outcome of interest. In the context of survival analysis it is
important to distinguish between two types of time-varying covariates and take
into careful consideration the appropriate type of analysis. Joint model for lon-
gitudinal and time-to-event data, in contrast to standard Cox model, enables to
account for continuous change of the covariate over time in the survival model. In
this thesis two examples of joint models are presented, the shared random-effect
model and the joint latent class model. Bayesian estimation of the model parame-
ters and summary of methodology for dynamic prediction of individual survival
probability is provided for the first one of the aforementioned types of models.
Application of the theoretical knowledge is illustrated in the analysis of the data
on primary biliary cirrhosis. The impact of number of patients, number of longi-
tudinal measurements and per-cent of censoring on the quality of prediction and
estimates of the model parameters is examined in the simulation study.
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Znacenie

QN X

T

T = min(T*,C)

§=1(T* < C)

N(t)=1(T*<td=1)
= 1T > 1)

vektor longitudinalnych merani (marker)
regresna matica fixnych efektov

regresna matica nahodnych efektov

¢as cenzorovania

skutoény cas udalosti

cenzgorovany cas do udalosti

identifikator udalosti

Citaci proces

proces v riziku

rizikova funkcia nahodnej veliciny 7™
kumulativna rizikova funkcia ndhodnej veli¢iny T
distribu¢na funkcia ndhodnej veli¢iny 7™
funkcia prezitia ndhodnej velic¢iny 7™
Nelsonov-Aalenov odhad kumulativneho rizika
Kaplan-Meierov odhad funkcie prezitia
chybovy vektor

vektor nahodnych efektov

determinant matice D

stopa matice D

hustota ndhodného vektoru pri bayesovskom pri-
stupe

hustota nahodného vektoru pri frekventistickom pri-
stupe



Uvod

KTacovou otazkou mnohych klinickych studii je spravna predikcia prognézy
pacientov. V dnesnej dobe maju lekari k dispozicii siroka skalu pacientskych
udajov a merani. Tieto merania su ¢asto vykonavané v pravidelnych casovych
intervaloch, aby bolo mozné lepsie sledovat vyvoj stavu pacienta. Cielom je vy-
uzit v maximalnej moznej miere zaznamenané informacie a poskytnit medicinsky
relevatné informacie, napriklad, ako je biomarker, meniaci sa v ¢ase, spojeny s ri-
zikom konkrétnej udalosti. Moznym prostriedkom na zodpovedanie tejto otazky
su zdruzené modely pre longitudinadlne data a data pre cas do udalosti. V tejto
praci sa zameriame na urcity typ zdruzenych modelov a popiseme bayesovské
odhady parametrov modelu, predikcie individualnych pravdepodobnosti prezitia
na zaklade zdruzeného modelu a miery presnosti predikcii.

V prvej kapitole zavedieme definiciu linearneho zmiesaného modelu a strucne
popiseme mozné pristupy a odhady parametrov modelu pre longitudinalne data.
Samostatna cast prace je venovana datam pre ¢as do udalosti a cenzorovaniu, kde
zavadzame zakladné pojmy z analyzy prezitia a Coxov model proporénych rizik.
Posledna cast prvej kapitoly je venovana tvodu do bayesovskej statistiky, kedze
tento pristup je vyuzivany v celej praci.

Dalej pokroéime k odvodeniu zdruzenych modelov. Hlavng myslienka zdru-
zenych modelov spoc¢iva v pouziti modelu pre longitudindlne data v modeli pre
riziko udalosti. Pre longitudinalne data volime linedrny zmiesany model a pre
data pre c¢as do udalosti Coxov model propor¢nych rizik. Spomenieme dva typy
zdruzenych modelov - zdruzené modely so spoloénymi nahodnymi efektami a
zdruzené modely s latentnymi kategériami. Zameriame sa na zdruzené modely
so spolo¢nymi nahodnymi efektami, v ktorych je klicovy predpoklad, ze podmie-
nene na nahodnom efekte pacienta, st longitudindlna premennd a ¢as do udalosti
nezavislé. Pre tento typ zdruzenych modelov podrobne popiseme odhad paramet-
rov bayesovskymi metdédami. V zdruzenych modeloch s latentymi kategériami
je hlavnou myslienkou, ze populéciu mozno rozdelit na homogénne latentné ka-
tegorie subjektov, ktoré zdielaji rovnaky model pre longitudindlnu premenni a
rovnaké riziko udalosti. Podmienene na kategérii si longitudinalna premena a cas
do udalosti nezavislé. Tento typ modelov v praci nie je podrobnejsie rozoberany.

Zavisenim teoretickej Casti prace je kapitola o dynamickej predikcii. Zava-
dzame tu pojem individualna pravdepodobnost prezitia a sposob jej odhadovania
pomocou bayesovskej Statistiky. Dalej sa venujeme mieram presnosti predikcie
a pojmom ako Specificita, senzitivita, ROC krivka, plocha pod ROC krivkou a
dynamicky index predikcie. Pre vSetky spominané kvantity si odvodené odhady.
Zaver kapitoly je venovany kalibracii modelu, konkrétne chybe predikcie, integ-
rovanej chybe predikcie a ich odhadom.

Nadobudnuté teoretické poznatky aplikujeme v ilustracnej analyze redlnych
dat. V analyze skimame, ako sa meni riziko transplantacie pecene alebo tmr-
tia na primarnu bilidrnu cirhézu v zavislosti na hladine bilirubinu v case, veku,
pohlavi a liechbe pacienta. Rolu longitudindlnej premennej v zdruzenom modeli
hra hladina bilirubinu, na ktort pouzivame logaritmickd transforméciu. Vysledky
z vybudovaného modelu, ktorymi sa zaoberame, si odhady parametrov modelu,
porovnanie predikcii podmienenych pravdepodobnosti prezitia na zaklade klasic-



kého Coxovho modelu a zdruzeného modelu a odhadnuté miery presnosti pred-
ikcie.

Nakoniec v simulacnej studii skimame vplyv zvySujiceho sa poctu pacien-
tov, poctu navstev a percenta cenzorovania na predikcie, ich presnost a presnost
odhadov parametrov zdruzeného modelu.



1. Zakladné pojmy

KTacovym nastrojom pre dynamicki predikciu je pouzitie modelu pre longitu-
dindlne data v modeli prezitia. K tomu, aby sme mohli podrobne popisat meto-
diku dynamickej predikcie, najskor v tejto kapitole zavedieme potrebné zakladné
pojmy, s ktorymi budeme pracovat. Zadefinujeme linearne zmiesany model a za-
vedieme zdkladné pojmy z analyzy prezitia. V zavere kapitoly uvedieme zaklady
bayesovskej statistiky, ako mozného prostriedku na odhadovanie parametrov.

1.1 Linearne zmiesané modely

Predpokladajme, ze méame k dispozicii K nezavislych ndhodnych vektorov
Yi,....,Yg, kde Y; = (Vi,, ... ,Yini)T, i =1,..., K. Data pozostavaju z K neza-
vislych skupin (subjektov), ktoré zahfniaju rozny pocet korelovanych pozorovani.
V ramci kazdej skupiny st pozorovania zavislé, ale medzi skupinami st nezavislé.
Medzi takéto skupinovo zavislé data patria aj longitudinalne data. Jedna sa o opa-
kované merania so zaznamenanym c¢asom merania. Z toho plynie, Ze standardné
statistické nastroje, ako t-test a obycajné linearna regresia, ktoré predpokladaja
nezavislost pozorovani, nie st vhodné pre analyzu longitudinalnych dat. Priamo-
¢iarym pristupom, ako modelovat korelované data, je mnohorozmerna regresia.
Jednou z metdd, na odhadovanie regresnych parametrov pre skupinovo zavislé
data, s zovseobecnené odhadovacie rovnice, ktoré vyzaduju volbu pracovnej ko-
relacnej struktury. Alternativny, a mozno intuitivnejsi pristup, je uvazovaft, ze
kazdy subjekt v populdcii ma svoj vlastny Specificky ocakavany vyvoj odozvy
v Case. Subjekty su volené ndhodne z populécie, teda regresné koeficienty Spe-
cifické pre jednotlivé subjekty, st tiez ndhodne vybraté z ,populacie regresnych
koeficientov®. Jednym z modelov, zalozenych na tomto principe, je linearny zmie-
sany model, podrobne zadefnovany v nasledujicej definicii podla [Laird and Ware,
1982].

Definicia 1. Vektory Y1,...,Y g spliaji linedrny zmiesany model, ak si nezd-
vislé a mozu byt rozpisané ako

YZ:XzIB—l-ZzbZ—f—EZ, izl,...7K,

kde B je p-rozmerny vektor fiznijch efektov, X; = (X1, ..., X;,) je ni X p regresnd
matica pre fixné efekty, Z; je n; X q regresnd matica pre nahodné efekty, b; siu
nezavislé vektory nahodnich efektov, ktoré splnaju

b, ~ N,(0,D),
€; st nezdvislé vektory chybovijch élenov, spliiajice
€ ~ N, (0,0%L,,),
)T

a chybové cleny (€1, ... ,ex)" si nexdvislé od ndhodnych efektov (by, ... bg)".

Interpretacia koeficientov z linedrne zmiesaného modelu je nésledne jedno-
znacna:



e (5,7 €{1,...,p}, znaci zmenu Y, priemerne v populdcii, ked sa X; ; zvacsi
o jednu jednotku,

e b; interpretujeme v zmysle, ako sa podmnozina regresnych parametrov pre
-ty subjekt lisi od populacnych parametrov.

Vyhodou linearne zmiesaného modelu st populacné a pre subjekt Specifické pre-
dikcie:

e [ popisuje zmeny odozvy priemerne v populacii,
e [+ b; popisuje individudlne trajektorie odozvy.

Model z definicie [1} je Specidlnym pripadom marginalnej formy linearne zmiesa-
ného modelu

Yi ~ Nni(XiB,O'QEZ’), 1= 1, [N ,K, (11)

kde 3; = SZDZ + 1, je pozitivne definitnd matica. Nie kazdy model tvaru
1} nutne splita definfciu |1} Mdze sa stat, ze matica X; je pozitivne definitna,
ale matica ID nie je. Marginalnu formu mozno zapisat zdruzene ako

Y ~ N, (XB,0°%),

kde n = XK n;, YT = (Y],....)Y)T, XT = (X],... X,)T a 2 je blokovo
diagonalna matica s diagonalnymi blokmi 3, ... Y.

Model z defincicie [1| sa nazyva aj jednoturoviovy linearny zmiesany model. Prida-
nim dalsich skupinovych faktorov mozno jednotroviovy linearny zmiesany model
zovseobecnit na viacuroviovy model. V praci sa budeme zaoberat iba jednotrov-
novymi linedrnymi zmieSanymi modelmi.

Nezndme parametre v modeli podla definicie [1| st B, ¢? a varianénd matica D.
Jednym z moznych odhadov nezndmych parametrov je pomocou maximéalnej vie-
rohodnosti, resp. profilovej vierohodnosti. Tvar tejto profilovej vierohodnosti je
vsak prilis komplikovany a analytické vypocty skorovej Statistiky a informac-
nej matice st mozné iba v Specidlnych jednoduchych pripadoch. V praxi casto
pouzivana metdda, ktord umoznuje odhadovat sicasne regresné parametre 3 a
predikovat latentné premenné b;, sa nazyva Hendersonove rovnice pre zmiesany
model |[Henderson| [1984]. Je zalozend na pocitani vaZenych najmensich Stvorcov
pre model z definicie [T} zapisany v tvare sticasne pre vSetky pozorovania. Za pred-
pokladu, Ze regresné matice X a Z maji plnd stIpcovii hodnost a parametre o2 a
D st zname, dostaneme najlepsi linearny nestranny odhad parametra 8 tvaru

B=X"2'X)(XTEY),
a najlepsiu linedrnu nestranni predikciu premennej b = (b], ... bj)T tvaru
b=D,Z"2YY - XB),

kde D, je blokovo diagonalna matica s K blokmi ID. V pripade, Ze parametre o
a varian¢na matica D nie st zname, pouzije sa na ich odhad metéda maximalnej



vierohodnosti alebo metéda obmedzenej maximéalnej vierohodnosti (angl. restric-
ted maximum likelihood — REML) [Patterson and Thompson, 1971], |[Harville,
1974]. Rozdiel medzi REML a klasickou vierohodnostou je asymptoticky zaned-
batelny (pri K — oo). Odhady varianénych parametrov sa nasledne dosadia do
odhadov B a b. Viac detailov mozno najst v [Jennrich and Schluchter| 1986] a
[Lindstrom and Bates, |1988].

1.2 Analyza cenzorovanych dat

Standardné Statistické metédy na odhadovanie a testovanie by mohli byt po-
uzité na analyzu déat pre ¢as do udalosti, ak by bol ¢as udalosti pozorovany u kaz-
dého subjektu. Zvycajne vsak cas udalosti nie je pozorovany z réznych dovodov-
dlzka $tudie, finanéné naklady, choroba sa u pacienta neprejavi /neddjde k tmrtiu
pacienta. Data pre ¢as do udalosti preto vyzaduju Specializované metody, ktoré
popiseme v tejto casti.

1.2.1 Cenzorované data

Oznac¢me T™ > 0 nezaporni ndhodnu velic¢inu, ktord predstavuje ¢as do uda-
losti (alebo inak aj ¢as zlyhania, doba prezitia) a C' > 0 ¢as cenzorovania, ktory
predstavuje dobu pozorovania subjektu. Podla polohy skutoc¢nej udalosti na ¢aso-
vej osi vzhladom k cenzorovaniu, rozliSujeme medzi troma druhmi cenzorovania:
cenzorovanie sprava (7% > C'), zlava (T* < C) a intervalové cenzorovanie, ktoré
je dané dvoma cenzorovacimi premennymi 0 < Cp, < Cy < oo, T* € (Cr; Cyp).
Z hladiska pravdepodobnostnych vztahov medzi skutoénym casom udalosti a
¢asom cenzorovania, rozliSujeme medzi informativnym a neinformativnym cen-
zorovanim. Ak pravdepodobnost cenzorovania zavisi na procese zlyhania, jedna
sa o informativne cenzorovanie. Tento mechanizmus je podobny nendhodnému
mechanizmu chybania dat (angl. missing not at random — MNAR). V pripade,
ze ukoncenie sledovania subjektu nezavisi na procese zlyhania, jednd sa o nein-
formativne cenzorovanie, ktoré odpoveda ndhodnému mechanizmu chybania dat
(angl. missing at random — MAR). V tejto praci budeme pracovat s neinformativ-
nym cenzorovanim sprava. Ak dojde k ukonc¢eniu pozorovania skor, nez nastane
udalost, ¢as udalosti nemame k dispozicii. Preto zavadzame nasledujtce znace-
nie. Nahodnui veli¢inu 7' = min(7*,C) nazveme cenzorovany cCas do udalosti a
d = 1(T* < C) indikétor zlyhania. Majme teda latentné premenné pre cas do
udalosti a ¢as cenzorovania (77,C1), ..., (T)¥,C,) generované z n nezavislych sub-
jektov. Pre dany nahodny vyber sme schopni pozorovat iba (11,61), ..., (T, d,)
a na zaklade tychto pozorovani robit inferenciu o 77, pre kazdé i € {1,...,n}.

Cenzorovacie premenné (71, ...,C, st nahodné veli¢iny z nejakého rozdelenia
(kazdd C; moze mat iné rozdelenie). Tento model sa nazyva model ndhodného
cenzorovania, ktory ma dva specidlne pripady:

« Cenzorovanie I. typu (cenzorovanie ¢asom) Vsetky cenzorovacie pre-
menné su rovné predom Specifikovanej konstante 7, ktord vyjadruje spo-
loén maximalnu dobu pozorovania, t.j. C; = 7 pre kazdé ¢« = 1, ... n skoro
iste.



« Cenzorovanie II. typu (cenzorovanie poruchou) Vsetky zostévajice po-

zorovania su cenzorované, ked nastane k-te zlyhanie (k € {1,...,n} je pre-
dom zadand), t.j., C; = T{, pre kazdé i = 1,....n, Tj,) je k-ta poriadkova
Statistika z ndhodného vyberu 77, ... T .

Tieto dve schémy cenzorovania st pouzivané predovsetkym v technickych apli-
kaciach. Pre vacsinu aplikécii v skutoénom zivote st nerealne. Zvycajne pacienti
vstupuju do studie priebezne a k cenzorovaniu dojde ukoncenim studie v istom
casovom okamihu. Cenzorované casy jednotlivych pacientov si teda individuélne.
Dalej zadefinujeme funkcie, ktoré st klicovym nastrojom na pracu s cenzorova-
nymi datami.

Znacenie. Pre sprava spojiti funkciu f zavedieme nasledujice znacenie: f(t—) =
im0 f(t—h) (ak limita na pravej strane existuje). Tato funkcia je zlava spojitd.

Definicia 2. Funkcia S(t) =1 — F(t) = P(T* > t) sa nazgva funkcia preZitia
ndhodnej veliciny T* s distribucnou funkciou F(t).

Funkcia S(t) je nerastica sprava spojitd, S(0) = 1—P(T™ = 0), limy;_,o, S(t) =
0. Ak je T* spojité s hustotou f(t) vzhladom k Lebesgueovej miere, potom S(t) =
I7° f(s)ds a ak je T* diskrétna s hodnotami t1,ts,... a p; = P(T* = t;), potom
pi = S(t—=) — S(t) a S(t) = Xy, Pi- Zvycajne predpokladdme P(T = 0) =
0 (zlyhanie nemoze nastat v case 0). Potom plati S(0) = 1. Funkcia prezitia
jednozna¢ne uréuje rozdelenie nahodnej veliciny 7. Dalsia funkcia, ktord tiez
urcuje rozdelenie ndhodnej veli¢iny jednoznacne, je rizikova funkcia.

Definicia 3. Nech T™* je spojitd nezdapornd ndhodnd velicina. Potom rizikovd
funkcia A(t) veliciny T* je definovand ako

1
M) = lim = P(E<T* < t4+H[T" > 1),

N0
Nech T* je diskrétna nahodnd velicina s hodnotami 0 < t; < ty < .... Potom
rizikovd funkcia \(t) veliciny T* je definovand v ty,ts, ... ako

Inak povedané, rizikova funkcia meria pravdepodobnost, Ze nastane udalost
v Case t za podmienky, Ze nenastala skor. Vyjadruje teda riziko, ze v case t d6jde
k udalosti. Dalej definujeme kumulativnu rizikovt funkciu, ktord vyjadruje ku-
mulované riziko do casu t.

Definicia 4. Funkcia A(t) definovand ako

pre spojité T a

At)= > At

{i:tigt}

pre disktrétne T, sa nazyva kumulativna rizikovd funkcia.



Predpokladajme, ze ndhodné veli¢iny 7" a C' st nezavislé a pozorujeme iba
ndhodnu veli¢inu 7" = min(7*,C'). Pre funkciu prezitia ndhodnej veli¢iny T plati:

Sr(t) = P(T > t) = P(T* > t,0 > t) = S(t) P(C' > 1) < S(¢t),

kde S(t) je funkcia prezitia ndhodnej veli¢iny 7*. Pokial nepozndme rozdelenie
nédhodnej veli¢iny C', tak S(t) nevieme odvodit. Predpokladajme dalej, ze T* ma
spojité rozdelenie s rizikovou funkciou A(t)

1 1
A(t) —P(tST*<t+hIT*Zt)z]lli{%EP(tST*<t+h|T*Zta0>t)

=
1

:lim—P(th*<t~|—h]T2t),
hN\O h

kde druhd rovnost plati z nezavislosti 7 a C'. Za urcitych podmienok, teda vieme
z cenzorovanych dat ziskat rizikovi funkciu 7%, a preto je rizikova funkcia vhod-
nym nastrojom na analyzu cenzorovanych dat. Stochasticka nezavislost medzi T™
a C je postacCujica, ale nie nutnd podmienka pre vyssie uvedeni rovnost. Zade-
finujeme preto podmienku nezavislého cenzorovania.

Definicia 5. Cenzorovacia premennd C spliia podmienku nezdvislého cenzorova-
nia pre cas zlyhania T* s kumulativnou rizikovou funkciou A prdve vtedy, ked
tdP[T* > s,C > T
o P[T*>s,C >4

At) = — . Yt splriagice P[T* >t,C >1t] > 0.

Poznamka. Pre spojiti ndhodnu veli¢inu T je podmienka z definicie [5] ekviva-

lentna rovnosti

g—f P[T* > 5,C > t]]s=t
P[T* > t,C > {]

) =

1
=lm—-Pt<T*"<t+h|T*>t,C>t)Vt>D0.
rN\O h
Ak st T* a C' nezavislé, podmienka nezavislého cenzorovania je automaticky
splnena. V zvysku prace budeme predpokladat splnenie podmienky nezavislého
cenzorovania.

1.2.2 Neparametrické odhady rozdelenia casu zlyhania

Nech (77,C4),...,(T;,C,) st nezavislé a TY,..., T rovnako rozdelené na-

hodné veli¢iny s funkciou prezitia S a kumulativnou rizikovou funkciou A. Budte
T; = min(T},C;) cenzorované Casy zlyhania a ¢; = 1(7; < () indikatory zly-
hania. Chceme odhadovat funkciu prezitia S a kumulativnu rizikova funkciu
A z nezévislych pozorovani (T1,61),...,(Ty,d,), bez akychkolvek predpokladov
o rozdeleni T7.
Oznac¢me ¢itacie procesy N;(t) = 1(T) < t,0; = 1) a procesy v riziku R;(t) =
1(T; > t). Dalej oznacme N(t) = X7, Ni(t), R(t) = 20, Ri(t) a 7" = inf{s :
R(s) = 0} ¢as, v ktorom dojdu déata. Pre dalsiu pracu potrebujeme zadefinovat
pojem filtracia a prediktabilita. Prediktabilita procesu je ddlezitym predpokladom
pre budovanie modelu v nasledujticej casti.
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Definicia 6. Nech (Q,F, P) je pravdepodobnostny priestor a {F;,t > 0} trieda
o-algebier na Q. Ak plati, Ze ¥V 0 < s < t: F, C F, C F, potom {F;} nazveme
filtrdciou.

Definicia 7. Nech (2,F, P) je pravdepodobnostny priestor s filtraciou {F;}. Pred-
iktabilndg o-algebra P(F;) je najmensia o-algebra obsahujiica mnoZiny typu: {0} x
A, Ae Fya (st x A Ae F,, 0<s <t Ndihodng proces X = {X,t > 0} je
Fi-prediktabilng, ak plati {(tw) : X;(w) < a} € P(F) Va € R.

Majme filtraciu F; = o{N;(u),R;(u+),0 < v < t,i = 1,...,n}. Predik-

tabilitou procesu, budeme myslief F;-predikatibilitu. So zavedenym potrebnym
znacenim mozeme zadefinovat odhad kumulativneho rizika.

Definicia 8. Funkcia

N t dN
Ay = [V

0o R(u)

sa nazyva Nelsonov-Aalenov odhad kumulativneho rizika.

Odhad navrhol |[Nelson, [1969| a jeho konzistenciu a slabi konvergenciu pomo-
cou martingalovej teérie dokazal |Aalen) [1978|. Pre ¢ > 7* je Nelsonov-Aalenov
odhad konstantny. V datach nemame informaciu o riziku potom, ¢o posledné po-
zorovanie zlyhd alebo je cenzorované. Oznac¢me t; < ty - -+ < ty usporiadané rozne
casy zlyhania vypozorované z dat. Potom

Ay=3

{t;<t}

AN(t;) 4
) o

je vzorec, podla ktorého sa Nelsonov-Aalenov odhad pocita a AN(t;) = N(t;) —
N(t;—). Clen 5\j je empiricky odhad diskrétneho rizika v case ¢;. Odhad je pomer
poctu subjektov, ktori zlyhali v case t; a poctu subjektov v riziku v case t;.
Ked mame k dispozicii odhad kumulativneho rizika, mézeme ho vyuzit k odhadu
funkcie prezitia pre spojité T, pre ktort plati S(t) = e=A®),

Definicia 9. Funkciu A )
S(t) = e A0

nazveme Flemingov-Harringtonov odhad funkcie prezitia pre spojity cas do uda-
losti.

Univerzéalnejsi odhad funkcie prezitia, ktory mozno pouzit aj ak st zhody
v ¢asoch zlyhania, je Kaplan-Meierov odhad.

Definicia 10. Funkcia

u<t
sa nazyva Kaplan-Meierov odhad funkcie preZitia.

Odhad ako prvy skonstruovali [Kaplan and Meier, |1958]. Pre t; < ty--- < t4
usporiadané rozne casy zlyhania plati

. AN (t; N
s- T0 - R<t<j)>]: I [1-4)
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Kaplan-Meierov odhad je sprava spojita po castiach konstantna funkcia. Ked
v datach nie je cenzorovanie, 1 — S je rovné empirickej distribuc¢nej funkcii. Pre
t > 7 je Kaplan-Meierov odhad konstantny. Nespadne na nulu v poslednom
pozorovanom case zlyhania t4, pokial v tom case nezlyhaju vsetky zostavajuce
subjekty.

1.2.3 Model relativneho rizika

Majme n nezavislych nahodnych vektorov (T}, 8;, X,), i = 1,...,n, kde T} =
min(7;,C;) je cenzorovany ¢as zlyhania, §; = 1(7; < C;) je indikédtor zlyhania a
X; = (X iy - - X i)' je r-rozmerny vektor regresorov. Nasim cielom je vyjadrit
potencionalny vplyv vektoru regresorov X; na rozdelenie T pomocou nejakého
regresného modelu. Budeme predpokladaft, Ze rozdelenie T} je spojité. Dalsim cie-
Jom bude odhadovanie efektu X; na ¢as zlyhania a testovanie vyznamnosti vplyvu
zloziek X, na T*. Pre data pozorujeme cenzorovany cas udalosti ako dvojice ¢i-
tacich procesov N;(t) = L(T7 < t,6; = 1) a procesov v riziku R;(t) = 1(T; > t).
Budeme brat do tvahy, Ze vektor regresorov X; moze zévisiet na ¢ase. Teda X;(t)
budt vektory r sprava spojitych ndhodnych procesov (tento scenar pripusta aj
konstantné zlozky X;(t)).

Podmienka nezavislého cenzorovania musi vziat do uvahy, zZe riziko moze byt
ovplyvnené regresormi. Vyjadrime ju teda v tvare podmieneného rizika:

~ 1 ~
M) = lim Pt < T° < t 4 h|T" = £X(1))
. 1 * * v
=lim P < T <t 4+ BT > 1,0 > 1X(1). (1.2)

Postacujticou podmienkou pre nezavislé cenzorovanie je, aby T* a C' boli pod-
mienene na regresoroch nezavislé. To umoznuje, aby casy cenzorovania zaviseli
na regresoroch (napr. muzi mézu mat rozdielne rozdelenie ¢asu cenzorovania ako
zeny, pokial je pohlavie ako regresor zahrnuté v modeli). Namiesto modelovania
strednej hodnoty regresnym modelom, budeme budovat model pre podmienené
riziko. Coxov model proporc¢nych rizik [Cox, 1972] predpoklada Specidlny predpis
efektu regresorov na rizikovi funkciu.

Definicia 11. Pozorovania (T},6;,X;), i = 1,...,n, spliaji Cozov model pro-
porcnych rizik, ak platia nasledujice 2 podmienky:

1. trojice (T}, 6;,X;) sd navzdjom nezdvislé,

2. podmienend rizikovd funkcia md, podmienene pri danom regresnom vektore
ndhodnijch procesov, tvar

A(L[X) = Ag(t)ePo X0,

kde A\o(t) je neznama blizsie nespecifikovand rizikovd funkcia (tzv. zdkladné riziko)
a By € R” je neznamy vektor regresnijch koeficientov.

Zakladné riziko odpoveda riziku subjektu, ktorého vsetky zlozky vektoru re-
gresorov st nulové. Z tohto dovodu v modeli nie je zahrnuty absoltatny ¢len, tlohu
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absolitneho ¢lenu zohrava zakladné riziko. Coxov model patri medzi tzv. semi-
parametrické modely. Predpoklada konkrétny tvar asociacie medzi regresormi a
rizikovou funkciou, ale pre tvar rizikovej funkcie nie st vyslovené ziadne predpo-
klady. Odhad parametrov v Coxovom modeli proporénych rizik teda nemoze byt
zalozeny na maximalnej vierohodnosti, kedze sa nejedna o parametricky model.
[Cox, 1972] navrhol tzv. parcidlnu vierohodnost, ktord nezavisi na Ao(t).

Ak hodnoty regresorov zavisia na ¢ase, riziko v ¢ase t moze zavisiet iba na hod-
note regresoru v rovnakom case. Dany regresor moze byt transformovany tak, ze
hodnota v ¢ase t zahfna v istom zmysle histériu regresoru. Kazdopadne regresory
nesmu zavisiet na ni¢om zmeranom po case ¢, kedze to by porusilo prediktabilitu.
Predpokladajme, Ze regresory si v ¢ase konstantné, t.j. X( ) = X . Potom z de-
finicie [11] pre lubovolné 2 vektory regresorov X a X plynie:

AXT)

A(tX)

teda, pomer rizik (relativne riziko) sa pre akékolvek dva subjekty v case ne-
meni. Tento predpoklad sa nazyva predpoklad proporcénych rizik. Pre X" = X+ej,

kde e; je r-rozmerny kanonicky vektor s j-tou zlozkou rovnou 1 a ostatnymi 0
dostaneme:

= exp{f, (X"~ X)},

At X + e))

exp{ﬁj} = )\(t‘X) )

pre akékolvek X a t. Na zdklade tohto vyrazu mozno jednoducho interpreto-
vat regresné koeficienty: umocneny regresny koeficient odpoveda relativnemu ri-
ziku udalosti pri jednotkovom naraste daného regresoru. Pre konstantné regresory
mozno Coxov model vyjadrit aj pomocou funkcie prezitia ako

S(H%) = expl— [ As/K)ds) =[S0, (13)

kde Sp(t) = exp{—Ao(t)} je zdkladna funkcia prezitia a Ag(t) = [i \o(u)du je
zakladné kumulativne riziko. KedZze parcidlna vierohodnost eliminuje zakladné
riziko \g, odhad kumulativneho zakladného rizika je odvodeny momentovou me-
tédou [Breslow, (1972].

Definicia 12. Funkcia
. t dN (s
A, - / 8 __
0 3 Ri(s)exp{B Xi(s)}

sa nazyva Breslowov odhad kumulativneho zdkladného rizika.

Ak nie je splneny predpoklad proporcénych rizik, st dva sposoby, ako do mo-
delu zakomponovat premenné, ktoré tento predpoklad nespiﬁajfl: stratifikacia a
casovo zavislé efekty. Stratifikovany Coxov model je zalozeny na modelovani roz-
nych rizikovych funkcii v ramci trovni danych kategériami kategorickej premen-
nej, ktord nespliia predpoklad proporénych rizik. Casovo zavislé efekty mozu byt
modelované pomocou interakcie ¢asovo nezavislej premennej a nejakej funkcie
casu g(t) (napr. g(t) =t, g(t) =log(t+1), g(t) = 1(s1 <t < s3), kde s1, 59 > 0).
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Umocneny regresny koeficient vyjadruje relativne riziko v danom ¢éase ¢ pri jed-
notkovom narastne prislusnej premennej a nezmenenych ostatnych regresoroch.

Pri ¢asovo premenlivych regresoroch podmienena rizikova funkcia nemoze byt
jednoducho vyintegrovand a funkcia prezitia sa ned4 vyjadrit tymto sposo-
bom. RozliSujeme 2 typy Casovo premenlivych regresorov [Kalbfleisch and Pren-
tice, 2002]:

 externé (exogénne): hodnota regresoru v ¢ase t nezavisi na vyskyte udalosti
v Case u pre t > u,

« interné (endogénne): hodnota regresoru v Case ¢ je asociovand s vyskytom
udalosti v Case u pre t > u.

Je dolezité rozlisovat medzi tymito dvoma typmi ¢asovo premenlivych regresorov,
kedze typ regresoru urcuje vhodny typ analyzy. Praca s endogénnymi regresormi
ako s exogénnymi moze vyustit v nespravne vysledky. Coxov model mozno rozsirit
na pracu s exogénnymi ¢asovo premenlivymi regresormi. Interpretacia prislusnych
regresnych koeficientov je opat viazana ku konkrétnemu casu t. Pre pracu s en-
dogénnymi Casovo premenlivymi regresormi navrhol [Rizopoulos| [2012] pouzitie
zdruzeného modelu pre longitudinalne data a data pre ¢as do udalosti. Tento mo-
del blizsie popiseme v dalSej kapitole, kedze je zakladom pre dynamicku predikciu.

Zovseobecnenie Coxovho modelu mozno ziskat pouzitim vSeobecnej linkovej
funkcie g, ktora vyjadruje vztah medzi linedrnym pediktorom B¢ X a rizikom
A(t|X). Model mozeme zapisat v tvare A(t|X(t)) = \o(t)g(Bg X), kde g(.) je
rastica, dvakrat diferencovatelnd a spliia g(0) = 1 . Predpoklad proporénych
rizik je aj v takomto pripade splneny. Napriklad funkcia g(y) = 1 + y generuje
takzvany aditivny model relativneho rizika, ktory sa pouziva napriklad v radiacnej
epidemiol6gii na modelovanie efektu vystavenia radiacii na vyskyt rakoviny.

1.3 Bayesovské metédy

Zékladnym principom bayesovskych metdd je, Ze nezndmy parameter mozeme
povazovat za nahodni veli¢inu a informacia o hodnote tohto parametra moze byt
vyjadrend pomocou pravdepodobnostného rozdelenia. K zaverom o hodnote ne-
znameho parametra vyuzivame apriérnu informéciu o hodnote parametra a expe-
rimetalne vysledky, ¢ize data (nezavislé na tejto apriérnej informécii). V nasledu-
jucej Casti prace strucne zhrnieme tivod do bayesovskej tedrie a popiSeme niektoré
metody odhadovania parametrov.

1.3.1 Zaklady bayesovského pristupu

Ako prvé zavedieme potrebné znacenie. Symbolom p(:|-) budeme oznacovat
podmienent hustotu s argumentami podla kontextu a podobne p(:) marginalnu
hustotu. Hustotu diskrétnej a spojitej nahodnej veli¢iny budeme znacit rovnako.
Nech 6 = (6,...,0,)7 € © C R? je ndhodny vektor, predstavujici nezndmy
parameter, s hustotou p(@) vzhladom k nejakej o-konecénej miere A na (6,B(0)),
kde B(©) oznacuje borelovské podmnoziny ©. Dalej nech X = (X1,...,X,)" je
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ndhodny vektor s podmienenou hustotou p(x|@), pri danom 6, vzhladom k o-
konecnej miere v, na (R" B"), kde B" oznacuje borelovské mnoziny R". Plati
teda:

POcBXec()= /B (/Cp(xle)dyn(x))p(e)d)\(e),

kde B, C st Iubovolné meratelné mnoziny.

KTucové postavenie v bayesovskej teérii ma nasledujica veta.

Veta 1 (Bayesova). Pre podmieneni hustotu p(8|X) ndhodného vektoru @ € © C
RP, ktora je absolitne spojitd vzhladom k Lebesqueovej miere, pri danom X plati

(O)p(X[0)
P(OX) { Trowxioi@: % Jep@)p(X|0)dX(0) # 0,
0,

mak.

Dékaz. |[Huskova, |1985][1. Kapitola]
[

Pre parameter 6 nazveme hustotu p(@) apridrnou hustotou, kedze vyjadruje
informéciu o @ este pred realizaciou X. Pre x = (z1,...,7,) ", pozorované hodnoty
vektoru X, potom podmienent hustotu p(6|x) nazyvame aposteriorna hustota,
kedze sa jedna o hustotu po realizacii X. Pomocou Bayesovej vety teda aktu-
alizujeme informéaciu o @ ziskanim informéacie o 8 obsiahnutej v pozorovaniach
x. Bayesovsky model mézeme formélne zadefinovat podla definicie [Robert, 2007].

Definicia 13. Bayesouvsky statisticky model pozostdva z parametrického modelu
p(X|0) a apricrneho rozdelenia parametra p(@).

Vierohodnostnu funkciu @ mozno znacit ako L(0;X) = p(X|0). Z Bayesovej
vety méame, Ze aposteriérne rozdelenie p(0|X) je proporéné vierohodnosti prena-
sobenej apriornym rozdelenim

p(0]X) o< L(8; X)p(8). (1.4)

Vierohodnostna funkcia @ a apriérne rozdelenie 8 teda urcuji jednoznacne
zdruzené rozdelenie p(X,0) vztahom p(X;60) = L(0; X)p(@). Menovatel v pred-
pise z Bayesovej vety, [o p(0)p(X|0)dA(8), je normujica konstanta p(6|X) a mar-
gindlne rozdelenie X pri 6. Spocitat hodnotu tejto funkcie presne je zvycajne
problematické, no v niektorych situaciach to ani nebude potrebné, ako bude vy-
svetlené v dalsSej casti. V bayesovskom modeli je spravidla uzitoéné rozlozit viero-
hodnost a apriérne rozdelenie na niekolko podmienenych rozdeleni, ¢im vznikne
tzv. hierarchicky bayesovsky model. Hierarchicka sSpecifikicia je casto prirodze-
nym sposobom na konstrukciu realistickych pravdepodobnostnych modelov na
popis redlnej situacie. Dovodom na pouzitie hierarchického modelu je, ze celkova
informacia je rozlozena na viacerych trovniach experimentélnych jednotiek. Na-
priklad v medicine, biologii, ekonomike, atd., mozno skiimant populaciu vnimat
ako subpopulaciu globalnej populacie. Hierarchické modelovanie hra tiez dolezitu
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tlohu vo vypoctovych metédach odhadov parametrov, ako bude vidiet v dalsej
casti.

Nech t : ©® — R? je meratelna funkcia a hlavnym parametrom zaujmu je
t(0). Za bodovy odhad () budeme brat aposteriérnu strednii hodnotu () =
E o0 [t(0)] = [ot(0)p(0]x)dA(0), ak existuje. Na spocitanie tohto odhadu je
potrebné poznat aposteriérne rozdelenie parametra @ alebo vediet spocitat dany
integral. Takmer vzdy je tak potrebné spocitat marginalne aposteriérne rozdelenia
vsetkych zloziek 6 a nasledne spocitat dany integral, ¢o je v zlozitejSich mode-
loch néro¢né. Ak by sme mali k dispozicii ndhodny vyber z rozdelenia p(0|X),
ktory ozna¢ime W), ... 8M) M € N, mohli by sme pouzit Silny zakon velkych
¢isel a pouzit odhad t@) = ﬁ SM gt ﬁ t(@). Presny tvar rozdelenia
p(0]X) vsak typicky nie je zndmy, preto je potrebné zvolif ind metdédu. Odha-
dovacie metody, popisané v dalsej casti, umoznuju generovat markovské retazce,
ktorych limitnym rozdelenim je pozadované aposteriorne rozdelenie. Na odhado-
vanie aposteriornej strednej hodnoty mozno nasledne pouzit ¢leny tychto retaz-
cov.

1.3.2 Metdédy na vypocty odhadov

Pri odhadovani integralov a inych funkcionalov, ktoré zavisia na aposteriér-
nom rozdeleni parametra 6, byva vo vsSeobecnosti komplikované generovat 8 =
(01,...,0,)" priamo z p(8|X). Coraz Castejsie pouzivanou bayesovskou metédou
na odhadovanie parametrov je metéda Monte Carlo pre markovské retazce (an-
glicky Markov Chain Monte Carlo — MCMC'). Ako napovedd nazov, hlavnd mys-
lienka tejto met6dy je generovat markovské retazce {80™1,,. ktorych limitnym
rozdelenim je pozadované aposteriérne rozdelenie p(0|X). V tejto ¢asti uvedieme
dva zakladné algoritmy na vypocet MCMC, Gibbsov algoritmus a Metropoli-
sov—Hastingsov algoritmus [Robert} 2007].

Gibsov algoritmus je jednym z najzndmejsich MCMC algoritmov. Formalne
ho zaviedli |Geman and Geman, 1984]. K implementacii algoritmu st potrebné
nasledujiice predpoklady:

« vieme generovat z kazdého plne podmieneného rozdelenia {p(6;]0;.;,x),i =
L,....p}

o cielové (staciondrne) rozdelenie ma hustotu p(€|X) vzhladom k stcinovej
miere \; ® --- ® A, , kde \; je nejaka o-konecnd miera splnajica \;(0;) >
0,2=1,...,p,

o podmienka pozitivity: © =[[7_, ©;, © = {0 : p(8|X) > 0}.

Podmienené rozdelenia, s ktorymi budeme pracovat v dalsich kapitolach, budu
absoltutne spojité vzhladom k Lebesgueovej miere. Druhé podmienka tak bude au-
tomaticky splnend. Za platnosti podmienky pozitivity je vysledny retazec ergo-
dicky a rozdelenie markovského retazca konverguje k cielovému rozdeleniu[Robert,
2007][6. Kapitola]. Schéma algoritmu je nasledujica:
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Gibbsov algoritmus: Zvol poc¢iatoc¢nti hodnotu 8y = (950), o ,91(00))T, m =10
a simuluj:

Lo~ p(y]es™, . 00 ),

2. 65" ~ p(Ba]0" TV 05,0 ),

p- e;gm—H) ~ p(epwngrl)a s 7‘9(Tf1)7w)a

P

Vystupom po m-tej iteracii je p-tica (Hgm), e ,Qz(om))T, ktora konverguje v dis-
tribucii k aposteriérnemu rozdeleniu p(@|x). Teda pre m dostatocne velké (vécsie
ako nejaké stanovené mg € N) mozno {8 m = my,...,M} povazovat za na-

hodnti postupnost zo skutoéného aposteriérneho rozdelenia, na zéklade ktorej
mozno robit dalsiu inferenciu. Napriklad, ako bolo naznacené v predchidzaji-
cej Casti, na odhadovanie aposteriornej strednej hodnoty mozno vyuzit vyberovy
priemer

O —

Z o (1.5)

M mom mo+1

Usek medzi m = 0 a m = myg sa nazyva ,rozohrievacia“ faza (angl. burn-in
period) a postupnosti ziskané z tejto fazy algoritmu nie st pouzivané na inferen-
ciu o aposteriornom rozdeleni.

Metropolisov-Hastingsov algoritmus bol skonstruovany povodne pre mecha-
nickd fyziku [Metropolis et al., [1953] a neskdr zovSeobecneny na Statistické vy-
pocty [Hastings, 1970]. Predpoklad na pouzitie algoritmu je znalost cielového
rozdelenia p(0|X), az na normujicu konstantu, vzhladom k nejakej o-konec¢nej
miere A, ktord spliia A\(©) > 0 pre parametricky priestor © = {0 : p(6|X) > 0}.
Toto bude opéat automaticky splnené pre vsetky podmienené rozdelenia, s ktorymi
budeme pracovat vo zvysku prace. Na zaciatok treba Specifikovat tzv. navrhovia
hustotu q( |9) vzhladom k o-kone¢nej miere \. Algoritmus potom generuje reta-
zec {0 },,_1 . nasledovne:

-----

Metropolisov—Hastingsovs algoritmus:

1. za¢ni s fubovolnou poéiato¢nou hodnotou

2. aktualizuj 8™ na 8"V (m =0,1,2,..., M) postupom
(a) generuj & ~ q(£]6™)
(b) p=min{ - BECTIE 1}

(c) vermi 9+ — I3 s pravdepodobnostou p,
0™, inak.
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Na odhadovanie parametrov sa opat pouzivaju ¢leny markovského refazca bez
zahrievacej fazy, tj. {O(m)}%zmo. Vyhodami tohto algoritmu je, ze je nie je po-
trebné poznat normujicu konstantu a navrhovi hustotu je mozné volif Tubovolne.
Volba névrhovej hustoty vsak méze mat velky dopad na rychlost konvergencie al-
goritmu. Aby bola zarucend existencia limitného rozdelenia, musi navrhova hus-
tota splnat isté podmienky. Tie st splnené napriklad pre symetricki nahodnu
prechadzku. Forméalne odévodnenie funkénosti MCMC algoritmov mozno najst
v [Robert,, [2007][6. Kapitola].

1.3.3 Bayesovska predikcia

Dolezitym aspektom bayesovskej tedrie je predikcia. Majme nezavislé nahodné
veli¢iny a model

X = (Xl,...,Xn)T, Xz NpZ(Xl|0),Z = 1,...,”,

kde p; ma rovnaku funkcionalnu formu pre vsSetky ¢ a zavisi na i iba prostrednic-
tvom znamych faktorov (napriklad vysvetlujice premenné v regresnom modeli).
Majme apriérne rozdelenie p(@), 8 € © C RP. Potom aposteriérne rozdelenie
parametra 6 pri napozorovanych datach x = (x1,...,%,)" je dané predpisom

p(6]x) o [[ pi(x:10)p(8).

=1

Oznacéme Z novy d,-rozmerny nahodny vektor, ktory je nezavisly od X, pri da-
nom modeli a generovany rovnakym pravdepodobnostnym mechanizmom ako X,
teda Z ~ p,(z;0), v ktorom st dodatocné faktory zndme (napr. dodatocéné vy-
svetlujice premenné).

Definicia 14. Aposteriorne prediktivne rozdelenie budiceho pozorovania Z, pri
napozorovanych ddtach x, je rozdelenie s hustotou v z € R%, danou predpisom

Dorea(2]X) = /e p-(z; 0)p(6]x)dA(6).

Z predpisu vidime, Ze sa jednd o aposteriérnu stredni hodnotu p(z|@) a né-
hodny vyber z p,.q(z|x) mozno lahko ziskat pomocou Gibbsovho algoritmu. Hus-
tota pprea(z|x) sa nazyva aposteriérna prediktivna hustota. Aposteriérne predik-
tivne rozdelenie nového pozorovania Z je teda marginalne rozdelenie Z pri zohlad-
neni informéacie o @ obsiahnutej v datach X. Ako bodovu predikciu na zaklade
aposteriorneho prediktivneho rozdelenia budeme brat

7 = E ppreazix) L = /Rdz 2 Pprea(2”|X)dA,(27) (ak existuje),

kde A, je o-konecnéa miera prislusna hustote Z. Okrem bodovej predikcie mozno
v jednorozmernom pripade (d, = 1) robit aj intervalovi predikciu, pomocou
vierohodnostnych intervalov, zalozent na aposteriéornom prediktivnom rozdeleni.
Vyuzitim bayesovskej teérie teda mozno, pri znalosti p(0|x), predikcie spocitat
velmi Tahko, preto ju uprednostnime pred frekventistickym pristupom.
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2. Zdruzené modely

Motivacia pre budovanie zdruzenych modelov je rozsirif model relativneho
rizika, v ktorom méame iba diskrétne c¢asové okamihy tak, aby zahfnal aj endo-
génne casové premenné. Ked je cielom inferencia o ¢ase do udalosti, s ohladom na
longitudindlne merania (napr. tlak, teplota pacienta alebo hladina urcitej latky
v krvi), postupy popisané v predchddzajicej kapitole nemdzeme pouzit. Intu-
itivna myslienka za tymito modelmi je nasledujica: pouzit vhodny model pre
popisanie endogénnej casovo zavislej premennej pre kazdého pacienta a nasledne
odhadnuty vyvoj pouzit v modeli pre ¢as do udalosti. Hlavnym predpokladom pre
pouzitie zdruzeného modelu je, Ze existuje latentna premenna, ktora zachytava
zavislost medzi longitudindlnou premennou a ¢asom udalosti a podmienene na
tejto premennej st ¢as do udalosti a longitudindlna premennd nezéavislé [Hogan
and Laird} 1997]. Modely pre longitudindlne dita a pre data pre ¢as do uda-
losti mdézeme chapat tak, ze zdruzene zavisia na zdielanych ndhodnych efektoch
[Wulfsohn and Tsiatis, 1997]. Dalsim typom zdruZenych modelov st zdruzené
modely s latentnymi kategériami, v ktorych sa predpokladd, ze longitudinalna
premenna a ¢as do udalosti st nezavislé podmienene na nejakej diskrétnej latent-
nej premennej [Proust-Lima et al.| 2014]. V tejto praci budeme pracovat najméa so
zdruzenymi modelmi so spoloénymi nahodnymi efektami, preto im venujeme vac-
siu pozornost. Zdruzenym modelom s latentnymi kategériami sa podrobne venuje
napr. praca |Vorlickova) 2020].

2.1 Zdruzené modely so spoloénymi nahodnymi
efektami

Rozsirenym typom zdruzenych modelov st zdruzené modely so spolo¢nymi na-
hodnymi efektami (anglicky the Shared Random-Effect Model- SREM). Ako mo-
del pre longitudindlnu premennti mozno volit linearny zmiesany model [Wulfsohn
and Tsiatis, 1997] alebo zovseobecneny linearny zmiesany model [Xu and Zeger,
2001]. Pre data pre ¢as do udalosti je zvy¢ajne voleny Coxov model proporénych
rizik. Latentni premennt, ktora popisuje zavislost medzi longitudindlnou pre-
mennou a ¢asom do udalosti, predstavuju nahodné efekty linarneho zmiesaného
modelu [Tsiatis and Davidian, |2004], ako dalej ukazeme. K zavedeniu podrobnej
definicie zdruzeného modelu najskor zopakujeme znacenie z prvej kapitoly a za-
vedieme potrebné nové znacenie.

2.1.1 Zavedenie modelu

Rovnako ako v kapitole [I.I} bude K znacif pocet subjektov. Pre kazdé i =
1,...,K oznacme ndhodny proces Y;(t),0 < ¢t < L, kde L predstavuje nejaku kon-
Stantu ohranicujicu dobu sledovania subjektov. Proces Y;(t) bude (istym spdso-
bom) predstavovat endogénnu ¢asovo zavisli premennt v Coxovom modeli, ktory
uvedieme o chvilu. Longitudinalne tidaje pre jednotlivé subjekty nameriame v ca-
soch 0 < t;; < -+ < ty,, t = 1,...,K. Hodnotu Y;(t) nepozorujeme v ktorom-
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kolvek casovom okamihu ¢, ale iba v c¢asovych okamihoch, kedy boli vykonané
merania. Budeme teda znacit Y;; = Yi(t;;),i = 1,.... K, =1,...n; aY;, =
(Yir,...,Yin.) ", vektor merani pre i-teho pacienta. Symbolom Y = (Y| ,... Y )"
budeme znacit vektor pozorovanych longitudinalnych premennych pre vSetky sub-
jekty dohromady.

Dalej vyuZijeme pojmy a znacenie z kapitoly a oznacime pre kazdy sub-
jekt nezdporné (nepozorované) ndhodné velic¢iny pre skuto¢ny cas udalosti a cas
cenzorovania (17,C4), ..., (T ,Ck). Budeme znacit T; = min(7;,C;),i = 1,... K
aT = (Ty,...,Tk)" vektor cenzorovanych ¢asov udalosti pre vietky subjekty,
6 = (T < C),i=1,....K,8 = (61,...,0x)" prislusné indikdatory udalosti.
Budeme predpokladat splnenie podmienky nezavislého cenzorovania z definicie [5]
Zdruzent hustotu velicin Y, T a § budeme znacit fy 1 5).

Zdruzeny model je struktirovany hierarchicky. Prvy krok pri definicii tohto
modelu je definovat model pre longitudindlne data (endogénnu ¢asovii premenni
v Coxovom modeli), dalej model prezitia a nakoniec asocidciu medzi tymito
dvoma modelmi — model pre zdruzené rozdelenie (Y, T,d). V modeli prezitia
bude jediny modelovany regresor — odozva z longitudinalneho modelu, zvysné
regresory sa nemodeluji (st dané). Symbolom m;(t) budeme znacit takzvant
systematicki zlozku premennej Y;(t) a €;(t) bude znacit ndhodni zlozku merania
v Case t, teda Y;(t) = m;(t) + €;(t). Pre ndhodnt zlozku budeme predpokladat
€i(t) ~ N(0,0?). Histériu systematickej zlozky m;(t) longitudinilnej premenne;
ozna¢ime M;(t) = {m;(s),0 < s < t}. Zadefinujeme model pre longitudinélne
data:

1. Linedrny zmiesany model z definicie [1| rozpisany po zlozkéch:

Yi(t) = mi(t) + e(t)
=Xit)' B+ Zi(t) b +e(t), i=1,... K. (2.1)

Vektor ndhodnych efektov bude spliiat b; ~ N,(0,D). Rovnako ako v defini-
cii [I} bude B p-rozmerny vektor fixnych efektov, X;(¢) regresny vektor pre fixné
efekty v Case t a Z;(t) regresny vektor pre nahodné efekty v Case t.

Dalej zadefinujeme model prezitia:

2. Coxov model proporénych rizik:

Ai(t|by) = )\o(t,E)eXp{'yTXZ-(t) + am;(t)},
= No(t,8)exp{~y"X;(t) + a[X;(t) "B + Zi(t) by}, i =1, ... I(( |
2.2

kde A\o(,&)je nespecifikovana zakladna rizikova funkcia, ktoré zavisi na vektore
nezndmych parametrov &, v = (y1,...,7)" je vektor nezndmych parametrov a «
je neznamy parameter, ktory vyjadruje vztah medzi m;(t) (endogénnou ¢asovou
premennou) a rizikom udalosti v ¢ase t. Vektor X,(t) je r-rozmerny vektor (¢a-
sovo zavislych) regresorov v ¢ase t. Tieto regresory chapeme, na rozdiel od m;(t),

20



ako po castiach konstatné premenné, u ktorych dochadza k zmene hodnot len
v ¢asoch cenzorovania alebo ak dojde k udalosti.

Posledny krok je definovat asociaciu medzi tymito dvoma modelmi:

3. Zdruzené rozdelenie (Y;, T;,0;) i =1,... K:
fovom oo (Vis tinds) = /_Oo in|bi(yi|bi)[/\i<ti|bi)]5is<ti|bi)f<bi)dbi~ (2.3)

KIicovymi predpokladmi pre budovanie modelu st |[Rizopoulos, 2012, Kapi-
tola 4]:

1. nezdvislost subjektov: pre y = (y1,...,.¥x)', yi € RY, t = (t;,...tg)",
t; > O, d= (dl, e ,dK>T, d; € {071} Vi = 17 ce ,K plati

K
f(Y,T,(S) (y7 t? d) = H f(Yi,Ti,(si)(yh tiadi)’ (24>

=1

2. podmiene na ndhodnych efektoch, st longitudinalna premennd a cas do
udalosti nezavislé: pre kazdé i = 1,..., K a f(b;) hustotu b, plati

fovamsn(yi, tinds) = [m Jxi s (¥ilDi) firy 50 (tinds | bi) f (b )dby. (2.5)

Znadenie. Dalej budeme hustotu ndhodnej veliciny/ndhodného vektoru pouZivat
bez spodného indexovania, pre prehladnost znacenia. Teda f(x) bude znacit hod-
notu hustoty pre napozorovani hodnotu X = x a f(X) bude vseobecné znacenie
hustoty nahodného vektoru X.

Model relativneho rizika predpoklada, ze riziko udalosti v case t zavisi
iba na aktudlnej skutoénej hodnote m;(t). Pre funkciu prezitia vsak dostavame
Si(t|by) = P(T; > t|b;) = exp{— fi Xo(t,€)exp{y X,(s) + am;(s)}ds}, ¢o impli-
kuje, ze funkcia prezitia zavisi na celej historii longitudindlnej premennej (M;(t)).
Tato vlastnost je pre odhadovanie parametrov v zdruzenych modeloch délezita,
ako si ukazeme dalej.

Predpis plati z predpokladu a rozpisanim tvaru zdruzenej hustoty
f(T;,6;|b;) o< [\i(T;|b;)]%S(T;|b;) [Kulich, 2021]. Treba zdoraznit, Ze nevyhnut-
nym predpokladom pre dany rozpis zdruzenej hustoty je, ze pracujeme s neinfor-
mativnym cenzorovanim. Ked oznacime vektor neznamych parametrov z modelov
a ako 8 = (0y.,0,.0])7, kde 6y = (B",0%)" predstavuje vektor pa-
rametrov modelu , 0r = (¢7 7" ,a)" predstavuje vektor parametrov modelu
" a 0[, = (VGC(D))T = (]D)l,17 e ,DqJ,DLQ, e 7]D)q,27 e ,]DLq, e ,]D)(Lq)T para-
metre variancnej matice ndhodnych efektov, mozeme pre zdruzeny model
rozpisat vierohodnostnu funkciu:

L(6) = I L(0) = [T /(Y5..6.)

K o
S 1]1 /_ F(Yilbi0y) A(Ti[,.07.,8))" S (T, [bi,07.8) f (bi|6)dbi. (26)
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Pre prehladnejsi zapis rozpiseme jednotlivé ¢leny:
L,(g)o(/oo 1 (X1 B=24(T) b)) T (Yi=Xi(T)) T B=Z(T)) Tby)
7 . (27T0.2)ni/2

x [Xo (E’€)Q'YTX7J(T1')+O‘[X1’(Ti)Tﬁ-i-Zi(Ti)Tbi}] 8
i o= S o) exply TR (w)+alXi(u) T B+2:(u) Tyl }du

1

—3b; "Dy
X W@ 2 dbl (27)

Na odhadovanie parametrov sa pouziva ako metéda maximalnej vierohod-
nosti, tak aj bayesovsky pristup. Na spocitanie maximalnej vierohodnosti je po-
trebnd numerickd aproximdcia integralov (2.7), ktord je najmé vzhladom k b,
vypoctovo narocna. Na maximalizaciu vierohodnostnej funkcie je potrebné vy-
wzit optimalizacné algoritmy, ako napr. EM-algoritmus [Wulfsohn and Tsiatis,
1997|. Z hladiska vypoc¢tovej narocnosti je preto ¢asto vyhodnejsie zvolit bay-
esovsky pristup, v ktorom je inferencia zalozend na aposteriérnom rozdeleni [Xu
and Zeger, 2001, Hanson et al., 2011]. Vo vicsej miere sa budeme venovat bay-
esovskému pristupu aj v tejto praci.

Zéavislost medzi longitudinalnou premennou a rizikom udalosti nemusi byt
dand priamo aktudlnou hodnotou premennej v ¢ase t. Premenna m;(t) moze byt
parametrizovand pouzitim réznych funkciondlnych foriem, napr.:

1. oneskorené efekty: m;(tS ), t5 = max(t —c,0), vyzaduje sa, aby riziko v Case
t zaviselo na systematickej zlozke longitudindlnej premennej v case t — ¢,
kde ¢ predstavue pozadované oneskorenie,

2. Casovo zdvisld smernica: aym;(t) + aomi(t), kde mi(t) = L{X;(t)"B +
Z;(t)"b;}, interpretacia a; je rovnakd ako $tandardne, parameter a, meria,
ako je asociovand smernica systematickej longitudinédlnej trajektérie v case
t s rizikom udalosti v tomto Case, za predpokladu, ze m;(t) zostane nezme-
neneé,

3. ¢asovo zavisla smernica inak: Am;(t) = m;(t) — m;(t — 1), riziko udalosti
v case t je asociované so zmenou trajektérie za jednu jednotku casu,

4. kumulativny efekt: [; m;(s)ds, umoziiuje, aby bola celd histéria longitudi-
tudinalnej premennej, az do casu t, asociovana s rizikom udalosti v case
t.

Podrobnosti k pouziu réznych funkciondlnych foriem mozno néjst v [Rizopou-
los, [2012, Kapitola 5]. Model mozno rozsirit pridanim dalsich longitudinal-
nych premennych alebo uvazovanim viacerych casov zlyhania. V tejto praci sa
budeme venovat iba modelom s jednou longitudindlnou premennou a jednym ca-
som zlyhania. Rozsirenie modelov je opét podrobne rozpisané napr. v [Rizopoulos,
2012, Kapitola 5.

2.1.2 Bayesovské odhadovanie

Pre uvedenie do problematiky bayesovskych odhadov v zdruzenom modeli, je
potrebné rozpisat tvar hierarchického bayesovského modelu. Pre jednotlivé ¢leny
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modelu sa urcia podmienené rozdelenia, vdaka ¢comu bude mozné odvodit tvar
zdruzenej hustoty (2.6)). Pre zdruzent hustotu plati:

P(YivTiﬁi,buB) = p(Yi‘biae)p(Tia(Si’bia9>p<bi‘9)p(9>' (2-8)

V bayesovskej Statistike sa ¢asto pouZiva namiesto rozptylu o2 inverzny rozptyl
T = 02, tzv. presnost. Dalej budeme pracovat s parametrom presnosti namiesto
rozptylu o2. Pre zlozky vektoru 8 = (87 ,7,(vec(D))",£" 4" ,a)" budeme predpo-
kladat vzajomnu nezavislot apriérnych rozdeleni, teda:

p(8) = p(B)p(T)p(D)p(§)p(v)p(a). (2.9)

Na odhadovanie parametrov modelu je potrebné urcit, ¢o s pozorované a
latentné premenné, ¢o si parametre modelu a urcit ich apriérne rozdelenia a de-
finovat tak hierarchicky bayesovsky model, ako na obrézku [2.1] ktory graficky
znazornuje struktiru modelu dani vztahmi a . Pre apriérne rozdelenia
budeme uvazovat obvyklé volby [Leiva-Yamaguchi and Alvares, 2020, Andrino-
poulou et al., [2016] a volby hyperparametrov odpovedajice slabo informativnym
apriérnym rozdeleniam. Rozpisanim dostaneme:

1. Pozorované premenné:

« Y;, pre ktoré plati Yi|b;, X;,Z;,8,7 ~ N,,.(X;8,ZDZ] +7711,,),
o (T},6:), ktoré spliiaji Coxov model (2.2),

2. Latentna premenna:

« b, spliajiica b;[D ~ N,(0,D),

3. Parametre modelu:

B ~ Ny(0,X5), kde X5 = diag(03,,...,03 ) je pozitivne definitnd ma-

tica a a%j >0,7=1,...,p je volené vel’keﬂ,

o« 7~ ID(a,b;);a.,b; >0, a. € (0,1], b, blizko 0,

e DD~ W, T), vp € (g — Lal, T = ding(or... 00), v >
0,7=1,...,q je volené velké

e a~N(0,0%), 02 >0 je velké,

« v~N,(0,%,), X, =diag(c? ,...,02 ) je pozitivne definitna matica a

agj >0, j=1,...,r je volené velké,

o M\o(t,€), pre ktoré mozno uvazovat napr. Weibullovo rozdelenie, po ¢as-
tiach konstantny predpis, alebo model s pouzitim B-splajnov, ktory
zadefinujeme nizsie.

Vo vsetkych pripadoch pod pojmom ,velké“ pozadujeme, aby aposteriérny rozptyl para-
metra bol radovo mensi ako apriérny rozptyl.
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Obr. 2.1: Orientovany acyklicky graf pre hierarchicky zdruzeny model so spoloc-
nymi nahodnymi efektami.

Dalej je potrebné odvodit plne podmienené rozdelenia zo zdruzeného rozde-

lenia (2.8)). Najskor odvodime plne podmienené rozdelenia pre model pre longi-
tudinalne data a nasledne pre model prezitia. Zdruzené aposteriérne rozdelenie

(0,b)7, kde b = (by,...,bk)" dostaneme rozpisom:

p(0,bly,t,6) < p(y,t,6/6,b) = p(y|0y,b)p(t,0|6r,8,b)p(b|6,)p(6)

p(y
1:[ p(yilOy,bi)p(ti,6:|07,8,bi)p(bi|6,)p(Oy )p(67)p(6s)

%
( ) exp 2™~ ~XiB~Zibi) " (yi—XiB~Lib;)

8

Ao(t:, €)Y Xt +alXi(t) T 8+24(t) bz}}
Ao (u,€) exp{y T X (u)+a[Xi(u) " B+Zi(u) "bil}du

1
X —
(2m)2/2|D|'/2

X e fO

e~ 20 D iy (B)p(T)p(DHp(€)p(v)p(a).  (2.10)

Ako prvé odvodime plne podmienené rozdelenie vektoru parametrov 3, pricom
rozdelenie sta¢i poznat az na normujicu konstantu. Pre apriérne rozdelenie 3
predpokladdme B ~ N,(0,X3). Vyuzitim apridrnej nezavislosti, nezavislosti 8 a
b a vynechanim ¢lenov, ktoré nezavisia na 8 dostaneme:
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K
p(Bly,t,0,...) x H eXp*%(Yi*Xz'ﬁ*Zibi)T(yz'*Xiﬁ*Zz'bi) [ea[xi(ti)Tﬁ+Zi(ti)Tbi]]
i=1

w e~ Jo' 20w exp{y T Xi(u) +alXi(u)T B+Zi(w) "bil}du, 587518

05

K
o H eXp_%(_YIXiB_(Xiﬂ)TYi'i‘(Xiﬂ)T(Xiﬁ)+(xiﬁ)TZibi+(Zibi)Txiﬁ)
i=1

w 0iXi(t) B =587 R B = [ M) exp{y T Ki(w)+alX;(w) T A+ Z:(u) Tbi]}du

e ? (3K —2r(B) T (i Zib) b T, (%08)T (5:8)+87 55

X GZf; O“Sixi(ti)Tﬂ*foti Ao (w,€) exp{y " X; (u)+a[X;(u) T B4+Z;(u) "by]}du

O( e—% {ﬂT (251 +7 Zfil xjxi>ﬁ_2gT Zfil (ij (yi—Zibi)—aJiXi(ti))}

% o= Doy Jy  Ao(wg) exp{y TXi(w)+alXi(w) T B+Z:(u) Thil}du. (2.11)

Matica Egl je symetricka pozitivne definitna, kedze sa jedna o variancénua
maticu. Za predpokladu plnej stlpcove hodnosti matice X; je aj matica X! X;
symetrickd pozitivne definitna (SPD). KedZze sucet SPD matic je opat SPD ma-
tica, dostavame, ze Vg = Egl + 73K X[X; je SPD matica. Mézeme teda pi-
sat Vg = V;/QVE/Q. Dalej oznacime Uy = YK, 7X/ (y; — Zib;) — ad; X;(t;) a
Sa = =K 5 No(u,€) exp{y T Xi(u) + a[X;(u)" B + Zi(u) "by] }du. Potom plati

p(,3|y,t,5, o ) o 6_%[(V;/QB_VglmUﬁ)T(Vémﬂ—vg1/2U5)—UEV[§1U[5]+SA

—1/2¢,—1/2 1/2,1/2 —1/2¢,—1/2
X 67%[('67‘\]5 / Vﬁ / UB)TVB/ V[g/ (/B*VB / V,g / UB)]JFSA

o e~ 3(B=V5 U TVa(B-V; Up)l+Sx (2.12)

Ak by sa v predpise nenachadzal ¢len Sy, tak by platilo aposteriérne roz-
delenie Bly,t,0, - x Np(VEIU[g,Vﬁ). V nasom pripade sa vSak nejednd o ziadne
zname rozdelenie, ¢o motivuje pouzitie Metropolisovho-Hastingsovho algoritmu
na odhadovanie parametrov 3.

Ako dalsie odvodime plne podmienené rozdelenie parametra 7, pre ktory pred-
pokladdme apriorne rozdelenie 7 ~ I'(a,,b,). KedZe sa tento parameter nenachd-
dza v predpise pre model prezitia, vypocet sa vyrazne zjednodusi.

>

p(7ly,t,0,...) o< || p(yi|Oy,bi)p(T)

@
I
—

ni

T 2 T v X BT BT (v —X: B—7. b 1 -
2) eXp 3 (YZ X;B Zzbz) (Y'L X;B Zzbz) 7—‘17— 16 br1
m

%
s
—

s
Il
—

S Sitar—1,7T {Zf{:l(Yi—Xiﬁ—Zibi)T(yl‘—Xiﬂ—ZibiHbr}

Il

—

N
g

(2.13)

Zo vztahu X | n; = n a oznacenim b* = K | (y; — Xi8 — Z:b;) T (y; — XiB —
Z;b;) + b, dostavame
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p(T|yt,0,...) oc e2TorTle T (2.14)

teda 7|y,t,0, - - o< I'(§ +a,,b). Oba parametre st kladné, kedZe a, je parame-
ter gamma rozdelenia, § > 0 a 0} je sucet stvorcov. Na generovanie markovskych
retazcov moézeme pouzit Gibbsov algoritmus.

Vektor ndhodnych efektov b vystupuje ako v modeli pre longitudinalne data,
tak aj v modeli prezitia. Vypocty tak budu analogické ako pre parameter (.

K
i=1
K T
x H exp 2
=1
X e f;l )\O(uzg) eXP{’YTXi(u)+01[X¢(u)T,3+Zi(u)Tbi]}du|D|—1/26_%biTD71bi

(yi—XiB—Z;b;) T (yi—X;8—Z;b;) i [X:(t:) T B+Zi(t:) T by

K
. H eg[biTZiTZibibeiT(ZiTyifZiTXiﬁfazSiZi(ti))}ef%biTID)‘lbi
i=1
tq T T T
x €_f0 Ao (u,€) exp{y ' X;(u)+a[X;(u) ' B+Z;(u) ' b;]}du

e %[ZK f2biT{TZl.T(yifXZ',B)fa(SiZi(ti)}eriT(TZiTZi+D_1)bi:|+SA

i=1

. (2.15)

Oznacime Uy, = 7Z] (y; — X;8) — a6;Z;(t;) a Vy,, = 72 Z; + D~'. Ak ma
matica regresorov pre ndhodné efekty Z; plnti stlpcovit hodnost, matica 7Z; Z; je

symetrickd pozitivne definitna (SPD), matica D! je variancnd matica, teda SPD.

Ich stcet je tak tiez SPD matica a mozeme pisat V,, = V;/ 2\7;{ ?. Dostavame tak

_1 K T _onT
p(bly,t,d,...) oxe z{Zizlbi Vi, bi—2b)] Ubi}-y-SA

N e_% {Zfil(Vii/Qbi—Vz:il/zUbi)T(V;fbi—vz;lmUbi)] L5,

1 K —1 T -1
o D v U T (i U 450

x e*%(b*szlUb)TVb(b*Vz:lUb)JrSA’ (2.16)

kde U, = (U; ..., U] )T a'V, je blokovo diagondlna matica s blokmi V,,, i =
1,...,K. Pre jednotlivé b; a A; = [ Ao(u,€)er Xilw)alXa() T B+Z(w) bl gy tak
dostavame

1 —1 T —1
p(bslyi,ti,0i,...) e~ 2(BimVo, Usy) Vo (bi =V, "Up, ) =i,

Opaét by sa jednalo o normélne rozdelenie b;|y;,t;,0;, - - - Nq(Vb:lUbi V), ak
by sa vo vyraze nenachadzal clen A;.
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Varianénd matica vektoru ndhodnych efektov DD vystupuje iba v predpise
pre podmienené rozdelenie ndhodnych efektov a v apriérnom rozdeleni D! ~
Wish,(vp,Y). Predpis hustoty tohto rozdelenia je uvedeny v prilohe . Plne
podmienené rozdelenie jednoducho odvodime ako:

p(D 7y, t.0,...) o [[ p(bs/ D H)p(D~1)

i=1
2 — —
X H |D|_1/26_%b?D71bi|D—1|”d;q*l e_tr(T 21]D 1
=1
_1 T )
x e 2(21 L b D™ by +tr (T >]]D) 1’L. (2'17>

Prepisanim

K K
> b/D b +tr(YT'DT) = tr(b/ D 'b;) + tr(Y DY)
=1

i=1

N

Z bTD + tr(T_l]D)_l) _ tl”([f: blb;r + T—l}]]])—l)

=1 i=1
a oznacenim V! = YK bb + Y71 ziskame
1 1, %d= ‘1+K L T (Vle’l)
p(D™ |y,t,0,...) < |D7| e 2°\P , (2.18)
teda plne podmienené rozdelenie parametra D! je Wishartovo rozdelenie s pa-

rametrami Vp a vy — ¢+ K, D7y t,8, -+ o< Wish,(vg — ¢+ K, Vp).

Dalej odvodime plne podmienené rozdelenia parametrov z modelu preZitia.
Parameter o vyjadruje zavislost rizika udalosti na endogénnej ¢asovo zavislej pre-
mennej. Pouzitim predpokladu normdlneho apriérneho rozdelenia o ~ N(0, 02)
rozpiseme jeho aposteriorne rozdelenie ako:

K o2
plalyt.d,...) o< [] [ea[Xi<ti>Tﬂ+Zi<ti)Tbil}5"(2m )" 2R
=1

% e fo (u,€) exp{y T X;(u)+a[X;(u) T B+Zi(u) "bi]}du
~ ezz L 00i[Xi(t:) T B+Zi(t:) il - 5 JrSA
o 6_7 [%_2 Z 8 [X (t /3+Zi(ti)—rbi:| +SA’ (219)

kde Sy = =35 Jo do(w€) exp{y X;(u) + a[Xi(u) B + Zi(u) "bil}du je
znacenie z predchadzajicich vypoctov. Ked oznacime U, = S5, §[X;(t:) "8 +
Zi(ti)TbZ}, dostaneme zjednoduseny predpis

2
cx—o'aUa) +S)

plaly,t,d,...) e_%( 7o (2.20)
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Opét vidime, ze ak by sa v predpise nenachédzal clen Sy, jednalo by sa o nor-
mélne rozdelenie N(o,U,,02). Aj v pripade tohto parametra teda bude potrebny
Metropolisov-Hastingsov algoritmus.

Pri odvodeni aposteriérneho rozdelenia parametra v budeme postupovat ana-
logicky ako pre parameter 3, a a vektor nadhodnych efektov b:

1. Ty—1
27‘_1/26_57 Ly

K
. 5
=1
o o Jot No(w€) exply T R(w+alXi(u)T B+Z:(w) Tbi]}du
o et 87T Ri(t) =57 T2 Iy 48

— K oy
-3 |:’YTE’Y ty=230 5WTXz‘(ti)} +5a

x e (2.21)
Oznacenim U, = >K | §,X;(t;) dostaneme
Py, ... ) oc "3 B U)TE Ay -m R0 s,
X 6_%(7—27U7)T2w_1(’Y—ZWUWH‘SA’ (222)

¢o vedie opéit na pouzitie Metropolisovho-Hastingsovho algoritmu.

Ako posledné zostava urcit plne podmienené rozdelenie zakladného rizika
Ao(t,€), resp. jeho parametrov £€. Ako sme nacrtli vyssie, najcastejsie pouzivané
zakladné rizika su po castiach konstantné zakladné riziko, riziko z Weibullovho
rozdelenia Weibull(£1,£5), £1,62 > 0 a riziko modelované regresnymi splajnami.
Aposteriorne rozdelenie odvodime pre vsetky 3 tvary.

Rizikova funkcia Weibullovho rozdelenia Weibull(£7,£2), &1,£2 > 0 (predpis hus-
toty mozno najst v prilohe mé predpis \g(t,£1,62) = £t 71 Pre oba para-
metre & a & budeme predpokladat apriérne rozdelenie & ~ I'(ag, ,be, ), ag,,be, > 0
a & ~ I'(ag,,be,), ag,,be, > 0, analogicky ako pre parameter 7. Aposteriérne roz-
delenia parametra & dostaneme vyuzitim apriérnej nezavislosti ako:

K ) -
pEly 6.8, ... ) o [[IEa6ats 1 Pe Jo' oot ey Rulw) +alXu()T442: (1) b}
i=1

ag, —1 _
x £ eTtal

K
x H é.fﬂrafl*leéi(glfl) logtifﬁlligl fﬁlbglj (223)
i=1

kde sme oznadili Ie, = f3* &uét~texp{y " X;(u) + a[X;(u)" B + Zi(u) "by] }du.
Dalsim upravovanim vyjde:

K
PEy 0, ...) oc g e T (DI ditogti—Tig ~bey), (2.24)
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Plne podmienené rozdelenie tohto parametra opat nepatri do ziadnej znamej
rodiny rozdeleni, ¢o vedie na pouzitie Metropolisovho-Hastingsovho algoritmu.
Pre odvodenie aposteriérneho rozdelenia parametra & budeme postupovat ana-
logicky a oznacime I, = [1" &ué ™ exp{y T X;(u) + a[Xi(u)" B + Zi(u) "b;] }du.
Potom plati

K : ~
p(§2|y,t,5, .. ) X H[flé'thl_l]éie— fotl E162uf1 L exp{y T X;(u)+a[X;(u) T B+Z;(u) T b }du

=1

X 5552_16_1)5252
a Ko 1 K

x H ggief&lfzggsz—lefbgg&z x £2Zi:1 it =l —6(301 Liey+be,)
=1

(2.25)

Z predpisu vidime, Ze plne podmienené rozdelenie parametra & je gama roz-
delenie I'(3K | 6; + ag,, K | Lig, + b, ), ak st oba parametre kladné. Clen 3%, 6
je nezaporny a parameter ag, je parameter gama rozdelenia, teda kladny. Sacet
YK &+ ag, je tak kladny. Clen Ii¢, predstavuje kumulativnu rizikovt funkciu

@, ktora je nezdporna a parameter & je kladny. Parameter g, je kladny

parameter gama rozdelenia. Celkovo je teda stdet S5 | L, + be, kladny.

Po ¢astiach konstantna zékladna rizikova funkcia je dand predpisom Ag(¢,A) =
SE NIt € (Dr1,D,]}, kde X = (A\y,...,Ag)" je vektor konStantnych rizik a
0 < Dy < --- < Dpg je koneéné delenie casovej osi tak, ze D > T; pre vsetky
1 = 1,2,...,K. Pre zlozky vektoru A budeme predpokladat nezéavislé apriérne
rozdelenie gama rozdelenie I'(ay,,by,), ax.,by, > 0 [Ibrahim and Chen| [2001],
teda

bikr R R
A — r )\a)\r—le—b)\T)\r'
= () 1

Pre kazdé A\, r = 1,... R tak dostavame plne podmienené rozdelenie:

K R 4
pO\ly 6,8, ) o [T [ S M1t € (Djfl,Dj]}}‘5’)&”*16%%&

=1 j=1
X e Sy S A H{ue(D;-1,D;]} exp{y T Xy (u)+alXi(u) T B+Zi(u) b,]}du

K
o Oitax.—1 _
x )\TZ’:l Dr g Arban Iy (2.26)

kde Iy = X5, [ 8 N1{u € (Dj_y,Dj]}er Xl +alXa@) T8+ 2i0) Thil gy Vi
dime, 7e ak by bol ¢len I, nulovy, jednalo by sa o gamma rozdelenie I'(3X | §; +
ay,,by.). Opat nemdame uzavreti formu rozdelenia a vyuzijeme Metropolisov-
Hastingsov algoritmus.

V knihe [Rizopoulos, 2012] je zakladné riziko modelované regresnymi splaj-
nami a tento model je nasledne implementovany aj v baliku JMbayes [Rizopoulos,
2016, ktory budeme vyuzivat pri aplikovani teérie. V modeli je logaritmus zé-
kladného rizika vyjadreny ako
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logOo(1)) = €0 + 3" & B, (1), (2.27)

j=1

kde € = (&, ...,£7)" je vektor splajnovych koeficientov a By (t,v), ..., B;(t,v)
je splajnova baza stupnia d s uzlami v = (vq,...,05_4+1). Podrobni a pomerne
rozsiahlu definiciu béazického splajnu a splajnovej bazy mozno néjst v [Koméarek,
2021] a v praci ju nebudeme uvadzat. ZvySovanie poc¢tu uzlov J —d+ 1 umoznuje
vacsiu flexibilitu v aproximaécii log(A\(¢,£)), no na druhej strane sa chceme vyhntt
problému presného prekladania regresnej krivky datami (anglicky owverfitting).
Pouzivané pravidlo palca je zachovat celkovy pocet parametrov v modeli (t.j. di-
menziu vektoru @) medzi 1/10 a 1/20 celkového poétu udalosti v datach |[Harrell,
2001, Kapitola 4]. Po zvoleni poc¢tu uzlov treba zvolit ich polohu. T4 moze byt
volena na zaklade percentilov cenzorovanych c¢asov udalosti alebo pozorovanych
skutoénych casov udalosti. Alternativna moznost, pri ktorej sa vyhneme vyberu
vhodného poctu a umiestnenia uzlov, je zahrntat pomerne velky poéet uzlov (napr.
15 az 20) a vhodne penalizovat regresné koeficienty B-splajnu [Eilers and Marx,
1996]. Pre zlozky vektoru & je za predpokladu apriérnej nezavislosti standardnou
volbou apriérneho rozdelenia jednorozmerné slabo informativne normélne rozde-
lenie, t.j. & ~ N(O,agj) pre j =0,...,J. Prel € {1,...,J} tak dostaneme plne
podmienené rozdelenie:

K
Py b, .. ) oc [ [+ Em Pilten))p =28 10%
i=1

J ~
b CotY iy €5 Bj ()t T i) alX(w) T B+2(w) Tby)

< e Jo du
. 651 Zf; 8B, (E‘N)*%ﬁ?/agl +1¢
2
1 1 — O, Zii 5Bl t;, v
x expl — - g & £ui=1" ( i ) + ]E ’ (2.28)
2 g¢
J Tx T T
-~ oty oty & Bty Ky talX; () T B+Z;(w) T b;)
kde sme oznadili I[r = — 3K e Jo ¢ 7 du

Aj v pripade tohto aposteriorneho rozdelenia bude treba vyuzif Matropolisov-
Hastingsov algoritmus, kedZe sa nejedna o ziadne zname rozdelenie. Pre &, do-
staneme analogickym vypoctom

1 — 0, IS (5, 2
p(oly t,0,...) exp{ 3 FO 2211 ] + ]g}. (2.29)

K volbe navrhovej hustoty v Metropolisovom-Hastingsovom algoritme mozno
pristupovat viacerymi spésobmi. Jednou z moznych volieb navrhovej hustoty je
nahodna prechadzka s vhodnou volbou rozptylu, resp. variancnej matice. V zna-
¢eni z kapitolyv kroku (m+1) je pre dané 8™ navrh 07+ = 9™ 1 Z kde
¢astou volbou rozdelenia Z byva (viacrozmerné) t-rozdelenie, resp. normélne roz-
delenie s nulovou strednou hodnotou a zvyc¢ajne diagonalnou varianénou maticou.
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Na odhad varian¢nej matice sa vyuziva Laplaceova transformécia |[Penny et al.|
2007]. Oznacme Ry = argmazxe log(p(kly,t,0)) a pouzijeme Taylorov rozvoj 2.
radu na logaritmus aposteriornej hustoty:

log(p(kly t.8)) & log(p(Foly.t.0)) + (£ — Fo) ' [Viog(p(kly £.0))] =,

+ ;(n — o) [V2log(p(K|y,t,0))]jnero (K — Ro)- (2.30)

Plati Vlog(p(k|y,t,0))]|x=z, = 0 a pouzitim exponencidly dostaneme:

p(K'|Y7t75) ~ p(’%ﬁ‘y’ta(” + €xp ( - %(K’ - ’Z"’O)T[_VQIOg(p(H’yata(s))]\n:ko (K' - RO)))
(2.31)

Matica [—VZ?og(p(kly,t,0))]jx=r, sa ndsledne pouzije ako odhad varianéne;
matice ndhodnej prechddzky [van der Vaart|, 1998, Veta Bernstein—von Mises].

Predchadzajice odvodenia zhrnieme do nasledujiiceho tvrdenia.

Tvrdenie 2. Nech plati zdruZeny model a oznacme siucet kumulativnych
rizik Sy = — XK b N (u,€) exp{y X;(u) + a[Xi(u)" B + Zi(u) "by]}du. Potom
st plne podmienené rozdelenia parametrov modelu B,7,D71.&€ v,a a ndhodnyjch
efektov by, ... by tvaru:

1.
p(Bly.t.8,...) o e 2B~V Us) Vs(8-V; Us)+5n

kde Ug = S0 X[ (ys — Zib;) — a6 X;(t:) a Vg =35 + 7308, XX,

T‘y>t767 e X F(g + a.”b:),
kde b* = Efil(}’i -XiB — Zibi>T(yi - XiB — Z;b;) + by,
3. pre jednotlivé b; je

—5(bi=V, 1Uy,) TV, (bi=V, 1 U, ) - A,
p(bilyistidi, ... ) oc e 2P Ve U)W b ) =M

kde Ay = [ do(u,€)er Kt ol X A2 bl gy, U, = 7Z] (y: — X.B) —
aéZZz(tl) a Vbi = TZ:ZZ + D_l a

p(blyt,8,...) oc e 2>V, Ty V(b7 "U,) 451

kde U, = (U,,....U, )" a V, je blokovo diagondlna matica s blokmi
Vy,i=1,... K,

]D_1|y,t,5, o< Wish,(vqg — g+ K,Vp),
kde V! =K bbbl + 171
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2
plaly.t.6,. ) oc et ) s

pre Uy = Efil 6i[Xi(t:) "B+ Zi(ti)—rbz};

)

p(Y]y 6.0, ...) oc e 2(Z U TR (-3 Un )4 Sy
pre U, =215, 6: X (),
7. pre zikladné riziko z Weibulloovho rizika je & = (flfQ)Tf
PEy 6.8, ) o £ 500 e (I, Bilowti—Tieybey)

pre Lig, = Jy' &ut~ exp{y Xi(u) + a[Xi(w) "B + Zi(u) "bi] }du,

8.
€2|y7t757" Z(S +CL§2,ZIZ§2 +b§2)
=1
kde Lig, = Jy* &u®~ exp{y "X (u) + a[X(u) "B + Zi(u) "bi] }du,
9. pre po castiach konstantné zdkladné riziko dostdvame &€ = (\1,...,\g) ",

K
6 -1 _
p(Mly .0, ..) oc A= T oA 1R,

kde Iy = XK J¢ Z A 1H{u € (Dj_q,D; ey RitwtalXi(w)T B+ Zi(w) Thi] gy

10. pre zdkladné riziko spliiajice \o(t,€)) = £0+Z] 16Bi(0V) o g = (Co,... &) T
aprel=1,...,J plati

1 - Ii 52B ti7 2
p(fl]y,t,é,...)ocexp{_2[51 0 iz 0iBI( V)‘| +[£}7

0¢
' 2
1 —0 Ii 0;
p(éo!y,t,é,.,,) X expy — — €o &o > im1 0 +I£ ’
2 0¢
ti EO+E €8t Xy talX(w) T p+2Zi(w) "]
kde I& e 16 f j=177 J

Doékaz. Vid predchadzajice vypocty.
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2.2 Zdruzené modely s latentnymi kategoériami

Alternativny pristup k zdruzenému modelovaniu je pomocou zdruzenych mo-
delov s latentnymi kategériami (anglicky Joint Latent Class Model-JLCM), v kto-
rych sa berie do ivahy heterogenita populécie. Hlavnou myslienkou za tymito mo-
delmi je, ze populacia je zlozend z homogénnych latentnych podskupin/kategorii
subjektov, ktoré zdielajui rovnaky model pre longitudinalnu premennu a rovnaké
riziko udalosti. KIic¢ovym predpokladom pre pouzitie JLCM je, ze podmienene
na kategorii, si longitudinalna premenna a ¢as do udalosti nezavislé. V porovnani
s modelmi so spoloénymi ndhodnymi efektami je JLCM venovana mensia pozor-
nost a aplikacia tychto modelov je zamerana hlavne na popis vyvoja ochoreni,
analyzu citlivosti na chybajice data a v poslednej dobe na dynamicku predikciu
[Proust-Lima et al., |2014].

Bud K pocet nezavislych subjektov, ktoré mozno rozdelit do G latentnych
homogénnych podskupin. Priradenie do latentnej triedy pre kazdy subjekt ¢ =
1,...,K je definované pomocou kategorickej latentnej premennej V;, ktord nado-
buda hodnoty g = 1,...,G. Pre budovanie tohto typu modelov budeme opéat po-
trebovat predpoklad a predpoklad (2.9]), upraveny pre kategoricku latentnt
premennt [Rizopoulos|, 2012, Kapitola 5]:

G
FOY3, T0i) = > f(YalVi = 9) (T30 Vi = g) P(V; = g). (2.32)

g=1

Pravdepodobnost, Ze i-ty subjekt patri do skupiny g oznacime m;,. ZdruZeny
model s latentnymi kategériami budujeme v 3 krokoch:

1. multinomicka logisticka regresia pre m;,:

5
iy = PV = g|Z] = m (2.33)
2. zmiesany linedrny model pre Y;(t)|vieg = (Yia, - Yin,) " lvieg
Yi(t)|vieg = Xi(t) "By + Zi(t) "biy + €i(t), i = 1,... K, (2.34)
3. model proporénych rizik:
XtV = g,€4,79) = Aog(t, &g )exp{Xi(t) Ty, }, (2.35)
kde
o ¢ = (Cogs-+-Cmo14)", g =1,...,G, st vektory nezndmych parametrov,

ktoré z dovodu identifikovatelnosti musia spliiat podmienku ¢g = 0,
e Z; je m-rozmerny vektor ¢asovo nezévislych regresorov pre i-ty subjekt,
o X;(t) p-rozmerny vektor (aj ¢asovo zavislych) regresorov pre fixné efekty,

e By je p-rozmerny vektor fixnych efektov,
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o Z;(t) je g-rozmerny vektor Casovo zavislych regresorov pre ndhodné efekty,

+ b;, je vektor nahodnych efektov spliiajtci b, = bilvi—g ~ Ny(tg,Dy), b; ~
25:1 7Tiqu<:ugaDg)a

o € =(€1,...,6n,)" jechybovy vektor spliiajici €; ~ N,.(0,%;),

o X,(t) je r-rozmerny vektor regresorov v case t,
o Yy =(Yog,---»Vr-14) je vektor nezndmych parametrov,

o Aoy(t, &) je zakladné riziko, Specifické pre kazdu skupinu, ktoré zavisi na
vektore neznamych paramerov §,, g =1,...,G.

Z dovodu identifikovatelnosti predpokladame, ze zlozky X,;(t) a Z;(t) si rozne.
Varianénd matica D, moze byt pre kategoérie g = 1,...,G spolocné alebo Spe-
cificka pre kazdua kategériu. V pripade, ze sa jedna o Specifické matice, voli sa
zvycajne Dy = w?D, wg = 1, z dovodu identifikovatelnosti. Varianéna matica X;
je zvycajne volend ako diagondlna matica oL, pre homoskedastické nezavislé
chyby, ale zlozky €; mozu byt aj korelované.

Oznac¢me pre pevny pocet latentnych kategérii G vektor nezndmych para-
metrov zdruzené¢ho modelu f ako Og. Analogicky, ako pre zdruzené
modely so spolo¢nymi nahodnymi efektami, mozeme, vdaka predpokladom (2.4]),
a vztahu f(T;,6;|Vi = g) oc [M(Ti|V;i = ¢)]%S(T;|V; = g), rozpisat vierohod-

nostnu funkciu:

K K
L(OG) = H Ll(OG) = H f(szT’la(SlagG)
i=1 =1

[
>
M-

J(Y3|Vi = 9,06) f(T:,0:|Vi = 9.06) P(Vi = g|0g)}

.
I

—
Q
Il

i

FYilVi = 9.06) IN(T|Vi = 9.06)]" S(Ti|V; = 9.6c)

2
>
M

@
I

—
Q
Il

i

'U
e
I
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>
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S~—
—

(2.36)

Jednotlivé ¢leny vierohodnostnej funkcie (2.36) dalej rozpiSeme:

&1\ T 1/2
Li(8c) =3 <27T) ZDyZ] + 2|7V
g=1
% e~ 1/ 2A(Yi=Zipg—XiBg) T (ZiDyZ] +3:) ™ (Yi~Liprg—XifBg)]
~ Ti ~
X [AOg(ﬂ,ﬁg) eXp{Xz‘(Tz‘)T'Yg}]&ief fo Aog (u:€g) exp{Xi(u) Ty }du
eXp{CgTZz‘} (2.37)
ZG 1 CTZ ‘ '
g=15g #i

Oproti modelom so spoloénymi nahodnymi efektami je vierohodnost jedno-
duchsia, a teda vypocetne menej naro¢na. Spocitat maximum vierohodnostnej
funkcie analyticky je vsak stale naro¢né. Na maximalizovanie vierohodnosti sa
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preto opat pouzivaji numerické metddy, ako napriklad Newton-Raphsonov algo-
ritmus, EM-algoritmus alebo modifikovany Marquardtov algoritmus [Proust-Lima
et al., 2009]. Kedze vierohodnost méze mat viaceré lokalne maximd, [Hipp and
Bauer, 2006] odportcaju spustit algoritmus na spoéitanie maximalne vierohod-
nych odhadov viackrat, s réznymi pociatoénymi hodnotami, aby bolo zarucené
dosiahnutie globalneho maxima. Tento problém tak v zasade vyrusi vyhodu ne-
potrebnej numerickej integracie, kedze opakované nasadzovanie modelu je tiez vy-
pocetne narocné. Pre pouzitie metdédy maximéalnej vierohodnosti na odhadovanie
parametrov je potrebny parametricky predpoklad pre zakladné riziko. |[Proust-
Lima et al. [2009] uvddzaji napr. Weibullovo rozdelenie, po ¢astiach konstatny
predpis alebo parametrizacia pomocou splajnov.

Nevyhoda pouzitia JLCM je, Ze interpretacia koeficientov nie je priamociara,
preto sa pouzitie tohto typu modelov odporica najma na predikcie a pri potrebe
odhalit latentni heterogenitu. Dalou nevyhodou je, ze odhady sa poéitaji pre
dany pocet latentnych kategoérii. V praxi to znamena, ze musia byt pouzité viaceré
modely s roznym poctom latentnych kategérii. Modely sa nasledne porovnavaju
na zéklade roznych kritérii [Hawkins et al., 2001]. Vysledky studii ukazuju, Ze spo-
Tahlivym néastrojom pre porovnanie zdruzenych modelov je Bayesovo informacné
kritérium (anglicky Bayes Information Criterion-BIC') |Rizopoulos, 2012]. Krité-
rium mozno spocitat pomocou predpisu BIC(G) = —2L(0¢g) + nglog(K), kde ny
je pocet odhadnutych parametrov v modeli.

Tieto modely opéaf mozno rozsirif uvazovanim viacerych longitudinalnych pre-

mennych [Rizopoulos and Ghosh|, 2011] alebo viacerych ¢asov zlyhania [Huang
et al., |2011]. V tejto praci sa ani jednému z tychto rozsireni nebudeme venovat.
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3. Dynamicka predikcia

Cielom tejto kapitoly je popisat postup predikcie individualnych funkeii prezi-
tia, na zaklade ktorych mozno robif inferenciu o individualnych pravdepodobnos-
tiach prezitia. Zdruzené modely z predchadzajtcej kapitoly vyuzivame ako pros-
triedok na modelovanie pravdepodobnosti prezitia. Princip dynamickosti predik-
cie spociva v tom, ze tieto pravdepodobnosti prezitia su aktualizované vzdy, ked
si zaznamenané nové longitudinalne informacie. Okrem pravdepodobnosti pre-
zitia mozno dynamickt predikciu vyuzit aj na predikciu longitudinalnej odozvy.
Touto problematikou sa podrobne zaoberal autor [Rizopoulos, 2012] a v praci ju
nebudeme popisovat.

3.1 Uvedenie do problematiky

V znaceni z 2| kapitoly méame pre kazdého z K pacientov vektor longitudinal-
nych merani Y; = (Yiy,...,Yin.)", i = 1,... K. Dalej zna¢ime pre kazdy subjekt
nezéaporné (nepozorované) nahodné veli¢iny pre skutoény ¢as udalosti a ¢as cen-
zorovania (17,C1), ..., (T5,Ck), T; = min(T},C;), i = 1,...,K cenzorovany ¢as
udalosti pre kazdého pacienta a 6; = 1(T} < C;), ¢ = 1,...,K, prislusné in-
dikatory udalosti. Predpokladdme splnenie podmienky nezavislého cenzorovania
z definicie [f] Ozna¢me Dy = {T}, 6;, Y;, i = 1,...,K} data o K subjektoch,
na zaklade ktorych bol vybudovany zdruzeny model Pre (nového) pacienta
i+1, bude YVi11(t) = {Yi+1(s); 0 < s < t} predstavovat mnozinu longitudindlnych
meran{ zaznamenanych do ¢asu t, X; 41 vietky zvysné regresory v zdruZzenom mo-
deli, T}, skuto¢ny (neznamy) cas udalosti, ;41 () budeme znacit funkciu prezitia
nahodnej veli¢iny 77 ; a 6* skuto¢ni hodnotu vektoru parametrov zdruzeného
modelu. Predpoklad, Ze mame o pacientovi merania do ¢asu ¢t implikuje, Zze do
casu t pacient prezil, resp. u pacienta nedoslo k udalosti. Zaujima nas predik-
cia pravdepodobnosti, ze u pacienta ¢ + 1 nastane udalost v ¢asovom intervale
[t,u], 0 <t < u. Budeme sa teda sustredit na individudlne pravdepodobnosti
prezitia do casu u > t za podmienky prezitia do casu ¢t > 0:

7ri+1(u|t) = P(ﬂil > U‘ir;;l > t, yH_l(t),XH_l,DK,B*), t > 0. (31)
Dynamicky charakter (3.1) spociva v tom, ze pri namerani novych infor-
macii o pacientovi v Case t’ > t, mozeme aktualizovat predikciu a dostaneme

i1 (ult'), u >t

Za platnosti modelu mozeme spocitat m;1(ult), u > t ako aposteriérnu
strednt hodnotu:

mia(ult) = [ P(Ti > ulTy > 6 ()Xo O)p(6D)A0. (32

Vypocet prvého clena integrandu vyuziva predpoklad podmienenej nezavis-
losti (2.5)) a mozeme ho rozpisat ako
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P(T/y > ulTf > ¢, Vi1 (t).Xi11,0)

:/ P(Ty > ulT}, >, Viga (), Xig1,big1, O)p(bi1 [T}y > t, Vi1 (t),Xis1,0)dbity
Ra

- / P(T?y > ulT7y > £ Kb 0)p(bia [T7 s > £ Viar () Xisr, 0)dbiy
Ra
_/ P(T%, > u, Ty > t,Xs11,bi11,0)
P(T+1 >t X1+1,b1+1,0)

/ Sz+1 U|Xz+1a z+1a0)
ra Sit1(t|Xit1,bi11,0)

p(bit1|T}q > t, yz+1() i+1,0)db;1

p(bisa|T s >, Vg1 (8),Xiv1,0)dbiy, (3:3)

kde druha rovnost plati z nezavisloti longitudinalnych dat a ¢asu do uda-
losti, podmienene na nahodnych efektoch. Na zaklade prvého ¢lena integrandu
(3.3) mozeme dalej pomocou bayesovskej tedrie odvodit odhad pravdepodobnosti
prezitia w1 (ult).

3.2 Odhady pravdepodobnosti prezitia

KTIacovym krokom k predikcii a odhadovaniu pravdepodobnosti prezitia je
ziskat vyber K vektorov nahodnych efektov b;, i = 1,... K, z aposteriéorneho
rozdelenia p(bly,t,8,0) z tvrdenia Podmienene na m-tej postupnosti 0™, m =
1,..., M, generujeme m-ti vzorku nahodnych efektov z aposteriérneho rozdelenia
p(bly,t,6,00™). Odhad pravdepodobnosti preZitia nasledne spocitame dosadenim
postupnosti vektorov parametrov a vektorov nahodnych efektov {8 b(™) m =
1,..., M} do modelu:

P(T;_l > U| it1 >t yi-i-l(t)vxi-i-labz('fl)? e(m))

M=

Tipa(ult) =

3
1§

P(T7 >u, Ty >t Xz+17bz+170 (m))
P(T7, > t, Xz+1,bz+1,0 (m))

i1 (U)X, b, 00)

i+1 (t‘Xi+17bz(T1)7 o)

1=

n

M=

il (ult). (3.4)

M=

S
:
n

3
5

Pri odhadovani mézeme postupovat rovnako ako v prvej kapitole, zvolit nejaké
mg > 0 dostatocne velké a prvych mg ¢lenov postupnosti ignorovaf, t.j. brat ako
¢leny z rozohrievacej fazy, ktoré nebudu pouzité na odhadovanie. Ozna¢me dalej

pr = covlm 1 (ult) w1 (ul)], k= 0,12,

Za platnosti istych podmienoky regularity [Meyn and Tweedie, 1993, Kapitola
17], plati Centrélna limitna veta, ktord umoziuje Statistickd inferenciu vystupov
z MCMC. Z Centrélnej limitnej vety plati:
. D
VM (i (ult) = miga (ult)) —=— N(0,07),
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kde o7 = po+2 372, pi urcuje velkost takzvanej MCMC chyby [Brooks et al.),
2011]. Prirodzend miera presnosti 7;41(ult) je teda dand MCMC standardnou
chybou (MCMCSE) definovanou ako

po+ 23521 P

= (3.5)

Odhad MCMC chyby 7;41(u|t) m6zeme spocitat pomocou empirickej autoko-
variancnej funkcie

1 M-k A . .
27 2 [T (ult) = R (uO)w™ (ult) = fia (ult)], (3.6)

m:l

pre k =0,1,2,....

Interval spolahlivisti s pokrytim 95% je z Centrélnej limitnej vety pre Mar-
kovské retazce tvaru

(Fia1(ult) £ uo.07s MCMCSE (7141 (ult)) ),

kde ug 975 je 97.5% kvantil sStandardného normalneho rozdelenia.

3.3 Miery presnosti predikcie

Okrem samotnej predikcie je dolezité urcif, ako dobre longitudinalny marker
predikuje pravdepodobnost prezitia. Na zodpovedanie tejto otazky sa pouzivaja
miery ako kalibracia a diskriminacia. Kalibracia meria, ako dobre model predikuje
pozorované data. Pomocou diskriminacie hodnotime, ako dobre model rozlisuje
pacientov, u ktorych dojde k udalosti v kratkodobom ¢asovom horizonte od pa-
cientov, u ktorych dojde k udalosti neskor. V standardnej analyze prezitia sa
pouzivaju miery, ktoré kombinuju tieto dva koncepty, ako napriklad chyba pred-
ikcie [Graf et al. [1999]. V tejto ¢asti sa budeme zaoberat jednotlivymi pojmami
podrobnejsie.

3.3.1 Diskriminacia

Na vyhodnotenie rozliSovacej schopnosti modelu budeme predpokladat nasle-
dujicu situaciu:

» pouzitie dostupnych longitudindlnych merani do ¢asu ¢ > 0,

« zaujima nas vyskyt udalosti v medicinsky relevantnom ¢asovom intervale

(t,t + At], A > 1.

V zéavislosti na pouzitom modeli a pre konkrétnu prahovi hodnotu ¢ € [0,1]
oznac¢ime pacienta i za pripad, ak m;(t + At|t) < c. Nasledne mdzeme zadefinovat
pojmy ako senzitivita a Specificita.
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Definicia 15. Pre ¢ € [0,1] a m;(t+At|t) pravdepodobnost prezitia i-teho pacienta
v casovom intervale (t,t+ At], t > 0,A > 1, definujeme senzitivitu (tiez aj pomer
spravne pozitivnych) ako

SNAYe) = P(mi(t 4 At|t) < |, T7 > t,T; € (t,t + At]).

Definicia 16. Pre ¢ € [0,1] a m;(t + At|t) pravdepodobnost preZitia i-teho pa-
cienta v casovom intervale (t,t + At], t > 0,A > 1, definujeme Specificitu ako
pravdepodobnost, Ze pacient je spravne zaradeny do kategorie pacientov, u kto-
rych nenastala udalost:

SPA(c) = P(my(t + At|t) > c|TF > t, T >t + At).

Dalej pomocou $pecificity a senzitivity definujeme operaéni charakteristiku
prijimaca (anglicky Receiver Operating Characteristic — ROC') a plochu pod kriv-
kou (anglicky Area Under the Curve — AUC) [Hanley and McNeil, [1982].

Definicia 17. Pre p € [0,1] a (1 — SPAY(p))~t = inf{c : 1 — SPAY(c) < p}
definujeme operacni charakteristiku prijimaca ako

ROCH(p) = SNAY{(1— SPM(p) ™'}

Plochu pod ROC' krivkou potom definujeme ako
1
AUCA = / ROC(p)dp.
0

Intuitivnejsiu interpetaciu AUC poskytuje formuldcia podla|[Hanley and Mc-
Neil, |1982]:

AUCH = Plmi(t + Atlt) < mi(t + At|){T7 € (t,t + A} N {T] >t + At}].

Pre kazdy nédhodny par {i,j} pacientov, ktorych stav vieme kategorizovat
podla toho, ¢i doslo k udalosti alebo nie, AUC reprezentuje pravdepodobnost,
ze klasifikacia podla trovne markerov je zhodna s klasifikaciou podla vyskytu
udalosti. AUC rovné jednej zna¢i maximalnu diskriminaciu, zatial co AUC = 0.5
zna¢i ndhodnt diskrimindciu (t.j. marker nerozlisuje medzi pacientami lepsie ako
hod mincou). Cim je teda hodnota AUC blizsie k 1, tym ma model lepsiu diskri-
minac¢nu schopnost. Vyhoda pouzivania metodiky ROC je, ze moze byt pouzita
na porovnavanie roznych markerov.

Vyssie zadefinované miery presnosti rozlisuji pacientov v Specifickom case t,
a teda v roznych casovych okamihoch méze mat model rozne trovne diskrimina-
cie. Na zhrnutie diskriminacnej schopnosti markeru pocas celej doby sledovania
navrhol |[Rizopoulos, 2011] pouzitie dynamického indexu diskrimindcie zalozeného
na vazenych priemernych AUC:
o
ot /0 AUCA (1) dt,

dyn

kde
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_ PIy>t)
"0 e > nar

Volba véhovej funkcie u(t) je zalozend na myslienke, Ze ¢asové okamihy ne-
prispievaji do porovnania rovnako, pretoze v neskorsich okamihoch ocakavame
menej subjektov k dispozicii. V praxi sledujeme pacientov na nejakom ohrani-
¢enom casovom intervale (0,L), L > 0. V takom pripade je dynamicky index
diskriminacie upraveny do tvaru:

yn

L

[oa]” = / AUCAE (1) dt,
0

kde

uL( ) — Lu<t) '

Jo u(t)dt
Odhadovanie senzitivity, Specificity a AUC je v jednoduchom pripade zalozené
na pocitani prislusnych pocetnosti v napozorovanom vybere. Napriklad, odhad
senzitivity mozno spoditat ako pomer pacientov spliiajicich m;(t + At[t) < ¢ a
pacientov, u ktorych nastala udalost v intervale (¢,t + At]. V stvislosti s cenzoro-
vanim vsak tieto odhady nemozno zalozit ¢isto na pocetnostiach pacientov, u kto-
rych nastala udalost. [Li et al., 2018] odvodili konzistentny odhad senzitivity a
Specificity pouzitim vah zalozenych na modeli. Ozna¢me W; € {0,1},i=1,... K
vahu i—teho pacienta a 1(7}* < t+At) je identifikator, Ze u i—teho pacienta doslo
k udalosti do casu t + At, A > 1. Odvodenie tvaru W; je zalozené na principe

nasledujtcich 4 scenarov, ktoré mozu nastat v pritomnosti cenzorovania.

1. T, >t+ At = 1T <t+At)=0 = W, =0,
2. T <t+ At =1 = 1T <t+A) =1 = W;=1,
4. T, <t+At,0, =0 = T >T, = W, =P(T; <t+At|T; <t+ At =
0) —1_ Si (t+AtX;,0%)
o Si(Ti|X:,0%)

kde 6* je skutoc¢na hodnota vektoru parametrov. VSimneme si, ze pre spojity
cas do udalosti, je pravdepodobnost tretej moznosti nulova. Celkovo tak dosta-
vame

Wi = P(TF < t + Al|T,.05) = E[L(T? < ¢ + AUT.,5)]
B PR Sl Sl
Si(Ti| X, 0%)

]H(Ti <t+ At),
(3.7)

Odhad W; potom dostaneme jednoducho ako
W, = [1 — (1= 0;)mi(t + Atm)} WT; <t+ At)
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a odtial odhad senzitivity ako

A YK 1(mi(t+ Atft) < )W,
SN, (C) = L ( K T ) .
=1 7

(3.8)

Vsimneme si, Ze v pripade necenzorovanych dat, odhad odpoveda empirickému
odhadu pomerom pocetnosti. Odhad specificity spocitame analogicky ako

@tAt(C) _ Yoty 1(mi(t + Atlt) > c)(1 — Wi)‘ (3.9)
i (1—=W5)

Odhad ROC nasledne spocitame dosadenim odhadov pre senzitivitu a Speci-
ficitu do definicie. Volba vyssie spocitanych vah umoznuje aj alternativny sposob
odhadovania AUC pomocou priamociareho vypoctu, ktory nevyzaduje numerickt
integraciu. Definicia AUC podla [Hanley and McNeil, 1982 evokuje podobnost
s Mann-Whitneyho testovou statistikou. Ak by bol ¢as udalosti znamy pre kaz-
dého pacienta, odhad AUC by bol tvaru

1
Yty S W(Ty < At+ )T > At + 1)
K K
x Y S AT < At+ ) 1T > At +t)
1j5=1

—— At

X [L(7:(t + Atlt) < (¢t + At]t)) + 0.5 x L(7; (¢t + At|t) = 7;(t + Atlt))] },

Clen 0.5 x 1(m;(t + At|t) = m;(t + At[t)) je vo vzorci zavedeny kvoli zhodam.
V pripade cenzorovania je ¢len 1(T < At + t) nahradeny védhami, resp. ich
odhadmi, teda plat:

1 K K A
Y S W1 = W) ;; {Wi(1 —wy)
X [L(R: (¢ + Atlt) < 750t + At[t)) + 0.5 x L(Fi(t + At|t) = 7;(t + At[t))]}.

— At

Dokaz konzistencie odhadu AUC mozno najst v [Li et al., [2018]. Dalsimi spo-
sobmi odhadovania senzitivity, Specificity a AUC, ako napriklad pouzitim vazenia
pomocou inverznej pravdepodobnosti cenzorovania (angl. Inverse Probability of
Censoring Weighting — IPCW), sa zaoberali napr. [Blanche et all 2013].

3.3.2 Kalibracia a validacia

DalSou délezitou mierou na vyhodnotenie predikénej schpnosti modelu je ka-
libracia, t.j. kvantifikovanie zhody medzi predikovanymi a pozorovanymi prav-
depodobnostami prezitia. V analyze prezitia sa sStandardne pouziva miera, ktora
kombinuje koncept diskrimindcie a kalibracie — Brierovo skére (angl. Brier score —
BS). K zadefinovaniu a odvodeniu tvaru odhadu Brierovho skére najskor zopaku-
jeme znacenie z kapitoly[1.2] Zna¢ime R;(t) = 1(T; > t) i = 1,... K identifikdtor,
&i je subjekt v riziku v ¢ase t a N (t) = K, N;(t) pocet subjektov v riziku v ¢ase
t. Dalej budeme znacit D;(t) = 1(T} > t) status skutocnej udalosti.
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Definicia 18. Ocakdvand kvadratickd chyba predikcie (Brierovo skore) je tvaru
PE(t+ At|t) = E[{D;(t + At) — m;(t + At[t)}?).

Pri odhade PE(t 4+ At|t) treba brat opat do tvahy cenzorovanie. Analogicky
ako pri odvodeni tvaru (3.7)), situdciu s cenzorovanim rozdelime na 3 scenére:

1.
T >t+At = Di(t+At)=1 (3.10)
— PE(t+ At|t) = E[{1 — m(t + At|t)}], '
2.
T, <t+At,0; =1 = D;i(t+At)=0 (3.11)
= PE(t+ At|t) = E[{0 — m(t + At|t)}?],
3.

= PE(t+ At|t) = P(T;y <t + At)E[{0 — m;(t + At]t)}] (3.12)
+P(TF >t + At E[{1 — m(t + At[t)}].

Odhad Brierovho skére, zohladniujici cenzorovanie [Henderson et al., [2002],
tak dostaneme v tvare

N(t)
PE(t + At|t) = Z (T; > t + At {1 — m;(t + Att)}? (3.10)

( =
+ 1(T; < t+At)5{O—7rl(t—l—At|t)} (13- 11])

+ 1(T; <t+ At)(1 —9;) [(1 — it + AHT)){0 — (¢ + Atft)}?
+ A+ AT){1 — m(t + At\t)}ﬂ . B3.12)

V odhade st pouzité vahy zalozené na modeli, ktorych vyhodou je, ze cenzo-
rovanie moze zavisiet na longitudinalnej histérii. Nevyhodou ich pouzitia je, ze
model musi byt dobre Specifikovany.

Pouzitim longitudindlnych informécii do ¢asu ¢, PE(t + At|t) meria pres-
nost predikcie v konkrétnom case t + At. Alternativne mozeme zhrnit chybu
predikcie na konkrétnom c¢asovom intervale [t, ¢ + At], spoc¢itanim vazeného prie-
meru {PE(s|t),t < s < t+ At}, ktory zohladntiuje cenzorovanie, podobne ako

dyn [Schemper and Henderson, 2000] navrhli odhad integrovanej chyby predik-
cie, ktory je po zohladneni casovej dynamickosti tvaru:

— Zz <T; <t+A 51M@(Elt)
TPE(t + Atft) = —— =" SC(TZ)S )
Yin<Ti<t+AL Oi %
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Na ziskanie objektivneho vyhodnotenia schopnosti modelu predikovat prav-
depodobnosti prezitia je potrebné vyhodnotit miery presnosti predikcie. Interna
validacia miery presnosti predikcie sa vykonava pomocou standardnych prevzor-
kovacich technik, ako napriklad krosvaliddcia (pomocu vynechaného jedného po-
zorovania) alebo Bootstrapom. Vo vSeobecnosti je tento proces ¢asovo narocny,
kedze vyzaduje opakované budovanie modelu, preto sa odportuca vyuzit para-
lelné pocitanie. Externd validacia je zalozena na pocitani mier presnosti predikcie
z datového suboru z inej analyzy.
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4. Tlustracna analyza realnych dat

Aplikaciu zdruzeného modelu ilustrujeme na datach k priméarnej bilidarnej cir-
hoze (PBC). Jedna sa o chronické a smrtelné, ale zriedkavé ochorenie pecene,
ktoré je charakteristické zapalovym rozpadom zl¢ovych vyvodov v peceni, ktoré
neskor vedie k cirhéze pecene. Data pochadzaju z klinickej studie, ktort uskutoc-
nila Klinika Mayo v rokoch 1974 — 1984 [Murtaugh et al. [1994]. Cielom studie
bolo vyhodnotif pouzitie licku D-penicillamine na liecbu PBC. Pacienti s PBC
majui anomalie vo viacerych krvnych testoch, ako napriklad zvysenu hladinu bili-
rubinu. Pocas sledovania boli zaznamenévané viaceré biomarkery spajané s PBC.
V analyze sa zameriame na hladinu bilirubinu, ktory je povazovany za jeden z naj-
dolezitejsich markerov spojeny s priebehom ochorenia. Na analyzu a spracovanie
déat bol vyuzity software R [R Core Team)| 2023| a balik JMbayes [Rizopoulos,
2016]. Tato analyza slizi iba na ilustraciu aplikdcie tedrie z predchadzajicich ka-
pitol a ziskanie realistickych scenarov pre simula¢nu studiu, ktora bude obsahom
nasledujicej kapitoly. Cielom preto nie je zaoberaf sa budovanim kompletného
modelu. Uvadzané modely su preto jednoduché a detailnii analyzu mozno najst
napriklad v [Dickson et al.; [1989].

4.1 Popis datového suboru

V tejto ilustracnej analyze budeme skimat 312 pacientov, ktori boli ndhodne
rozdeleni na podanie liecku D-penicillamine alebo placeba. Celkovo mame k dis-
pozicii 1945 pozorovani. V kniznici JMbayes st PBC déta k dispozicii v datovych
siboroch pbc2 a pbc2.id, ktoré obsahuji po rade longitudindlne a cenzorované
udaje (tj. prvy subor je v dlhom formate a druhy obsahuje prvé meranie od kaz-
dého pacienta). V tabulke vidiet v datach vyrazny nepomer medzi muzmi a
zenami. Ako udalost budeme chapat transplantaciu alebo timrtie pacienta. Cen-
zorovanie, vyvolané zvycajne odchodom pacienta zo studie, bolo priblizne v 45 %
pripadov. V tabulke |4.2[st zakladné popisné charakteristiky numerickych premen-
nych. Merania boli robené na dospelych pacientoch vo veku od 26 do 78 rokov.
Doba sledovania, resp. ¢as prezitia, rovnako ako aj poc¢et merani, sa medzi jednot-
livymi pacientami vyrazne lisila, od jedného, az po 16 merani, v priebehiu 40 dni,
az 14 rokov. Nulova hodnota posledného ¢asu longitudialnych merani odpoveda
situacii, ked pacient absolvoval iba jedno meranie a nasledne doslo k cenzorovaniu
alebo udalosti.
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Pocet Relativne

Faktor Skupina Zastupenie , . .
pozorovani pocetnosti
Pohlavie zena 276 1708 88,46%
muz 36 237 11,54%
Liecba Liek 158 978 50,64%
placebo 154 967 49.36%
Indikdtor Cenzorovanie 143 1073 45,83%
udalosti
Udalost 169 872 54,17%

Tabulka 4.1: Udaje o pohlavi, lietbe a pocte cenzorovanych pacientov.

Min Max Priemer 1. kvartil Median 3. kvartil SmerO(’flaJna

odchylka

Vek (roky) 2628 7844 50,02 42,24  49.80 56,72 10,58

Biliubin o 10 4100 367 0,80 1,40 3.90 4,49
(mg/d)

Caspreditia 1 1431 641 3,71 6,30 8,88 3,56
(roky)
Posledny

cas 0,00 1411 6,84 3,72 6,82 9,62 3,70
merania
(roky)

Pocet 1,00 16,00 4,76 2,00 4,00 7.00 3,25
navstev

Tabulka 4.2: Vyberové udaje o veku a mnozstve bilirubinu na pociatku studie,
dlzke sledovania subjektov a pocte navstev.

Z dat sme, s nastavenim set.seed(0610), ndhodne vybrali 4 pacientov, postupne
s poc¢tom merani 2,4,8,11, pre ktorych budeme ilustrovat predikcie pravdepo-
dobnosti prezitia. Tychto pacientov sme vyradili z datového stiboru, na zaklade
ktorého bol vybudovany zdruzeny a klasicky Coxov model. Longitudinalne trajek-
torie tychto pacientov st vyznacené ¢ervenou na obrazku Na zaklade grafickej
analyzy bola zvolend logaritmicka transformaécia bilirubinu ako odozvy v LME, aj
ako regresoru v klasickom Coxovom modeli. Na obrazku [4.2|st vykreslené odhady
funkcii prezitia bez transplantacie pre pacientov s placebom a liecenych pacien-
tov, z datového suboru na budovanie modelu. Na zaklade obrazku sa zda, ze efekt
liecby nebude signifikantny.
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log(bilirubin)

T T T T 1

8 10 12 14
Cas [roky]

o
N
N

Obr. 4.1: Subjekt-$pecifické longitudinalne trajektérie pre log(bilirubin). Cerve-
nou su pacienti, na ktorych nebol budovany model a pre ktorych budt ilustrované
predikcie.
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Obr. 4.2: Kaplan-Meierov odhad pravdepodobnosti prezitia bez transplantacie a
bodové konfidenéné intervaly s pokrytim 95% pre pacientov s placebom a s liekom
D-penicillamine.
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4.2 Model a odhady parametrov

Cielom ilustracnej analyzy je aplikovat poznatky z tedrie na redlne data a po-
rovnat odhady koeficientov a predikcie pravdepodobnosti prezitia ziskané zo zdru-
zeného modelu a klasického Coxovho modelu. Na ilustraciu volime zdruzeny mo-
del , v ktorom uvazujeme prirodzeny logaritmus bilirubinu ako longitudi-
nélnu premennt a Coxov model (4.2)), v ktorom st hodnoty logaritmu bilirubinu
pouzité konstatne v ¢ase. V modeloch pre riziko imrtia budeme ako regresory
uvazovat dalej vek pacientov na zaciatku studie, pohlavie a liecbu pacientov. Lo-
garitmus bilirubinu budeme modelovat pre jednoduchost len v zavislosti na case,
ako fixnom, tak aj ndhodnom efekte. Pre vSetky 3 modely (LME, Coxov model
a SREM) bola vykonana grafickd diagnostika na posudenie platnosti predpokla-
dov pre pouzitie modelov.

SREM : log(bili)(t;j) = B1 + Ba * tij +bY + bl x t;;,

8
Ai(t[bY,b}) = exp{& + Z §iB;j(t,v) + 71 * vek; + v2 * 1{zena};
j=1
+ 3 * {liek}i + alB + By * tij + b + b} * 1]},
G=1,...m i=1,...308. (4.1)

Cox : A(t|vek,pohlavie,liek,log(bili)(t)) = Ao(t) + 1 * vek + 74 * 1{Zena}
+ 5« W{liek} + 4, x log(bili)(t). (4.2)

Zdruzeny model bol pouzity so 100 000 iteraciami MCMC, s predvolbou 3000
iteracii v zahrievacej faze a 3000 iteracii na adaptovanie modelu. Na znizenie au-
tokoreldcie v ramci refazcov bol pouzity stencovaci parameter (anglicky thinning
parameter) n.thin = 2. Uzly a rad splajnov boli ponechané v predvolbe, t.j. uzly
boli spoc¢itané pomocou percentilov cenzorovanych ¢asov udalosti, zvoleny pocet
uzlov bol 5 a pouzitd bola splajnovova funkcia radu 4 (pocet koeficientov na kaz-
dom po castiach polynomidlnom tseku, teda rad 4 odpovedd kubickému splajnu).
Apriérne rozdelenia boli, pri znaceni z modelu [2.1.2] volené nasledovne:

e B ~ Ny(0,diag(0,001;0,001)),

7~ T(1;0,005),
e D, D! ~ W, (2,diag(0,001:0,001)),

e a ~ N(0;0,01),

~ ~ N3(0,diag(0,005; 0,001; 0,001)),
e &o,---,& ~ N(0;0,001).

Tabulka obsahuje odhady parametrov zo zdruzeného a Coxovho modelu.
Pripomenieme, Ze na odhadovanie parametrov zdruzeného modelu je vyuzivana
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Odhad Smerodatna Vierohodnostny/

Parameter parametra chyba P-hodnota Konfide¢ny interval
0%l 0,043 0,001 < 0,001 (0,026; 0,060)
1 0,027 0,007 < 0,001 (0,013; 0,042)
Yo 0,071 0,021 0,751 (—0,372; 0,526)
Yo —0,077 0,216 0,723 (—0,500; 0,347)
Y3 —0,091 0,017 0,564 (—0,418; 0,243)
Vs —0,122 0,160 0,447 (—0,436; 0,192)
o 1,310 0,003 < 0,001 (1,132; 1,491)
V4 1,048 0,084 < 0,001 (0,882; 1,213)
b1 0,494 0,0003 < 0,001 (0,380; 0,610)
Ba 0,185 0,0001 < 0,001 (0,162; 0,209)
&o —6,426 0,086 < 0,001 (—8,188; —4,854)
&1 —7,287 0,074 < 0,001 (—8,950; —5,820)
& —5,938 0,085 < 0,001 (—7,754; —4,403)
&3 —6,822 0,060 < 0,001 (—8,130; —5,466)
&a —5,858 0,076 < 0,001 (—7,359; —4,326)
&5 —6,630 0,048 < 0,001 (—8,006; —5,276)
&6 —4,430 0,080 < 0,001 (—6,890; —1,879)
&r —10,350 0,073 < 0,001 (—15,434; —6,168)
s —6,493 0,209 < 0,001  (—13,493; —2,448)

Tabulka 4.3: Odhadnuté fixné efekty, prislusné smerodajné chyby, p-hodnoty a
vierohodnostné intervaly, resp. konfidencné intervaly zdruZeného modelu (4.1
a Coxovho modelu (4.2)) (Sedou).

bayesovska tedria a uvedené smerodatné chyby, p-hodnoty a vierohodnostné inter-
valy maji mierne odlisnu interpretaciu ako idaje ziskané frekventistickym odha-
dovanim, v pripade Coxovho modelu. Vidime, Ze oba modely sa zhoduju v signi-
fikantnosti efektov regresorov, no vierohodnostné intervaly st oproti konfideénym
intervalom mierne posunuté. Vierohodnostny interval pre parameter « interpre-
tujeme ako mnozinu, ktord za podmienky napozorovanych dat pokryje skutocnu
hodnotu parametra s pravdepodobnostou 95%. V pripade zdruzeného modelu
je najmensia pravdepodobnost, Ze vierohodnostny interval neobsahuje skutocnu
hodnotu parametra a mensia ako 0,001. V pripade Coxovho modelu, pri opa-
kovanom pouziti modelu na roézne data, interval spolahlivosti pokryje skutoénu
hodnotu parametra v 95% pripadov. P-hodnotu interpretujeme ako najmensiu
moznu hladinu testu, na ktorej by sme zamietali nulovi hypotézu, ze parameter
a je rovny nule. Bodové odhady parametrov maji podobné hodnoty, az na odhad
efektu pohlavia, ktory ma v Coxovom modeli opa¢né znamienko ako v zdruze-
nom modeli. Tento efekt vysSiel v oboch modeloch nesignifikantny, preto z tohto
vysledku nebudeme vyvodzovat dalsie zavery.
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4.3 Predikcie

Pri odlisnosti hodn6t odhadov efektov musime brat ohlad aj na rézne pristupy
pouzité pri odhadovani, preto sa na zaklade vysledkov v tabulke nemusi zdat, ze
v pouziti roznych modelov je nejaky vyrazny rozdiel. Vacsie rozdiely vo vystupoch
modelov sa vSak ukazuju na predikcii pravdepodobnosti prezitia, ako vidiet na na-
sledujticich obrazkoch. Na obrazku st vykreslené predikcie pravdepodobnosti
prezitia pre pacientov 85, 198, 268 a 283 z PBC datasetu. Odhadované funkcie
prezitia zo zdruzeného modelu (modrou) zohladnuju informéciu, ze o pacien-
tovi mame informécie aj medzi zaciatkom Studie a ¢asom udalosti/cenzorovania.
Odhady funkcii prezitia si tak rovné 1 az do posledného ¢asu longitudinalneho
merania. Pri pouziti standardného Coxovho modelu tieto informacie nie st k dis-
pozicii a odhad podmienenej pravdepodobnosti prezitia 7;(u|t) mozno spocitat

len ako podiel odhadov funkcii prezitia g(g)) z modelu, v ktorom nevieme zohlad-
nif, ze do Casu t bol pacient nazive. Vidime, ze bodové odhady z Coxovho modelu
st u pacientov 85 a 268 nadhodnotené, zatial ¢o u pacienta 198 je odhad pod-
hodnoteny. U pacienta 283 sa zdajui byt bodové odhady funkcii prezitia z dvoch
modelov pomerne v stlade, no vidime, ze vierohodnostny interval je ovela Sirsi,
ako konfiden¢ny interval. Podobny trend medzi vierohodnostnym a konfidenénym
intervalom mozno pozorovat aj u pacienta 268. U pacientov 85 a 198 s posunuté
ako bodové, tak aj intervalové odhady. Podrobnejsie budeme skimat spravanie

sa odhadov pri rdznych poctoch névstev pacientov v simula¢nej studii v kapitole[5]

Pacient 85 Pacient 198
A A
=
S ——— SREM '% ~——— SREM
AL AL
\'E’ """ SREM 95% VI 'E’ """ 'SREM 95% VI
o a
~ | —— Coxovmodel Y o] —— Coxovmodel
-~ Coxov model 95% IS ===~ Coxov model 95% IS
60 1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Cas [roky] Cas [roky]
Pacient 268 Pacient 283
——— SREM
""" SREM 95% VI
= ———  Coxov model =
li:‘ -~ Coxov model 95% IS If:‘
A A
= =
? S ~——— SREM
AL AL
\'E/ ':x_’ """ 'SREM 95% VI
o a
o | ——— Coxov model
~=  Coxov model 95% IS
6 1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 1 0 1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11
Cas [roky] Cas [roky]

Obr. 4.3: Predikované pravdepodobnosti prezitia, vierohodnostné intervaly (VI)
a bodové intervaly spolahlivosti (IS) s pokrytim 95% pre pacientov 85,198, 268 a
283 z PBC datasetu na zdklade zdruzeného modelu (modrou) a Coxovho modelu
(Cervenou).
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4.4 Diskriminacia a kalibracia

Tabulka [4.4{ obsahuje vyhodnotenie diskriminacie a kalibracie zdruzeného mo-
delu v ¢asoch t = 3,5,7, resp. na intervaloch [t,t + At] pre At = 2 4. Vidime, Ze
pri pouziti longitudinalnych merani z prvych 5 rokov, bilirubin vykazuje najlepsiu
diskrimina¢na schopnost pre pacientov, ktori by mohli zomriet v nasledujticich

At
dvoch rokoch (AUCt = 0,850). Aby sme overili, Ze toto plati pocas celej doby
sledovania, spocitali sme dynamicky index predikcie, v tabulke 4.5, pre rovnaké

—— At=2

casové useky. Odhad é?;; * mé podobni hodnotu ako AUC,_; , ¢o naznacuje,
ze podla hodnot bilirubinu model dobre rozlisuje pacientov. Najmensiu chybu
predikcie dostavame v ¢ase t + At = 5 pri vyuziti longitudinalnych informécii do
¢asu t = 3. Na ¢asovom intervale [3; 5] je tak isto najmensia aj integrovand chyba
predikcie TPE(t + At|t) = 0,056

Na obrazku st vykreslené ROC krivky v ¢asoch 5 a 11 s vyuzitim longitu-
dindlnych merani do ¢asov 3 a 7. Na zaklade oboch kriviek by sme zhodnotili, ze
model mé pomerne dobru diskriminac¢nt schopnost a drobny rozdiel je viditelny
viac na vy¢islenonom prislusnom AUC v tabulke nez na krivkach.

—— At — —
AUC, PE(t + At]t) TPE(t + Atft)
At =2 At =4 At =2 At =4 At =2 At =4
t=3 0,803 0,834 0,098 0,139 0,056 0,092
t=2>5 0,850 0,842 0,111 0,145 0,069 0,093
t=17 0,767 0,784 0,117 0,163 0,069 0,113

Tabulka 4.4: Miery presnosti predikcie pre model (4.1))

At =2 At =4

A~ AL

& 0,794 0,780

dyn

Tabulka 4.5: Dynamicky index diskrimindcie pre model (4.1)).
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Obr. 4.4: ROC krivky pre model (4.1) zhora v ¢ase 3 pre At =2 a v Case 7 pre
At =4.
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5. Simulac¢na studia

V tejto zaverecnej kapitole prace sa budeme zaoberat simulacnou studiou,
ktorej cielom je porovnat vystupy z Coxovho modelu a zdruzeného modelu a vy-
hodnotit presnost odhadov zdruzeného modelu. Pre modely budeme simulovat
data za roznych scenarov, ktoré zahinaju zvysujuci sa pocet pacientov, zvysujuci
sa pocet longitudindlnych merani a rastiice percento cenzorovania. Na vypocty
a spracovanie dat bol opat vyuzity software R [R Core Team), 2023] a balik JMba-
yes [Rizopoulos, [2016]. Ako prvé popiSeme simulovanie dat a ciele, ktoré sledujeme
a nasledne popiseme a prediskutujeme ziskané vysledky.

5.1 Popis a ciele simulacii

V simulacnej studii uvazujeme nasledujicu situaciu: pacientov sledujeme po
dobu jedného roku, pocas ktorého zaznamenavame longitudinalne merania. Vsetci
pacienti majui merania robené priblizne v rovnakom case, ekvidistancne rozloze-
nom v priebehu roku. Niektori pacienti po tretej navsteve (alebo neskor) prestani
chodit na kontroly a stracame o nich akikolvek informéciu. Cas poslednej kontroly
sa teda stava ¢asom cenzorovania. U pacientov, ktori chodili na vysetrenia pocas
celej doby sledovania, mame informéciu o ¢ase imrtia. Zaujima nas spravanie sa
odhadov a predikcii na zaklade zdruzeného modelu, ak budeme zvysovat pocet
pacientov, pocet navstev a percento cenzorovania. Pre rozne scenare volime pocet
pacientov K = 50, 100, 150, pocet navstev n = 4, 7, 9 a percento cenzorovania
p = 10%, 30%, 50%. Déta st generované vzdy pre K + 4 pacientov, s nasta-
venim set.seed(123456). Na zéklade udajov o K pacientoch st budované modely
a pre zvysnych 4 pacientov st pocitané predikcie podmienenych pravdepodobnosti
prezitia. Podrobnejsi popis vyberu pacientov na predikovanie uvedieme neskor.
V simuldciach pracujeme s takmer rovnakym modelom ako v ilustracnej analyze.
Jediny rozdiel v modeloch je ten, Ze v simulacidch nebudeme uvazovat nesigni-
fikantny efekt liecby. Pri simulovani dat volime hodnoty koeficientov na zaklade
ilustraénej analyzy, teda 8 = (81,82)" = (0,5;0,2)", v = (y1,7%2) " = (0,05;0,1)7,
a=13,0%=0,3avec(D) = (diy,d12,d12,d2) " = (1;0,08;0,08;0,03)". Casy lon-
gitudindlnych merani generujeme ekvidistancéne na intervale [0; 1], v zavislosti na
pocte navstev, s pridanim $umu z rovnomerného rozdelenia na [—0,05; 0,05] (aby
simulacie viac kopirovali realnu situaciu, v ktorej nechodia vsetci pacienti presne
v rovnakom ¢ase). Dalej generujeme nadhodné efekty (absolitny ¢len a smernicu)
a chybové cleny z normalneho rozdelenia s nulovou stredou hodnotou, po rade
rozptylmi diq, des a 02, vietky pre jednoduchost nezéavislé. Odozva z linedrneho
zmiesaného modelu je nasledne pocitand predpisom Y; = X;8 + Z;b; + €;, i =
1,....,K+4, kde X; = Z; st po rade matice fixnych a ndhodnych efektov obsahu-
jice v stlpcoch vektor jednotiek a ¢asy longitudindlnych meranf i-teho pacienta.
Pohlavie pacientov generujeme z alternativneho rozdelenia s pravdepodobnostou
zenského pohlavia 0,7 (znizend pravdepodobnost z ilustracnej analyzy) a vek pa-
cientov generujeme z rovnomerného rozdelenia na intervale [20; 80]. Pre ¢as prezi-
tia uvazujeme exponencialne rozdelenie, teda zakladné riziko je tvaru \o(t,£) = A
a volime A\ = 0,001. Cas prezitia nasledne generujeme na zéklade zdruZeného
modelu podla |Austin, 2012]. Simulované data teda spliiaji model:
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SREM : log(bili)(t;;) = 0,5+ 0,2 x t;; + by + b} * t;; + €5,
Ai(t|bY b}) = exp{0,001 + 0,05 * vek; + 0,1 * 1{zena};
1,3 % 0,54+ 0,2 % t;; +bY + bl 5]},
j=1,...m, i=1,...K +4. (5.1)

7 dovodu dosiahnutia pozadovaného percenta cenzorovania, u vsetkych pa-
cientov predpokladame, ze na intervale [0; 1], s pravdepodobnostou rovnou jednej,
nikto nezomrie. Aby sme zachovali nezavislé cenzorovanie a zaroven kontrolovali
percento cenzorovania, generujeme cas cenzorovania nasledovne:

1. Nahodne volime pacientov, ktori budi cenzorovani, z dévodu odchodu zo
studie, podla daného percenta cenzorovania.

2. Nédhodne volime posledni navstevu daného pacienta (vSetci pacienti vsak
musia absolvovat aspon prvé tri longitudindlne merania).

3. Ako Cas cenzorovania berieme cas poslednej navstevy u vyssie uvedenych
nahodne vybranych pacientov.

Cenzorovany c¢as udalosti nasledne spoc¢itame Standardne ako minimum c¢asu
cenzorovania a casu udalosti, pre kazdého pacienta. U pacientov, u korych doslo
k cenzorovaniu, je este potrebné upravit longitudindlne déata tak, aby neobsa-
hovali idaje po cenzorovani. Vysledky predikcii chceme ilustrovat pre pacientov
s rOznym ¢asom umrtia, resp. cenzorovania. Pacientov, pre ktorych budu pocitané
predikcie volime tak, aby mali postupne zvysujuci sa (cenzorovany) ¢as udalosti,
teda T; ~ 0,66; 1,3, 3, 6. Pri vybere pacientov, ktori budi cenzorovani tak navyse
vyberame 1 pacienta, aby sme mali zachované percento cenzorovanych pacientov
pri budovani modelov. Ku kazdému modelu spoc¢itame miery diskriminacie a ka-
libracie. Z dévodu ¢asovo naro¢nych vypoctov poc¢itame iba A/UTJtAt, PE (t+Atlt)
a C’ifn pret =3, At =2at =7, At = 4. Cielom simulécii je ukazaft, zZe s rasticim
pocCtom pacientov, rasticim poctom navstev a znizujicim sa percentom cenzoro-
vania, budi odhady zo zdruzeného modelu, oproti klasickému Coxovmu modelu,
presnejsie. Taktiez ocakavame vicsi rozdiel medzi odhadnutymi funkciami prezitia
z klasického Coxovho modelu a zdruzeného modelu. Na kvantifikovanie rozdielu
medzi funkciami prezitia vyuzijeme suprémovt metriku, ktort spocitame ako tes-
tovu statistiku z dvojvyberového Kolmogorovho-Smirnovho testu. Kazdy scenar
zreplikujeme v d = 100 vygenerovanych datasetoch a vysledky budeme prezento-
vat ako priemer vystupov z kazdého datasetu, pre jednotlivé volby K, n, p.

5.2 Vysledky

V tejto casti zhrnieme vysledky simulacii. Ako bolo spomenuté na zaciatku
kapitoly, zaujimaji nas miery diskriminacie a kalibracie, vzdialenost odhadov
funkcii prezitia a presnost bodovych odhadov parametrov zdruzeného modelu pre
rozne scenare. V simuldciach sa zaoberame odhadmi parametrov a predikciami

na zaklade zdruzeného modelu (5.2)) a klasického Coxovho modelu (/5.3).
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SREM : log(bili)(t;;) = B1 + fBa * tij + b + b},

)‘i<t’bgvbi) = exp{&o + Z §Bj(t,v) + 1 * vek; + 2 * 1{zena};
7=1
alfi + B2+ tij + b + by 5]},
j=1,...ni=1,.. . K. (5.2)

Cox : A(tlvek,pohlavie,log(bili)(t)) = Ao(t) + 1 * vek + 74 * 1{Zena}
+ 4 x Log(bili)(t). (5.3)

Zdruzeny model bol v kazdom zo scenarov pouzity z dovodu vypocetnej na-
rocnosti len s 20 000 iteraciami MCMC, s predvolbou 3000 iteracii v zahrievacej
faze a 3000 iteracii na adaptovanie modelu. Na znizenie autokorelacie v ramci
retazcov bol pouzity stencovaci parameter n.thin = 2. Uzly a rad splajnov boli
ponechané opat v predvolbe, t.j. zvoleny pocet uzlov bol 5 a pouzita bola splaj-
novové funkcia rddu 4. Apriorné rozdelenia boli, v znaceni z modelu [2.1.2] volené
nasledovne:

e B ~ Ny(0,diag(0,001;0,001)),
e 7~ T(1;0,005),

e D, D ~ W,(2,diag(0,001;0,001)),

o v~ NO,diag

a
. N(0;0,01),
(0,005;0,001)),
(

e« &,...,E ~ N(0;0,001).

V tabulke st uvedené priemerné hodnoty odhadov AUC, dynamického in-
dexu predikcie a chyby predikcie, poc¢itané zo 100 aplikéacii modelu pre kazdua
kombinaciu po¢tu pacientov, poctu navstev a percenta cenzorovania. Na zaklade
hodndt pre kazdy z 27 scenarov vidime, ze model ma pomerne dobrt diskriminéna
schopnost (ﬁ}, C’dA;n > 0,7). Vidime, ze hodnoty AUC a dynamického indexu
predikcie sa pri zvysujucom sa pocte pacientov zlepsuju, aj ked sa nejedna o vy-
razny trend. S rasticim percentom cenzorovania pozorujeme zretelnejsi pokles
AUC a dynamického indexu. U chyby predikcie nevidiet ziadny trend. Zd4 sa, ze
zvysSujuci sa pocet navstev nema vplyv na ziadnu z diskriminac¢nych a kalibrac-
nych mier.

Na obrazku je vykreslend priemerna suprémova vzdialenost odhadnutej
podmienenej funkcie prezitia zo zdruzeného modelu a Coxovho modelu. Lavy
horny obrazok zobrazuje situaciu pre pacientov, u ktorych doslo k cenzorovaniu
priblizne v 8 mesiacoch (0,66 roku). Zvysné 3 obrazky zobrazuju situdciu pre pa-
cientov, u ktorych doslo k udalosti. Casovy bod u, na osi y, je vo vieobecnosti
cas posledného longitudinalneho merania, ktory bol u kazdého pacienta v kazdom
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Percento

e coworow UG, AUC; o ¢t PEGR)  PE(1)
K=50 n=4 p=0,1 0,85 0,81 0,80 0,81 0,09 0,17
p=0,3 0,78 0,74 0,73 0,74 0,10 0,19

p=0,5 0,73 0,75 0,72 0,73 0,09 0,18

n="7 p=0,1 0,84 0,83 0,80 0,81 0,09 0,16

p=0,3 0,75 0,76 0,73 0,74 0,11 0,18

p=0,5 0,70 0,75 0,73 0,74 0,10 0,18

n=9 p=0,1 0,83 0,83 0,81 0,82 0,10 0,15

p=0,3 0,77 0,75 0,74 0,75 0,10 0,18

p=0,5 0,73 0,73 0,74 0,75 0,09 0,19

K=100 n=4 p=0,1 0,84 0,82 0,79 0,80 0,09 0,16
p=0,3 0,81 0,82 0,78 0,79 0,10 0,16

p=0,5 0,76 0,78 0,75 0,76 0,10 0,18

n=7 p=0,1 0,84 0,82 0,80 0,81 0,09 0,16

p=0,3 0,82 0,80 0,78 0,79 0,09 0,17

p=0,5 0,78 0,77 0,75 0,76 0,11 0,18

n=9 p=0,1 0,83 0,81 0,81 0,82 0,09 0,17

p=0,3 0,84 0,82 0,80 0,81 0,09 0,16

p=0,5 0,78 0,77 0,76 0,77 0,11 0,19

K=150 n=4 p=0,1 0,83 0,82 0,79 0,80 0,10 0,17
p=0,3 0,83 0,82 0,79 0,80 0,10 0,16

p=0,5 0,80 0,80 0,76 0,77 0,11 0,17

n=7 p=0,1 0,82 0,83 0,80 0,31 0,10 0,16

p=0,3 0,84 0,83 0,80 0,81 0,09 0,16

p=0,5 0,78 0,79 0,75 0,76 0,12 0,18

n=9 p=0,1 0,84 0,83 0,81 0,82 0,09 0,16

p=0,3 0,83 0,82 0,80 0,82 0,10 0,17

p=0.5 0,79 0,78 0,76 0,78 0,12 0,18

Tabulka 5.1: Priemerné odhadnuté miery diskriminacie a kalibracie spomedzi 100
modelov pre kazdy scenar.

datasete iny. Mame iba informaciu, ze sa jednalo priblizne o ¢as 0,66 roku, v pri-
pade Tavého horného obrazku, a priblizne o 1 rok, v pripade zvysnych obrazkov.
Cas u preto nechdvame vo vieobecnom zapise. Na obrazku vidime, Ze s rasticim
poctom pacientov, na ktorych boli budované modely, su si odhady blizsie. Tak
isto, ako by sme aj c¢akali, sa zd4, ze s klesajicim percentom cenzorovania klesa
aj vzdialenost odhadov. Pri zvysujicom sa pocte navstev nie je na obrazkoch
viditelny monoténny trend. Na zaklade obrazkov sa zda, ze s neskorsim skutoc-
nym c¢asom udalosti, je vzdialenost medzi odhadmi funkcie prezitia mensia. Na
obrazku je znazornend priemernd suprémova vzdialenost odhadnutej podmie-
nenej funkcie prezitia zo zdruzeného modelu a skutocnej podmienenej funkcie
prezitia, pre kazdy scenar. Opét vidime, ze najvacsi vplyv na vzdialenost funkcii
mé pocet pacientov zahrnutych v modeli (klesajtci trend vzdialenosti s rasticim
poctom pacientov). Vplyv rastiiceho percenta cenzorovania uz nie je taky jed-
noznacny, ako v pripade vzdialenosti medzi odhadnutymi funkciami. Aj v tomto
pripade je vSsak na obrazkoch stéle viditelny klesajuci trend vzdialenosti s rasti-
cim percentom cenzorovania. Zda sa, ze zvysujuci sa pocet navstev vysledky opét
nezlepsuje. Vidime, ze vzdialenost medzi odhadom a skuto¢nou funkciou prezitia,
s rasticim skutoénym casom udalosti, klesa.
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Obr. 5.1: Suprémova vzdialenost odhadnutej podmienej funkcie prezitia zo zdru-
zeného modelu a odhadnutej podmienenej funkcie prezitia z Coxovho mo-
delu . Meniaci sa pocet navstev je odliseny tvarom bodov a percento cenzo-
rovania ja odlisené farebne.
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Obr. 5.2: Suprémova vzdialenost odhadnutej podmienej funkcie prezitia zo zdru-
zeného modelu (5.2)) a skutoénej podmienenej funkcie prezitia. Meniaci sa pocet
navstev je odliseny tvarom bodov a percento cenzorovania ja odliSené farebne.
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Obr. 5.3: Porovnanie bodovych odhadov jednotlivych parametrov zo zdruzeného mo-
delu (5.2), spocitanych z kazdého datasetu (¢iernou), so skutoénou hodnotou parametra
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Obr. 5.4: Porovnanie bodovych odhadov jednotlivych parametrov zo zdruzeného mo-
delu (5.2)), spocitanych z kazdého datasetu (Ciernou), so skuto¢nou hodnotou parametra
(zelenou) a priemernym odhadom spomedzi vsetkych modelov (éervenou).
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a priemernym odhadom spomedzi vSetkych modelov (¢ervenou).

Odhady parametra y Odhady parametra y,

AOAN
-
o
-
Agee.
R
o
one
e
-

bas §oo foo
Qﬁeﬁeeita =
ios Goe foo b ve foe §io

50 100 150 50 100 150 50 100 150 50 100 150 50 100 150 50 100 150
Pocet pacientov Pocet pacientov

Loan
o=
L -
o
L
am
-
Lo
rgm
e

COO0000 OOO000O CO0O000
0000 D00 OO0
SRAVON SRNANON DRANON
SOIONION SHONOUT ONOULIOU

Loan
- o

Odhady parametra y3

2
fde foe Jaa
Skuto¢na hodnota

©2] @ . Y ) | o
i * Priemerna hodnota a smerodatna odchylka odhadov
T hea Gow Foo

ol e ] o
b ba Haw §ou

50 100 150 50 100 150
Pocet pacientov

50 100 150

Obr. 5.6: Porovnanie bodovych odhadov jednotlivych parametrov z klasického Co-
xovho modelu (j5.3)), spocitanych z kazdého datasetu (¢iernou), so skutoénou hodnotou
parametra (zelenou) a priemernym odhadom spomedzi vSetkych modelov (Cervenou).

o8



Na obrazkoch [5.3] [5.4] 5.5 a [5.6] st vykreslené bodové odhady parametrov zo
zdruzeného a Coxovho modelu pre kazdy scenar a kazdy spocitany model. Zele-
nou je vyznacena skutocnd hodnota parametra, s ktorou boli data generované a
¢ervenou je priemernd hodnota a smerodatnd odchylka medzi vsetkymi spocita-
nymi modelmi pre kazdy scendr. Odhady parametra Dy (druhy diagonalny prvok
varian¢nej matice nahodnych efektov) st tplne mimo skutoénych hodnét para-
metra. Pri¢inou je zrejme vysoka autokorelacia odhadov v ramci MCMC a maly
pocet iteracii. Pripomenieme, ze v ilustracnej analyze sme volili desatnasobne
vacsie mnozstvo iteracii. Podobne vidime, Ze aj refazec pre odhad parametra
Dy, zrejme este neskonvergoval k stacionarnemu rozdeleniu. Pre zvysné para-
metre zdruzeného a Coxovho modelu pokryva priemer odhadov pomerne dobre
skutoént hodnotu parametrov. U vsetkych parametrov sa pri zvysujicom sa po-
¢te pacientov zlepsila presnost odhadov (mensia smerodatnd odchylka odhadov).
Vplyv poc¢tu navstev na odhady parametrov nie je viditelny. V pripade paramet-
TOV Y1, Y2 & (v Vyzera, ze vyssie percento cenzorovania priemerne zhorsilo hodnoty
odhadov. Opat treba zddraznit, Ze odhady zo zdruzeného modelu a Standardného
Coxovho modelu boli spoc¢itané pouzitim dvoch réznych principov. Ked porov-
name odhady parametra a a 74, ktoré vyjadruji efekt endogénnej casovej pre-
mennej, vidime, ze zdruzeny model dava spolahlivejsie vysledky. Tieto vysledky
potvrdzuju hlavni myslienku pouzitia zduzeného modelu.

5.3 Zhrnutie vysledkov simulacii

Vysledky simuldcii ¢iastocéne potvrdili nase ocakavania. Ukazali sme, Ze ras-
tuci pocet pacientov a klesajice percento cenzorovania zlepsuje predikcie fun-
kcii prezitia. Vysledky taktiez ukazali, ze rastiice percento cenzorovania mierne
zhorsilo diskriminacné miery modelu a presnost odhadov parametrov z modelu
prezitia v ramci zdruzeného modelu. ZvysSujici sa pocet pacientov zlepsil pres-
nost odhadov parametrov ako zdruzeného, tak aj klasického Coxovho modelu. Pri
meniacom sa pocte navstev sme nenasli vyrazné zmeny vo vysledkoch.

Situacia, v ktorej k cenzorovaniu dochadza iba pocas doby longitudinalneho
sledovania, neodpoveda tplne skutocnosti. Tento scenar vsak bol zvoleny, aby
sme boli schopni jednoducho kontrolovat percento cenzorovania. Zrejme aj z do-
vodu pouzitia takéhoto cenzorovania vykazovali niektoré vypocty pre zdruzeny
model vypoc¢tové problémy. Dévod, preco toto nastavalo, zrejme savisel s tym, ze
s rasticim percentom cenzorovania sme stracali vacsie mnozstvo longitudinalnych
dat. Z tohto dovodu bola volenad aj poziadavka, aby vSetci pacienti mali aspon
3 longitudindlne merania a aby s pravdepodobnostou rovnou jednej, pocas doby
longitudinalneho sledovania, nedoslo k udalosti.
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Zaver

V tejto praci sme sa zaoberali dynamickou predikciou pravdepodobnosti pre-
zitia na zaklade zdruzeného modelu. Zaviedli sme definiciu a pouzitie linearneho
zmiesaného modelu, struc¢ne sme zopakovali frekventistické metédy odhadovania
parametrov zmie$aného modelu. Citatela sme oboznamili so zékladnymi pojmami
z analyzy cenzorovanych dat, uviedli sme neparametrické odhady rozdelenia ¢asu
zlyhania a zadefinovali sme Coxov model proporcénych rizik. V zavere kapitoly sme
popisali zakladné principy bayesovskej statistiky a metédu MCMC na vypocty
odhadov, konkrétne Gibbsov a Metropolisov-Hastingsov algoritmus.

Zaoberali sme sa dvoma Specifickymi typmi zdruzenych modelov. Zadefinovali
sme zdruzeny model s ndhodnymi efektami, predpoklady pre platnost modelu
a uviedli sme rozne mozné funkcionédlne formy na vyjadrenie zavislosti medzi lon-
gitudinalnou premennou a rizikom udalosti. Vlastny prinos v tejto casti prace
bol v bayesovskom odhadovani, konkrétne v podrobnom odvodeni plne podmie-
nenych rozdeleni parametrov pre Gibbsov algoritmus. Dalsi typ zdruzenych mo-
delov, ktory sme strucne popisali, boli zdruzené modely s latentnymi kategériami.

V kapitole o dynamickej predikcii sme zadefinovali individualnu pravdepo-
dobnost prezitia a vysvetlili princip dynamickosti predikcii. Pomocou bayesovskej
tedrie sme odvodili odhad podmienenej pravdepodobnosti prezitia. Na vyhodno-
tenie kvality predikcii sme uviedli miery presnosti predikcie a ich konzistentné
odhady. V zavere kapitoly sme zhrnuli kalibra¢né miery spolu s ich odhadmi.

Teoretické poznatky sme aplikovali v ilustracnej analyze dat k primarnej bi-
lidarnej cirhoéze. Porovnali sme odhady parametrov a predikcii podmienenych prav-
depodobnosti prezitia zo zdruzeného a klasického Coxovho modelu. Viditelné roz-
diely vo vystupoch z modelov sa neprejavili na samotnych odhadoch parametrov,
ale az na predikcidch podmienenych funkcii prezitia. Zvoleny zdruzeny model
vykazoval uspokojivi diskriminaciu aj kalibraciu.

Vlastnym prinosom bola aj celd zavereéna cast prace, venovanad simulacne;j
studii. V studii sme ukazali, Ze pri zvySujicom sa pocte pacientov sa zlepsuju
odhady parametrov, diskriminac¢na schopnost modelu a predikcie podmienenej
pravdepodobnosti prezitia. Taktiez sa zmenSuje suprémova vzdialenost odhadov
podmienenej pravdepodobnosti prezitia zo zdruzného modelu a Coxovho modelu.
Zvysujuce sa percento cenzorovania, ako sme predpokladali, sposobilo mierne
zhorsenie vyssie zmienenych vystupov modelu. Meniaci sa pocet navstev, prek-
vapivo, viditelne neovplyvnil vysledky.
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A. Prilohy

A.1 Uzito¢éné rozdelenia

Zhrnutie zdkladnych vlastnosti rozdeleni pouzitych v praci. Rozdelenia su de-
finované pre ndhodnt veli¢inu X, ndhodny vektor X € R* alebo ndhodnti maticu
M € RF*F,

A.1.1 Weibullovo rozdelenie
X ~ Weibull(y,\),A > 0,7 >0

A y—1,—x7\ >0
o Hustota: f(z;9,\) = {7 S

0, x <0,
« Strednd hodnota: E X = A\"3T(1 + 1)

+ Romptyl var X = XF 1 (1:2) = (1 (142))’]

v

A.1.2 Gamma rozdelenie

X ~T(a,p),a>0,p>0

¢ _a—1_,—px > ()
e x>0,
o Hustota: f(z;a,p) = {F(“)

e Strednd hodnota: E X = %

e Rozptyl: var X = z%

A.1.3 Mnohorozmerné normalne rozdelenie
X ~ Nk(IJ’?E)?lJ’ S Rkv Y e RF>k
o Hustota: f(x;u,X) = (27)7%2|2|7Y/2 exp (—%(X — ) IE " (x - /J,)) , exis-
tuje iba pre X pozitivne definitna.
e Stredna hodnota: E X = p

e Variancna matica: Var X = X

A.1.4 Wishartovo rozdelenie

Oznaéme maticu X" = (Xy,...,X,)T, X; ~ Ni(0,2),X € R** potom
MFF = XXT = 3 | X, XT ~ Wishy(n,X), kde n > k — 1 st stupne volnosti
rozdelenia a 3 je skalovacia matica. Jedna sa o mnohorozmerné zovseobecnenie
chi-kvadrat rozdelenia.
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o |M|(n7k71)/267tr(2_1M)/2

« Hustota: f(M; X,n) , a 'y je mnohorozmernd gamma

2 [ZIm/2r, ()
. (k— i . L. .
funkcia T’y (%) = o H;?:l r (% — %) podmienky pozitivity, tj. © =

[T}, ©:, © = {0 : p(8) > 0},
e Strednd hodnota:E M = nX

vy, . _ 2 kk
o Variancénd matica: var Ml = n (37 + 343;)i72
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