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Seznam symbolui

tqx

tPx

Nz

)

dm,t

Qy

Diskrétni vek
Nabyva hodnot zq,...,x,,.

Diskrétnit cas
Nabyva hodnot tq, ... t,.

Zbyvajici délka Zivota pro jedince ve véku x
Jedna se o spojitou nahodnou veli¢inu na pravdépodobnostnim
prostoru (2, F,P).

Pravdépodobnost, Ze jedinec ve véku x zemre v ndsledujicich t ro-
cich

Jednd se o pravdépodobnost P(T, < t), coz také odpovida distri-
buéni funkci ndhodné veli¢iny 7T,. Muzeme znacit téz F,(t).

Pravdépodobnost, Ze jedinec ve véku x nezemre v ndsledujicich t
rocich

Jednd se o pravdépodobnost P(T, > t), coz také odpovida funkci
preziti S, (t).

Intenzita iumrtnosti ve véku x
Pocet umrti jedinci mezi véky © a x+1 v case t

Tabulkovy pocet zemrelyjch jedinciu z hypotetické generace mezi
veky x a x+1 v case t

Matice poctu umrti

Prvky této matice jsou D, ; resp. d,;, coz odpovida poctu tmrti
mezi véky x a x 4+ 1 v Case t, resp. tabulkovému poctu zemielych
mezi véky x a x + 1 v ¢ase t. Matice ma rozmér (m x n).

Stredni stav populace ve véku x v case t
Jedna se o pocet jedinct ve véku x k 1. ¢ervenci roku t.

Tabulkovy pocet dozZivajicich se véku x v case t

Voeos

Jedna se o soucet dob vsech jedinciti prozitych mezi véky xz a x+1.

Centrdlni expozice ve veékovém intervalu (r, x+1) v case t
Jedna se o soucet vSech dob stravenych jednotlivymi jedinci popu-
lace v daném kalendainim roce t ve vékovém intervalu (x, z 4 1).

Nezndmy parametr zavisly na veku x, v LC modelu odhadnut pri-
mérem umrtnostnich mer

Vektor neznamych parametri a, zdvislijch na véku x

Tato proménnd je specifickd pro kazdy vék, mé rozmér (m x 1)
. T

a plati a = (ag,,...,az,, )" .



Matice nezndmych parametri a, zdvislijch na véku x
Jedna se o matici, kterd je slozena z vektoru (a,..., a). Matice
ma rozmeér (m X n).

Vektor shodnych a,
Plat{ 4, = (ag, ...,a,)T a tento vektor m4 rozmér (n x 1).

Neznamy parametr zdvisly na veku x vyjadrujici citlivost na zménu
v casovém indexru

Vektor neznamgych parametri b, zdvislych na véku x
Tato proménnd je specifickd pro kazdy vék, ma rozmér (m x 1)
aplati b= (b,,,... b, )T

Casovd 1ada drovné umrtnosti v case t

Vektor casové rady urovné umrtnosti
Tato proménna je specifickd pro kazdy uvazovany cas, mé proto
rozmér (n x 1) a plati k = (ky,, ... ki, )T

Centrdlni mira imrtnosti pro vék x v case t

Matice centralnich mér umrtnosti
Prvky této matice jsou m,,, coz odpovida centralni mife tmrt-
nosti pro vék x v case t. Matice mé rozmér (m x n).

Vektor centrdlnich meér umritnosti v case t
, o T
Plati m ;= (mzl’t, . ,mxm,t)

Vektor centrdlnich meér umrtnosti ve veéku x
, B T
Plati m,. = (Mg, ... ,mazy, )’

Chybovy clen modelu pro vek x v case t
Matice chybovych cleni modelu

[-ta hlavni komponenta pro vek x
Faktorové skore [-té hlavni komponenty pro cas t
Transponovand kompozicni data
Modelovy odhad parametru p

Budouci hodnota parametru p
Aritmeticky priumeér parametri p;
Parcidlni derivace funkce f(x) podle x;
Derivace funkce f(x)

Soucet ctvercovijch chyb modelu

Vérohodnostni funkce



Qy

m|Az:7

m|Az

Odchylka odhadnutého parametru X od empirické hodnoty X
Akaikeho informacni kritérium

Bootstrap hodnota parametru x

Koeficient determinace

Stredni absolutni procentudlni chyba

Intervalové skére s pravdépodobnosti pokryti 100(1 — )

Stredni soucasnd hodnota budoucich pojistniyjch plneéni (v zdvis-
losti na drokové mire) na smlouvé docasného okamzitého dichodu
s vyplatami na konci obdobi

Stredni soucasnd hodnota budoucich pojistnych plnéni (v zdvis-
losti na drokové mire) na smlouvé doZivotniho okamzitého di-
chodu s vyplatami na konci obdobi

Stredni soucasnd hodnota budoucich pojistnyjch plnéni (v zdvis-
losti na trokové mire) na smlouvé odloZeného docasného dichodu
s vyplatami na konci obdobi

Stredni soucasnd hodnota budoucich pojistnygch plnéni (v zdvis-
losti na drokové mire) na smlouve odlozZeného doZivotniho dichodu
s vyplatami na konci obdobi



Uvod

To, ze kazdy jednou zemieme, je jisté, ale kdy to prijde? To samoziejmé nikdo
nevi, matematicky vsak lze urc¢it mnoho udaji, které ndm leccos napovi. Abychom
konkrétnd Cesky statisticky tiad (Cesky statisticky trad| (2023)) vede piehlednou
evidenci od roku 1920.

Dtivodi, pro¢ se imrtnostmi zabyvat, je mnoho. Kromé zvédavosti kazdého
z nas, jak dlouhy nas zivot bude, to mize byt napriklad riziko pro pojistovny
¢i penzijni fondy, které nabizeji rizné produkty, jez zavisi pravé na tamrtnosti
populace. V poslednich letech je taktéz velmi diskutovanym tématem stanovovani
hranice pro odchod do dtchodu. I zde je zapotfebi znat tmrtnosti populace,
aby se hranice zvolila vhodné a stat mohl zdravé fungovat.

Tato prace popisuje nékolik metod pro modelovani timrtnostnich mér ¢i poctu
umrti. Tyto metody se nasledné aplikuji na pozorovana data, provede se predikce
budoucich hodnot, vybere se nejlepsi metoda a urci se cena zivotnich produktii.

Prace je ¢lenénda do sedmi kapitol, kterym predchazi seznam nejcastéji pouzi-
vaného znaceni. Prvni kapitola obsahuje predstaveni zakladnich pojmt demogra-
fického modelu a timrtnostnich tabulek. Odvozeny budou rovnéz dilezité vztahy
a vlastnosti mezi zakladnimi veli¢inami.

V druhé kapitole se seznamime s Leeovym—Carterovym modelem (Lee a Car-
ter| (1992))), jednim z nejznaméjsich demografickych modeli. Odhad parametru
modelu popiseme pomoci t¥{ metod (metoda singularniho rozkladu, Poissonova
metoda, alternativni metoda) a provedeme predpovéd budoucich hodnot. Treti
kapitola bude pojednavat o rozsitené verzi Leeova—Carterova modelu o druhou
sadu singularnich vektoru - Renshawovym-Habermanovym modelu (Renshaw a
Haberman| (2003))). Model bude popsan, parametry modelu odhadnuty pomoci
dvou metod (metoda singularniho rozkladu, Poissonova metoda) a budou prediko-
vany budouci hodnoty. Ctvrta kapitola pfedstavi nejnovéjsi model, ktery pro mo-
delovani vyuzivd analyzu kompozicnich dat (Shang a Haberman| (2019)). Mo-
del bude rovnéz popsan, parametry modelu odhadnuty a detailnéji se zamérime
na moznosti predikovani budoucich hodnot.

V paté kapitole zavedeme tii kritéria, podle kterych budeme schopni vybrat
nejlepsi model. Sesté kapitola se bude zabyvat ocetiovanim zivotnich smluv. Ro-
zebereme si rozdily mezi docasnymi a dozivotnimi smlouvami a také mezi oka-
mzitymi a odlozenymi smlouvami.

Posledni kapitola obsahuje rozsahly prakticky priklad, ve kterém se budeme
snazit nalézt nejvhodnéjsi model pro ceskd data tmrti muzi a Zen. Pokusime
se predpovédét, jak bude vypadat rozdéleni poc¢tu tmrti v budoucnu, ocenime
zivotni smlouvy popsané v sSesté kapitole a ukazeme si, pro¢ je pro pojistovny
¢i penzijni fondy dulezité se zabyvat predikei poc¢tu imrti.

Prace primarné vychézi z ¢lanku Lee a Carter| (1992) ve druhé kapitole, z dila
Renshaw a Haberman| (2003)) ve tfeti kapitole a z Shang a Haberman| (2019)
ve ¢tvrté kapitole.



1. Umrtnost a zdkladni pojmy

Tato kapitola ma za tkol predstaveni zakladnich pojmi tmrtnosti, vztaht
mezi nimi a znaceni, které se pii analyze tumrtnosti pouziva. V této kapitole
vychézime ze zdroju (Cipral (1990) a Cipra (1999).

Analyza amrtnosti spada do oblasti demografie, coz je véda, jez zkouma struk-
turu, velikost a vyvoj lidské populace. Divodi, proc¢ se zabyvat analyzou amrt-
nosti, je nékolik. Analyza imrtnosti je dilezita naptiklad pro zdravotnictvi, které
na jejim zakladé mize identifikovat problém a nasledné ho vyftesit. Dalsi aktu-
alni problém, ve kterém se vyuziva analyzy tmrtnosti, je hledani vhodné hranice
pro odchod do dichodu. Protoze v imrtnosti je pozorovan trend, Ze populace
umira ve vyssich vécich, je namisté se zamyslet nad vhodnym vékem pro odchod
do diichodu. V neposledni radé se analyza imrtnosti hojné vyuziva v penzijnich
fondech, pojistovnictvi ¢i v bankovnictvi, kde se poji s cenotvorbou i rezervova-
nim.

Pokud se mira imrtnosti zvysi pro nizsi véky, tedy lidé budou dfive umirat,
pak to miize signalizovat hrozbu pro pojistovny, nebot budou muset vice vyplacet
v pripadé rizikového zivotniho pojisténi. Naopak, pokud by se mira dmrtnosti
snizila, hrozbou pro pojistovny mohou byt produkty pojisténi doziti ¢i zivotni
duchody, kde se vyplaci pojistné plnéni, pokud jedinec prezije stanovenou dobu,
nebo v pripadé dtchodi probihaji vyplaty pojistnych plnéni, pokud je jedinec
nazivu.

1.1 Demograficky model

Uvazujme jedince ve véku x. Oznacme T, spojitou nahodnou veli¢inu na prav-
dépodobnostnim prostoru (2, F,[P), kterd znaci zbyvajici délku zivota.
Pro tuto ndhodnou veli¢inu T, zavedme distribuéni funkci

F.(t) =P(T, < 1), t>0. (1.1)
Pokud méa ndhodnd veli¢ina T, hustotu, pak ji budeme znacit jako f,() :
folt) = Fi(t)  t=0, (1.2)

kde F!(t) je derivace funkce F,(t), za predpokladu, ze derivace existuje.

Funkci F(t) muzeme popsat jako pravdépodobnost, Ze jedinec ve véku x ze-
mie do véku x+t. Definujme proto pravdépodobnost, ze jedinec ve véku x se dozije
véku x + t jako funkci preziti S, (t) :

S.(t)=1— E,(t)=P(T, > 1), t>0. (1.3)

Nyni zavedeme aktudrské znacen{] pro jiz vyse zminéné pravdépodobnosti
F.(t) a S.(t). Oznacme
1z = P(T, <t) = F,(t), t>0,

'Pokud vynechdme piedni spodni index u pravdépodobnosti ¢p, ¢ 1, vZdy je uvazovan
horizont ¢t = 1, neboli ¢, = 1¢, a px = 1Pa-



V nasledujicich vypoctech budeme dale vyuzivat fundamentalni predpo-
klad (FA) neboli Ze rozdéleni zbyvajici délky zivota T, je stejné jako podminéné
rozdéleni nahodné veli¢iny T, — t za podminky, ze zbyvajici délka zivota T, je
vétsi nez t.

Diky tomuto predpokladu plati, ze pravdépodobnost, ze jedinec ve véku x
prezije dalsich t 4+ s roki, je rovna souc¢inu pravdépodobnosti, ze jedinec ve véku
x prezije dalsich t roki, a pravdépodobnosti, ze jedinec ve véku x + ¢ nezemfe
béhem nasledujicich s rok:

P(T, > s) P(T, > s,T, >1t+s)
P(T, > s) P(T, > s)
= PeP(Ty — 5 > t|Ty > 5) = PoaP(Togs > 1) = sPo * tPass

trsPe = P(Tp, >t +s) = P(T, >t+s) = sp:

kde (FA) jsme vyuzili v predposledni rovnosti.
Dale definujme stfedni hodnotu nahodné veliciny 7}, kterou budeme znacit €2
a budeme ji nazyvat stredni zbyvajici délka zivota ve véku x :

e® = E(T,) = /OOO th(t)dt = [tF(1)] " - /OOO Fy(t)dt = /OOO 1dt — /OOO Fy(t)dt

_/ (1— Fu(t)dt = /OOSx(t)dt:/ootpxdt,
0 0

kde ve tfeti rovnosti jsme vyuzili metodu per-partes.
Dalsim dulezitym ukazatelem demografického modelu je intenzita tmrt-
nosti ve véku x, pu, :

(1.5)

= lim X%, (1.6)

7 intenzity umrtnosti ve véku z + t za pomoci fundamentalniho predpokladu
muzeme odvodit uziteéné vztahy mezi pi,. 4 a ¢p, :

fx(t) = tPxlz+t, (17>
= exp( / um+sd5) (1.8)
Plati:
) P(Tppe < h) y P(T, —t < h|T, > 1)
Hate = 0 h a0, h

Pt<T,<t+h)

0y hP(T, > t) 0y h tPx
Ol
tPx tPz ’

kde v druhé rovnici jsme vyuzili predpokladu (FA), ve treti rovnici definici pod-
minéné pravdépodobnosti a v predposledni rovnici definici derivace funkce F(z).
Déle plati:

Fit) _1d 1 d 1 d

d
ILL ! tp$ tpaj dttq t T dt( tp ) t = dttp dt n(tp ) ( )




nebot

Nyni jiz z[1.9 snadno ziskdme vztah [1.§

Na zavér definujeme centralni miru timrtnosti m¢ :

mC’ _ fOl SO(:E + u),uerudu _ So(x) — So(LC -+ 1)
’ Jo So(x + u)du 3 So(x +u)du

(1.10)

Protoze pravdépodobnosti ;p, a ;q, jsou v praxi dostupné pouze pro celociselné
hodnoty x a t, znamena to pro nas, ze pokud chceme v praxi popsat rozdéleni
nahodné veli¢iny T, musime prijmout néktery z aproximacnich predpokladii.
Predpokladejme, ze

T, = Ky + Ss,

kde
K, =|T,]

je nejvétsi celé ¢islo, které je mensi nebo rovno zbyvajici délce zivota, a
0<S, <1.
Aproximacni predpoklady pak jsou:
o Predpoklad linearity funkce ,q, : ¢ = uq, 0<u <1,
» Predpoklad konstantni intenzity tmrtnosti i, qs: floqr = . 0 <u <1,
« Aproximace S, funkci S(™ = |mS, + 1] /m.

Pokud uvazujeme predpoklad konstantni intenzity tmrtnosti, pak je intenzita
umrtnosti totozna s centralni mirou tmrtnosti, nebot:

mC — Jo So(@ + ) g udu _ Jo Sol@ + u)ppdu _ e Jo So(& + u)du _
* Ji So(x + u)du I3 So( + u)du Ji So(x + u)du

(1.11)
a pro vztah mezi intenzitou timrtnosti a pravdépodobnosti ¢, plati:

1 1

Qe = 1 — Pz = 1- eXp( _/ Mm+sd5) =1- exp( _/ Mmds) =1- eXp(_/JJm>'
0 0

(1.12)

1.2 Umrtnostni tabulky

Umrtnostni tabulky hraji diileZitou roli v nasi préci, nebot prost¥ednictvim
téchto tabulek budeme ziskavat v praktické ¢asti vstupni data. Svou dilezitost
ale maji i jinak, protoze je to prehledny zptisob zaznamenani informaci o tmrt-
nostech. Tabulky miize vytvaret naptiklad statisticky urad, od néhoz mohou ta-
bulky prevzit pojistovny ¢i penzijni fondy pro vypocet cen jejich produktti. Nyni
si strukturu timrtnostnich tabulek popiSeme. Samoziejmé existuje mnoho druht
umrtnostnich tabulek, zde budeme popisovat tmrtnostni tabulky, které vyuziva
Cesky statisticky tfad| (2023) pro muZe a Zeny v CR.
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Zminme jesté, ze soucasti tvorby tabulek je také vyhlazovani ¢i vyrovnavani
hodnot (timrtnostnich mér nebo pravdépodobnosti imrti) pomoci matematicko-
statistickych metod. Rovnéz probiha tprava vypocti hodnot pro vysoké véky, ne-
bot ¢asto neni k dispozici dostatek dat, a tim by mohly vznikat nepresnosti v od-
hadech a v predikcich. Jinym zptsobem se taktéz modeluje timrtnost ve véku 0
(kojeneckd timrtnost), protoZe se jedna o velmi specifickou vékovou skupinu. Vice
informaci o vyhlazovacich a vyrovnavacich metodach se mizeme docist na stran-
kéch [Cesky statisticky tiad| (2023).

Jednotlivé tadky v tmrtnostnich tabulkdch odpovidaji jednotlivym vékim
xr = 0,1,2,...,105 + , kde tadek pro x = 105+ zahrnuje vSechny véky veétsi
nebo rovno 105. Vék x je zaroven prvnim sloupcem umrtnostnich tabulek. Hod-
noty na daném tadku pro vék x odpovidaji jedincim ve vékovém intervalu x
az x + 1. Ve druhém sloupci zpravidla najdeme D,, neboli pocet timrti jedinct
ve vekovém intervalu x az x + 1 v populaci.

Tteti sloupec odpovida veli¢iné P,, coz je stfedni stav populace ve véku x
(nékdy zaménitelné téZ s centralni expozicf| N,), jingmi slovy pocet jedinct
ve véku z k 1. ¢ervenci daného roku.

Nésleduje sloupec s (tabulkovou, centralni) mirou timrtnosti mZ, kte-
rou muzeme vypocitat jako podil poc¢tu tmrti v daném véku a stredniho stavu
populace v daném véku:

i (1.13)

V dalsim sloupci je zastoupena pravdépodobnost ¢,. Jednd se o pravdépo-
dobnost, Ze jedinec, ktery se dozil véku z se nedozije véku x + 1. |Cesky statis-
ticky urad (2023) vyuziva pro vypocet pravdépodobnosti ¢, miru tmrtnosti m,
a dale parametr a,, jenz odpovidd primérnému poctu clovékoroku prozi-
tych v daném vékovém intervalu zemrelymi jedinci, coz je s vyjimkou
prvni a posledni vékové skupiny nastaveno na a, = 0.5, nebot se predpoklada,
ze umrtnost béhem daného roku je rovnomérné rozdélena.

Ve skupiné x = 0 se, vzhledem ke specifi¢nosti skupiny a tmrti v ni, pocita a,
jako pozorovany primeér prozitych dob zemfelych jedinct v této vékové skupiné.
Vyslednad hodnota se pohybuje kolem 0.1, coz je zaroven i hodnota, kterd se po-
uzila v pripadé, ze tato data nejsou dostupnd. Ve skupiné 105+ se parametr a,
spo¢itd jako inverzn{ hodnota mZ, nebot tim mame zaruceno, Ze ¢, = 1, coZ po-
zadujeme:

T
my

G (1.14)

14+ (1—a,)mI’
Druhéa ¢ast imrtnostnich tabulek se vaze k (hypotetické) tabulkové generaci,
coz je skupina jedinci, kteri se narodili ve stejny cas, a ktefi umiraji podle stejné
pravdépodobnosti. VSechny nasledujici veli¢iny jsou ziskany na zakladé pravde-
podobnosti ¢,.
Prvni z nich je tabulkovy pocet dozivajicich [,, tedy pocet jedinct z hy-
potetické tabulkové generace, kteri se dozili véku x. Hodnota [y znaci poca-

2Centralni expozice odpovid4 souétu vSech dob stravenych jednotlivymi jedinci populace
v daném kalenddinim roce ve vékovém intervalu (x,z + 1). Pokud predpokladdme, Ze data na-
rozeni jedincti jsou rovnomeérné rozlozena béhem kalendarniho roku, okamziky pristéhovani, od-
stéhovani a umrti jedinct jsou taktéz rovnomeérné rozlozeny béhem kalendainiho roku, pak mu-
zeme stredni stav populace P, zaménit s centralni expozici N,.
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tecni velikost hypotetické generace, coz |Cesky statisticky tiad| (2023) nastavil
na lo = 100000. Plati:
s = (1 — q.). (1.15)
Dalsi proménnou v imrtnostni tabulce je tabulkovy pocet zemrtelych d,.
Jedna se o pocet zemrelych jedinch z hypotetické generace mezi véky x a x + 1.
Plati:
dz = lx - l:(:+1 = lx - lx(l - QI) = lm - lx + lx%: = l:):qx (116)
V nésledujicim sloupci se nachazi tabulkovy pocet zZijicich L, ktery vyja-
diuje hypoteticky pocet ¢lovékoroki prozitych mezi véky x a z + 1. Jinymi slovy
se jedna o soucet dob vsech jedincii prozitych mezi véky x a x4+ 1. Kazdy jedinec,
ktery se dozije véku x + 1, prispéje do L, celym rokem, ti jedinci, ktefi zemtou
mezi vékem x a x + 1, prispéjou pomérem prozité doby v daném intervalu. Plati:

Lm = lﬁ_(l_ax)dz = lx+1+a/xdx = l1+1+ax(l+—lx+1> = a/xlx+(1—am)lx+1. (117)

Vidime, ze L,, lze také zapsat jako linearni kombinace jedinct dozitych véku x
a jedincu dozitych véku x + 1. Protoze vyjma prvni a posledni vékové skupiny je
nastaveno a, = 0.5, mizeme psat

1
Li=g(atlon) 2=2...104 (1.18)

a L, tak mize byt chapano jako tabulkovy stredni stav populace ve véku z.
Predposledni proménnou v imrtnostnich tabulkach je pomocny ukazatel
T,. Jedna se o celkovou dobu prozitou vsemi ¢leny hypotetické generace od véku x.

Vyjadrit to lze vztahem:
105+

T, = > L, (1.19)
y=x

Trividlné plati Tos = L1gs a zbylé hodnoty T}, 1ze ziskat rekurzivné za pomoci L.
Posledni sloupec imrtnostnich tabulek obsahuje stfedni délku zZivota e,.

.....

ey = —. (1.20)

Zminme jesté jeden pojem, a tim je (tabulkova, generacni, centrilni)
tmrtnostni mira m?%, ktera se spocita jako podil tabulkového po¢tu zemftelych
a tabulkového poctu zijicich:

mie = o (1.21)

Nelze si nevsimnout, Ze jsme zavedli tfi druhy centralni tmrtnostni miry,
které vzdy popisuji velmi podobny vztah. V piipadé m¢ se jedna o teoretic-
kou dmrtnostni miru, v pifpadé mZ se jednad o empirickou tmrtnostni miru,
kterd byla spocitdna na zakladé ziskanych dat. Proménnd mI¢ je rovnéZ em-
pirickou imrtnostni mirou, kterd vsSak vznikla na zakladé vypoctu hypotetické
generace. Pro jednoduchost budeme pouzivat zkracené symbol m,, ktery v pri-
padé potreby budeme blize specifikovat, o jaky konkrétni typ imrtnostni miry jde.

Vsechny parametry z tmrtnostnich tabulek jsou zavislé na véku. V nésle-
dujicich kapitolach budeme k témto proménnym pridavat navic druhy index t,
ktery bude specifikovat, pro jaky rok byla tmrtnostni tabulka vytvorena. Znaceni
parametri tak bude my,, d, ., D, apod.
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2. Leeuv—Carteruv model

Jeden z nejznaméjsich demografickych modelt (viz |Lee a Carter| (1992)) na-
vrhli v roce 1992 Ronald Demos Lee a Lawrence Rielly Carter. Tento model je
relativné jednoduchy a hojné vyuzivany. Jejich model je zalozen na mirach amrt-
nosti, které jsou specifické pro jednotlivé véky. Logaritmy téchto mér imrtnosti
Lee s Carterem modeluji jako linearni funkci nepozorovaného, casové specifického
indexu intenzity s parametry zavisejicimi na véku. Sviij model Lee a Carter apli-
kovali na data americkych mér timrtnosti z let 1900-1989 a predikovali imrtnost
az do roku 2065.

2.1 Popis modelu

Zékladni komponenta Leeova—Carterova modelu je centralni mira tmrtnosti
my ¢, kterd je specifickd pro vék z a cas t.

Nyni vezmeme logaritmus matice m o rozmérech (m x n), ktery odhadneme
pomoci dvou vektori a a b, specifickych pro jednotlivé véky x = z1,..., 2,
a déle pomoci nepozorovatelného indexu k, jenz se lisi s ¢asem t. Tvar zavislosti
maticovdll] vyjadifme nésledovné:

Inm = A +bk” + €, (2.1)
coz muzeme ekvivalentné vyjadrit rovnéz jako
Inmg,: = ay + bk + €4, T=1T1,...,0m, t=1t1,..., 1, (2.2)

Pro odvozovani nékterych odhadt uvedeme jesté vztah se sumami, ktery rovnéz
plati a plyne z vyjadteni 2.1}

T tn T tn T tn T tn
IDHILTINED 3 SPIE) 3 SINTNID S SENNNNNCE)
r=x1 t=t1 r=x1 t=t1 r=x1 t=t1 r=x1 t=t1

Rovnice se také nékdy udava ve tvaru exponencialy:

m = AP +e, (2.4)

kterou lze obdobné popsat vztahem:
dotboketent T=T1,. Ty, t=1t1,... t,. (2.5)

Myt =€
Rovnéz plati i vztah se sumami:
T tn T tn
IDIRES o o 20
r=x1 t=t1 r=x1 t=t

Ve vsech ptipadech chybovy ¢len €, je bily éum.ﬂ Parametr k zde znaci spe-
cificky index, ktery se vyviji v Case t a udava stupen umrtnosti. Prvek e? zde

LA je matice m x n, ktera obsahuje v kazdém sloupci vektor a. Parametry a, zapisujeme
do matice kvili korektnosti maticovych dimenzi.

2Bily $um je definovan jako posloupnost nekorelovanych ndhodnych veli¢in s nulovou stiedni
hodnotou a kladnym koneénym rozptylem o2. Zna¢ime WN(0, o2).
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vyjadiuje celkovy tvar imrtnosti naptri¢ véky a b zaznamenava rychlost poklesu
mér v zavislosti na zméné indexu k.

Nasim ukolem je déle odhadnout vektory a, b, k. Takto vytvoreny model je
vsak podurceny, nebof snadno dokazeme najit nekonecné mnoho vektori a, b, k
spliujicich rovnici[2.1] Je proto nutné pridat k modelu néjaka omezeni na hledané
vektory. Lee s Carterem volili nasledujici restrikce:

Tm tn
dby=1, D k=0, (2.7)
T=x1 t=t1
kde x1,...,x, znaci konkrétni uvazované véky a ti,...,t, konkrétni uvazované
casy.
Omezeni implikuji, Zze a, odpovidaji praméru logaritmickych mér m, ;
pies cas t. To vyvodime napiiklad z rovnice 2.3} kde misto €, budeme brét stfedni

tn
hodnotu této proménné. Odtud pro dané z snadno ziskame, ze a, = % Z Inmg,.
t=t1

tn tn

Zlnmzﬁt:n~az+b$2kt, T=12T1,...,Tm,

t=t1 t=t1

1 &
ax:—zmmx,t, T=12T1,...,%m,
Ly

pfi¢emz posledni rovnost plyne préavé z predpokladu [2.7

2.2 0Odhad modelu

Takto konstruovany model s podminkami je nyni zapotiebi odhad-
nout. Pro odhad vektori parametri a, b, k nelze pouzit bézna regresni metoda,
protoze na pravé strané rovnice postradame regresory. Je vsak i tak spoustu
jinych moznosti, jak model odhadnout a nékteré z nich si v néasledujicich sekcich
ukazeme.

2.2.1 SVD a metoda nejmensich ctvercu

V literature se asi nejcastéji setkdme s metodou singularniho rozkladu SVD
(napt. |Good| (1969)) ). Pomoci zminéného SVD nalezneme feseni pro odhad meto-
dou nejmensich ¢tverct. Leeova—Carterova metoda aplikuje tento postup na ma-
tici rozdili logaritmickych mér imrtnosti m a pramért mér specifickych pro jed-
notlivé véky A.

Model budeme odhadovat ve dvou fazich. Nejprve odhadneme vektory para-
metri a, b, k a nasledné preodhadneme vektor parametri k. V kazdé fazi na konci
vzdy provedeme normaliza¢ni Gpravu, aby byly splnény podminky [2.7]
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1. FAZE

Uvazme, ze zname centralni miry tmrtnosti pro vSechny véky x = x1,...,z,,
a pro vsechny casy t = ty,...,t,. Chceme naleznout odhady neznamych vektort
parametri a, b, k, jez budeme znacit a, B, k. Nalezneme je metodou nejmensich
¢tverct, neboli chceme minimalizovat

Tm

Ors(a,b,k) = > Z Inmg; — a, — boky)?.

r=x1 t=t

Odhad a ziskame jesté bez vyuziti SVD, stac¢i ndm k tomu pouze zderivovat Opg
podle a, a polozit derivaci rovnou nule.

(a,b, k) =—-2- Zlnmm — b.k] =0, T=1T1,...,Tm,

t=t1

0
oa,
odkud dostéavame, diky [2.7] vektorovy tvar

Z nm.;. (2.8)

Pro ziskéni odhadd b a k vyuZijeme SVD.

Véta 1 (Singuldrni rozklad matice). Pro kaZdou matici M typu mxn s hod-
nosti r existuji ortonormdlni baze (vi,...vy) prostoru R™ a ortonormdlni bdze
(uy,...w,,) prostoru R™ tak, Ze

M = UlulvlT + agugva + ...+ arurvf. (2.9)
Diikaz. Dukaz nalezneme naptiklad ve skriptech Barto a Tuma (2017)). O
Ve vété (1] znadi o4, ...,0, druhé odmocniny vlastnich &sel matice MTM

a plati, ze o1 > 09 > ... > 0,.
Dtisledkem této véty je, ze pokud chceme matici M hodnosti r aproximovat
matici nizs$i hodnosti s (s < r) metodou nejmensich ¢tverci, ziskame odhad

~

M = oyu,vi + oougvy + ...+ ou Ve, (2.10)

Velmi oblibené a zaroven casto vyuzivané je aproximovat matici M matici hod-
nosti 1:
~ T
M =~ o1ua1vy. (211)

Lee a Carter aplikovali SVD na matici rozdila logaritmickych mér imrtnosti m
a prumért mér specifickych pro jednotlivé véky A. Tento rozdil jiz dokazeme
spocitat, proto oznac¢me
My, =Inmg, — a,, T=X1,. Ly, t=11,... 15,

prvky matice M. A
Nyni pottebujeme ziskat odhady b, k, které opét ziskdme minimalizaci

Ors(b, k) = ZZ M, — bk

r=x1 t=t1
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Vyse jsme zminili, ze diky SVD je nejlepsi aproximaci matice M metodou nejmen-
Sch étvercti matice oyuyv?. S piihlédnutim na prvni podminku v ziskame
odhady

u;

m )
D> i
i=1

b=

R = Ul(Zuu)vl, (212)
i=1

s predpokladem, ze
m
Z U4 7£ 0.
i=1
Odhady, které jsme nalezli vyse uvedenou metodou, vSak nespliuji normali-

za¢ni podminky 2.7 Musime tedy provést potifebnou dpravu pro jejich splnéni.
Polozme

afin = &z + ng;? xr = Iy, y Ly
ktFin frnd (At —_ l;’)l;.’ t — tl, ,tn7 (2 13)
bfln_/\i, T = T1, y Tm,

be

2. FAZE

Takto nalezené odhady Lee s Carterem ve své praci Lee a Carter| (1992)) nepo-
vazuji za finalni a parametr k preodhadnou. Divodem, pro¢ se autori nespokoji
s aktualnimi odhady, je, ze aktualni odhady k minimalizuji chyby od logaritmu
umrtnostnich mér, zatimco my bychom preferovali minimalizaci chyb od mér
umrtnosti. Minimalizace chyb od logaritmii imrtnostnich mér zptisobuje, ze nizké
umrtnosti mladsi ¢asti populace dostavaji stejnou vahu, jako vysoké timrtnosti
u starsich generaci, prestoze vliv timrtnosti mladych lidi prispiva do celkové amrt-
nosti oproti starsim lidem pouze nepatrné.

Pro preodhadnuti parametru k se vychazi ze vztahu

m o D:c,t
z,t — )
N:E,t

T=21,...,Lm, t=1t1,... 1. (2.14)

Pokud vezmeme misto m,; jeho odhad exp(a, + ZA)zl;;t), rovnost bude zatizena
chybou. Odhad parametru k nasledné ziskdme z rovnice:

S Dpy= 3 Nygefotbb gyt (2.15)
r=x1 r=x1

Analytické Tfeseni této rovnice neexistuje, proto budeme iterativné minimali-
zovat rozdil obou stran rovnice 2.15] Lze pouzit naptiklad Newtontuv—Raphsontv
algoritmus, pro podrobnéjsi popis této metody viz napt. Ben-Israel (1966)).

Po preodhadnuti parametru k je jesté potfeba opét provést normalizacni
upravu, kterd je vSak zcela analogickd té v 1. fazi, viz [2.13
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2.2.2 Poissonova metoda s bilinearnimi prediktory

Dalsi moznosti, jak odhadnout potiebné parametry, je uvazovat pocet imrti
D, ; jako proménnou s Poissonovym rozdélenim, jejiz stfedni hodnotu odhadneme
nelinedrnimi (bilinedrnimi) parametry.

1. FAZE

Tato metoda, popsand v ¢lanku Brouhns a kol.| (2002) a |Alho| (2000)), vychazi
z TOVNOSti:

E(Dy+) = Nyexp(nzt), T=21,...,Cm, Lt=1t1,... 1, (2.16)

kde
Net = Qg + bzkt

Pro odhad parametrii zde vsak nemiizeme pouzit Poissoniiv zobecnény linearni
model, protoze 7, obsahuje nelinedrni parametry. Diky Brouhns a kol.| (2002)
muzeme parametry odhadnout optimalizaci Poissonovy vérohodnosti. Algoritmus
je zalozen na konvergenci deviance

N n  Zm Dz -
Dev(D,D) =Y Y 2 {Dm log <D ’t> — (Dyy — Dm)}, (2.17)

t=t1 T=x1 x,t
kde
Dx,t = nytexp(&x + bxl{t)

a D resp. D jsou matice o rozmérech (m x n), jejichz prvky jsou D, resp. Dx,t~
V prvnim kroku algoritmu nastavime pocatecni hodnoty pro odhady &, B, 12,
spocitame D a nésledné spocitdme Dev(D, f))
V druhém kroku za¢neme aktualizovat odhady &, 6, k. Nejprve zaktualizu-
jeme & :

Anew A t=ty
a;™ = ag, + ™ ; T=1T1,...,Tm (2.18)

a prepocitame D. Pokracujeme s aktualizaci odhadu k:

?ew = kt+ = Tm 2 ) t:tla""tn7 <219>
Z D.Z‘,tb];
T=T1

provedeme normalizaci tak, aby Zigtl k,=0a opét prepocitame D. Zbyva zak-
tualizovat odhad b :

b, =b, + =4 , T =21, ..., T, (2.20)



znovu prepocitame D a rovnéz spocitame Dev(D, ]5) Vzorce pro aktualizace pa-
rametri vychazi z Newtonova—Raphsonova iteracniho algoritmu, ktery je pouzit
na soustavu rovnic, jiz jsme ziskali polozenim parcialnich derivaci logaritmické
vérohodnostni funkce rovné nule.

Ve tietim kroku algoritmus kond¢i, pokud Dev(D, f)) konverguje, v opacném
pripadé se vracime do kroku 2. To, zda-li Dev(D,]j) konverguje, rozhodneme
podle toho, zda ubytek v devianci neprekrocil predem zvolenou hodnotu. V opac-
ném pripadé, kdy ubytek deviance prekroc¢i predem zvolenou hodnotu, odhady
nejsou finalni a vracime se do kroku 2.

Na z4avér je tfeba zkontrolovat, zda odhady b a k splifuji normalizaéni pod-
minky [2.7. V pfipadé, Ze tomu tak neni, je tfeba provést tpravu [2.13]

Jako startovaci hodnoty pro odhady vektorii parametrii &, b a k se casto po-
uzivaji SVD odhady. Diky témto odhadim algoritmus typicky konverguje po par
iteracich.

2. FAZE

Druhé faze odhadovani je zcela analogicka jako v pripadé SVD a metody
nejmensich ¢tverctl.

2.2.3 Alternativni (regresni) metoda

Dalsi moznost, jak odhadnout parametry, navrhli Lee s Carterem ve své
praci |Lee a Carter| (1992). Opét uvazujme, Ze zname centralni miry dmrtnosti
pro vSechny véky x = x1,...,x,, a pro vsechny casy t = ty,...,t,. Jak jsme
zminili vyse, z restrikei opét plyne, ze vektor parametri a odpovida praméru
logaritmickych mér m pres cas .

Vyjdeme-li nyni z rovnice 2.1}, kde za ndhodnou veli¢inu ¢, , bereme jeji stfedni
hodnotu, ziskdme odhad pro vektor parametri k :

lnm:A+ka+ew,t

Tom B Tom ) Tom -
Z Inm,. = Z a, + Z bk (2.21)

=21 r=x1 r=x1
T Im .
=Y (Inm,. — ay),
r=x1
kde a, = (a,, ..., a,) je vektor o velikosti n, jehoz vSechny slozky jsou shodné

prvky a,. V posledni rovnosti jsme vyuzili prvniho predpokladu [2.7]
Zbyva odhadnout vektor b, ktery vsak jiz zvladneme odhadnout za pomoci
linedrni regrese. Plati, Ze pokud méme soustavu rovnic ve tvaru

E[Y] = X8, (2.22)

kde Y je vektor velikosti n pozorovani, X je matice nxk znamych hodnot a 3
je vektor velikosti k& neznamych parametrii, ktery chceme odhadnout, pak odhad
metodou nejmensich ¢tverci vyjadiime jako

B=X"X)"'X"TY. (2.23)
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Aplikujeme linearni regresi na nas pripad. Pro kazdé = = x4, ..., x,, minima-
lizujeme ¢tvercovou chybu rovnice

Inm — A = bk”.

Pro pevné z ozna¢me y; = Inm,; — a,, vektor téchto y, oznacme Y. Vektor k
uvazujeme jako matici X a b, koresponduje v této notaci s 3.
Z linearni regrese, konkrétné z [2.23] pro regresni primku, dostavame, Ze:

tn

b= t;l {kt(ln o a)] . (2.24)

tn
DK

t=t1

2.3 Predikce

KdyZ mame model odhadnuty, budeme chtit pomoci néj predikovat miry tmrt-
nosti i v budoucnu. Podivame-li se na nas model 2.1}, zjistime, Ze jediny parametr,
ktery zavisi na case t, je k.

Nasim tkolem je tedy predikovat ¢asovou fadu k, coz budeme provadét Boxo-
vou-Jenkinsovou metodologii (Box a Jenkins (1970)). Pomoci této metodologie
vybereme vhodny ARIMA model fadu (p, d, q). Nésledné snadno dopocteme miry
umrtnosti i v budoucnosti.

Nejcastéji se nejlepsim modelem jevi ndhodnd prochdzka s driftem neboli
model ARIMA(0,1,0). V tomto piipadé zbyva odhadnout pouze parametr «,
kde se muze pouzit odhad
ki, — ke,

tn—t1
coz plyne primo z definice modelu a odhadu stfedni hodnoty E(k; — k;—1) pramé-
rem vypoctenych hodnot k; — k1 :

o =

(2.25)

ke — k1 =a+e
]E(k?t — kt—l) = E(Oé + 515)

N
a = Z kt — kt,1
th =t t=ty
o ki, —ky
o = .
t, — 11

Nicméné tuto uvahu nelze prevzit, vzdy je potifeba nejprve provést vlastni
analyzu fady a na zakladé této analyzy vybrat vhodny model. )

V pripadé modelu ARIMA(0, 1, 0) dopoc¢teme budouci hodnoty £,  nasle-
dovné:

];'thrl = ];:tn + é\67
ko =k +a,  s=2....8, (2.26)
l;:thrS:/%tn—l—S&, 8:1,...757

n+s
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kde S je maximalni pocet roku, pro které chceme nalézt budouci hodnoty.
Jakmile mame predikovany parametr k;, snadno dopocteme budouci hod-
noty mg 4, +s podle naseho modelu
sz—‘r?)l‘];?z

Mgty =€ n+ts T=T1,...,Tm, S=1,...,5. (2.27)

Vztah lze diky upravit do podoby:

mx,tn+s — 6az+bz ktn-‘rs

eaz—&-bz (kty+sc)

Kdyz mame odhadnuté budouci miry amrtnosti, jsme uz pouze krok od do-
pocteni budoucich tabulkovych poctia zemftelych. Necht plati predpoklad o kon-
stantn{ intenzité Gmrtnosti[l.I Pak mizeme vyjadiit tabulkovy pocet dozivajicich
se do véku z v case t rekurzivné nasledovneé:

lm+1,t - lz,te

—Mg ¢t
Y

T =T1y..-Tm—1, t:tn+1,...,tn+s. (228)

Tabulkovy pocet zemfelych mezi roky z a z+1 pak dostaneme jako

dm,t = Zm,t — Zm—i—l,t; rT=2X1,...Tm—-1, t= tn+1, Ce ,tn+5’. (229)
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3. Renshawuv—Habermanuv
model

V této kapitole si predstavime dalsi znamy demograficky model, ktery na-
vazuje na Leetuv—Carteriv model. Jedna se o metodu, kterou popsali ve svém
¢lanku Renshaw a Haberman (2003) Artur E. Renshaw a Steven Haberman.
Tito matematici vychézeli z Leeova—Carterova modelu (LC) a pfi analyze dat
z let 1950-1998 pro dmrtnostni miry muzi v Anglii a Walesu si povsimli nedo-
statkt LC modelu ve vékové skupiné 20-39 let, kde vyrazné stoupl pocet sebevrazd
v zavislosti na viru HIV a nemoci AIDS. Myslenka tedy byla rozsitit LC model
o druhou sadu singularnich vektorii a pokusit se tak zachytit rtzné vlivy tmrti
riznych vékovych skupin, které nejsou brany v potaz v LC modelu, ale zptisobuji
vyrazné rozdily napti¢ populaci. Model lze zapsat nasledovné s tim, ze uvazujeme
analogické znaceni jako v LC modelu:

Inm = A + b (KW 4 b® K@) ¢ (3.1)

nebo ekvivalentné ve tvaru exponencidly:
m = exp(A + bW (kT + b@ (k)T 1 ¢). (3.2)

Tento model je také podurceny jako pii LC modelovani. Je tfeba pridat nor-
malizacni podminky, které budou analogické rovnostem [2.7

Tm

tn .
S =1, S k=0, i=12 (3.3)

T=T1 t=t1

Zatimco konstrukce modelu je pfimocara a snadnéd, mozny problém miize na-
stat pri predikcich budoucich hodnot. V této kapitole si popiseme dva ruzné
zpusoby odhadti parametri a predikci. Prvni je zalozena na SVD metodé. Druha
metoda, jez byla predstavena v ¢lanku [Brouhns a kol.| (2002), vyuziva heteros-
kedastickou Poissonovu strukturu. Pocet timrti je zde modelovan v zavislosti
na bilinearnich prediktorech tak, aby struktura presné odpovidala LC modelu.
Pro odhad modelt nelze pouzit zobecnény linearni model, coz Brouhns a spol.
resi optimalizaci Poissonovy vérohodnostni funkce.

3.1 Odhad modelu

Stejné tak, jako tomu bylo v LC modelu, potfebujeme nyni odhadnout vektory
parametr a, b® b® kM) k®,

3.1.1 SVD a metoda nejmensich ctverci
Zde se postupuje analogicky jako pri odhadovani parametri LC modelu. Nej-

prve nalezneme odhad vektoru a metodou nejmensich ¢tvercti. Minimalizujeme

Tm tn
Ops(a, bV b® kO k) = 3™ S Inm,, — a, — bVkM — bPEP2 (3.4)

T=x1 t=t1
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Odhad & ziskdme zderivovanim a polozenim této derivace rovné nule:

0

tn
a—OLs(a, bW b® kW k@) = —2. 3 [Inm,, — a, — bVEY — @] =0,
Ay

t=t1

Pro & = T1,...,Zm, z cehoz diky druhé podmince [3.3] plyne

A

tn

a= 7112 nm.,. (3.5)
Dale potfebujeme odhadnout vektory parametri b, b® kM k® k demuz
vyuzijeme SVD, konkrétné vétu[ll Tuto vétu aplikujeme na matici M - matice roz-
dili logaritmickych mér amrtnosti m a priuméria mér specifickych pro jednotlivé
véky A stejné, jako pii LC metodé pouze s rozdilem, ze matici M aproximujeme

matici radu 2:
M = gyuy vl + opuyvs . (3.6)

Chceme ziskat potrebné odhady metodou nejmensich ¢tverci:

Tm

OLs(b(l),b(”, Z Z vt — b ”k b(2)k£2)]2‘

rx=x1 t=t

7 véty |1} vime, ze odhad matice M metodou nejmensich ¢tverci matici radu 2 je

[3-6], a proto
0'1111V{ -+ O'Qllgvg = b(l) (k(l))T -+ b(2) (k(2))T (37)

Spole¢né s prvni podminkou z [3.3] dostavame
~@)

b m
Z Uik
k=1

s lA{(Z) = O-’<Z Uik>vi7 1= 1, 2, (38)

s predpokladem, ze
> w, #0, i=1,2.
k=1

Ziskané odhady nespliiuji normalizaéni podminky [3.3] proto je tfeba provést ana-
logické tpravy jako v [2.13l Zbyva pieodhadnout vektor parametrtt kM, coZ se
provadi analogicky jako v LC modelu. Vychaznne ze vztahu [2.14] Pokud vezmeme

(1
misto m,; jeho odhad exp(a, + b(w )(k( )) + b (k:( )) ), rovnost bude zatiZena
chybou. Odhad vektoru parametri k™ nasledne ziskame z rovnice:
il )12

2(1), (1), 7 (2
Z Dys = Z Nas ez tbs k40 ey ; t=ty,... t,. (3_9)

Tr=x1 r=x1

Analytické feseni této rovnice neexistuje, proto se k problému musi pristoupit
iterativné, nabizi se naptiklad Newtontiv—Raphsontiv algoritmus.

Po ptreodhadnuti vektoru parametrit k(! je jesté potfeba opét provést analo-
gickou normaliza¢ni ipravu té z LC modelu.
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3.1.2 Poissonova metoda s bilinearnimi prediktory

Tato metoda byla popsdna v LC modelu (2.2.2)) a zde se postupuje analogicky.
Vychézi se z rovnosti [2.16, kde

Mot = ap + VR + 5Pk,

Parametry odhadneme rovnéz optimalizaci Poissonovy vérohodnosti v zavislosti

na konvergenci deviance kde

Das = Nyexp(an + 000D + 5252, (3.10)

A(1
V prvnim kroku algoritmu nastavime pocateéni hodnoty pro odhady &, b( ),

A 2 A 1 A 2 A A
5 &Y, £® | spocitame D a ndslednd spocitdme Dev(D, D).
V druhém kroku zac¢neme aktualizovat odhady. Nejprve zaktualizujeme &.

To provedeme zcela identicky jako v a prepocitame D. Pokracujeme s aktu-
alizaci odhadu 12(1) :

el (@)
@) ) > (Day = Day)b,
(k’tz )new _ ktz + 96=5131xm : , 1=1,2, t=1t,...,t,, (311>
Z Da;,t(bac )2
T=x1

provedeme normalizaci tak, aby Zigtl l%iz) = 0 a opét prepocitame D. Dale zak-

tualizujeme 6(1) :

(Exi))new _ gxi) i t=t1 ‘ , i=1,2, x=x1,...,Tm, (3.12)

A (2
znovu prepocteme D. Nyni aktualizujeme k( ) podle |3.11}, provedeme normali-

zaci a prepocitame D. Na zavér zaktualizujeme 6(2) podle [3.12, prepocitame D
a Dev(D, f)) Vzorce pro aktualizace parametri vychézi opét z iteracniho Newto-
nova-Raphsonova algoritmu, ktery je pouzit na soustavu rovnic, jejz jsme ziskali
poloZzenim parcidlnich derivaci logaritmické vérohodnostni funkce rovné nule.

Ve tretim kroku algoritmus konéi, pokud Dev(D, f)) konverguje, v opacném

pripadé se vracime do kroku 2. Kritérium pro konvergenci je stejné jako v sekci
pro LC metodu 2.2.2]

Na zavér je tieba zkontrolovat, zda odhady B(l) a lAc(l) pro ¢ = 1,2 splnuji nor-
malizacni podminky V pripadé, Ze tomu tak neni, je tfeba provést analogické
upravy jako ve [2.13]

A (1
Zbyva preodhadnout parametr k( ). Zpusob, jakym se to provadi, je totozny
jako pri SVD a metodé nejmensich ¢tvercu (3.1.1)).
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3.2 Predikce

Po odhadnuti parametri modelu prichdzi na radu predikce budoucich hod-
not. Postup je zde opét analogicky jako v pripadé predikce v LC modelu. Pti po-
hledu na ns model zjistujeme, Ze na case zévisi pouze k® a k(. Jakmile
odhadneme tyto ¢asové rady, pak uz snadno dopocteme miry tmrtnosti. Ren-
shaw s Habermanem ve své préaci Renshaw a Haberman| (2003) navrhuji uvazo-
vat kW, k@ jako dvé oddélené nezavislé casové fady, které odhadneme pomoci
Boxovy-Jenkinsovy metodologie (Box a Jenkins| (1970))). Pro kazdou ¢asovou fadu
kW i = 1,2 postupujeme zcela analogicky jako v LC modelu .

V pripadé, ze uvazujeme casto nejvhodnéjsi model ARIMA(0, 1, 0), coz je
ale vzdy treba otestovat, ziskdme odhady

W) =k +a i=1,2
/égis — k. +a  i=12 s=2...,8 (3.13)

l%(i) :l%tn—i—sd, i=1,2, s=1,...,5

tn+s
Z(3.13| snadno dopocteme 1, , . :

~(1) ~ ~(2) ~
My, = explp+ho T 400 RS ), w=a1, @ s=1,...5, (3.14)

coz lze ekvivalentné zapsat jako

2 .

- A ~ (1)

My ty,rs = Mayt, e'rp(z bz
=1

(/%(i) —l%ii))), T=T1,...,Tm, S=1,...5.

tn+s

Na zavér dopocteme tabulkovy pocet zemtelych mezi roky x a x+1 analogicky

jako v Leeové-Carterové modelu (viz a [2.29)).
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4. Analyza kompozi¢nich dat

Posledni metoda, kterou v této praci predstavime, byla publikovana v roce
2019 v dile [Shang a Haberman| (2019) matematiki Han Lin Shanga a Stevena
Habermana. Hlavni zména oproti predchozim metodam spociva v tom, ze analy-
zujeme, modelujeme a predpoviddme tabulkovy pocet zemtelych zavisly na roce
a véku d,., zatimco v Leeové-Carterové ¢i Renshawové-Habermanové metodé
analyzujeme centralni miry amrtnosti m, . Toto neni velky zasah do struktury
metod, nebot pokud zname tabulkové pocty zemtelych, mizeme z nich vypocitat
miry amrtnosti a naopak, viz vztahy v kapitole [I}

Metoda popsand v |[Shang a Haberman| (2019)) je postavena na kompoziéni
analyze dat (CoDa), ktera se aplikuje na kompozi¢ni data.

Definice 1. Kompozicni data jsou definovana jako vektor d = (dy, ..., dy) veli-
kosti k., jehoZ vSechny slozky jsou kladné a jejich soucet je roven konstante, neboli:

k
>0 Vi=1,...k, > di=c. (4.1)
i=1

Konstanta ¢ se obvykle nastavuje na 1, 100 000 ¢i 1 000 000, my budeme v na-
sem pripadé klast ¢ = 100 000, jinymi slovy budeme predpokadat, ze kazdy rok
se narodi 100 000 jedinct, coz nejlépe koresponduje s vivojem populace v Ceské
republice, viz Cesky statisticky trad| (2023).

Jim Oeppen (Oeppen a kol.| (2008)) popsal zpisob, jak aplikovat CoDa pristup
na predpovidani poc¢tu amrti. Za¢iname tim, ze vytvorime matici poct tumrti D.
Poznamenejme, ze v dile Shang a Haberman| (2019) autofi pouzivaji indexaci ma-
tice transponované. My, v rdmci jednotnosti s predchozimi sekcemi, pokracujeme
v nami zavedené indexaci. Nasledné vycentrujeme sloupce této matice a transfor-
mujeme data pomoci logaritmu. Tento krok je tfeba udélat, protoze chceme trans-
formovat data do prostoru redlnych cisel, zatimco prozatimni data jsou omezena
- nabyvaji hodnot od 0 do ¢. Nabizi se samoziejmé fada moznych transformaci,
mezi nimiz se nejhojnéji vyuzivaji transformace logaritmické.

Déle prichazi na radu dekompozice takto upravené matice dat pomoci metody
SVD, aproximace matice matici nizsitho fddu a odhad parametri. Kdyz mame
odhadnuté parametry, potiebujeme pouzit inverzni logaritmickou transformaci
a nasledné pak inverzni operaci k centrovani, ¢imz se dostaneme zpét k nasim
kompozi¢nim datim.

4.1 Model a odhad parametri

V této sekci detailnéji popiseme, jak metoda popsand v [Shang a Haberman
(2019) funguje. Algoritmus muzeme rozdélit do nésledujicich sedmi bodi:

1. Nejprve vytvorime matici poc¢tt tmrti D, o rozméru (m x n). Klademe
zde predpoklad, ze kazdy rok se narodi 100 000 lidi, tedy soucet hodnot
v kazdém sloupci matice je roven této konstanté. Prvky matice D tak od-
povidaji tabulkovému poc¢tu zemfelych d, ;.
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2. Ddle je tfeba standardizovat parametry d, ;. Definujme geometricky primér
poc¢ta tmrti pres ¢as t pro zvoleny vek x. Muzeme zapsat jako:

JR
ap = exp(; > Ind,,), (4.2)

t=t1

pro r = x1,...%x,. Vezméme nyni sloupec matice D a vydélme jeho prvky
geometrickym prumérem definovanym v [£.2] Takto upravené prvky stan-
dardizujeme pomoci celkového souctu sloupcti, znac¢ime f, 4

dac,t/aa:
?:nml (dw,t/aw) 7

Takto vytvorené prvky usporadame do matice F. Tim jsme zarucili, Ze sou-
¢et prvki v jednotlivych sloupcich matice je vzdy roven 1.

for = T=121,...,Cm, t=1t1,... 1. (4.3)

3. V tomto kroku chceme transformovat data do prostoru realnych ¢isel. Na na-
vrh Johna Aitchisona v dilech |Aitchison (1982) a |Aitchison (1986) vyu-
zivaime centrovanou log-pomérovou transformaci (centred log-ratio trans-
formation). Nejdiive spoéitdme geometricky prumér upravenych dat f,
pres vék pro pevny cas t :

1 I
g, = exp(E Z In f,.), t=1t1,...,t,. (4.4)

r=x]

Nyni mtizeme pristoupit k samotné transformaci, kterd ma nasledujici po-
dobu:
ZLt:ln(fx’t), T=1T1,...,0m, t=1t1,..., 1, (4.5)
8t
Takto transformovand data z,; mizeme znovu uskupit do matice Z. Dosahli
jsme toho, ze prvky této matice jsou prvky prostoru redlnych ¢isel, coz jsme
pozadovali.

4. Na matici Z aplikujeme analyzu hlavnich komponent. RozloZzime prvky ma-
tice na soucet produkti odhadnutych hlavnich komponent ¢, ; a jejich od-
hadnutych faktorovych skéri 5, :

L
Zxt = Zﬁl,tébx,l‘f‘ﬁz,t, T =21,...,Tm, t :t17"'7tn7 (46)
=1

kde L znaci pocet hlavnich komponent rozkladu a chybovy ¢len modelu €, ;
pro vék x v case t je bily Sum. Diky tomuto rozkladu dokazeme snizit di-
menzi dat a pomoci singuldrniho rozkladu, popsaného ve vété[I, odhadneme
hlavni komponenty (Aﬁm a faktorové skory 3 It

Bl:ul a)l:O'lVl, lzl,...,L, (47)

kde B ; je vektor o velikosti n a (}bl je vektor o velikosti m.

Pomoci rozkladu budeme zaroven schopni predpovidat budouci hod-
noty z,. Otazkou vSak zistavd, kolik hlavnich komponent a faktorovych
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skért pro odhad matice Z pouzit. Protoze hlavni komponenty zachycuji
mnozstvi variability v datech a jsou uspotradany podle velikosti vysvétlo-
vané variability, nabizi se urcit hladinu rozptylu, kterou chceme mit hlav-
nimi komponentami vysvétlenou, a vybrat minimalni mnozstvi komponent,
které tuto hladinu pokryji. Horvath a Kokoszka (2012) navrhuji zvolit hla-
dinu § = 0.85. Pocet komponent L muzeme urcit kritériem:

L r
L:argmin{ZAl/Z)\ZZ(S}, (4.8)
=1 =1

L:L>1

kde )\; znadf i-té nejvétsi vlastni ¢islo matice Z7Z, a éislo r znadi celkovy
pocet vlastnich cisel.

. Pokud méame zparametrizovand transformovand data a parametry odhad-
nuty, muzeme predikovat budouci hodnoty. Stejné tak, jako tomu bylo
v Leeové—Carteroveé ¢i Renshawové-Habermanové modelu, tak i zde zavisi
na Case pouze jeden typ parametri, a to faktorova skore Bl,t' Tyto para-
metry budeme predikovat jako jednorozmérné casové rady, nebot odhady
parametr Bl,t a Bk,t jsou nekorelované pro k # [ (viz [Hyndman a Ullah
(2007))). Existuje nékolik moznosti, jak predikovat jednorozmérné casové
rady, autofi ¢lanku Shang a Haberman (2019) navrhuji exponencidlni vyhla-
zovani (ETS). Detailnéji se budeme zpusoby predikce zabyvat v néasledujici

sekei 4.2

Predpokladejme, Ze zname hodnoty vSech parametri do casu ¢, a budouct
hodnoty 3,, ., kde h > 0 udava na kolik let dopfedu predikujeme. Budouci
hodnoty Z;, 41 ziskdme vztahem:

L
2gﬁ,tn+h = Zﬁl,tn-i-h(bm,l? T=T1,---Tm, h = 17"'7H7 (49)
=1

kde H je horizont, pro ktery chceme predikovat budouci hodnoty.

. Kdyz méame odhadnuté budouci hodnoty Z, ;. s, je tfeba transformovat
je zpét, abychom ziskali budouci hodnoty tabulkovych poc¢ti zemfelych
gimmLh. Nejprve provedeme zpétnou centrovanou log-pomeérovou transfor-
maci, z které ziskdme parametry }x,tn +n,- Plati:

; _ exp(Zatn+h)
z,tn+h oy €XP(Zatth)

T=21,...,Tm, h=1,...,H (4.10)

nebot diky vztahim z bod 2 a 3 z této sekce plyne:

exp(2a.4) B exp(In ftht)

Tm

r=1x1 exp(zm,t) N Zgzm eXp(lH %;)

fac,t
8t

glt Z§2x1 fl’,t
- f:p,t

- W -
r=x1 J Z,t
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Posledni rovnost plati diky vztahu

wzm f ;= xzm dx,t/ax _ ile dw,t/ax _ 1
Tr=x1 > Tr=x1 Z§7:n$1 dI,t/aI Zinl d$,t/ait

7. 7 parametri JN‘”mn 41, uZ pouhou jednou tpravou dostaneme pozadované bu-
douci hodnoty tabulkovych pocti zemrelych d, ;, 5. Plati:

~ f:c,t +hOx
dototh = 3% , T=2T1,...,Tm, h=1...,H  (4.11)
Zx:xl fx,tn+hax
protoze:
dac,t/aac a
xT
f:r,taz o Zac:atl dz’t/az *
Tm - x d ,t/ozv
Ex:xl f:c,tOéx ooy ma’c
.'L':$1 ?
dz,t
T
. Zac;nxl de t/az
- 1 Tm J
Z;Tzl da,t /0w =21 ;¢
- d:r,t o d:r,t
= = = .
I dy, 100000

Posledni rovnost plati diky predpokladu, ktery jsme vyslovili v bodu 1 této
sekce. Je tedy zrejmé, ze finalni odhady tabulkovych poctii zemrelych bu-
deme jesté muset vyndsobit ndmi zvolenou konstantou ¢ = 100 000.

4.2 Predikce

V predchozi sekci jsme popsali algoritmus a zparametrizovali jsme hlavni mo-
del. Zbyva stédle vice prodiskutovat moznosti predikei faktorovych skora 3, .,
parametri Z,,, 5, a taktéz intervalové predikce.

4.2.1 Bodova predpovéed

Chceme se zabyvat bodovou predikci parametri Z,;, které jsme v predchozi
sekci rozlozili na sumu produktid hlavnich komponent (}le a jejich faktorovych
skéra B 1+~ Na Case vsak zavisi pouze faktorové skory B 1+~ Pro pevné [ mdme jedno-
rozmeérnou casovou radu, kterou muzeme predikovat pomoci Boxovy—Jenkinsovy
metodologie Box a Jenking| (1970)) nalezenim vhodného ARIMA (p, d, q) modelu,
popsané také v 2.3

Dalsi moznosti je vyuzit ETS modely, ndhodnou prochézku s driftem nebo na-
hodnou prochazku bez driftu.

Exponencialni vyhlazovani

Exponencialni vyhlazovani, téz ETS (Hyndman a Khandakar| (2008)), je me-
toda, ktera se pouziva k predikci ¢asovych rad. Hlavni myslenka je takova, ze od-
hadovana hodnota je modelovana jako linearni kombinace pozorované hodnoty
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a predchozi odhadované hodnoty. Tim mtzeme docilit toho, ze nedavné hodnoty
zasahuji do odhadu vice nez hodnoty ziskané dfive v minulosti.

Zkratka ETS vychazi ze tii slov - chyba (error), trend a sezénnost. Expo-
nencialni vyhlazovani totiz modeluje tyto tii veli¢iny a mame nékolik moznosti,
jak to muzeme provést. Chybu lze modelovat aditivné (A) nebo multiplikativné
(M). Trend muzeme rovnéz modelovat aditivné (A), multiplikativné (M) nebo ho
lze neuvazovat (N). K aditiviimu a multiplikativnimu trendu mame vzdy jesté
jednu alternativu ’damped’ (Ay), (My), kterd uvazuje parametr ¢ navic. Sezén-
nost je mozné modelovat aditivné (A), multiplikativné (M) nebo je mozné ji neu-
vazovat (V). Celkem tedy E € {A, M}, T € {N, A, Ag, M, My} a S € {N, A, M},
coz nam dava na vybér z 30 modeli, nebof rizné pristupy lze kombinovat.

ETS modely pro casové rady y; jsou zalozené na hladiné rady ¢;, trendu rady b,
a sezonnosti s;_,,, kde m je délka sezénnosti. Hladina ¢; je linearni kombinace
pozorované casové rady ocistené od sezonnosti a predchozi hodnoty hladiny s tren-
dem. Trend je linearni kombinace pribytku hladiny a predchozi hodnoty trendu. Se-
zonnost je linearni kombinace pozorované casové rady ocistené od hladiny a trendu
a predchozi hodnoty ve stejném sezonnim obdobi.

Bodova predpovéd je slozenim (sectenim, vynasobenim ¢i kombinaci) slozek
hladiny, trendu a sezénnosti. Prehlednou tabulku vSech ETS modeli nalezneme
v dile Hyndman a Khandakar (2008)) na strané 4. Bodova predikce pro jednotlivé
modely je vzdy stejnd, at uz chybu modelujeme aditivné, nebo multiplikativneé,
proto se v literature Hyndman a Khandakar| (2008) rozlisuje pouze trend a se-
zénnost.

Oznac¢me stavovy vektor x; = ({s, by, S¢, S¢—1, - - -5 St—m1) " - Obecné lze viechny
ETS modely zapsat ve tvaru:

Y = w(Xe—1) + 1(Xe—1) €,

x = f(xi—1) + g(Xi—1) €, (4.12)

kde € je gaussovsky bily éum[] a funkce w(x;_1) je podminéna stredni hodnota
e = Ely]x;1].

Vhodné zvolené funkce f(x:—1), g(x¢—1) a r(x¢—1) uréuji tvar ETS modelu.
Pokud uvazujeme aditivni chybu, pak r(x;_1) = 1, pokud naopak uvazujeme
multiplikativni strukturu chyby, pak 7(x;_1) = .

Kdyz mame definované vyse zminéné rekurzivni modely, je zapotiebi jesté od-
hadnout pocatecni hodnoty - vektor f(xo) a parametry «, 5%, v, ¢. Ty budeme
odhadovat metodou maximalni vérohodnosti. Pro podrobnosti ohledné odhadt
metodou maximalni vérohodnosti odkazujeme na ¢lanky [Hyndman a Khandakar
(2008)) a Ord a kol.| (1997)).

Nyni jsme schopni zkonstruovat vsechny modely a zbyva vybrat ten nejvhod-
néjsi. Soucasti ETS metody ¢asto byva vybrani modelu podle Akaikeho informac-
niho kritéria (AIC), které je definovano jako:

AIC = —210[L(©)] + 2(q). (4.13)

kde L(©) je vérohodnostni funkce, © je vektor parametri, které je potieba od-
hadnout a ¢ je pocet parametrii, které maji byt odhadnuty.

LGaussovsky bily sum je klasicky bily $um, kde navic plati, ze kazda nahodné veli¢ina ma

normalni rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou a kladnym koneénym rozptylem o2.
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AIC neni samozrejmé jedinym moznym vybérovym kritériem, zvolit lze i na-
priklad Bayesovo informacni kritérium (BIS). My vSak budeme vyuzivat AIC
a nejlepsi model bude ten, jehoz AIC hodnota bude nejnizsi.

Nahodna prochazka

Néhodnéa prochazka s driftem je casova rada X;,t = 0,1....n, kterd je defino-
vana jako
Xt+1:7—+Xt+€t+17 tzO,n—l, (414)

kde 7 je konstanta, ktera oznacuje drift a ;41 je gaussovsky bily Sum, ktery cha-
peme jako chybovy clen v c¢ase t + 1.
Budouci hodnoty nahodné prochazky s driftem v ¢ase n+h jsou dany vztahem:

Xpin =E[Xpn| X1, ..., X0 = b7+ X, h=1,... H. (4.15)
Rozptyl budoucich hodnot spocitame

var[ X, ] = var[X, 4| X1, . . ., X,] = ho?, (4.16)

kde o? je rozptyl gaussovského bilého Sumu {¢;}. Pokud uvazujeme ndhodnou
prochézku bez driftu, znamena to, ze parametr 7 = 0. Diky a plati:

XnJrh = Xna

- 4.17
var[X ,4n] = ho?. (4.17)

4.2.2 Intervalova predikce

Casto mohou byt uZitetné také intervalové predikce. Jednd se o interval,
ve kterém s danou pravdépodobnosti lezi skutecna hodnota budouciho pozoro-
vani. V nasem pripadé se tedy budeme snazit odpovédét na otazku, kde bude
lezet s pravdépodobnosti 0.95 budouci hodnota poc¢tu tmrti v roce t a ve véku x?

Existuje mnoho metod, kterymi lze najit predikéni intervaly. Jednou z nich je
i metoda bootstrap, ktera se hodi pouzit v pripadech, kdy nemame dostatek dat
nebo kdyz je obtizné ¢i nemozné odvodit teoretické statistiky ndhodnych veli¢in.
V ¢lanku Shang a Haberman| (2019) je navrzena konkrétni verze neparametrické
bootstrap metody, kterou zde vice popiseme.

Bootstrap metoda

Zékladni myslenka bootstrap metody je generovani ndhodnych vybért s opa-
kovanim ze stavajicich dat. Tim ziskame velké mnozstvi dat, pomoci nichz nalez-
neme intervalovy odhad budoucich hodnot.

Definice 2. Méjme posloupnost proki {z;}?_,. Ndahodny vijbér s vracenim o ve-
likosti m z posloupnosti {z;}}, se rozumi vektor (y1,...,Ym), kde y; je ndhodnd
hodnota x; z posloupnosti {z;}"_, proj=1,...,m.

Mame dva zdroje chyby - chyba vznikla pii rozkladu matice Z na hlavni
komponenty a chyba vznikla pti predikci. My chceme bootstrapem predikovat
parametry Z,;, 4. Z formule vidime, Ze musime predikovat nové hodnoty

pro 6l,tn+h'
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Upravme zde jesté znaceni. Budouci hodnoty jsou totiz predikce, které jsou
podminéné zndmymi hodnotami. Hodnoty v case ¢, +h, h = 1,..., H podminéné
hodnotami do casu ¢, budeme znacit §;, ., a plati:

Brininitn = ElBr,snlBers - Br)- (4.18)

Postup pro sestrojeni bootstrap odhadt je nasledujici:

1.

Meéjme casovou radu faktorovych skoru {Bl,tw o ,ﬁl’tn} prol =1,...,L.
Definujme chybu predikce h—krokt dopredu v cCase t pro [—té faktorové
skore jako

ﬁl’h7t:/@l,t_8l7t|t_h7 h: ]_,...7H, t:th+1,7tn (419)

Bootstrap hodnoty parametru l(,z ziskdme nahodnym vybérem s vracenim

Z {Vl,h,t}t:th+1'

KdyZ méame spocitany bootstrap hodnoty parametru ﬁl(yb}zv*, bootstrap hod-

() . , ,
noty parametru 3, ., ziskdme pouhym dosazenim ze vztahu:

% ~(b
Bl Jgn+thltn — ﬁl,tn+h|tn + 1(}3*7 b= 17 s 7Ba (420)

kde B = 1000, 51,% +hjt, Je budouct hodnota Casové fady ziskana stan-

dardnim predikénim algoritmem a ﬁl(b,z* jsou bootstrap hodnoty z bodu 1.

Tim jsme pokryli prvni zdroj chyby.

Nyni se musime vypotrddat s chybami €, 1 vzniklymi pfi pfedpovédi bu-
doucich hodnot. Plati

L
gxﬂg = Z%t _Zﬁl,t¢x,l7 T==T1y...,Tm, t:tl,...,tn. (421)

=1
Bootstrap hodnoty parametru 85’271 4n Pro h=1,... H ziskdme ndhodnym

vybérem s vracenim z {&,,}i~,,.

: Pomoci dvou nezavislych bootstrap metod jsme ziskali bootstrap hodnoty

(0) 5(b)

ﬁl Anthlty @ €yp 4 Prob =1,..., B. Bootstrap hodnoty Z, } Fhltn dopocitame
pouze dosazenim do vzorce:
3(®) ~(b) _
:c tnthltn Z 5l tn+h|tn¢x,l + € Jtn+ho b= 17 HRI Ba (422)

kde B = 1000.

S takto vytvorenymi hodnotami z(bz Fhlt provedeme stejné inverzni trans-

formace [f] a [[ ¢m# ziskdme bootstrap hodnoty budoucich tabulkovych
poctl zemrelych dm’in b

Nyni chceme vytvorit intervalovy odhad pro budouci hodnoty tabulkového
poc¢tu zemielych s pravdépodobnosti pokryti 95 %. Potiebujeme tedy nalézt
dolni a horni meze pro tento interval, které nalezneme jako 0.025 a 0.975
K . ~(1) ~(2) ~(B) _

vantily z {d, ; L pjes Qo toihitns - s Qoo phjt, } PIO T = T1, ..., Ty & PIO ZVO-
lené h=1,....H

30



Bootstrap metoda pro LC a RH modely

Tato verze bootstrapu lze aplikovat rovnéz na LC model a RH model. Bu-
deme vyuzivat stejné znaceni, které jsme zavedli pii bootstrap metodé pro CoDa
metodu. Analogicky aplikujeme boostrap metodu:

1. Méjme casovou fadu indexu {l%i”, /%S), .. l%(l)} pro i = 1,2. V pripadé LC
modelu pouze pro 2 = 1. Definujme chybu predikce h— kroku dopredu v case
t pro i—ty index k;t jako

Do =y RS h=1 . H t=tu,.. b (4.23)

NOREE . , 1w ,
Bootstrap hodnoty parametru u§ }1 . ziskdme ndhodnym vybérem s vracenim

z {ﬁi,h,t}ilthJrl .

2. Kdyz mame spocitany bootstrap hodnoty parametru P! bootstrap hod-

zh*?

noty parametru [l%in) +h|tn]( ziskdme pouhym dosazenim ze vztahu:
7.(0) 7 ~ (b
[ktn+h|tn] k +h|t + VE,}L,*? b= 17 SR B? (424>

kde B = 1000, kt +hlt, Je budouci hodnota casové fady ziskana standardnim
predikénim algoritmem a ﬁﬁb}” je bootstrap hodnota z bodu 1. Tim jsme

pokryli prvni zdroj chyby.

3. Nyni se musime vyporadat s chybami €, 4,4, vzniklymi pii predpovedi bu-
doucich hodnot. Plati

€rt = Inmy — Inmy,, T=12T1,...,Tm, t=11,... 1. (4.25)

Bootstrap hodnoty parametru égn 4 bro h=1,... H ziskdme ndhodnym

vybérem s vracenim z {&,; }i%;, .

4. Pomom dvou nezavislych bootstrap metod jsme ziskali bootstrap hodnoty

[kthrh\t |® a e( ) + +n Pro b = 1,..., B. Bootstrap hodnoty In ) do-

Z,tn+hltn
pocitame pouze dosazenim do vzorce:

~ (b > b
lnmi,in+h|tn—ax+2 T 080 4 e® L h=1,. B, (4.26)

kde B = 1000.

5. Na zavér spocitame bootstrap hodnoty budoucich tabulkovych pocéti ze-

mfelych glibin +hpt, analogicky dle|2.28 a [2.29

6. Sestrojeni dolni a horni meze pro intervalovy odhad je pak totozné jako
v CoDa metodeé.
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5. Kvalita modelu

Modely popsané v predeslych kapitolach je zapotiebi porovnat a zjistit je-
jich kvalitu. Zde si popiseme nékolik kritérii, které lze vyuzivat k méreni kvality
modelil, porovnani modeli a k vybéru nejvhodnéjsiho modelu.

Vhodnym prostredkem pro grafické posouzeni toho, jak dobfe model vysvét-
luje data, jsou rezidualni grafy. Nejcastéji se pouzivaji grafy rezidua versus vy-
rovnané hodnoty, kde pozadujeme nahodné rozlozeni boda v grafu. Pokud tomu
tak neni a pozorujeme v grafu néjaky vzor, znamena to, ze v datech je néjaka
systematicka chyba, kterou model nedokazal vysvétlit. Nékdy muze byt vhodné;jsi
pouzit graf se standardizovanymi reziduy.

Kvalitu modelu mizeme rovnéz mérit pomoci riznych kritérii. Jednim z nich
je koeficient determinace R?:

A,

Definice 3. Necht Yi,....Y, jsou empirickd data a f/l, ..., Y, odhady jejich
strednich hodnot na zdkladé modelu M. Koeficient determinace R* definujeme
jako pomér variability vysvetlené modelem vici celkové variabilité empirickijch
dat:

R2=1

n - Y \2
SSe i:l(}/z 1il) , (51)
-Y

— =1
SS57 ?zl(yi )2
kde Y =", (Yi)/n.

Koeficient determinace nabyva hodnot [0,1], kde model s vyssi hodnotou R?
lépe popisuje data nez model s nizs$i hodnotou. R? aplikovany na matici tabulko-
vych poc¢ti zemrelych ma pak nasledujici tvar:

R2 — 1 ile Zi;tl (dJJ,t - dl’,t)Q

- Zﬁizl Zf&itl (d$,t - aa:)z ’

(5.2)

kde d, je pramér tabulkovych poctil zemielych ve véku x pres as t.

Modely tedy lze porovnat podle R2. Za lepsi model povazujeme ten, jenz méa
hodnotu R? vy$si. Dalsi moznosti, jak ur¢it ktery model je lepsi, miiZze byt mé-
reni chyby predikce. Shang a Haberman| (2019) navrhuji pouzit stfedni absolutni
procentualni chybu MAPE.

A

Definice 4. Necht Yi,...,Y,, ..., Y,1pn jsou empiricka data a f/l, ..., Y, odhady
jejich strednich hodnot na zdkladé modelu M a Y yi1,...,Y nin jsou modelové
predikce budoucich hodnot. Stredni absolutni procentudlni chybu modelu MAPE
(Mean Absolute Percentage Error) defiinujeme jako

h
mApE =2

Yn+i - }N/n+i
h =1 .

2.3
Yn+i ( )

Postup je takovy, Ze z pozorovanych dat odebereme h poslednich pozorovani
a na zakladé zbylych dat se vytvori predikce pro tato vynechané pozorovani. Poté
se predikované hodnoty porovnaji s odpovidajicimi skutecnymi hodnotami a urci
se velikost chyby MAPE. Jako lepsi model oznac¢ime ten model, jenz ma chybu
MAPE mensi.
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Aplikujme nyni chybu MAPE do tvaru, ve kterém ji budeme chtit pouzit
na nase data. Z dat budeme odebirat poslednich 20 pozorovani, tedy h = 20. Nase
data jsou zde tabulkové pocty zemfelych d,; a ty mame dostupné pro vsechny

veky © = x1, ..., 2. Celkem tedy mame mh pozorovani a MAPE ma tvar:
100 8 & |dog,4i = dogri
MAPE = -3 3~ ntl oind (5.4)
i=1 =11 dw,tn-i-i

Dalsim zptisobem, jak modely porovnat, je zamérit se na presnost interva-
lovych odhadu. |Gneiting a Raftery| (2007) navrhli intervalové skére Sw které si
popiseme.

Hlavni myslenka je obodovat kvalitu intervalového odhadu. Ten by mél byt
v optimalnim pripadé co nejuzsi a mél by obsahovat skutecnou hodnotu. Uva-
zujme predikéni interval s pravdépodobnosti pokryti 100(1 — «), ktery je syme-
tricky, tedy spodni respektive horni mez intervalu (&;tn 4 Tesp. letn 1) Je /2
respektive 1 — /2 kvantil. Gneiting a Raftery| (2007) mérii kvalitu odhadu pre-
dikéniho intervalu s pravdépodobnosti pokryti 100(1 — ) pro vék z v ¢ase t,, + @
jako délku intervalu + penalizaci v pripadé, ze predikéni interval nepokryva sku-
tecnou hodnotu:

~1 U ~u ~1
Sy {dx,tn—i-i? dac,tn+i7 dx,tnﬂ} = (dm,tn—l—i - da:,tn+i)
2

+ §<dx,tn+i - dz,tn+i)l(dm’tﬁﬂg;’tnﬂ) (5.5)
2 ~
+ §(dx,tn+i - J:,tn-i—i)]1(dm,tn+i>c~l:tn+i)v

kde 1.+ je funkce indikatoru, jez nabyva pouze hodnot 0 a 1 a je dana predpisem:

1 )1 pokud a > b,
(a>b) = 0 pokud a < b.

Kdyz mame zavedené intervalové skore pro predikéni interval s pravdépodobnosti
pokryti 100(1 — +) pro vék z v Case t,, + i, muzeme definovat intervalové skére
podle Gneiting a Raftery| (2007):

Definice 5. Necht'dy 4, dy,s- -5 du,+n jSOu empirickd data a d, I ,Elxvtn
odhady jejich strednich hodnot na zdkladé modelu M a dx dntls - ottn JSOU
modelové predikce budoucich hodnot pro x = x4,. .., x,,. Intervalové skore s prav-
dépodobnosti pokryti 100(1 — v) modelu M je definovdno jako:

Z Z S’yzz{ T, tn+ z?dzt,ﬁ-md:ﬁ tn-i-z} (56)

i=1x=T1
kde &, ;. {gli,tn s ngtn s dxvtﬁi} je intervalové skore s pravdépodobnosti po-
krytf 100(1 — 7) pro vek z v case t,, + i definované v 5.5
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6. Ocenéni zivotnich smluv

Predikce tabulkového poctu zemrelych mtize mit fadu uplatnéni jako napri-
klad ocenéni zivotnich smluv. To se miize hodit predevsim pojistovacim institu-
cim ¢i penzijnim fondim. Pro vypocet ceny zivotni smlouvy je nezbytnou soucasti
znalost imrtnosti populace v budoucnu.

V této kapitole se zamérime na teoreticky vypocet cen zivotnich smluv v za-
vislosti na predikovanych hodnotach tabulkovych poc¢t zemftelych, které jsme
ziskali v kapitolach [2] [3] a[4l Konkrétné se budeme zabyvat smlouvami, u nichz je
zaplaceno jednorazové pojistné a vyplaty pojistného plnéni probihaji na roéni
bézi:

« Docasny okamzity dichod s vyplatami na konci obdobi (Temporary life

annuity in arrear)

 Dozivotni okamzity diichod s vyplatami na konci obdobi (Whole life annuity
in arrear)

« Odlozeny docasny duchod s vyplatami na konci obdobi (Deferred temporary
life annuity in arrear)

o Odlozeny dozivotni dichod s vyplatami na konci obdobi (Deferred whole
life annuity in arrear)

Pro vypocet téchto dichodi budeme potiebovat vyjadrit pravdépodobnost
preziti jedince ve véku x dalsich 7 let. Plati:

u u dx—i—i—l u da:+i—1
P = il = l———— | = 11— — . 6.1

i=1 lm+i—1 i=1 j=0

Cenu vsech zivotnich produktii vypocteme jako stfedni soucasnou hodnotu
budoucich vyplat dichodi. K tomu jesté potiebujeme urc¢it zptsob diskontovani.
Vzhledem k tomu, ze pravdépodobnosti imrti mame vypoctené pouze po rocich,
nabizi se pouzit diskrétni diskontovani. Nicméné spojité diskontovani byva pres-
nejsi a lze také aplikovat na diskrétni data. Proto pouzijeme spojité diskontovani
pomoci diskontniho faktoru, ktery se spocita jako exponencialni funkce s expo-
nentem, jenz se rovnd zaporné hodnoté trokové miry 7(7) ndsobené Casem T,
exp(—n(7)7), stejné jako tomu udélali Shang a Haberman| (2019). Déle uvazujme
konstantni irokovou miru n(7) = n pro vSechna 7 = 1,... n.

Prvni zminénou zivotni smlouvou je docasny okamzity dichod s vyplatami
na konci obdobi. Jedna se o produkt, kde pojistény zaplati jednorazové pojistné
NSP (Net Single Premium), za coz bude dostéavat pojistné plnéni B (Benefit)
za kazdy nasledujici dozity rok ihned od data platnosti smlouvy po predem sta-
novenou dobu n.

Uvazujme, ze K znac¢i pocet dozitych let od zacatku platnosti smlouvy, ne-
boli Ze smrt nastala béhem K + 1. roku. Soucasné hodnoty vyplat pojistnych
plnéni pak jsou:

0 pokud K =0,
PV(B) = {Ble™ " +e™27 4 ... 4 e K7] pokud K =1,...,n,
Ble™ +e72 4 ... 4 7] pokud K =n+1,...
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Pojistné NSP stanovime jako

azm = E[PV(B)] =B i e " Da, (6.2)

T=1

kde B je pfedem domluvend vyse pojistného plnéni vyplacena kazdy rok ve sta-
noveném obdobi, ,p, je pravdépodobnost preziti definovana v a exp(—nr1) je
diskontni faktor predpokladajici konstantni trokovou miru 7.

Druhou zminénou zivotni smlouvou je dozivotni okamzity dichod s vyplatami
na konci obdobi, coz je produkt, ktery se od docasného okamzitého dichodu
lisi pouze tim, ze vyplaty pojistného plnéni neprobihaji po predem stanovenou
omezenou dobu n, ale dozivotné. Souc¢asné hodnoty vyplat pojistnych plnéni maji
podobu:

0 pokud K =0,
B[e—ln+€—zn+...+@_K77] pokud K = 17

PV(B) = {
Jednorazové pojistné NSP tak stanovime jako

o0
a, =EPV(B)] =B e ".p,, (6.3)
=1
s tim, Ze vyuzivdme stejné znaceni jako pii vypoctu a,.z.
Zbylé dva zminéné produkty jsou alternativy k prvnim dvéma s tim, ze vyplata
neprobihéd okamzité po uzavieni smlouvy, nybrz az po predem stanované dobé m.
Soucasné hodnoty vyplat odlozeného docasného dichodu s vyplatami na konci
obdobi jsou:

0 pokud K =0,...,m,
PV(B) = Be ™e 1 4 721 4 ... 4 e K] pokud K =m+1,...,m+n,
Be ™[e7 1 4 e 4o 4 7] pokud K =m+n-+1,...

Pojistné NSP spocitame jako:

m|Qa:n] = E[PV(B)] =B l Z ein(erT)Tprrm mPe = Be” " py Z e " PDetm,

=1 =1
(6.4)
kde opét vyuzivame stejné znaceni jako pri vypoctu az.m.
Soucasné hodnoty vyplat odlozeného dozivotniho dtchodu s vyplatami
na konci obdobi jsou:

0 pokud K =0,...,m,
Be ™[e™ 1 4 721 4 ... 4 o= K] pokud K =m+1,...

PV(B) = {
Pojistné NSP spocitame jako

m|dz = E[PV(B)| =B l Z ein(erT)‘rpon mPz = Be” " p, Z e " Dayms

=1 T=1
(6.5)
kde opét vyuzivame stejné znaceni jako pri vypoctu az.m.
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7. Aplikace na realna data

V této kapitole aplikujeme teoretické poznatky, které jsme predstavili v pred-
chozich kapitolach, na redlnd data muzi a zen v Ceské republice. Na webové
strance |Cesky statisticky trad| (2023)) jsou dostupné tiimrtnostni tabulky pro CR
od roku 1920 az po soucasnost (2021). Na tato data aplikujeme LC, RH a PCA
(Analyza kompozicnich dat) modely, provedeme predikce pro roky 2022-2051, po-
rovname modely a odhadneme budouci pravdépodobnosti preziti p, a spocitame
ceny soucasnych i budoucich zivotnich produkti. Celkem budeme uvazovat 13 mo-
delu - z toho tikrat LC model s riznymi metodami pro odhady parametru (SVD,
Poissonova metoda, alternativnd metoda), dvakrat RH model (SVD, Poissonova
metoda) a osmkrat PCA model s riznymi metodami pro predikci (ARIMA mo-
dely, ETS modely, ndhodna prochazka s driftem a ndhodna prochazka bez driftu)
a s dvéma riznymi metodami pro urceni poc¢tu hlavnich komponent L.

V celé kapitole budeme predpokladat konstatni intenzitu imrtnosti a také,
ze sttedni stav populace P, se rovna centralni expozici N,.

7.1 Predstaveni dat

Cesky statisticky tfad archivuje tmrtnostni tabulky od roku 1920. V téchto
tabulkéach jsou dostupné timrtnostni miry a tabulkové pocty zemrtelych pro vékové
skupiny s jednoletym intervalem, a to pro skupiny 0 az 105+, kde posledni skupina
zahrnuje vSechny véky vétsi nebo rovno 105. Jak jsme se dozvédéli v podsekei[1.2]
umrtnostni tabulky jsou vypocteny na zakladé poctu tmrti D, a stfedniho stavu
populace P,. CSU mél k dispozici hodnoty D, a P, v letech 1920-1923 pro véky
0-94, v letech 1924-2006 pro véky 0-99 a v letech 2007-2021 pro véky 0-105.
Umrtnostni miry, které poskytuje Cesky statisticky urad (2023), jsou vyhlazené,
jak jsme zminili v sekci

V LC a RH modelu vychézi odhady parametri z amrtnostnich mér m, ., v pii-
padé SVD metody se v druhé ¢asti odhadt parametria k; vyuziva rovnéz pocta
umrti D, a stfednich stavi poplace P,;. PCA metoda je zaloZena na znalosti
tabulkovych poctt umrti d, ;.

Na obréazcich a mame predstaveny tabulkové pocty zemielych pro vy-
brané veky. Na zakladé téchto grafii jsme se rozhodli dale pokracovat pouze s daty
z let 1970-2021.

Na obrazcich a méame graficky vyobrazeny tmrtnostni miry pro vy-
brané roky pro muze a zeny. Umrtnostn{ miry nejprve klesaji, coz je zptisobeno
novorozeneckou umrtnosti, kterda je vyssi nez timrtnost u malych déti obecné.
Po zbytek veéki je patrny exponencialni riist tmrtnostnich mér.

Pokud budeme porovnavat zménu timrtnostnich mér v ¢ase, u zen na obrazku
je viditelny pokles hodnot timrtnostnich mér od véku 60. U muzi na obrazku
pozorujeme obdobny trend.

Obrazky a nam graficky predstavuji tabulkové pocty zemfelych d, ;
pro vybrané roky pro muze a zeny. I tyto parametry nejprve klesaji z divodu
vyssi imrtnosti novorozenct. Priblizné od véku 10 pocet zemfelych roste, vy-
razné zrychleni ristu pozorujeme okolo véku 50-60. Naopak okolo véku 70-90,
v zavislosti na pohlavi a roku, pocet zemrfelych klesd, nebot jedinct v téchto
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vécich v populaci je obecné méné.
Oba obrazky a rovnéz zachycuji trend prodluzovani délky Zivota -
s rostoucim casem se vrchol kiivky zvysuje a posouva se do pozdéjsich véki.
Pokud budeme porovnéavat obrazek se [7.6] muzeme si vSimnout, Ze Zeny
obecné umiraji ve vyssim veku.
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Obréazek 7.1: Porovnani tabulkovych poctii zemfelych muzi ve véku 25, 50, 75
a 100 let.
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Obrazek 7.2: Porovnani tabulkovych poc¢ti zemrfelych zen ve véku 25, 50, 75
a 100 let.
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Obrazek 7.3: Porovnani timrtnostnich mér muza z let 1970, 1980, 1990, 2000,
2010 a 2020.
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Obrazek 7.4: Porovnani timrtnostnich mér zen z let 1970, 1980, 1990, 2000, 2010
a 2020.
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Obrazek 7.5: Porovnani tabulkovych pocti zemielych muzi z let 1970, 1980, 1990,
2000, 2010 a 2020.
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Obrézek 7.6: Porovnani tabulkovych poc¢tia zemftelych zen z let 1970, 1980, 1990,
2000, 2010 a 2020.
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7.2 Odhady parametri modela

Pro odhady parametri modeli vyuzivame data od roku 1970 do 2021 pro veéky
0 az 105+. Plati tedy, ze n = 51 a m = 106.

7.2.1 LC model
SVD metoda

Pro odhad parametrii jsme vyuzili v R softwaru funkce svd(). Odhadnuté
parametry jsme znormalizovali pomoci normalizacnich podminek 2.7 preodhadli
jsme parametr k; vyfeSenim rovnice Newtonovym-Raphsonovym itera¢nim
algoritmem a na zavér jsme odhady znovu znormalizovali. Vysledné odhady jsou
k ndhlednuti na obrazku [7.7 pro muze a na obrazku pro zeny.
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Obréazek 7.7: Findlni odhady parametri v LC-SVD modelu pro muze.
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Obrazek 7.8: Finalni odhady parametri v LC-SVD modelu pro zeny.
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Obréazky a ukazuji, jak se lisi odhadnuté imrtnostni miry od tmrt-
nostnich mér pozorovanych v letech 1970, 1990, 2005 a 2020 muzi a zen.
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Obrazek 7.9: Porovnani pozorovanych a odhadnutych mér imrtnosti pro muze
LC-SVD modelem.
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Obréazek 7.10: Porovnani pozorovanych a odhadnutych mér tmrtnosti pro zeny

LC-SVD modelem.
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Poissonova metoda

V Poissonové metodé jsme zvolili poc¢atecni odhady parametri na zékladé
SVD rozkladu v R software opét pomoci funkce svd() a normaliza¢nich pod-
minek 2.7 Déle jsme aktualizovali odhady parametrii pomoci itera¢nich vzorct
|2.18|, |2.19L |2.20|, dokud 1bytek hodnoty deviance Dev(D, ]j) nebyl mensi nez 100.
Nésledné jsme odhady parametri opét znormalizovali a provedli preodhadnuti
parametru k; zcela analogicky jako v sekei[7.2.1] Vysledné odhady jsou k nahled-
nuti na obrazku [7.11] pro muze a na obrazku [7.12] pro Zeny.
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Obréazek 7.11: Finalni odhady parametra v LC-Poisson modelu pro muze.
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Obrézek 7.12: Finalni odhady parametri v LC-Poisson modelu pro Zeny.
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Obréazky a opét ukazuji, jak se lisi odhadnuté dmrtnostni miry
od imrtnostnich mér pozorovanych v letech 1970, 1990, 2005 a 2020 muzi a zen.

Oproti modelu s SVD metodou si v§imame znac¢nych neptesnosti pro nejvyssi
véky. To je zptisobené nedostupnosti dat pro vékové skupiny 100-105+ az do roku
2006. Poissonova metoda vyuziva k odhadovani parametria poc¢ty amrti D, a cent-
ralni expozici N, a pravé nedostupnost téchto dat pro obdobi 1970-2006 zptiisobuje
zminéné nepresnosti.
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Obrézek 7.13: Porovnani pozorovanych a odhadnutych mér timrtnosti pro muze
LC-Poisson modelem.
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Obrazek 7.14: Porovnani pozorovanych a odhadnutych mér timrtnosti pro zZeny
LC-Poisson modelem.
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Alternativni metoda

Alternativni regresni metoda byla popsana v sekci [2.2.3, Vypocet v R-Studiu
probihal uz pouze na zakladé vzorcu [2.§] a[2.24] Vysledné odhady jsou gra-
ficky zobrazeny na obrazku pro muze a na obrazku [7.16] pro Zeny.
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Obrézek 7.15: Finalni odhady parametri v LC-alternativnim modelu pro muze.
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Obréazek 7.16: Finalni odhady parametri v LC-alternativnim modelu pro zZeny.
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Obréazky a opét ukazuji, jak se lisi odhadnuté imrtnostni miry
od imrtnostnich mér pozorovanych v letech 1970, 1990, 2005 a 2020 muzu a Zen.
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Obrézek 7.17: Porovnani pozorovanych a odhadnutych mér timrtnosti pro muze
LC-alternativnim modelem.
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Obréazek 7.18: Porovnani pozorovanych a odhadnutych mér tmrtnosti pro zeny
LC-alternativnim modelem.
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7.2.2 RH model
SVD metoda

Zpisob odhadt parametri v R-Studiu je zde analogicky jako v sekci [7.2.1]
Vysledné odhady parametrii a, b™®™ b® kM k® lze nahlédnout na obrazku|7.19
pro muze a na obrazku pro zeny.

b1
0.0z0
[ A

- LT M
[=]
= T T T T T
0 20 40 80 80 100 0 20 40 60 80 100
ek VEk
o g
_ E
g ] 4
g 5] =
o o
- - T -
N T T T T T T T T T T T
0 20 40 80 80 100 1570 15880 1990 2000 2010 2020
ek Cas
of (=T |
=

T T T T T T
1870 1980 1950 2000 2010 2020

éﬂS

Obrazek 7.19: Finalni odhady parametri v RH-SVD modelu pro muze.
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Obrézek 7.20: Finalni odhady parametrii v RH-SVD modelu pro Zeny.
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Obréazky a opét ukazuji, jak se lisi odhadnuté imrtnostni miry
od imrtnostnich mér pozorovanych v letech 1970, 1990, 2005 a 2020 muzu a Zen.
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Obrézek 7.21: Porovnani pozorovanych a odhadnutych mér timrtnosti pro muze

RH-SVD modelem.
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Obréazek 7.22: Porovnani pozorovanych a odhadnutych mér tmrtnosti pro zeny
RH-SVD modelem.
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Poissonova metoda

I zde je zptsob odhadi parametrii v R-Studiu analogicky odhadim Poissono-
vou metodou v LC modelu ([7.2.1)). Vysledné odhady parametru jsou k dispozici

na obrazcich pro muze a na obrazku pro zeny.
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Obrazek 7.23: Finalni odhady parametri v RH-Poisson modelu pro muze.
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Obréazek 7.24: Finalni odhady parametrit v RH-Poisson modelu pro Zeny.
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Obréazky a opét ukazuji, jak se lisi odhadnuté dmrtnostni miry
od imrtnostnich mér pozorovanych v letech 1970, 1990, 2005 a 2020 muzi a zen.

Stejné jako v LC modelu i zde zaznamenavame znac¢né neptesnosti v modelu
pro nejvyssi veky. Duvod je opét nedostupnost dat D, a N, z let 1970-2006,
které Poissontv algoritmus vyuziva pro odhad parametrii.
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Obrézek 7.25: Porovnani pozorovanych a odhadnutych mér timrtnosti pro muze
RH-Poisson modelem.
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Obrazek 7.26: Porovnani pozorovanych a odhadnutych mér imrtnosti pro zeny
RH-Poisson modelem.
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7.2.3 PCA model

V PCA modelu jsme nejprve pretransformovali data d,; pomoci vzorct ,
(.3 a [4.5] Na zdkladé transformovanych dat z,, jsme podle rovnice
urc¢ili pocet hlavnich komponent, které budeme odhadovat. V obou pripadech,
jak pro muze, tak pro Zeny, nam vyslo L = 1, nebot A\ zachytila 96.03 % vari-
ability v datech u muzu, resp. 94.48 % u zen. Nésledné jsme odhadli parametry
Bl,t a &x’l pomoci funkce svd() a vzorcl

Zajimavé by rovnéz mohlo byt uvazovat vice hlavnich komponent a faktoro-
vych skértt pro odhad transformovanych dat z, ;. Rozhodli jsme se proto mode-
lovat data také pro L = 5, kde hlavni komponenty vystihly 98.75 % variability
v datech u muzu a 97.99 % u Zen.

Obrazek m poskytuje graficky nahled na odhadnuté parametry Bu a @,1
pro pripad L = 1.
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Obrazek 7.27: Finalni odhady parametri v PCA modelu s jednou hlavni kompo-
nentou pro muze a zeny.

Obrazky a poskytuji porovnani odhadnutych parametra 2, ; na za-
kladé PCA modelu s 1 hlavni komponentou od pozorovanych transformovanych
dat z, ;.

Obrazky [7.30]a[7.31] pfedklddaji porovnani odhadnutych parametrit 2, ; na zd-
kladé PCA modelu s 5 hlavnimi komponentami od pozorovanych transformova-
nych dat z,. Pokud tyto grafy porovndme s obrazky [7.2§ a [7.29, viimneme
si vyrazného vylepseni.
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Obrazek 7.28: Porovnani pozorovanych transformovanych dat z,; a odhadnutych
parametrii 2, ; pro muze PCA modelem s 1 hlavni komponentou.
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Obrazek 7.29: Porovnani pozorovanych transformovanych dat z,; a odhadnutych
parametri 2., pro zeny PCA modelem s 1 hlavni komponentou.
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Obrazek 7.30: Porovnani pozorovanych transformovanych dat z,; a odhadnutych
parametrii 2, ; pro muze PCA modelem s 5 hlavnimi komponentami.
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Obrazek 7.31: Porovnani pozorovanych transformovanych dat z,,; a odhadnutych
parametri Z,, pro zeny PCA modelem s 5 hlavnimi komponentami.
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7.3 Predikce

Na zékladé odhadnutych modeli budeme predikovat budouci hodnoty ta-
bulkovych poctid tmrti d,,, pro roky ¢ = 2022,...,2051. Horizont predikce je
H = 30.

7.3.1 LC model

V LC modelu je na case zavisly pouze jeden parametr a tim je k, na néjz
budeme nahlizet jako na ¢asovou fadu. Tu budeme analyzovat pomoci ARIMA
modelt. V R Studiu jsme pro nalezeni nejlepstho ARIMA modelu vyuzili funkei
auto.arima(). Predikce parametru k byla ziskana funkci forecast () a dopoc-
teni budoucich hodnot my, ., a d., ., je pak prfimocaré za predpokladu, Ze uva-
zujeme konstantni intenzitu timrtnosti.

SVD metoda

Nejvhodnéjsim modelem pro LC model v kombinaci s SVD metodou pro od-
had parametri je ARIMA(1,1,1) bez driftu pro data muzi a ARIMA(0,1,0) s drif-
tem pro data zen. Obréazek poskytuje graficky pohled na soucasné a budouci
hodnoty parametru k& véetné 95% intervalovych odhadu, ddle pak pro ilustraci
také pozorované a odhadnuté budouci hodnoty timrtnostnich mér véetné 95%
intervalt spolehlivosti pro vybranou vékovou skupinu (75 let) muzi a Zen.

40-
100 -

50 -80
100~ ! ! ! : 120 ! | l '
1980 2000 2020 2040 1980 2000 2020 2040
Cas Cas
0.20- 0.06
0.05
0.15
= £0.04
o N - \
0.05- 002
y ! ! ! 0.01- : : ; :
1980 2000 2020 2040 1920 2000 _ 2020 2040
Cas Cas

Obréazek 7.32: Odhadnuté a budouci hodnoty parametru k véetné 95% inter-
valu spolehlivosti a pozorované a odhadnuté budouci hodnoty timrtnostnich mér
véetné 95% intervalu spolehlivosti - LC model SVD metoda. Vlevo grafy pro
muze, vpravo pro zeny.
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Poissonova metoda

Stejné jako pti pouziti SVD metody je i pri pouziti Poissonovy metody nejlep-
sim modelem pro muzska data model ARIMA(1,1,1) bez driftu a pro zenské data
model ARIMA(0,1,0) s driftem. Na obrazku jsou vykresleny soucasné a bu-
douci hodnoty parametru k véetné 95% intervalovych odhadu, dale pak pro ilu-
straci také pozorované a odhadnuté budouci hodnoty tmrtnostnich mér véetné
95% intervalu spolehlivosti pro vybranou vékovou skupinu (75 let) muzu a zen.
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Obréazek 7.33: Odhadnuté a budouci hodnoty parametru k véetné 95% inter-
valu spolehlivosti a pozorované a odhadnuté budouci hodnoty timrtnostnich mér
véetné 95% intervalu spolehlivosti - LC model Poissonova metoda. Vlevo grafy
pro muze, vpravo pro zeny.

Alternativni metoda

V LC modelu s vyuzitim alternativni metody pro odhad parametri vysly
nejlépe modely ARIMA(0,1,0) s driftem pro muze a ARIMA(1,1,0) s driftem
pro zeny. Na obrazku jsou vykresleny soucasné a budouci hodnoty parame-
tru k véetné 95% intervalovych odhadu, dédle pak pro ilustraci také pozorované
a odhadnuté budouci hodnoty tmrtnostnich mér véetné 95% intervalu spolehli-
vosti pro vybranou vékovou skupinu (75 let) muzi a Zen.
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Obrazek 7.34: Odhadnuté a budouci hodnoty parametru k vcéetné 95% inter-
valu spolehlivosti a pozorované a odhadnuté budouci hodnoty timrtnostnich meér
véetné 95% intervalu spolehlivosti - LC model alternativni metoda. Vlevo grafy
pro muze, vpravo pro zeny.

7.3.2 RH model

V RH modelu na ¢ase zévisi parametry k™™ a k®. Tyto parametry jsme
modelovali jako nezavislé casové fady pomoci ARIMA modelt. Stejné tak jako
v LC modelu jsme v R Studiu pro vybér nejlepstho ARIMA modelu zvolili funkci
auto.arima() a pro predikci parametri k™" a k® funkci forecast (). Dopoéteni
budoucich hodnot my, ., a dsy, ., je pak piimocaré za predpokladu, Ze uvazujeme
konstantni intenzitu timrtnosti.

SVD metoda

V RH modelu s vyuzitim SVD metody pro odhad parametrii jsme vybrali
modely ARIMA(0,1,0) s driftem pro ¢asovou fadu k™) pro muze, ARIMA(1,0,0)
s nulovym priimérem pro k® pro muze, ARIMA(1,1,0) s driftem pro ¢asovou fadu
k™ pro Zeny a ARIMA(0,0,0) s nulovym priimérem pro k® pro zeny. Soucasné
a budouci hodnoty parametrii k") a k® jsou k dispozici na obrézku [7.35]

Pro ilustraci opét priddvame obrazek [7.36]s pozorovanymi a odhadnutymi bu-
doucimi hodnotami imrtnostnich mér véetné 95% intervalu spolehlivosti pro vy-
branou vékovou skupinu (75 let) muzi a zen.
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Obréazek 7.35: Odhadnuté a budouci hodnoty parametru k™ a k® véetné 95%
intervalu spolehlivosti - RH model, SVD metoda. Vlevo grafy pro muze, vpravo
pro zeny.
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Obréazek 7.36: Pozorované a odhadnuté budouci hodnoty tmrtnostnich mér m
véetné 95% intervalu spolehlivosti - RH model, SVD metoda. Prvni graf pro muze
75 let, druhy pro zZeny 75 let.
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Poissonova metoda

V RH modelu s vyuzitim Poissonovy metody pro odhad parametri jsme vy-
brali modely ARIMA(0,1,0) s driftem pro k™ pro muze, ARIMA(1,0,0) s nu-
lovym priimérem pro k) pro muze, ARIMA(1,1,0) s driftem pro ¢asovou fadu
k™ pro Zeny a ARIMA(0,0,0) s nulovym priimérem pro k® pro zeny. Soucasné
a budouci hodnoty parametrit k™" a k® jsou k dispozici na obrazku m

Pro ilustraci opét pridavame obréazek s pozorovanymi a odhadnutymi bu-
doucimi hodnotami imrtnostnich mér véetné 95% intervala spolehlivosti pro vy-
branou vékovou skupinu (75 let) muzi a zen.
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Obrazek 7.37: Odhadnuté a budouci hodnoty parametru k™ a k® véetné 95%
intervalu spolehlivosti - RH model, Poissonova metoda. Vlevo grafy pro muze,
vpravo pro zeny.
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Obrézek 7.38: Pozorované a odhadnuté budouci hodnoty tmrtnostnich mér m

véetné 95% intervalu spolehlivosti - RH model, Poissonova metoda. Prvni graf
pro muze 75 let, druhy pro zeny 75 let.
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7.3.3 PCA model

V PCA modelu zavisi na ¢ase pouze parametry [3;,. Na tyto parametry opét
budeme nahlizet jako na nezavislé casové rady. Mame ¢tyti rtizné zpuisoby, jak pre-
dikovat budouci hodnoty. Prvni moznost je opét nalézt vhodny ARIMA model,
coz provedeme v R Studiu opét pomoci funkce auto.arima(). Dalsi moznosti je
modelovat ¢asovou fadu jako ndhodnou prochazku s driftem ¢i bez driftu. V téchto
pripadech budeme v R softwaru pouzivat funkci Arima(). Posledni moznost je
predikovat na zakladé ETS metody - v tom pripadé nalezneme vhodny ETS model
pomoci funkce ets QO[]

Ve vsech ptipadech budouci hodnoty spocitame funkci forecast (). Dopocteni
budoucich hodnot d,;, , je pak pfimocaré.

1 hlavni komponenta

Nejprve se zamérme na modely, kde jsme pouzili pro urceni L metodu po-
psanou v Zde mame pouze jeden parametr [, zavisly na case. Jako nej-
vhodnéjsi ARIMA model pro muze se zda byt model ARIMA(0,1,0) s driftem
a pro zeny ARIMA(0,1,1) s driftem. V pripadé ETS modela jsme jako nejlepsi
model, jak pro muze, tak pro Zeny, nalezli ETS(A,A,N), tedy model bez sez6n-
nosti, ktery uvazuje aditivni trend a aditivni chybu.

Odhadnuty parametr /3, véetné vSech 4 zptsobi predikce nalezneme na ob-
razku pro muzska data a na obrazku pro data zen. Pro ilustraci uvadime
i obrazky a [7.42] kde si muzeme prohlédnout odhadnuté budouci hodnoty
d,+ pro vybrané vékové kategorie (25, 50, 75 a 100 let). Na obrazcich pro muze
splyvaji predikce ARIMA modelt s ndhodnou prochazkou s driftem, nebot jsme
v ramci ARIMA modelt vybrali pravé ndhodnou prochazku s driftem.

5- predikce
—  ARIMA modely
ETS modely

Beta

— Mah. proch. bez driftu
Mah. proch. s driftem

— soucasné hodnoty

| | ! |
1980 2000 . 2020 2040
Cas

Obrézek 7.39: Budouci hodnoty 1, ,, muzi na zékladé PCA modelu, v zdvislosti
na predikéni metodé.

'Funkce ets() v R Studiu v pfipadé ro¢nich dat neuvazuje modely se sezénnosti.
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Obrézek 7.40: Budouci hodnoty 3, , Zen na zakladé PCA modelu, v zdvislosti
na predikéni metodé
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Obrézek 7.41: Budouci hodnoty d,;, ., muzi na zakladé PCA modelu v zdvislosti
na predikéni metodé pro vybrané véky 25, 50, 75 a 100 let.
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Obrazek 7.42: Budouci hodnoty d,;, ., Zen na zékladé PCA modelu v zavislosti
na predikéni metodé pro vybrané véky 25, 50, 75 a 100 let.

5 hlavnich komponent

Pojdme se nyni podivat, jaké modely jsme vybrali pro jednotlivé casové rady
Bi+ v pripadé, kdy uvazujeme L = 5 pro muze i Zeny. Nejvhodnéjsi ARIMA a ETS
modely pro zminéné casové rady mame sepsany v tabulceﬂ

[ ARIMA muzi ARIMA Zeny ETS muzi ETS Zeny

1 (0,1,0)+d 0,1,)+d  (AAN)  (AAN)
2 (1,0,0) (1,0,0) (ANN)  (AAdN)
3 (0,1,1) (0,0,0) (ANN)  (ANN)
4 (1,02 (0,0,0) (ANN)  (ANN)
5 (0,0,0) (0,0,0) (ANN)  (ANN)

Tabulka 7.1: Nejlepsi ARIMA a ETS modely pro PCA5 modely.

Obrazky [7.43] a [7.44] poskytuji k nahlédnuti porovnani odhadnuté budouci
hodnoty d,; na zédkladé vSech ¢ty riznych predikénich metod pro vybrané vékové
skupiny (25, 50, 75 a 100 let).

2Symbol +d znadi, Ze v modelu se uvazuje drift, v opaéném piipadé se uvazuje model
bez driftu.
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Obrazek 7.43: Budouci hodnoty d, ;, ,, muzi na zékladé PCA modelu s 5 hlavnimi
komponentami v zavislosti na predikéni metodé pro vybrané véky 25, 50, 75 a 100

let.
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Obrazek 7.44: Budouci hodnoty d
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zen na zékladé PCA modelu s 5 hlavnimi

komponentami v zavislosti na predikéni metodé pro vybrané véky 25, 50, 75 a 100

let.
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7.4 Porovnani modelu

Kdyz mame modely odhadnuté a napredikovali jsme i budouci hodnoty, pri-
chazi na fadu modely porovnat a urcit, ktery model se pro nase data hodi nejvice.

Nase prace, jak jiz nazev napovida, se zabyva primarné poc¢tem imrti, budeme
tedy porovnavat, jak se lisi od pozorovanych dat d,; nami odhadnuté parame-
try dg;.

7.4.1 Koeficient determinace

Nejprve se zamérime na to, jak dobfe modely kopiruji pozorované hodnoty.
K tomu pouzijeme koeficient determinace R?. V tabulce méame hodnoty pa-
rametru R? pro vSechny uvaZované modely.

LC-SVD LC-PO LC-ALT RH-SVD RH-PO PCA1 PCA5

muzi  0.9997  0.9997  0.9996 0.9997 0.9997 0.9996 0.9998
zeny 0.9999 0.9999  0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9999

Tabulka 7.2: Koeficient determinace pro jednotlivé modely muzt a Zen.

7, tabulky je patrné, ze vSechny modely popisuji data velmi dobte, ne-
bot jsou vSechny hodnoty vyssi nez 99.95 %. Nejvyssi hodnotu mé PCA model
s 5 hlavnimi komponentami pro muzské data a LC-SVD model| pro data zen.
Zajimavosti je, ze LC model ma vyssi hodnoty nez RH model, tedy pridani druhé
sady singuldrnich vektorti nevylepsilo kvalitu modelu v rdmci R2.

7.4.2 MAPE a intervalové skore

Dalsimi kritérii pro urceni nejvhodnéjstho modelu jsou MAPE ¢i intervalové
skére 37. Zde odebirame poslednich 20 pozorovani, rozméry dat tedy budou
n =32 am =99, nebot do roku 2006 mame dostupna data pouze do véku 99.

7 tabulky , kde mame zaznamenany hodnoty MAPE a Sg¢5 vSech mo-
delu, lze vycist, ze nejlepSim modelem pro muze je dle MAPE model PCA s 5
hlavnimi komponentami, kde jsme pro predikci volili ndhodnou prochazku s drif-
tem. Pro zeny je dle MAPE nejlepsi PCA model s jednou hlavni komponentou
a nahodnou prochazkou s driftem.

Pozorujeme, ze obecné PCA modely poskytuji nejpiesnéjsi predikce, s vy-
jimkou ndhodné prochazky bez driftu. Pridanim dalsich komponent do modelu
se predikce zen nezlepsi. U muz se budouci hodnoty zpresni kromé PCA-ARIMA
modelu, nejvétsi rozdil je u ndhodné prochazky s driftem.

LC model obecné zaostava za zbylymi modely, nejhiife na tom je LC model
s Poissonovou metodou. Nejlepsi odhady z LC modelu méa ten s alternativni me-
todou pro muze a s SVD metodou pro zeny. U RH modelu pozorujeme zptesnéni
budoucich odhad oproti LC modelu kromé SVD metody u Zen.

Pokud budeme hodnotit pomoci intervalového skére pro v = 0.05 s tim, Ze in-
tervalové odhady jsme sestrojili na zakladé bootstrap metod, ziskame jako nej-
lepsi variantu PCA model s 5 hlavnimi komponentami s ndhodnou prochazkou

3U zen jsou hodnoty pro LC-SVD = 0.999888, LC-Po = 0.999873, pro PCA5 = 0.999856.
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Model MAPE muzi MAPE Zeny Spgs muzi  Sgos Zeny

LC - SVD 19.74 13.11 843.99 853.79
LC - PO 26.41 18.49 816.79 843.96

LC - ALT 17.26 13.58 825.97 838.33
RH - SVD 17.88 13.75 806.53 827.17
RH - PO 19.48 15.22 804.47 825.65
PCA1 - ARIMA 17.08 12.08 508.68 402.16
PCA1 - ETS 18.47 12.43 585.46 432.12
PCA1 - RWD 17.08 11.93 506.59 414.16
PCAl - RW 33.18 28.65 054.78 277.95
PCA5 - ARIMA 17.11 12.10 500.22 393.08
PCA5 - ETS 18.19 12.87 091.38 481.73
PCA5 - RWD 14.78 12.30 647.54 454.10
PCA5 - RW 31.47 29.46 499.25 285.78

Tabulka 7.3: Porovnani modelu podle MAPE a intervalového skére.

bez driftu pro muze a PCA model s 1 hlavni komponentou s ndhodnou prochéz-
kou bez driftu pro zeny. Nejhiite dopadl LC model s SVD metodou. RH model ma
presnéjsi intervalové odhady v porovnani s LC modelem. PCA modely dopadly
celkoveé nejlépe s tim, ze nepozorujeme vyrazné zlepseni pridanim dalSich hlavnich
komponent.

Vyssi hodnoty intervalového skore jsou zpiisobené predevsim tim, ze nékdy
predikéni interval nepokryva skutec¢nou pozorovanou hodnotu. Nejvice nepfes-
nosti pozorujeme v letech 2020 a 2021, kde pocty zemftelych vyznamné stouply
i kvili pandemii Covid-19.

Celkové volime jako finalni model pro muze PCA model s péti hlavnimi kom-
ponentami a nahodnou prochézkou s driftem, protoze je nejlepsi podle MAPE
a hodnota intervalového skére neni prilis vysoka. U Zen volime PCA model s jed-
nou hlavni komponentou a nahodnou prochazkou s driftem ze stejného duvodu.

Na obrazcich a si muzeme prohlédnout pozorované hodnoty d,,
véetné jejich budoucich hodnot a intervalového bootstrap odhadu pro vybranou
vekovou skupinu (75 let) ziskanych findlnimi modely.

3500~

1980 2000 _ 2020 2040

Obrazek 7.45: Pozorované hodnoty d, ; véetné jejich budoucich hodnot (ziskanych
PCA-RWD modelem s 5 hlavnimi komponentami) a intervalového bootstrap od-
hadu pro vybranou vékovou skupinu 75 let muzi.
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Obréazek 7.46: Pozorované hodnoty d, ; véetné jejich budoucich hodnot (ziskanych
PCA-RWD modelem s 1 hlavni komponentou) a intervalového bootstrap odhadu
pro vybranou vékovou skupinu 75 let Zen.

Pro findlni modely jesté uvedme rozdéleni poc¢tu amrti v roce 2021 a v predi-
kovanych rocich 2030, 2040 a 2050 (Obrazky a[7.48]).
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Obréazek 7.47: Rozdéleni poctu amrti muzi v letech 2021, 2030, 2040 a 2050
pomoci PCA5-RWD modelu.
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Obrazek 7.48: Rozdéleni poctu umrti zen v letech 2021, 2030, 2040 a 2050 pomoci
PCA1-RWD modelu.
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7.5 Ocenéni zivotnich smluv

S vybranymi finalnimi modely dopocteme pravdépodobnosti preziti p, a ceny
zivotnich smluv predstavenych v kapitole [6] U odloZenych smluv predpokldddme
m = 10, u doc¢asnych smluv bereme n = 20. Necht dale plati pro pojistné plnéni
B = 10 000 a pro konstatni trokovou miru x4 = 0,03. Na obrazcich [7.50]
a mame k nahlédnuti vyvoj cen Zivotnich smluv v letech 2021, 2030,
2040 a 2050. Je patrné, ze ceny produkti budou rust, coz je zpusobeno tim,
ze ocekavame, ze se populace bude dozivat vyssich vékii.
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Obrézek 7.49: Docasny okamzity diichod v letech 2021, 2030, 2040 a 2050.
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Obrézek 7.50: Dozivotni okamzity dichod v letech 2021, 2030, 2040 a 2050.
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Obrézek 7.51: Doc¢asny odlozeny diichod v letech 2021, 2030, 2040 a 2050.
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Obrazek 7.52: Dozivotni odlozeny diichod v letech 2021, 2030, 2040 a 2050.

Méjme nyni portfolio o 10 000 smlouvach dozivotniho okamzitého diichodu,
kde polovina jsou muzi a polovina zeny, a jedinci jsou rovhomérné ve vécich 50,
55, 60, 65 a 70 let. Abychom ukézali dulezitost spravné predikce poctu tmrti,
nastinime si, jaky dopad to mize mit. V tabulce mame uvedeny ceny daného
produktu pro vybrané vékové skupiny v zavislosti na findlnich modelech (PCA5-
RWD pro muze a PCA1-RWD pro zeny) a na LC-SVD modelu v roce 2025.
Celkovy rozdil na nasem portfoliu v roce 2025 by byl 63 179 277 K¢.
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Vék PCA5-RWD muzi LC-SVD muzi PCA1-RWD zZeny LC-SVD Zeny

50 170 931 160 706 196 755 195 154
%) 151 458 140 711 178 226 176 491
60 131 724 120 440 157 996 156 162
65 112 175 100 675 136 195 134 328
70 92 228 81 647 113 067 111 263

Tabulka 7.4: Cena smlouvy dozivotniho okamzitého dichodu pro vybrané vékové
skupiny v zavislosti na findlnich modelech a LC-SVD modelu.
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Z.aver

V této préaci jsme se zabyvali modelovanim imrtnostnich mér a poétu dmrti.
Nejprve jsme zavedli zakladni pojmy demografického modelu a timrtnostnich ta-
bulek. Nasledné jsme se vénovali Leeovu—Carterovu modelu, kde jsme si model de-
finovali, uvedli jsme t¥i rizné metody pro odhad parametri a popsali jsme, jak po-
moci ARIMA modelt predikovat budouci hodnoty. Obdobné jsme nabyli teore-
tické poznatky o Renshawovu-Habermanovu modelu, kde mnoho vlastnosti plyne
z Leeova-Carterova modelu. Predstavili jsme si rovnéz metodu od Shanga s Ha-
bermanem, jez vyuziva analyzu kompozi¢nich dat. Zde jsme si popsali také ne-
parametrické bootstrap metody pro intervalové odhady vSech modeli.

V praktické casti jsme na Ceskd data tmrti muzi a zen aplikovali vSechny
modely, odhadli jsme je a predpovédéli budouci hodnoty. Zjistili jsme, ze vSechny
modely popisovaly data velmi dobfe, nebot zadny z modelt nemél hodnotu koefi-
cientu determinace nizsi nez 99.96 %. Nejvétsi nepresnosti modelt byly pro véky
100-105, coz bylo zptusobené chybéjicimi daty pro tyto véky az do roku 2006.
Nejvetsi rozdily jsme pozorovali u modelit s Poissonovou metodou, nebot tento
algoritmus pracoval s nedostupnymi daty D, a N,. Z divodu nedostupnosti né-
kterych dat a zaroven nedostatku dat pro tyto vékové skupiny bychom vysledky
modell téchto vékovych skupin nebrali prilis vazné.

Na zakladé stfedni absolutni procentualni chyby jsme nasli nejlepsi modely -
pro data muzi model PCA s péti hlavnimi komponentami, kde pro predikci jsme
vyuzili ndhodnou prochazku s driftem. Pro zeny vysel nejlépe PCA model s jednou
hlavni komponentou a s metodou nahodné prochazky s driftem pro predikovani.

Zjistili jsme, Ze novy model vyuzivajici analyzy kompozi¢nich dat posky-
tuje velmi dobré vysledky v porovnani s Leeovym—Carterovym a Renshawovym-
Habermanovym modelem. Renshawtv-Habermaniv model vylepsuje predikce
Leeova—Carterova modelu, vyjma modelu s Poissonovou metodou pro zeny. Pri-
danim dalsich hlavnich komponent do PCA modelu se predikce zlepSily pouze
na datech pro muze kromé modelu s ARIMA modelem pro predikci, nejvyraz-
nejsi zlepseni pozorujeme u nahodné prochazky s driftem.

Nejlepsi model podle intervalového skére je pro muze trochu prekvapivée PCA
model s péti hlavnimi komponentami s ndhodnou prochézku bez driftu a pro zeny
PCA model s jednou hlavni komponentou a ndhodnou prochazkou bez driftu.
PCA modely s nahodnou prochézkou bez driftu maji ale velmi nepresné bodové
odhady, a proto i pres nizké intervalové skére nejsou vhodnymi modely. Rensha-
wiv—Habermanuv model je i zde obecné lepsi nez Leeuv—Cartertiv model.

Jako findlni modely jsme vybrali PCA model s péti hlavnimi komponentami
a nahodnou prochéazkou s driftem pro muze a PCA model s jednou hlavni kom-
ponentou a s nahodnou prochazkou s driftem pro zeny. Na zakladé téchto model
jsme urcili cenu zivotnich smluv - docasny okamzity dichod, dozivotni okamzity
dichod, docasny odlozeny diichod a dozivotni odlozeny diichod v roce 2021 a v bu-
doucnu. Pozorujeme, ze cena téchto smluv poroste, coz je zptisobené postupnym
prodluzovanim délky zivota populace.

Na zavér jsme na konkrétnim portfoliu o 10 000 smlouvach ukézali dilezitost
presnosti budoucich poc¢ti tmrti, kdyz rozdil mezi predikcemi na zédkladé findlnich
modeltl a LC-SVD modelu ¢inil pres 63 milionti korun.
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