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Uvod

V poslednich 20 letech zaznamenala analyza funkcionalnich dat velky vzestup
diky neustalému vyvoji vypocetnich technologii. Své uplatnéni naléza v oborech
jako je financnictvi, fyzika nebo napriklad medicina. Stale jsou vyvijeny nové
metody testovani na funkciondlnich datech. Vétsina metod testovani uvedenych
v knize Ramsay a Silverman (1997) vyuziva predpokladu, ze funkcionalni pozo-
rovani jsou nezavisla a stejné rozdélena. V mnohych pripadech vsak predpoklad
nezavislosti neni zajistén z povahy zpusobu sbéru dat. Zanedbanim zavislosti po-
zorovanych dat muzeme dojit k zavadéjicim vysledkim (viz Horvath, Kokoszka a
Reeder, 2013b)).

Testovani nezavislosti posloupnosti funkcionalnich ndhodnych veli¢in se vénuji
¢lanky |Gabrys a Kokoszka (2007), Horvath, Huskova a Rice (2013a)) a 7. kapi-
tola knihy Horvath a Kokoszka, (2012). Tyto testy sériové nezéavislosti zkoumaji
miru korelace ndhodnych funkci dané posloupnosti. Jiny pristup byl predstaven
v ¢lanku Hlavka, Huskova a Meintanis| (2021)), kde je test sériové nezavislosti od-
vozeny z definice nezavislosti formulované charakteristickymi funkcemi. V této
praci se budeme vénovat jednomu z testi zalozeném na nutné podmince neko-
relovanosti, kterym je test z clanku Horvath a kol (2013a). Predevsim se ale
zaméfime na test nezavislosti z ¢lanku Hlavka a kol. (2021). Tento test budeme
dale modifikovat na test vychazejici ze slabsi podminky sub-nezéavislosti, ktera
byla predstavena v knize [Hamedani (2015)).

Cela prace je rozdélena na dvé kapitoly. V kapitole [1| si predstavime proble-
matiku sériové nezavislosti na jednorozmérnych nahodnych veli¢cinach. Uvedeme
zde testy, které se daji modifikovat i pro funkcionalni pripad. Kapitola [2] se jiz
vénuje testtim sériové nezavislosti posloupnosti funkcionalnich ndhodnych velicin.
Soucasti této kapitoly je porovnani testi na zakladé simulace.



o Ve

1. Nezavislost nahodnych velicin

Typl nezavislosti pro spojité nahodné veli¢iny je mnoho, vzajemné se prolinaji
a vétsinou ke kazdému najdeme velké mnozstvi testi. Nezavislost mizeme zkou-
mat mezi dvémi ndhodnymi veli¢inami, n-tici ndhodnych veli¢in, slozkami vek-
tortl, dvéma vektory, n-tici vektorti nebo mtizeme testovat nezavislost nahodnych
veli¢in ¢i vektoru usporadanych do casové tady. Napriklad na test nezavislosti
dvou ndhodnych veli¢in mizeme zaroven nahlizet jako na test nezavislosti slozek
dvourozmeérného vektoru, pokud k obéma ndhodnym velicinam mame stejné velky
nahodny vybér a mame k dispozici kli¢, pomoci kterého je sparujeme do vektort.
Zpusobu, jak nezavislost testovat, je také mnoho. Obvykle testujeme nezavislost
primo z jeji definice nebo testujeme nekorelovanost ¢i sub-nezavislost, které jsou
nutnou podminkou nezavislosti.

Cilem této kapitoly je sezndmit se s pojmy a testy, které budeme v dalsi kapi-
tole dale rozvijet pro funkciondlni pozorovani. Budeme se tedy vénovat predevsim
tém testtim, jejichz modifikace jsou vhodné pro testovani nezavislosti funkcional-
nich pozorovani.

Nejprve si zavedeme zakladni pojmy, které budeme déle vyuzivat. K tomu,
abychom mohli testovat nezavislost po sobé jdoucich ¢lenii ¢asové fady, je dobré
se nejdrive seznamit s testy nezavislosti slozek nahodného vektoru. Témto testiim
se vénujeme v sekci [1.2] V sekei prejdeme k testiim nezavislosti clenti ¢asové
rady, které budeme fikat sériova nezavislost. Tato sekce obsahuje test nezavislosti
zalozeny na nutné podmince nekorelovanosti, predevsim se ale vénujeme testu
nezavislosti primo z jeji definice formulované pomoci distribu¢ni nebo charakte-
ristické funkce. Pravé pro test sériové nezavislosti zalozeny na charakteristickych
funkcich nalezneme vyuziti i ve funkcionalnim pripadé. Tento test ze sekce [1.3.2
modifikujeme v sekci na test, jehoz testova statistika je odvozena z definice
sub-nezavislosti.

1.1 Zavedeni pojmu

Definice 1. Redlné nahodné veliciny X a 'Y jsou nezavislé, pokud pro Vr,y € R
plati
FX,Y('Tay) = FX(:L‘) FY(y)7

kde Fx, Fy jsou marginalni distribucni funkce prislusné ndhodnym velicinam
X,Y a Fxy je sdrufend distribucni funkce ndhodného vektoru (X,Y)T.

Charakteristicka funkce dle (Feller, 1968, str. 508) jednoznacéné urcuje dis-
tribu¢ni funkci. Tudiz charakteristickd funkce zcela popisuje rozdéleni ndhodné
veli¢iny a miizeme s jeji pomoci definovat nezavislost. Pro redlnou nahodnou ve-
licinu X definujeme charakteristickou funkci nasledovneé:

ox(t) = Ee™ pro kazdé t € R.
Podminku nezavislosti pak miizeme ekvivalentné definovat v nasledujicim tvaru:

oxy(t,s) = px(t) py(s) pro kazdé t,s € R,



kde pxy je tvaru px y(t,s) = Ee'X+5Y) g nazyvame ji sdruzend charakteristicka
funkce ndhodného vektoru (X,Y)T.

Slabsim pfredpokladem nez nezavislost je nekorelovanost, ktera je definovana
za predpokladu konec¢nych druhych momentt na zédkladé korelacniho koeficientu:

_ cov(X)Y)
pxy VvarX varY’

ktery nabyva hodnot v intervalu [—1,1].

Definice 2. Necht pro ndhodné veliciny X a Y plati EX? < oo, EY? < o0.
Ndhodné veliciny X a 'Y nazyvame nekorelované, pokud plati

pxy = 0.

Jsou-li dvé veliciny nezavislé, pak jsou také nekorelované, protoze pro X,Y nezé-
vislé plati

Cov(X,Y) = E[X — EX]]Y — EY] = E[X — EX] E[Y — EY] =0.

Opacnd implikace ovsem neplati. Jako protiptiklad uvazujme ndhodnou veli¢inu
X ~ U(-a,a), kde a € R, a ndhodnou veli¢inu ¥ = X2. Tyto dvé ndhodné
veli¢iny jsou nekorelované:

Cov(XY)=EXY -EX EY=EXY =EX’=0.

Druhé a ¢tvrta rovnost vychazi z nulovosti lichych momentii rovnomérného roz-
déleni na symetrickém intervalu [—a,a]. V tomto pfipadé jsou tedy veli¢iny X,Y
nekorelované, ale nejsou nezavislé. Pokud vsak navic predpokladame, ze sdruzené
rozdéleni vektoru (X,Y)T je dvourozmérné norméalni, potom jsou pojmy nekore-
lovanost a nezavislost ekvivalentni (viz Melnick a Tenenbein| 1982 str. 372).

Dalsim vztahem nahodnych veli¢in, ktery je slabsi nez nezavislost, je sub-
nezavislost.

Definice 3. Ndhodné veliciny X a 'Y nazyjvame sub-nezavislé, pokud plati
px+v(t) = ox(l) py(t) pro kazdé t € R.
Z nezavislosti plyne sub-nezavislost snadno:
pxiy(t) = B S BN Ee™ = ox (1) oy (1).

Sub-nezavislost je vsak silnéjsi predpoklad nez nekorelovanost. Tento vztah jiz
neplyne trivialné.

Lemma 1. Necht jsou ndhodné veliciny X a Y sub-nezavislé a maji konecné
druhé momenty. Potom jsou nahodné veliciny X,Y nekorelované.



Diikaz. Budeme pracovat s rozepsanou definici sub-nezavislosti:
E ezt(X—i—Y) —F eti Eeth.

Celou rovnici za pomoci Fubiniho véty (viz [Roussas| [2005, kapitola 5, véta 12)
zderivujeme dle ¢:

E[i(X +Y) X+ = E[i X X Ee®Y + Ee™X E[iY ]
Rovnici pokratime o ¢ a zderivujeme podruhé:
E[i(X+Y)? "] = E[i X2 "X Ee™ 4-2i E[X | E[Y ™|+ B E[iY? ™)
Opét pokratime rovnici o ¢ a polozime ¢t = 0:
E[(X +Y)’ ] =EX*+2EXEY +EY?>.
Po umocnéni souctu a prevedeni vSech ¢lenti na pravou stranu ziskavame:
E[XY]-EXEY =0.

Tedy Cov(X,)Y) = 0 a dokdzali jsme tak nekorelovamost ndhodnych velicin
XaY.

O
V nésledujicim lemmatu si uvedeme zajimavé vlastnosti sub-nezavislosti, které
jsou uvedeny v ¢lanku [Schennach| (2019)).

Lemma 2 (Schennach| 2019, véta 5).

1. Jsou-li ndhodné veliciny X,Y sub-nezdvislé, potom jsou také ndhodné veli-
ciny (a+ cX), (b + cY') sub-nezdvislé pro Ya,b,c € R.

2. Ackoliv jsou ndhodné veliciny X,Y sub-nezdvislé, nahodné veliciny (a +
cX), (b+dY') nemusi byt sub-nezdvislé, je-li ¢ # d.

3. Plati-li, Ze ndhodné veliciny X,aY jsou sub-nezavislé pro Ya € R, potom
jsou nahodné veliciny X,Y mnezdvislé.
Bohuzel tedy ani vSechny linearni transformace nezachovavaji sub-nezavislost
mezi nahodnymi veli¢inami.

Pojmy nezavislosti a sub-nezavislosti, které jsme zavedli pro dvojici nahodnych
veli¢in, nyni zobecnime pro posloupnost ndhodnych velic¢in X;,..., X,,.
Definice 4. Redlné nahodné veliciny X1, ..., X, nazyvime

o nezdavislé, pokud plati vx, . x,(t) = ox,(t1)----- ex, (tn) pro kazdé t € R™,

o sub-nezdvislé, pokud plati px,1..+x,(t) = @x,(t) - -+ - ¢ox,(t) pro kazdé
te R

Ekvivalentné lze podminku nezavislosti formulovat pomoci distribu¢nich funkeci.
Realné nahodné veli¢iny X7, ..., X, nazyvame nezavislé, pokud pro kazdé x € R”
plati

Fxy,ox, (%) = Fx, (21) - -+ - Fx, (zn).

Vztah mezi sub-nezavislosti posloupnosti nahodnych veli¢in a sub-nezavislosti
dvou ndhodnych veli¢in vyplyva z nasledujiciho lemmatu.



Lemma 3 (Schennach| 2019, véta 7).

1. Necht jsou ndhodné veliciny X, Xy sub-nezdvislé a nahodné veliciny (X1 +
X3), X3 jsou také sub-nezavislé. Potom je posloupnost ndhodnijch velicin
X1, X5, X3 sub-nezdvisld.

2. Ackoliv jsou mahodné veliciny X, Xo, X3 po dvojicich sub-nezdvislé, tato
posloupnost nemusi byt sub-nezdvisla.

Na posloupnost nahodnych velicin X3, ..., X, které jsou v posloupnosti smys-
luplné uspofadany, nyni zacnéme nahlizet jako na casovou fadu {X;,j € N}
Definujme si pojmy autokovariancéni a autokorelacni funkce.

Definice 5. Pro redlnou casovou tadu {X;,j € N} spliujici E|X;|* < oo defi-
nujme funkci:

o autokovariancni: R(j,k) = E[(X; — ;) (X — )] pro j.k € Z, pj = E[X}],
o autokorelacni:
R(j,k)
VRG.5) Rk k)
O casové fadé {X;,j € Z} budeme predpokladdat, ze je realna a stacionarni.
Stacionarni ¢asova fada splnuje vztah:

r(j,k) =

pro j,k € 7.

Fooo (@1, xn) = Fygn o totn(21, ... 2,) pro Vh € Z.

Nahodné veli¢iny takové casové fady maji tedy stejné rozdéleni. Tudiz funkce
stfedni hodnoty p je konstantni. U staciondrni casové fady je pro autokovari-
ancni funkce postacujici jeden parametr, plati totiz vztah R(j,k) = R(j — k,0).
Znacme tedy R; = R(j,0),r; =r(j,0). Autokorela¢ni funkce stacionarni fady se
zjednodusi na tvar

_ B

=7

kde Ry je rozptylem ¢lent casové fady {Xj,j € Z}.

r'j

Dilezitym prikladem casovych fad, se kterym se budeme déle setkavat, je bily
sum. Bily sum je definovan nasledujicimi vlastnostmi: jeho slozky jsou vzajemné
nekorelované, stfedni hodnota nulova a rozptyl konecny.

1.2 Testy nezavislosti slozek vektoru

Abychom lépe porozuméli testtim sériové nezavislosti ¢lentt ¢asové tady, se-
znamime se nejprve s testy nezavislosti slozek ndhodného vektoru. V sekci
se zamérime na test nezavislosti primo z jeji definice, ktery budeme moci déle
vyuzit pro c¢asové rady. Déle v sekci odvodime test nezavislosti zalozeny na
nutné podmince sub-nezavislosti. Jelikoz odvozeni kritickych hodnot téchto testi
je pomérné slozité a pro dimenze vektortt m > 2 i vypocetné narocné, v praxi
se pak Casto napocitavaji kritické hodnoty téchto testt za pomoci permutacnich
testl.



1.2.1 Test nezavislosti odvozeny z definice nezavislosti

Piedpoklddejme ndhodny vybér Xy, ..., X, vektort X; = (Xj1,..., X;m)"
dimenze m se spojitou sdruzenou distribu¢ni funkei F, . x,, a marginalnimi

distribu¢nimi funkcemi Fx,, ..., F,, . Polozme nasledujici hypotézu a alternativu:
Hy : pro Vx € R™ plati, ze Fx,  x, (x) = Fx,(z1) - Fx, (),
H, : 3x € R™ takové, ze plati Fy,  x, (x) # Fx, (1) - -+ Fx,, (zm).

Prvni test nezavislosti slozek vektoru byl predstaven v ¢lanku Hoeftding (1948)
a predpokladal pouze dvouslozkové vektory. Rozsiteni na viceslozkové vektory
bylo pozdéji odvozeno v ¢lanku Blum a kol. (1961)). Oba testy pracuji se vzdale-
nosti empirické sdruzené distribucni funkce F nm 0d soucinu empirickych margi-
nalnich distribu¢nich funkef £ mX1r e a X -

A

Do(x) = Vi1 (Fon(x) = T, Frx, (1) pro x € R™

Empirickd margindlni F,, x, a sdruzena distribu¢ni funkce F,, ,, jsou tvaru:

A 12
For(z) = - > I{Xj;, <z} proVz€R,
7=1
1 - m m
= I I{ X, <z} pro Vx € R™.
n
7j=1

Testova statistika pak miize byt tvaru Kolmogorov-Smirnovovy testové statistiky
A, = supxerm | Dy (x)| nebo tvaru Cramér-von Misesovy statistiky:

K= | D2(x) dE'y 1 (x).

Jelikoz budeme pozdéji pouzivat modifikaci testu pro funkcionalni pozorovani
a hledani suprema je vypocetné obtizné, zamérime nasi pozornost na statistiku
K. Dle ¢lanku Blum a kol.| (1961) m& za platnosti hypotézy H, testova statis-
tika K, stejné asymptotické rozdéleni jako Cramér-von Misesova statistika cent-
rovaného Gaussovského procesu D, jelikoz empiricky proces D,, konverguje slabé
k tomuto Gaussovskému procesu D. Kovarianéni funkce procesu D je v ¢lanku
Blum a kol.| (1961]) odvozena a s odkazem na praci Dugue| (1969)) je zde odvozena
i charakteristicka funkce pro Cramér-von Misesovu statistiku Gaussovského pro-
cesu D. Abychom mohli napocitat kritické hodnoty pro asymptotické rozdéleni
testové statistiky K,, potfebujeme ziskat inverzni tvar zminované charakteristické
funkce, coz byva problematické zejména pro vyssi dimenze nahodného vybéru.
Ruzné pristupy k napocitani inverzniho tvaru jsou uvedeny v 7. kapitole clanku
Blum a kol.| (1961) nebo v ¢lanku |Cotterill a Csorgo| (1982)). Pro piipad m = 2
jsou kritické hodnoty k nalezeni v ¢lanku |Cotterill a Csorgo| (1982). V tomto
clanku nalezneme i kritické hodnoty napocitané pomoci Cornish-Fisherova roz-
voje limitni testové statistiky pro rizna m.

Hypotézu nezavislosti mizeme ekvivalentné definovat pomoci charakteristic-
kych funkci nasledovneé:

Hy: ox,,..x,t) =px, (t1) - ¢x,,(tm) pro ¥t € R™.



Definujme proces C,,, ktery je obdobou procesu D,,, nasledovneé:

Cn(t) = \/ﬁ(@n,m(t) - H?:l@n,Xk (tk)) pro vt € R™.

Rozepisme si empirickou margindlni ¢, y, a sdruzenou charakteristickou funkci
(pn,m:

17
Pnx, () = S ek pro Wt € R,
J=1
1 & 4 .
@nm ; Z tTXj — - elthan’m(X) pro YVt € R™.

Uvazujme testovou statistiku opét ve formé Cramér-von Misesovy statistiky:

S, = /m C2(t) w(t)dt,

kde w(-) je vhodné zvolena vahova funkce.

Dle ¢lanku |Csorgd| (1985) konverguje empiricky proces C), slabé k centro-
vanému Gaussovskému procesu C. Konvergence rozdéleni testové statistiky S,
k rozdéleni Cramér-von Mises statistiky Gaussovského procesu C' a napocitani
kritickych hodnot tohoto asymptotického testu se jiz ¢lanek Csorgd (1985) neveé-
nuje. Zda se, ze odvozeni bude velmi podobné jako v ¢lanku [Blum a kol.| (1961)).
Nicméné tento clanek se odkazuje na netrivialni vysledky pro distribuc¢ni funkce,
které pro charakteristické funkce nejsou vSechny odvozeny. Hledani charakteris-
tiké funkce Cramér-von Mises statistiky Gaussovského procesu C', kterou potre-
bujeme k odvozeni asymptotického rozdéleni statistiky S,,, se vénuji v ¢lancich
Durbin| (1970)) a [Dugue| (1969).

1.2.2 Test nezavislosti odvozeny z definice sub-nezavislos-
ti

V této kapitole se pokusime odvodit tvar testové statistiky pro test nezavis-
losti zalozeny na slabsi podmince sub-nezavislosti. Pokud jsou slozky ndhodného
vektoru sub-zavislé, zamitame pak hypotézu o jejich nezavislosti. Predpokladejme
nahodny vybér X, ..., X, m-slozkovych vektorit X; = (X;1, ..., Xim)? se spoji-
tou sdruzenou distribuc¢ni funkci. Polozme hypotézu a alternativu v néasledujicim
tvaru:

Hy: oxy,xn(t) = @x,(t1) -+ - o, (tm)  pro V& € R™,
H, : 3t € R takové, ze plati ¢x, 4..4x,, (t) # ox, (t) -+ vx,, (t).

Nyni se pokusime postupné odvodit testovou statistiku zalozenou na charak-
teristickych funkcich podobné jako v ¢lanku |Csorgd (1985). Zajimé nas vzdalenost
empirické charakteristické funkce souctu ndhodnych velicin ¢, ;. od sou¢inu empi-
rickych marginalnich charakteristickych funkci ¢, ;. Z definice sub-nezavislosti by
méla byt tato vzdalenost za platnosti hypotézy Hy nulova pro Vi € R. Definujme
tedy empiricky proces C:

Ca(t) = Vit (Bu(t) — Ty By x, (1)) pro Vit € R.
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Empiricka charakteristika funkce souctu ndhodnych veli¢in X, ..., X,, je tvaru:

1 n m . m A
90712 ﬁ Z “E Xjk — BZtZk:I Thk dme(X) pro vVt € R.

]Rm

Pokud si prohlédneme tvar empirické charakteristické funkce souctu @, «(t)
vidime, Ze je specidlnim pripadem empirické margindlni charakteristické funkce
Gnm(t). Pro Vt € R™ takové, Ze spliiuje t; = - - - = t,,,, plati:

Prm(t) = P (t1), Cn(t) = Crlta).

Jelikoz dle ¢lanku (Csorgd (1985) plati, ze C,(t) slabé konverguje k C(t) pro
vVt € R™ an — oo, pak tato konvergence plati také pro t; = --- = t,,. Tedy
C(ty) konverguje slabé k C*(t1), kde C*(t) = C(t,...,t) proVt € R je centrovany
Gaussovsky proces.

Testovou statistiku ponechame v Cramér-von Misesové tvaru:

S, = [1Ca@P ity

Rozdéleni testové statistiky S; neplyne z rozdéleni testové statistiky S,,. Postup
pro odvozeni kritickych hodnot testu vSak bude velmi podobny.

Nabizi se otazka, proc¢ se rovnou nezabyvat testem slabsi hypotézy sub-neza-
vislosti. Predpoklad nezavislosti ¢asto neplati a slabsi predpoklad sub-nezavislosti
by mohl byt v mnoha ptipadech dostacujici (viz Hamedani, 2015).

Hy :proVt € R plati, 7ze ox,1..0x, () = ox,(t) - -+ - @x, (1),
Hy : 3t € R takové, ze plati ¢x, 4.1 x,, (t) # @x, (L) -+ vx, (1).

Je problematické, ze za predpokladu hypotézy — tedy sub-nezavislosti nemt-
zeme odvodit kritické hodnoty podobnym zpisobem jako v predchozi sekei [I.2.1]
Ackoliv mame pro pripad sub-nezavislych stejné rozdélenych ndhodnych velic¢in
k dispozici centralni limitni vétu (viz Hamedani a Walter, 1984} tvrzeni 5), trans-
formace exponencialni funkci nezachovava sub-nezavislost, jako je tomu v pripadé
nezavislosti.

Nicméné odvozeni rozdéleni testové statistiky je narocné teoreticky i vypo-
cetné, a proto je vyhodnéjsi napocitat kritické hodnoty testové statistiky per-
mutacnim testem. V takovém pripadé neni problémem testovat primo hypotézu
sub-nezavislosti s pouzitim testové statistiky 5.



1.3 Testy sériové nezavislosti jednorozmeérné ca-
sové rady

V této kapitole si ukazeme, jak zkonstruovat testové statistiky pro testy ne-
zéavislosti ¢lent casové fady {X;,t = 1,...,n}. Budeme se vénovat tém testim,
jejichz tvar testové statistiky bude mozné modifikovat pro casovou radu funkci-
onalnich pozorovani. Nejprve se zamérime na hojné vyuzivané testovani nezavis-
losti pomoci nutné podminky nekorelovanosti (viz sekce [1.3.1)). Pfedevsim se ale
budeme vénovat testovani nezavislosti primo z jeji definice, k ¢emuz vyuzijeme
poznatkt ze sekce o testovani nezavislosti slozek vektoru. V pripadé jednoroz-
mérnych casovych fad clanky o testech nezavislosti (viz Skaug a Tjgstheim| (1993),
Ghoudi, Kulperger a Rémillard| (2001))), jejichz testové statistiky jsou zalozeny na
definici nezavislosti, vyuzivaji k testovani nezavislosti distribu¢ni funkce. Takovy
test si predstavime v sekei [1.3.2] Pro pouziti na funkcionalnich datech odvodime
jesté v téze sekci testovou statistiku, ktera vyuziva charakteristickych funkci. Na
zaver se pokusime v sekci odvodit testovou statistiku pro testovani nezavis-
losti za pomoci nutné podminky sub-nezavislosti. Bohuzel pro testy nezavislosti
vyuzivajici charakteristické funkce neméme k dispozici zadné podpturné materialy
a ani se nebudeme pokouset odvodit asymptotické rozdéleni testovych statistik.
Odvozeni jejich rozdéleni by nebylo analogické k funkciondlnimu pripadu.

Chceme testovat hypotézu nezavislosti ¢lent casové fady proti alternative, ze
¢leny casové tady nesplnuji definici nezavislosti nebo nékterou z nutnych pod-
minek nezavislosti. Predpoklddame, ze zavislost ¢lenti ¢asové rady se s rostouci
vzdalenosti mezi ¢leny postupné vytraci. Proto namisto testovani nezavislosti
vsech Clenti ¢asové fady budeme testovat nezavislost pouze H po sobé jdoucich
clent dané casové rady. Testujeme tedy sériovou nezavislost. Test s takto oslabe-
nou alternativou by mél mit dostatecnou silu detekovat zavislost v casové radeé,
pokud za alternativy predpokladame data z modelu ARIMA.

1.3.1 Test zalozeny na autokorelaci

Uvazujme redlnou stacionarni ¢asovou fadu {X;,j7 = 1,...,n}. Uréeme roz-
mezi H € {1,...,n}, ve kterém budeme testovat nezdvislost ¢leni ¢asové rady.
Polozme hypotézu a alternativu nasledujicicho tvaru:

Hy: Xq,..., X, jsou nezavislé,
H, : existuje h =1,..., H takové, ze
CO'U(X1, X1+h) 7é 0.

Pokud prokazeme korelovanost clenti ¢asové rady, zamitame potom hypotézu o je-
jich nezavislosti.

Nejprve si predstavime Boxtv-Pierciiv test publikovany v ¢lanku |Box a Pierce
(1970). Autori zkonstruovali tento test, aby testovali korelace mezi chybovymi
¢leny ARIMA modeld, které se pti vhodné zvoleném modelu chovaji jako bily
sum. Predpokladali tedy centrovanou casovou radu a testovali nekorelovanost
jejich clenti. Testova statistika Box-Piercova testu je potom souctem korelaci chyb
do vzdalenosti H. Rozepisme si definici autokorelac¢ni funkce:

o= COU(Xl, X1+h)
4 Var(X;)

proVh=1,... H.
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Korelace je funkci rozptylu a kovariance, na které centrovanost nema vliv. Roz-

déleni testové statistiky odvozené v ¢lanku Anderson| (1942)), na které se clanek

Box a Pierce (1970) odvolava, lze tedy aplikovat i pro necentrované velic¢iny.
Uvazujme za odhad autokorelaci ry vybérovou autokorelaci:

B %Zn_hXX _Ia2
= XQ A2 ,

>

1 n
h kde i = = > X;.
n i
Odhad v tomto tvaru zavedl jiz H. Hotelling a je pro néj v ¢élanku |Anderson
(1942) odvozeno za platnosti hypotézy asymptotické normdlni rozdéleni. Box-
Pierctuv test vyuziva nasledujici aproximace:
(") n—h 1
var(fp) = —— ~ —.
M nn + 2) n
Ziskédvame tak asymptotické rozdéleni autokorelace: /n 7, < N(0,1). Potom tes-
tova statistika Box-Piercova testu méd za platnosti hypotézy asymptoticky x%-

rozdélent:
H
Z ~
Y

Hypotézu o nezévislosti zamitame, je-li n S5 72 > % (1 — «), kde x% (1 — «)
je (1 — a)-kvantilem y?-rozdéleni s H stupni volnosti.

Ljung-Boxuv test, ktery byl predstaven v ¢lanku |Ljung a Box]| (1978)), je jedno-
duchou modifikaci Box-Piercova testu. Autofi poukazuji na nékolik nedostatku
Box-Piercova testu. Odhad rozptylu autokorelaci, ktery je v testové statistice
pouzit, je prilis hruby a test celkovée slaby. Ljung-Boxova testova statistika vychéazi
za platnosti hypotézy z asymptotického rozdéleni:

n(n + 2)

T_h)rhNN(Ol)

Testova statistika Ljung-Boxova testu je tedy tvaru:

3
+
[\3

||Mm

|

>
>N
28

<

T

JelikoZ maji oba testy za platnosti hypotézy asymptotické x% rozdéleni, méla
by byt jejich stfedni hodnota blizkd hodnoté H a jejich rozptyl blizky hodnoté
2H . Clanek Kan a Wang (2010) zkoumé4 ptesné rozdéleni autokorelaci 7, a napoéi-
tava skuteéné momenty Box-Piercovy i Ljung-Boxovy testové statistiky. Rozptyl
Box-Piercovy statistiky je ve skutecnosti mensi nez rozptyl jeho asymptotického
x%-rozdéleni, test ma tedy malou silu. Navic je jeho stiedn{ hodnota signifikantné
odlisna, pokud rozmezi H neni opravdu malé. Naopak rozptyl Ljung-Boxovy sta-
tistiky je signifikantné vétsi nez 2H, coz vede k vyssi pravdépodobnosti zamitnuti
platné hypotézy. Rozptyl obou testovych statistik se pro H rostouci dale vzdaluje
od rozptylu X%—rozdéleni Tyto testy jsou tedy vhodné pro pfipady, kdy méme

vvvvvv

testl v ¢lancich Dufour a Roy| (1986), Kwan a Sim| (1996 a Kan a Wang] (2010)).
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1.3.2 Test odvozeny z definice nezavislosti

Stejné jako v predchozi kapitole uvazujme realnou stacionarni c¢asovou radu
{X;,j = 1,...,n}. Urceme rozmezi H = 1,...,n, ve kterém budeme testovat
nezavislost ¢lenti ¢asové fady. Polozme hypotézu a alternativu néasledujiciho tvaru:

Hy: Xy,..., X, jsou nezavislé,
Hj : existuji x € R¥* takové, ze
FXI:--~7X1+H<X) 7£ FXl(Il) """ FX1+H(:C1+H)'

Mohli bychom usporadat H po sobé jdoucich nahodnych veli¢in do ndhodného
vektoru (Xj, ..., X;,m)" prokazdé j = 1,...,n— H a testovat nezavislost slozek
tohoto vektoru. Dle ¢lanku Skaug a Tjgstheim/ (1993)) je ale takto koncipovany
test pomeérné slaby.

Preformulujme alternativu do nasledujiciho tvaru:

H, :existuji x e R a h=1,..., H takové, Ze
FXl,XHh(X) 7é FXl (3:1) ’ FX1+h($2)'
Pozorujeme zavislost dvojic ndhodnych velicin X, X, vzdalenych vidy o h =

1,..., H, coz miuzeme nahlédnout také jako testovani nezavislosti slozek nahod-
ného vektoru (X;, X;4,)7 a vyuzit poznatki sekce [1.2.1] Polozme:

Dn,h(x) =Vvn-— h (Fn;Xth-t,-h(X) — Fﬂ;Xl (w1>Fn;X1+h (l‘g)) pro VX & R2.

Empirickd margindlni F'x, a sdruzend distribu¢ni funkce F,,.x, x, jsou tvaru:

R 1 n—h
Fonx (z) = > I{X; <z} proVzeR,
7j=1

n—h -

A

FW;X17X1+h (X) =

1 n
; S H{X; <o H{Xj1hn < w2} pro Vx € R?
n — ;

7=1

Testovou statistiku definujme ve tvaru Cramér-von Misesovy statistiky:

H
K= 30 [ D2 00) dF i i, ()
h—1/R?

Za platnosti hypotézy konverguje testova statistika v distribuci k nahodné veli-
¢iné, ktera je linedrni kombinaci nezdvislych y%-rozdélenych ndhodnych velic¢in
(viz |Skaug a Tjgstheim| (1993, véta 3). V clanku jsou k nalezeni také kritické hod-
noty wp o testové statistiky pro rizné vzdéalenosti H a rizné hladiny spolehlivosti
(viz Skaug a Tjestheim| 1993, tabulka 2). Hypotézu o nezavislosti zamitame,
pokud K,, > up 4.

Nyni se pokusime odvodit tvar testové statistiky z definice nezavislosti, ve
které jsou pouzity charakteristické funkce namisto distribuc¢nich. Preformulujme
alternativu H; do ekvivalentni podoby:

H, :existujff t e R a h =1,..., H takové, ze
PX1,X14n (t) 7& ¢! (tl) ’ ¢X1+h(t2)'
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Testova statistika bude potom tvaru:
H
Su=3 [, C2ut) w(tat,
h=1'R*
kde th(t) =vn—h (@n;Xl,)QHL (t) - gbn;Xl (tl)@n;XlJrh (tQ)) pro vt € RQ?
1 n—h X
i vVt € R,
— jzl e pro

1 L
Prixy X140 (8) = — Xt Xien)  pro Wt € R?
—h &

</tbn;X1 (t) -

a w(-) je nezapornd funkce na R?, kterd spliiuje:

0< /2 w(t)dt < oo, w(t) =w(—t) pro kazdé t € R?.
R

1.3.3 Test odvozeny z definice sub-nezavislosti

V této sekci sestavime test sériové nezavislosti vychazejici z nutné podminky
sub-nezavislosti. Tentokrat vyjdeme z definice sub-nezavislosti, ve které vyuzijeme
charakteristické funkce. Alternativu z predchozi sekce oslabime. Testujme
tedy:

Hy: Xq,..., X, jsou nezavislé,
H, :existujite Ra h=1,..., H takové, ze
PX1+X14n (t) 7é ¢! (t) “PXy4n (t)

Podobné jako v predchozi sekci definujme testovou statistiku ve tvaru:

H
Si=Y [, (o) wit)de,
h=1"R?
kde Cp ,,(t) = vVn —h (@n;X1+X1+h () = G, ) Prnix (t)) pro V¢ € R,

1 n—h )
Z e pro Vt € R,
n—h ‘=

@n;)ﬁ (t) =

et Xt Xin) pro Vit € R

. 1
(pn;X1+X1+h(t> = n—h
=1

J

n

a w(-) je nezdporna funkce na R, ktera spliuje:
0< / w(t)dt < oo, w(t) = w(—t) pro kazdé ¢ € R.
R

Vyhodou takto koncipovaného testu by mohlo byt vypocetni zjednoduseni
testové statistiky S, protoze oproti testové statistice S,, zde integrujeme pouze
pfes R namisto R2. Kritické hodnoty miizeme napocitat pomoci permutaéniho
testu. Namisto nezavislosti by bylo mozné polozit za hypotézu sub-nezavislost.
Jak jiz bylo zminéno na konci sekce [I.2.2] v takovém ptipadé je vhodné napoci-
tat kritické hodnoty permutacnim testem. Pokud bychom chtéli vsak odvozovat
asymptotické rozdéleni testové statistiky S}, predpoklad nezavislosti je zadany,
ne-li nezbytny.
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2. Nezavislost funkcionalnich dat

Nyni prejdeme k testtim nezéavislosti funkcionalnich veli¢in casové rady. Pro
seznameni s tématikou funkcionalnich dat jsou vhodné knihy Horvath a Kokoszka
(2012) a Ramsay a Silverman| (1997). Funkcionélni veli¢iny mizeme chépat jako
nahodné prvky z prostoru étvercové integrovatelnych funkei L?. Pro jednoduchost
budeme uvazovat prostor L?[0,1]. Jsou to tedy ¢tvercové integrovatelné ndhodné
funkce na [0,1], tzn.

1
IE/ X%(t)dt < oo.
0

Ackoliv problematika funkcionélnich dat byva zpracovana pro ndhodné funkce,
v praxi ¢asto pracujeme spise s mnoharozmérnymi vektory. Problematické je totiz
sbirani dat ve spojité formé a také jejich zaznamenavani. Pokud bychom chtéli
pracovat se spojitou formou funkcionalnich veli¢in, je potieba diskrétné pozo-
rovand data vyhlazovat (viz Ramsay a Silverman, 1997, kapitola 3). Uvazujme
¢asovou fadu ndhodnych funkel {X;(-),7 = 1,...,n} z prostoru L*[0,1] a pfedpo-
kladejme, ze jsme se rozhodli pracovat s diskretizovanou formou funkcionédlnich
dat. Nahodnou funkci X;(-) pozorujeme v néjakych casech t;1,...,t;, . Pozoro-
vaci Casy i jejich pocet se muze lisit pro rtizna j. Pro jednoduchost znaceni pred-
pokladejme shodné pozorovaci Casy funkci a také shodné rozestupy mezi casy
pozorovani, tzn. t,, = m/p pro m = 1,...,p. Pozorujeme pak ndhodné vektory
X, dimenze p, kde hodnota X,,, by odpovidala hodnoté X (t,,) veli¢iny ve funk-
cionalnim tvaru.

Af uz pracujeme s funkcionalnimi daty v jakékoliv podobé, je dulezité na kazdé
pozorovani nahlizet jako na pozorovani, které se vyviji v ¢ase, a nikoliv jako na
p jednotlivych hodnot. I v pripadé, kdy pracujeme s funkcionalnimi veli¢inami
v diskretizované podobé, neni casto vhodné vyuzivat metod uréenych pro bézné
nahodné vektory z divodu vysoké dimenze.

Nyni si definujme pojmy tykajici se nezavislosti funkciondlnich dat. Pred-
poklddejme casovou fadu nahodnych funkei {X;(-),7 = 1,...,n} z prostoru
L?[0,1]. Rekneme, Ze nadhodné funkce Xi(-),..., X,(+) jsou nezévislé, pokud pro
Yy, ..., u, € L*0,1] plati:

(I)Xl,...,Xn (Uh cee 7Un) = ¥x; (ul) """ SDXn(Un>a

kde ¢x, (u1) = Eexp{i fy ui(t)X,(t)dt} nazgvame marginalni charakteristickou
funkef funkce X (-) a ®x,.  x, (u1,...,u,) = Eexp{i [; g uy(t)X(t)dt} nazy-
vame sdruzenou charakteristickou funkei pro funkce Xi(-), ..., X,(+). Rekneme,
7e ndhodné funkce X(-),..., X, (+) jsou sub-nezavislé, pokud pro Vu € L?[0,1]
plati:
DXy x, (W) = oy (u) -+ - - o, (u),

kde % ..y, (u) = Eexp{i [y u(?) T X(t)dt}.

Pro tplnost si prepisSme nasledujici definice také pro pripad diskretizova-
nych funkcionalnich veli¢in. Rekneme, 7e diskretizovana funkcionalni pozorovani
Xy, ..., X, dimenze p jsou nezavisla, pokud pro Vuy,...,u, € RP plati:

q’xl,...,xn(ul, e >un) = @Xl(ul) """ @Xn(un)a
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ox,(n;) = Eexp{iu? X} nazyvame margindlni charakteristickou funkcf vektoru

Xy a ®x,, . x,(ug,...,u,) = Eexp{i Y}, u]TXj} nazyvame sdruzenou charak-
teristickou funkei vektortt X, ..., X,. Rekneme, Ze diskretizovana funkciondlni
pozorovani Xy, ..., X,, jsou sub-nezavisla, pokud pro Vu € RP plati:

DX, 1yx, (1) = ox, (u) -+ - ex, (),

kde ®%, . x,(u) =Eexp{i 3} u"X;}.

2.1 Testy sériové nezavislosti funkcionalnich dat

Navazeme na sekci kterd pojednava o testech sériové nezavislosti ¢asové
rady jednorozmérnych nahodnych veli¢in, a predstavime si je tentokrat pro funk-
cionalni nahodné veli¢iny. Zamérime se na testy publikované v ¢lancich [Horvath,
Huskova a Rice (2013a)) a [Hlavka, Huskova a Meintanis (2021)). V sekci si
predstavime test z ¢lanku Horvath a kol| (2013a), ktery testuje nezavislost za
pomoci nutné podminky nekorelovanosti. V sekci se budeme vénovat testu
z ¢lanku Hlévka a kol. (2021), ktery vychézi pifmo z definice nezavislosti. Clanek
Horvath a kol.|(2013a)) pracuje s funkcionalnimi veli¢inami ve formé funkei z pro-
storu L?[0,1], zatimco ¢lanek [Hlavka a kol. (2021) pracuje s funkciondlnimi veli-
¢inami v diskretizované podobé. Formu funkcionalnich veli¢in stanovenou ¢lanky
jsem se rozhodla pro nerozporuplnost platnosti vysledki ¢lanka zachovat. Test
nezavislosti vychazejici z definice nezavislosti budeme v sekci modifikovat na
test nezavislosti zalozeny na nutné podmince sub-nezavislosti a odvodime nékteré
vlastnosti jeho testové statistiky.

2.1.1 Test zalozeny na autokorelaci

Test predstaveny v ¢lanku Horvath, Huskova a Rice| (2013a) testuje nutnou
podminku nekorelovanosti ¢lenti ¢asové rady. Urceme rozmezi H, ve kterém bu-
deme testovat nekorelovanost clent ¢asové rady. Predpoklddejme redlnou stacio-
narni ergodickou ¢asovou fadu funkcionalnich pozorovani {X;(-),j = 1,...,n}
z prostoru L?[0,1]. Polozme néasledujici hypotézu a alternativu:

Hy: Xq(+),. .., X,(+) jsou nezavislé,

1 1
H, : existuje h = 1,..., H takové, 7e / / C2(t,s)dtds > 0,
0 JO

kde Cy(t,s) = cov(Xi(t), X14n(s)) je autokovarianéni funkei. Testova statistika
pak bude souctem odhadi autokovarianci dvou funkcionalnich veli¢in vzdalenych
o h pro h = 1,..., H. Autokovarian¢ni funkce C}(¢,s), emprickd autokovari-
ancni funkce C, 5 (t,s), kovarianén{ funkee Cy(t,s) a empirické kovarianén{ funkce

A

Cho(t,s) jsou nasledujiciho tvaru:

Ch(t,s) = E[Xa(t) — p(D)][X14n(s) = u(s)],

Cuntt) = 2 K0 =~ HONXy0(5) = ()

Co(t,s) = E[X1(t) — p(0)][X1(s) — pls)];
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(O][X;(s) = ils)];

[M]=
s
=

|
=

kde pu(t) = EX, (t) je funkei stfedni hodnoty a fi(t) = 1/n 37, X jejim odhadem.
Polozme:

H 1 1,4
Vom = Z/ / C . (t,s)dtds.
h=170 JO 7

JelikoZ za platnosti hypotézy je C3(t,s) = 0 pro h > 1 a skoro vSechna ¢,s € [0,1],
v neprospéch hypotézy budou svédcit velké hodnoty V,, . Nasledujici véta urcuje
asymptotické rozdéleni testové statistiky.

Véta 4 (Horvath a kol., [2013a}, str. 102). Necht {X;(-),j =1,...,n} je redlnou
staciondrni casovou fadou funkciondlnich pozorovdni spliujici E|| X;||* < oco. Ddle
necht pro H = H,, pri n — oo plati:

H, — oo, H=0((logn)*) pro nékteré o > 0.

Potom za predpokladu hypotézy pro n — oo plati:
1

V2HE?

1 2 1 1, 2

b= ([ Caotttt) 2= ([ [ Chattsatds) .
0 o Jo ’

Hypotézu o nezavislosti zamitame, pokud

(nvn,h - Hﬁn) i> N(071)7

kde

1
V2HE?

kde u;_, je (1 — a)-kvantil normovaného norméalniho rozdéleni.

(nVn,h — Hﬁn) > Ul—q,

2.1.2 Test odvozeny z definice nezavislosti

Test sériové nezavislosti zalozeny na charakteristickych funkcich pro funkcio-
nélni data byl predstaven v ¢lanku Hlavka, Huskova a Meintanis (2021). Namisto
testovani slabsi podminky nekorelovanosti veli¢in testujeme primo nezavislost de-
finovanou charakteristickymi funkcemi. Zvolme rozmezi H, ve kterém budeme
zkoumat zavislost clent casové rady. Predpokladejme realnou stacionarni c¢aso-
vou Tadu funkcionalnich pozorovani v diskretizované podobé nahodnych vektoru
{X;,7 =1,...,n}, které jsou dimenze p. Polozme nasledujici hypotézu a alter-
nativu:

Hy: Xy,...,X, jsou nezavislé,
H, :existujeu,v e RP a h=1,..., H takové, ze

CI)XLXH-}L (u, V) 7é X, (11) *PXq 4 (V)’

i(ul T S ’ ’ v , .. /
kde Px, x,,,(u,v) = Ee/™ X1tV X1n) 74aifim4 nas vzdalenost sdruzené empirické
charakteristické funkce od soucinu marginalnich empirickych charakteristickych
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funkci. Tuto vzdéalenost dvojic nahodnych pozorovani vzdalenych o h napocitame
pro vsechny h =1,... H:

Dopip(0.¥) = D1 nip(0V) = G1 iy () Gy p (V) DrO kazdé u, v € RP,

kde @1 ,,_p,p(u,v) = (n—h)~! Y el "X 4+vX40) je empirickou sdruzenou cha-
rakteristickou funkef a funkce @, ., (u) = (s =7+ 1)71 35, e X pro1 <r <
s < n je empirickou marginalni charakteristickou funkci. Pro konkrétni vzdéle-
nost h pak napocitame celkovou odchylku od nezavislosti integraci pres u, v € R?.
Testova statistika tak bude v duchu Cramér-von Mises testové statistiky. Mohli
bychom také napocitat supremum pres u, v € RP, coz by odpovidalo Kolmogorov-
Smirnovové typu testové statistiky, ale hledéni suprema by bylo vypocetné na-

Vv

H
ity = 3200 =) [ [ Doy, ) w(w)uo(v) dudv,
h=1

kde w(+) je vhodné zvolena vahovéa funkce. Je zapotiebi, aby vahova funkce byla
nezapornd, konecné integrovatelnd a symetricka. Symetri¢nost vyzadujeme pro
zjednoduseni vypoctti momentl testové statistiky a usnadnéni ovéreni predpo-
kladt asymptotické normality.

Véta 5 (Hlavka a kol 2021} str. 610). Necht {X;,7 = 1,...,n} je redlnou
staciondrni casovou tadou p-rozmeérnych ndhodngch vektori pro p pevné a w(-)
je mezdpornd funkce na RP, kterd splnuje:

0< [ w(u)du < oo, w(u)=w(—u) pro kazdé u € RP.
RP

Ddle necht pro H = H,, pri n — oo plati:
Potom za predpokladu hypototézy pro n — oo plati:

A H
n,H;p = /Yp D N(O 1)
Hv

kde v, = (1 — El, ,(X; — X3))?,
vp = (BE{luwp(X1 — X3) — E[Lyp(X1 — X3)[X4]
— E[Lp(X1 = X3)[Xo]) + ELy,y (X1 — X)) > 0,
I, p(x) = /Rp cos(u’ x)w(u)du.

Abychom mohli testovat hypotézu o nezavislosti, potfebujeme odhadnout ne-
znamé parametry 7, a v,. Nestrannym odhadem EI,, ,(X; — X3) je za platnosti
Hy vyraz:

Iwm:n(nl_l)zn:znzj{Z?é]}[pr X;).

i=1j=1

17



Nestrannym odhadem E[/,, ,(X; — X3)|X;] je za platnosti Hy vyraz:

A

7p7

S jejich pomoci definujme odhady:

Hypotézu Hy zamitdme, pokud

An,H;p B
Hp

kde u;_q je (1 — a)-kvantil normovaného normélniho rozdéleni. Kriticky obor je

potom tvaru (H4, + ul_am, 00).

Stanovili jsme si testovou statistiku A, z,, a nyni ji potfebujeme upravit do
vypocetné jednodussiho tvaru. Zacneme upravou vyrazu D,, p.,,. Pfepocitany tvar
Dy, pp je v clanku |Hlavka a kol.| (2021) uveden, chybi zde vSak jeho odvozeni, které
provedeme v dikazu lemmatu [0 Pfipomerime si nejprve dilezité vztahy mezi
goniometrickymi funkcemi, které mimo tento diitkaz vyuzijeme také v dikazech

v sekci [2.1.3] Pro Vx,y € R plati:

LS X - X)),

J=2

Hy
£ > Ul —q)
p

1 = sin®*(z) + cos?(x)

sin(2z)
os(2x)
sin(

(

(@]

x +y) = sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y)
sin(z — y) = sin(x) cos(y) — cos(x) sin(y)
cos(x 4 y) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y)
cos(x — y) = cos(z) cos(y) + sin(x) sin(y)

Tyto vztahy jsou uvedeny v knize |Jarnik| (1963)).

Lemma 6. Necht {X,,j = 1,..

.,n} je redlnou casovou tadou p-rozmérnych

ndhodnijch vektori pro p pevné. Potom plati:

Dusip(a)* = Z_
(n— h)3

1

=y

OS u Xjk—f-V Xj+hk+h)

Z cos(u" X + v X niqn)
k,l=1

n—h
> cos(u" Xk + v Xithmn),

jkm=1

kde znacime zkrdacené X, = X; — Xj.



Dikaz. Vyraz D, j.,(u,v) nejprve rozdélime na redlnou a imaginarni ¢ast.

Dy pip(u,v) =
= q)lm—h;p(uav) - @1,n—h;p<u) @h—f—l,n;p(v)
1 n—h '
T n—h Z exp{i(u’X; + v X))}
— Z exp{iu’ X; } — Z exp{iv’ X}
1 n—h
= z:l cos(uTXj + VTXj+h) + z'sin(uTXj + VTXj+h)
]:
1 n—h
— > cos(u'X;) + isin(u’ X;)
n—nhi3
n—h
— Z cos(v! Xjyn) + isin(v X4)
]1
1 n—h 1 n—hn—nh
= _h > cos(u' X+ vIX;u) - CIAE > " cos(u'X;) cos(v Xyin)
j=1 j=1 k=1
1 n—hn—h : n—h
+——= > > sin(u’X;) sin(v Xppp) + —— Z sin(u’ X; + v X;,p)
(n - h)2 j=1 k=1 n —
i n—hn—h
L > > cos(u' X;) sin(v! Xpp)
j=1 k=1
i n—hn—h
_‘Zﬁfjjgé'E: > sin(u’X;) cos(v! Xy
j=1 k=1
1 n—h 1 n—hn—h
- n—nh Z COS(uTXj + VTXj—f—h) - m Z Z cos(uTXj —+ VTX;H_h)
=1 j=1 k=1
1 n—h
+1 > sin(u"X; 4+ v X4)
n—nhi3

1 nfhnfh'
]: e

Nyn{ pro napocitani absolutni hodnoty |D,, 4. (u,v)[*> umocnime redlnou a ima-
ginarni ¢ast kazdou zvlast.

|Dnah;p(u7v) |2 =
1 n—h n—~h

= m Z Z cos(u" X; + v X, p) cos(u’ Xy + v Xpin)
J=1 k=1

2 n—h n—hn—~h

T o 2 2 2 oS X 4 VX ) cos(uI Xy + v Xoin)

=1 k=1 I=1
1 n—hn—hn—h n—h

T —hs o2 > cos(u X+ v Xy cos(uf Xy + v Xonin)

j=1 k=1 [=1 m=1
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1 n—hn—h

+ _7;02 Z Z Sin(uTXj + VTXj+h) sin(uTXk + VTXk+h)
j=1 k=1
2 n—hn—hn—h

— 73 Z Z Z sin(u TX +v X]Jrh) sin(u? Xy, + v Xi4p)

(n B j=1 k=1 I=1
1 n—hn—hn—h n—h
+ (n—h) Yo > sin(uX; 4+ v Xp) sin(u" X + v X00)
=1 k=1 I=1 m=1

— CEhE > cos(u” (X, — Xp) + v (Xjsn — Xisn))

T h—n)p cos(u’ (X; — Xp) + v (X — Xiyn))
G=1 k=1 I=1
1 n—hn—hn—h n—h
T (n—h) cos(u” (X; — Xy) + v (Xin — Xongn))
j=1 k=1 I=1 m=1

Pokracujme v tpravéich testové statistiky A, g.p:

L[ IDwsp(uv)Pw(u)u(v)dudy
Rr JRP

1 n—h
— (n_h)zj’%::l [/Rp cos(u” X, )w(u)du /Rp cos(VT X pin)w(v)dv
-/, sin(u’ X )w(u)du /Rp Sin(VTXjJFh,kJrh)w(v)dv]

G Z [/ cos(u” X ;) )w(u )du/ cos(VI Xy piin)w(v)dv

jiki=1 Re

— sin(uTijk)w(u)du/

ﬂn(VTjngM+h)u(V)dV]
Rp Rp

1 n—h

T ny 2 [/Rp cos(u’ X )w(u)du /Rp cos(V! X pmen)w(V)dv

jkm=1

- sin(uTXj,k)w(u)du/

in (v Xy hm d
. . sin(v' X nmin)w(v)dv

1 n—h
- m Z Lo p (X ) Luop (X j et )

Jk=1
2 n—h
- Z wp(XJ k)lwp(XJ+h l+h)

(n—nh ikl

( j,k)) (nkZ Iw,p(Xj+h,k+h)) :

kde X;x = X; — Xy a Iy p(x) = [ cos(u’z)w(u)du. VSimnéme si, ze funkce

I, p(x) je charakteristickou funkei centrovaného ndhodného vektoru U uréeného

)_l
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hustotou w(+):

Iy p(x) = /Rp cos(u’x) + i sin(u’ x)w(u)du
=/ exp(iu’ x)w(u)du
= pu(x).

Jako vahovou funkci w(-) zvolme hustotu p-rozmérného normalniho rozdéleni
N,(0,V). Potom vyuzijeme znalosti charakteristické funkce normélniho rozdélen{
a ziskdme ndsledujici vztah (ndsobeni konstantou exp(1/2) zanedbame):

L, ,(x) = exp{—x" Vx}.

Mame tedy zkompletovany vypocetni tvar testové statistiky A, g.,, ktery je za-
visly na volbé kovarianéni matice V.

2.1.3 Test odvozeny z definice sub-nezavislosti

Podobneé jako jsme v sekei [I.3.3] odvozovali tvar testové statistiky detekujici
sub-zévislost z testové statistiky v sekei [I.3.2] pokusime se nyni o totéz ve funk-
cionalnim pripadé. Vyjdeme tedy z testu, ktery byl predstaven v clanku (Hlavka
a kol., 2021) a kterému jsme se vénovali v sekci . Stejné jako v predeslé
sekci zvolme rozmezi H a predpokladejme realnou stacionarni ¢asovou fadu dis-
kretizovanych funkciondlnich pozorovani {X;,7 = 1,...,n} dimenze p. Polozme
nasledujici hypotézu a alternativu:

Hy: Xy,...,X, jsou nezavislé,
H, :existujeue RP a h=1,..., H takové, ze
CD;(H—XH_h (u) 7é X, (u) *PX4 (u)v
kde ®% i x, ., (u) = Ee" (X1+X14n) je empirickd charakteristicks funkce souctu.

Definujme vzdalenost empirické charakteristické funkce souc¢tu od soucinu
marginalnich empirickych charakteristickych funkei:

A~k

D:L,h;p(u) = (I)l,nfh;p<u) - @1,n—h;p<u) @h—l—l,n;p(u) pro kazdé u € RP’

n—h
kde ¢1,n—h;p(u) — (n —_ h)_l Z eiUT(Xj—’_X]"Fh)’

J=1

Gropa) = (s —7+ nH! Zei“TXj pro kazdé 1 <r < s <n.

j=r
Testovou statistiku pro test nezavislosti definujme néasledovneé:

H
np = (=) [ 1D}, (0)Pw(a)du,

h=1

kde w(+) je nezdporna funkce na RP, kterd spliuje:

0< / w(u)du < 0o, w(u) = w(—u) pro kazdé u € R?.
Rp
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V neprospéch hypotézy svédci velké hodnoty testové statistiky A} 5., kterd
detekuje sub-zavislost casové fady. S vyuzitim vztahu % , x, (u) = ®x, x,(u, u)
mezi sub-nezavislosti a nezavislosti mizeme vyuzit nékterych vysledkt odvoze-
nych pro test se silnéjsi alternativou zavislosti, napriklad vypocetni tvar Dy ;..
V rdmci testové statistiky A; y., pak ale integrujeme odchylky od nezavislosti
pouze jednou pres u € RP a nikoliv dvakrat pres u,v € R? jako u testové statis-
tiky A, g.p. Nemizeme tak vyuzit asymptotickych vysledki véty . Alespon do
bodu, nez zacneme manipulovat s integraly, se mtizeme drzet postupu z clanku
Hlavka a kol.| (2021)).

Nynf se zaméifme na odvozeni stfedni hodnoty testové statistiky A, 5., k ce-
muz je zapotiebi upravit tvar testové statistiky. Polozme T}y = AY ./ VH a ro-

zepisme jej nasledovné:

Y exp{iu’ (X; + Xj44)}

1 H n
=1

T = —h/
" thl(n >RP n—nh

1 n—h - n—h -
NEEAP Z exp(iu’X;) Y exp(iu’ X, 4p)
j=1 r=1

w(u)du.

Nyni T rozsifime o charakteristické funkce:

H n—h
T =g So-n [ | 5 L = w0 — px(w)]
1 ' nTX; - "Xy 2
T T el - el wld

Pokud bychom si roznasobili ¢leny z prvni sumy, zjistime, ze s¢itance obsahujici
ox (1) se odectou se séitanci ze sou¢inu dvou sum. Tento krok je tedy legitimni.
Vyraz T rozdélime na jednodussi vyraz T);; a na soucet vyrazi, které jsou za-
nedbatelné. Tento krok zformulujme do nésledujiciho lemmatu [7]

Lemma 7. Necht {X;,j = 1,...,n} je redlnou staciondrni casovou tadou p-
rozmérnijch ndhodnych vektori pro p pevné a w(-) je nezapornd funkce na RP,
kterd splnuje:

0< [ w()du < oo, w(u)=w(—u) pro kazdé u € RP.
RP
Dale necht pro H = H,, pri n — oo plati:
H, — oo, H2/n — 0.

Potom za predpokladu hypotézy Hy plati:

Ty =Tr, + Oy(H?n71/?),

. ) 1l uTX; wTX; 1y, ’
Tia= g =) [ =g S0 — px(u] ox(u)]

J
x w(u)du.
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Dukaz. Zavedme zkriacené znaceni:

Slnh

H M |
|
RS
e
£
6N
-
QN
+
>
|
RS
o lN
=

Sth(

/-\
H
Il

* 1 a
= hgl(n — ) / 11 (W) — Saonp (W) |Pw(u)du
1 & )
= 7 o= ) [ RS () = RS 1)
+9(St (1)) = $(Sann (W) P (w)du
1 H 2 o~ 2
= 7 2= ) [ RS () + S(S1onn ()]
— 2R( S (1) RS20 (1))
— 23S (1) 3 (W)
RS ()2 + (S (@) 10 (w)
=T 3= ) [ 2S00 RS (1)

)3 (Sz;n,n(0))

— Qd(Slnh( )
*w(u)du

+ |S2m,n(u)

Nyni si rozdélme Sy, p(u) a Sz, (1) na redlnou a imagindrni ¢ést:

1 n—h
Stnn(u) = — > [cos(u"X;) + isin(u”X;) — Ecos(u’X;) — i Esin(u’ X;)]
j=1

x [cos(u’ X;,p,) + isin(u”X;,,) — Ecos(u”X;) — i Esin(u” X))

= i N g[COS(uTXj) — E cos(u”X;)][cos(u’ X, 11,) — Ecos(u’X,)]
- — [sin(u”X;) — Esin(u” X,)][sin(u”X,,;) — Esin(u”X;)]
b S oo, — B oos(u X s (1 X,01) ~ s, )
" + [sin(u”X;) — Esin(u” X;)][cos(u” X;45) — Ecos(u”X;)]
= R(Sin,p()) +S(Spnn(u)
Sounn(11) =
= (n_lh)g gg[COS(UTXj) +isin(u’X;) — Ecos(u’X;) — i Esin(u’ X, )]
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x [cos(u’ X, ;1) +isin(u” X, ;) — Ecos(u’ X;) — i Esin(u” X,)]

n—hn— h
= h)p > [eos(u’X;) — Ecos(u’ Xy)][cos(u’ X, 4) — Ecos(u’ X;)]
7j=1r=1
— [sin(u”X;) — Esin(u”X,)][sin(u” X, ;) — Esin(u’ X;)]
n—hn—h
moh)pe > eos(u’X;) — Ecos(u’ X;y)][sin(u’ X,4) — Esin(u’ X;)]
7j=1r=1

+ [sin(u”X;) — Esin(u”X;)][cos(u” X, ;) — Ecos(u” X;)]
s R(Spu (1)) + 1 (S ()

Chceme ukézat omezenost v pravdépodobnosti nasledujiciho vyrazu:
1 H
N hgl(n —h) /R L 2R(S15 (W)R(Soin (1)) = 23(Shin (1)) (S (W)
+ So.n.p (1) Pw(u)du

Abychom odvodili omezenost v pravdépodobnosti ¢lenu |Sy., 5 (u)|?, ukdZzeme
omezenost jeho stiedni hodnoty:

E‘S2;n7h<u)‘2 =
n—h 2 n—h 2
TX; @X(u)]‘ - [GZUTX]'-HL _ QPX(U)]
h 3 J h 3
1 = T 4|2 1 = 4|2
E it X5 ‘ E’ X
< |8l T ot >1] [ L ox(u)

Rozepisme si stfedni hodnotu ¢tvrté mocniny:

E\nihg[e“xﬁ—wﬂ ik
= B g - o)

1 n—h 2\ 2
= E( > [cos(u’X;) — Ecos(u’X;) + isin(u’ X;) — ‘Esin(u’ X;)] )

.
—_

1 n-h T T
= E( jzl[cos(u X;) — Ecos(u’ X;)]
+ iS:l[sin(uTXj) — Esin(u’X})] 2)2

< g sin(u —E sin(uTXj)]> 2) 2
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Zavedme si zkracené znacent:
A(u, j) = cos(u”X;) — E cos(u” X;),
B(u, j) = sin(u’X;) — Esin(u’ X;).

Plati, ze A(u, 1), ..., A(u,n) jsou nezavislé, centrované a B(u, 1),..., B(u,n) jsou
nezavislé, centrované. Pro j; # jo plati:

EA(uajl)A(u7j2) = 07
EA(u, 1) B(u, j

S nové zavedenym znac¢enim pokracujme ve vypoctu:

4

Rl
Bl S — g (w)

J=1

- (%: nz: A(u, j1)A(u, 52) + ”z—: ”z—: B(U,jl)B(ua]é))

(” ji=1 jo—=1 j1=1jo=1

n—h n—h n—h n—h
= (n (Z DY A, 1) A(u, j2) A(u, j3) A(u, )
J1=1j2=1j3=1js=1
n—h n—h n—h n—h
+ Z Z Z Z B(“?jl)B(u>j2)B<uaj3)B(uaj4)
J1=1j2=1j3=1j4=1
n—h n—h n—h n—h
+2 Z Z Z Z A(u,jl)A(u,jQ)B(u,jg)B(u,j4))

J1=1j2=1j3=1js=1

1 n—h n—h '
- h (ZEA4 u,j1) + 3 Z Z I{j #Jz}EAQ( Jl)EA (u,72)
<n_ ) Ji1=1 Jj1=1j2=1
n—h n—h
+ ZEB4 u, 1 +3Z ZI{]l # jo}EB*(u, j;) EB*(u, j»)
J1=1 J1=1j2=1
n—nh
+2 % EA*(u,ji) EB?(u, ji)
j1=1
n—h n—h
+2 3 > I{j1 # jo}EA*(u, 1) EB?(u, j)
Ji=1j2=1
n—h n—h
+4 Z Z [{jl 7é ]Q}E[A(uhh)B(ua]l)] E[A(u>j2)B<uaj2)]
Ji=1j2=1

Diky centrovanosti A(u,j), B(u,j) ndm vypadly vSechny séitance, které mély
vsechny indexy rtizné nebo mély alespon jeden index rtzny od vSech ostatnich.
JelikoZ A(u, j) a B(u,7) maji koneéné ¢tvrté momenty, existuje takova konstanta
K, kterd omezi vSechny momenty a souciny momentt uvniti sum. Dostali jsme
tak, ze:

‘nihnz_:[e“”x] — px(u)] 4 < (n—Kh)4 [(m—h)+3(n—h)(n—h—1)

Jj=1
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+(n—h)+3n—h)(n—h-—1)
+2(n —h)
+2(n—h)(n—h—1)
+4(n—h)(n—h—1)].

Zvolme tedy konstantu C' takovou, ze plati:

| 4 (n — h)?
s X; < O )
‘n—h;[e ex(u]] = O
Ziskali jsme tak:
1

E| Sy n(0)]* < C (n—h)?2

JelikoZ E|Sa.,n(w)* = E[R(S9.4(u))]* + E[S(Samn(u))]?, plati také ndsledujici

nerovnost:

Z Markovovy nerovnosti (viz van der Vaart| 1998, priklad 2.6) tak pro kazdé
h=1,...,H au e R? ziskdame:

[Sam ()] = Op(n~?),
R(Sznn(0)) = Op(n),
3(Sain (1)) = Op(n7").

Abychom omezili v pravdépodobnosti vyraz [R(S1.,,(u))]?, ukdZeme omeze-
nost jeho stfedni hodnoty, kterou si rovnou rozepisme ve zkracené formeé:

— [n i hé_l (A(U,j)A( u,j+h)— B(u,j)B(u,j + h))r
- (n _1 h)Q E n_l nil (A( 7]1)A(u7j1+h> B( ,jl)B( 7j1+h))

) E Z Z A(u, j1)A(u, j140) A, j2) A, jotn)

- A(u> ]1)14(11, j1+h)B(u7 jQ)B(uv j2+h)
- B(uv jl)B(uv jl—i—h)A(u? j2)A<u7 j2+h>
+ B(u, j1)B(w, ji4)B(u, j2) B(, join)

==y ZEA u, j1) EA®(u, ji4n)
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—2E[A(u, j1)B(u, j1)] E[A(w, j141) B0, ji41)]
+EB*(u, j1) EB*(u, ji1)
1 n—h n—h

+ WE];1];1I{j1 # Jo, |1 — jo| < H}
x (A(w, 1) A(w, ji)Au, jo) AW, jon)
—A( A, jrin) B, o) B(W, jain)
B(u, j1)B(u, j14n) A, j2) AW, joyn)
B(u, j1)B(u, j1n) B(w, j2) B(u, jas))
n—h n—h
(n h) EﬂleZZlf{lyl—ysz}
x (A, i) A, jien) A1, j2) AU, Gagn)
—A( ;1AM Jiin) B(u, j2) B(, jain)
B(u, j1) B, jiyn) AW, j2) A(W, jaoi)
B(u, j1)B(u, ji:n) B(w, j2) B(u, jas))

Za podminky |j; — jo| > H jsou vSechny indexy ji, ji+n, j2, Jjorn rizné, a proto
L3, = 0.V pripadé podminky [j; — jo| < H pro j; # j» muze nastat situace
J1 = Joun, dalsi dva indexy jsou ale stéle rizné. Proto plati:

]E[A<u7 jl)A(u7 j1+h)A<u7 jQ)A(u7 j2+h)] = EAQ(U7 jl) EA(U, j1+h) EA(U, j2)7

kde EA(u, ji1n) = 0,EA(u, ja) = 0. Ziskali jsme tak La,, = 0 a zbyvd nam
pouze clen Ly, 5:

[ (Slnh(u)>]
— o X ()~ 2 (Bl ) B ) + (E,)’

(n_ 7j=1
n—h

R

Jelikoz A(u,j) a B(u,j) maji konecné druhé momenty, existuje konstanta K,
kterou jsme mohli cely vyraz v sumé omezit. Analogicky lze odvodit omezenost
pro vyraz E[R(S1.,.(u))]%:

(Alw B+ )~ B j) A+ 1)]

Opét vyuzijeme Markovovy nerovnosti (viz|van der Vaart, 1998, piiklad 2.6). Pro
kazdé h =1,..., H a u € RP potom plati:

R(Sinp(w)) = Op(n~"?),
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S(S1inn(w) = Op(n~"?).
Celkem tedy mame:
1 H
T =Tt =) [ —2R(St(0) RSz (w)

— 23(S1in, (1)) I(Syn,n (1))
+ ’S2m,h( )’ w(u)

_ i d n— n-1/2 n-! n=2
=T+ NG hgl( h)[Op(n™ %) 0p(n") + Op(n™7))]
__ m* L Z n — n_3/2 n—z

=T, + Vi hZ::l( h)[Op(n™"%) + Op(n7))]
T+ i(n — 1)0y(n*")

+—Zo nV2)

—T*1+O (H1/2 —7)

]

Dale tedy budeme pracovat pouze s T} ,, které prepiseme za pomoci primych
ale obsahlych tiprav do nésledujiciho tvaru (viz |[Hlavka a kol., 2021} str. 624):

2
* 1 ul —
Ty, = ﬁ Z(n —h) - [ Z g(u,X;,X;4p)| w(u)du,

h=1
§(u> Xj7Xj+h 9(‘1 X X]+h) - E[Q(U7Xj7Xj+h)|Xj]
— Elg(u, X;,X10) [ Xjn] + Eg(u, X, X;40),
9(w, X;.X;15) = cos(u’ (X + X)) + sin(u’ (X, + Xjun)).

’ N * X7 * * * .
Nyni rozlozme T} | na 3 scitance T}, 11, T} 15, T}, 13

1 H 1 n—h
T =—= g°(u,X;, X d
n,1 \/ﬁ hz: n—h 2:1 g (u J+h) (u> u

_|_

M:

Z I{‘jl _J2| > H}g(u levXJ1+h)

5~
HME

h ln_h P j1=1ja=1
g<u XJ2>XJ2+h) (u)du
1 H n—h n—h
+ —= / 10y % il — ol < H}g(uX,, X,
HjZn—nh Rpj;u;:% U # 32l = 2l $9(u X5 Xiien)

X 30X, X0 )0(w)du.

J29

Z nasledujictho lemmatu [§] plyne, ze ET;,, = 0 a ET}; ;3 = 0. Abychom od-
vodili stfedni hodnotu testové statistiky A}, ., zbyvd napocitat ET}; ;. Vypocet
ET,, 11 provedeme v ditkazu véty 9
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Lemma 8 (Hlavka a kol., 2021} str. 624). Necht {X,,j = 1,...,n} je redlnou
staciondrni casovou tadou p-rozmeérnych ndhodngch vektori pro p pevné a w(-)
je mezdpornd funkce na RP, kterd splnugje:

0< [ w(u)du < oo, w(u)=w(—u) pro kazdé u € RP.
RP

Potom za predpokladu platnosti Hy proh =1,...,H a ji,jo = 1,...,n—h takové,
ze j1 # jo plati:

Eg(u; X, X, 40) =0,

E[g(u; X, X5, 41) (0, X5, X, 14)] = 0.
Véta 9. Necht {X;,j5 = 1,...,n} je redlnou staciondrni c¢asovou radou p-roz-

mérnych ndhodnijch vektori pro p pevné a w(-) je nezdpornd funkce na RP, kterd
splnuge:
0< [ w(u)du < oo, w(u)=w(—u) pro kazdé u € RP.
RP

Potom za predpokladu platnosti Hy plati:
BT, = VH|1= [ L)@ - L) w(wdal
: -
kde L,(u) = (Ecos(u’X;))? + (Esin(u’X;))?.

Dikaz.

1 H 1 n—~h
ET* = —— E/ P(0X;. X, d
n,11 \/ﬁ };1 n—n~h jgl - g (u J J+h)w(u) u

Z Fubiniho véty (viz Roussas, 2005, kapitola 5, véta 12) jsme opravnéni zaménit
poradi stfedni hodnoty a integralu, jelikoz vysledna stfedni hodnota je konecna.
Pottebujeme umocnit soucet nasledujich vyrazi:

90, X, X)) = g(u, X;,X45) — E[g(u, X;,X44)|X,]
—Elg(u, X;,X11)[Xj4n] + Eg(u, X;,X;11)

7w, X X10) = % (w, X5, X)) + [Elg(w, X5, X00) X))
+ [Elg(u, X;,X;14) X5 44])° + [Eg(u, X5, X;04)]
—29(u, X;,X;41) Elg(u, X;,X45)[X]
—2g(u, X;,X;+1) Elg(u, X;,.X14) [X44]
+9(u, X, X1n) Eg(u, X;,X10)
+ Elg(u, X5, X;00) 1X5] Elg(w, X5, X00) [ X4n]
— Elg(u, X;,X;0)|X5] Eg(u, X;.X10)
— Elg(u, X;,X40)[Xn] Eg(u, X;,X15)
Uvazujeme-li stfedni hodnotu z §*(u, X;,X, 1), nékteré s¢itance jsou si potom
rovny. Snadno nahlédneme rovnost nasledujicich vyrazi:

[Eg(u, X;,X;4n)]* = E[Eg(u, X;,X;41)]%,
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[9(u, X, X41) Eg(u, X;,X04)],
[Elg(u, X;,X;14)[X;] Elg(u, X;,X00) X ]]
[E[g(uv Xj7Xj+h) ’Xj] Eg(u7 Xj7Xj+h)]7
[Elg(u, X;,X;4)[X;4n] Bg(a, X;,X;00)]-
Prokdzat, ze E[E[g(u, X;,Xn) | X]* = Elg(u, X;.X;4n) Elg(u, X;,X;)1X;]],
je jiz zdlouhave;jsi.
E[E[g(u, X;, X)X,
= E[E[cos(uTXj) cos(u”X;,4)|X;] — E[sin(u” X;) sin(u” X, 14)|X;]
2
+ E[sin(u”X;) cos(u” X;,4)|X;] + E[cos(u” X;) Sin(uTXj+h)|Xj]}
= ]E[cos(uTXj)E cos(u’ X;14) — sin(u” X;)Esin(u” X, )
2
+ sin(u” X;)E cos(u” X, 1) + cos(u’ X;)E sin(uTXj+h)]
= Ecos®(u"X;)[E cos(u” X;,4)]* + Esin®(u” X;) [Esin(u” X;,,)]?

+ Esin®(u” X;)[E cos(u” X;41)]* + E cos®(u’ X;)[E sin(u” X;45)]

— 2E[sin(u’ X;) cos(u’ X;)]E sin(u” X, ,)E cos(u’ X, 4)

+ 2E[sin(u’ X;) cos(u’ X;)][E cos(u’ X;,1)]?

+ 2F cos?(u” X;)E sin(u” X, ,)E cos(u” X, 14)

— 2Esin®*(u” X;)E sin(u” X, 1,)E cos(u” X, )

— 2E[sin(u” X;) cos(u” X;)][E sin(u” X;4)]?

+ 2E[sin(u’ X;) cos(u” X;)|Esin(u” X;,,)E cos(u’ X, 1)

=FE “cos(uTXj) cos(u’ X;,5,) — sin(u’ X;) sin(u” X, 1)

+ sin(u”X;) cos(u’ X;4) + cos(u’ X;) sin(uTXjJrh)}

X [cos(uTXj)E cos(u”X;,p,) — sin(u” X;)Esin(u’ X;, 1)
+ sin(u” X;)E cos(u” X, 1,) + cos(u” X;)E sin(uTXjJrh)”

=E { cos®(u”X;) cos(u’ X, 4)E cos(u” X, 1)

+ sin®(u” X;) sin(u’ X, ) Esin(u” X, 1)

+ sin®(u” X;) cos(u’ X, 4)E cos(u” X, 1)

+ cos®(u”X;) sin(u’ X, 1) Esin(u’ X;, 1)

— sin(u” X;) cos(u’ X;) sin(u” X;,,)E cos(u” X, 5)
— sin(u’ X;) cos(u’ X;)E sin(u’ X;,4) cos(u” X, 1)
+ 2sin(u’ X;) cos(u’ X;) cos(u’ X, 4)E cos(u” X, 1)
+ cos?(u”X;) sin(u” X, E cos(u” X, 14)

+ cos?(u" X;)E sin(u” X, 1) cos(u” X44)
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— sin?(u’ X;) sin(u” X, ,)E cos(u” X, 5)

— sin?(u’ X;)E sin(u” X;4) cos(u” X, 1)

— 2sin(u’ X;) cos(u’ X;) sin(u’ X; ) Esin(u” X, 1)

+ sin(u” X;) cos(u” X;) sin(u’ X, 4)E cos(u” X, 1,)

+ sin(u’ X;) cos(u” X;)E sin(u’ X, ) cos(uTXjJrh)}
= E[E[g(u, X;. X;1) 1 X;])*

Analogicky se ovéri platnost rovnosti:
E[E[g(u, XjanHL)‘XjHLHZ = Elg(u, X;,X;11) E[g(u, X;,.X;40) [ Xj4n]]-

Zjednodusili jsme tak vypocet stfedni hodnoty na soucet ctyr vyrazi a za pomoci
predpokladu stacionarity dostaneme soucet tii vyrazi:

Eg*(u, X;,X;14) = Eg*(u, X;,X; 1) — E[E[g(u, X;,X;45)[X;]]?
— E[E[g(u, X;,X;4)|Xj4]* + [Eg(u, X;,X14)]
= Egz(u X Xj+n) — 2E[E[g(u, Xj7Xj+h)|Xj]]
+[Eg(u, X;, X))
Napocitame pozadovany integral pro kazdy sc¢itanec zvlast. Nejsnaze napocitame
integral prvniho s¢itance Eg?(u, X;,X;41):
Eg®(u,X;.X;4n) = E[cos(u’ (X + X)) + sin(u” (X; + Xjin)J?
= E[1 + 2sin(u’ (X; + X;41)) cos(u” (X + X;14))]
=1+ Esin(2u” (X, + X;,1))
Potom proVj=1,...,n—haVh=1,..., H plati:

Eg®(u, X;,X;p)w(u)da =1+ [ Esin(2u”(X; + X;55)) w(u)du
RP Rp

=1

Vyuzili jsme Fubiniho véty (viz [Roussas, 2005, kapitola 5, véta 12) pro zdménu
poradi stfedni hodnoty a integralu. Integrovali jsme tak pres lichy soucin liché
funkee sin(2u” (X; 4+ X;44)) a sudé funkce w(u). TudiZ integral soucinu je nulovy.
Nyni se zaméfme na dalsi s¢itanec:
2[E[g(u, X;, X)X,
= Q[COS(U.TX‘)E cos(u”X;14) — sin(u” X;)E sin(u” X, 1)
+ sin(u” X;)E cos(u” X, 1,) + cos(u” X;)E Sin(ur‘FXjJrh)}2
= Q{COS(UT X;)(Ecos(u”X;,p) + Esin(u”X;,5))
2
) W)
= Q{COSQ(UTX])(]E cos(u” X;,) + Esin(u”X;,,))?
+ sin®(u”" X)) (E cos(u” X;,1,) — Esin(u”X;,,))?
+ 2sin(u’ X;) cos(u’ X;)[(E cos(u’ X;414))* — (E sin(uTXﬂh))Q]}

+ sin(u” X;)(E cos(u’ X;,) — Esin(u” X,
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= cos?(u” X;)(E cos(u’ X, 14) + Esin(u’ X;,4))?

+ (1 — cos?*(u"X;))(E cos(u” X, 1) — Esin(u’ X;14))?

+ (1 — sin?(u” X;))(E cos(u” X, 1) + Esin(u’ X;14))?

+ sin®(u” X;)(E cos(u” X;,1,) — Esin(u’X;,1))?

+ 2sin(2u” X;) [(E cos(u” X;14))? — (Esin(u’ X;,1))?]
= (Ecos(u”X;,5) — Esin(u” X))

+ 4 cos?(u" X;)E sin(u” X4 ) E cos(u” X, 14)

+ (Ecos(u’X;4) + Esin(u’ X;,,))?

— 4sin*(u’ X;)E sin(u’ X, 4)E cos(u” X, 1)

+ 2sin(2u” X;)[(E cos(u’ X;14))? — (Esin(u’ X;, 1))
= 2(Ecos(u” X)) + 2(Esin(u’ X, 1))?

+ 4 cos(2u” X;)E sin(u’ X, 4)E cos(u” X, 1,)

+ 2sin(2u” X;)[(E cos(u’ X;14))? — (Esin(u’ X;,1))?]

Napocitejme jesté sttedni hodnotu tohoto vyrazu:

2E[E[g(u, X5, X)X,
= 2[E cos(u’ X, 4)]?* + 2[Esin(u’ X, 4)]?
+ 4E cos(2u” X;)E sin(u’ X, 14)E cos(u” X, 1,)
+ 2E sin(2u” X;)[(E cos(u’ X;14))* — (Esin(u” X, 1))?]

Potom proVj=1,...,n—haVh=1,..., H plati:
| 2B[Elg(a, X, X, 40) X, o (w)du

= [ 2[Ecos(u’X;4)]* + 2[Esin(u’ X, )]*w(u)du
RP

+4 ., E cos(2u” X;)E sin(u” X;,4)E cos(u” X, 1, )w(u)du

+2 | Esin(2u”X;)[(Ecos(u”X;,1))? — (Esin(u’ X;14))*|w(u)du

RP

= [ 2[Ecos(u’X;p)]* + 2[Esin(u”X;;5)]*w(u)du

RP

Nulovost druhého integralu v sou¢tu miizeme nahlédnout s pomoci Fubiniho véty
nasledovné:

E cos(2u” X;)E sin(u’ X;,4)E cos(u” X, 1, )w(u)du
RP

=L, [/RP cos(2u’x) dFx, (x) /Rp sin(u’x) dFx, (X)/ cos(u’x) dFx, (x)

RP
x w(u)du
:/ / / / cos(2u’x1) sin(u’x2) cos(u’ xg) dFx, (x1) dFx, (x2)dFx, (X3)
RP JRP JRP JRP
x w(u)du
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:/ / / / cos(2u’x;) sin(u’x3) cos(u’x3) w(u) du
RP JRP JRP JRP

X dFX1 (X1> dFX1 (XZ)del (X3)
=0

Vyuzili jsme toho, Ze integrujeme lichy soucin tii sudych a jedné liché funkce pres
u € RP. Analogicky odvodime, ze:

Esin(2u” X;)[(E cos(u”X;,1))? — (Esin(u’ X;,1))*Jw(u)du = 0.
RP
Zbyva ndm napocitat posledni ze tfech s¢itancti vyrazu Eg?(u, X;,X;):

[Eg(u, X;,X41)]"
= {E cos(u” X;)(E cos(u’ X, 14) + Esin(u” X;,4))

+ Esin(u”X;)(Ecos(u’ X, ) — ]Es.in(uTXjJrh))}2
= (Ecos(u”X;))*(Ecos(u’ X;,4) + Esin(u”X;,,))?
+ (Esin(u” X;))*(E cos(u’ X;14) — Esin(u’ X;,4))?

+ 2E sin(u” X;)E cos(u” X;)((E cos(u” X;14))? — (Esin(u” X;,1))?)
= (Ecos(u”X;))* + 2E sin(u’ X;)(E cos(u’ X;))?
+ (Esin(u” X;))?*(E cos(u” X;))?
+ (Esin(u”X;))*(E cos(u’ X;))? — 2(Esin(u” X;))’E cos(u’ X})
+ (Esin(u’X;))*
+ 2E sin(u’ X;)(E cos(u”X;))? — 2(E sin(u” X;))*E cos(u” X;)
= (Ecos(u”X;))* + 2(Esin(u”X;))*(E cos(u’ X;))? + (Esin(u’ X;))*
+ 4E cos(u” X;)(E cos(u”X;))? — 4(E sin(u” X;))’E cos(u” X;)
= [(Ecos(u”X};))* + (Esin(u’X;)*]?
+ 4E sin(u” X;)E cos(u” X;) [{E cos(u” X;)}? — (Esin(u’ X;))?]

Potom proVj=1,...,n—haVh=1,..., H plati:

/Rp [Eg(u, Xj,Xj+h)]2w(u)du

= [ [(Ecos(u’X};))* + (Esin(u’X;))**w(u)du

RP

+4 [ Esin(u’X;)Ecos(u” X;)[(Ecos(u’X;))? — (Esin(u’ X;))? Jw(u)du

RP
= | [(Ecos(u”X;))? + (Esin(u’X;))?*w(u)du
RP
Druhy integral souctu je opét nulovy z Fubiniho véty a lichosti funkce uvnitt
integralu.
Dopracovali jsme se tak ke stfedni hodnoté v nasledujicim tvaru:

1
ET,,, = T (0, X, X p)w(u)du
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‘ —
T

1 —2[Ecos(u’ X, 1)]* — 2[Esin(u’ X))

=

+ [(Ecos(u”X;))? + (Esin(u’ X;))? *w(u)du
VI /R 1= 2[Ecos(u"Xy)]? — 2Esin(u’ X, )]
+ [(Ecos(u’X,))? + (Esin(u’ X;))? *w(u)du
_ VA {1 - /R L,y(u)(2 — L,(u))w(u)dul| ,

kde L,(u) = (Ecos(u’X;))? + (Esin(u’X;))>.

Odvodili jsme tak stfedni hodnotu testové statistiky A7, 5.

EA; 7, = EIVH(T; + Op(H'?n~'?))]
= \/_IET*1 + O(Hn™'?)

=1 [1= [ L= Lw)u(a)da| + O(H ),

kde L,(u) = (Ecos(u’X;))? + (Esin(u’X;))>.

V ¢lanku Hlavka a kol (2021) je pro test odvozeny z definice nezavislosti
odvozen i rozptyl a asymptotické normalni rozdéleni A, g, (viz Véta [5)). Tyto
vypocty jsou vSsak mnohonasobné delsi a vyrazné by presahly rozsah diplomové
prace. Abychom mohli vyuzit testu odvozeného v této sekci, p-hodnoty budeme
napocitavat permutacnim testem. Prejdéme nyni k odvozeni vypocetniho tvaru
testové statistiky A} .. Budeme postupovat podobné jako v sekci V na-
sledujicim lemmatu (10| upravime vyraz |Dj, ,. p(u,v)|2.

Lemma 10. Necht {X;,j =1,...,n} je casovou radou p-rozmeérnych ndhodngjch
vektori pro p pevné. Potom plati:

n—h
|Dnhp(u V)| 2 Z COS u Xjk]+hk+h)
7,k=1

2 n—h
- 7(71 —h)3 Z cos(u Xk, h,ith)
gk l=

1 n—
+ =)t Z cos(u" X 14 nmrn);
7.k, lm=1

kde znacime zkracené X p1m = X; — Xp + X; — X,.

Diikaz. Lemma plyne trividlné z lemmatu [6] polozime-li u = v.

Vypocetni tvar [, | D; ., (u)*w(u)du je tedy nasledujici:

1 n—h
/ |D;, 1,.p (W) Pw(u)du RNCESE > Lup(Xjkjnsn)

J,k=1
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2 n—h
 (n—h)? > Tup(Xjkjenien)
Gk l=1

1 n—h
+ — [w, (X',k,lJrh,erh)a
(n — h)* j,k,lzmjmzl o
kde Xjpim = X; — X + X; — X, a L, p(x) = exp{—x'Vx}, zvolime-li za
véhovou funkei w(-) hustotu p-rozmérného normalniho rozdéleni N, (0, V). Tvar
funkce I,,,(-) byl odvozen na konci sekce z tvaru charakteristické funkce
rozdéleni N, (0, V). Umime tak napocitat hodnotu testové statistiky Ay 5. .
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2.2 Porovnani testi sériové nezavislosti funkcio-
nalnich dat

V sekci jsme si predstavili tfi pristupy testovani sériové nezavislosti funk-
cionalnich clenti casové fady. Tyto testy porovname na zakladé vypocetni slozi-
tosti, sily a pravdépodobnosti chyby prvniho druhu. Test zalozeny na korelacich
(Horvath, Huskova a Rice, [2013al) budeme podle autori zkracené oznacovat test
HHR, test odvozeny z definice nezavislosti (Hlavka, Huskova a Meintanis, [2021))
oznacme jako HHM a test odvozeny z definice sub-nezavislosti jako HHMsub.

P-hodnoty pro vypocet odhadu sily a pravdépodobnosti chyby prvniho druhu
testu HHMsub napoc¢itame permutacnim testem. Pozorujeme casovou radu funk-
cionéalnich pozorovani {X;(-),j = 1,...,n}, pro kterou napoc¢itdime hodnotu tes-

tové statistiky Ay, ozn. zkracené A*(X,, ..., X,). Ddle pozorovani ptivodni

Casové Tady permutujeme, ¢imz ziskdme casové rady {Xj(b)(~),j =1,...,n} pro
b =1,...,B. Pro tyto casové fady napocitame testové statistiky A} ., ozn.

A*( 1(b), ..., X!")). Pozadovana p-hodnota je potom nasledujiciho tvaru:
12 * * (3 (b) (b)
EZI{A (X1,..., Xn) < A(X}7, .., X0}
b=1

Jelikoz z permutovanych casovych rad sériova zavislost zmizi, napocitavané hod-
noty A*(Xl(b), .., XP) tak vlastné odhadujf rozdéleni testové statistiky A7 5.
za platnosti hypotézy o nezavislosti clenti casové rady.

V clanku [Hlavka a kol (2021) byla provedena simulaé¢ni studie, kterd porov-
navala testy HHM vyuzivajici asymptotického rozdéleni testové statistiky A, m.p
za platnosti hypotézy (viz véta|) a HHM, jehoz rozdéleni za platnosti hypotézy
je odhadnuto permutac¢nim pristupem. Zatimco odhad pravdépodobnosti chyby
prvniho druhu vychézel v rozmezi 4.0% az 7.8% u testu HHM zaloZeného na per-
mutacich, u testu HHM vyuzivajiciho asymptotického rozdéleni byl tento odhad
v rozmezi 0.4% az 13.5% (viz Hlavka a kol., 2021, Tabulka 1). Déle byl zkouman
vliv volby varian¢ni matice V (viz [Hlavka a kol., 2021, Tabulky 2 az 7). Na za-
kladé simulaci z tohoto ¢lanku budeme porovnavat test HHMsub s testem HHM,
ktery je také zalozen na permutacich, a pro oba testy urc¢ime za kovarianéni matici
V inverz kovarian¢ni matice odpovidajici Wienerovu procesu.

2.2.1 Vypocetni slozitost testt

Celkové nejrychlejsi je bezesporu test HHR. Nejenze kritickou hodnotu nepo-
¢ita permutacnim testem, vychazi z asymptotického rozdéleni testové statistiky
Vo, m, ale 1 vypocet samotné testové statistiky V,, z je velmi rychly. Pfipomenme
si nyni vypocetni tvary testovych statistik HHM a HHMsub:

H 1 n—~h
App =Y (n—h) COE > LX) Lup(Xjpnprn)
h=1 k=1
2 n—~h
- Ly p (X ) Lo p (X jhien)
(TL . h)3 j,k;z,l:_l D J D J+h,l+
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1 nh n—h
* (n—h)* ( Z vap(va’f)) ( Z Iw,p(Xj+h,k+h)) ] ;

jk=1 jk=1

kde X, r = X; — Xy a I,,(z) = exp{—x"Vx}.

H n—h
1
Ay, =) (n—h)|—— Ly (X ke jthketn)
JH;p hz::l [(n_h)g j%z:l P\“*),k,5+h,k+
2 n—h
- 7 iNa [’LU7 (X',k,' h,l h)
(n—h)3 j’kz’l::1 b PRI
1 n—h
+ — Lo p (X kit hymeh) s
(n—h)4 j,k,l%l PR

kde X p1m = X; — X+ X; — X,y a Iy () = exp{—x"Vx}.

Na prvni pohled se miZe jevit vipocet hodnoty A} ., jako snazsi oproti vypo-
¢tu hodnoty A, g.,. Nicméné v poslednim séitanci je zapotiebi napocitat hodnoty
I, pro viechny kombinace ¢tyt vektort, tedy priblizné n* hodnot I, ,(X; k.1m)-
PYi vypocétu testové statistiky u testu HHM napoéitavame pouze n? hodnot
Iy »(X; k). Sice s vyuzitim symetrii 1, ,(X; s1.m) pro nékteré indexy 7, k, [, m sni-
zime pocet vypoctl nékolikandasobné v pripadé testu HHMsub, pti vysokém n je
to ale stéle diametralni rozdil. Ackoliv byly simulace napoc¢itany v programu R,
napocitani testové statistiky bylo pro urychleni vypocti provedeno v programu
C pro oba testy HHM a HHMsub.

Pri rozsahu dat n = 30 a volbé parametri B = 400, p = 50, H = 2 je cas jedné
simulace pro test HHM 0.98 sekundy a pro test HHMsub 1 minuta a 22 sekund.
Pti rozsahu dat n = 50 a stejné volbé ostatnich parametrii je ¢as jedné simulace
pro test HHM 1.25 sekund a pro test HHMsub 11 minut a 12 sekund. Aby bylo
realné provést simulace v sekcich a vyuzili jsme Skolniho vypocetniho
clusteru Snéhurka, kde jsme si rozdélili vypocty na mensi skupinky simulaci, které
jsme poustéli soubézné.

2.2.2 Empiricka hladina testa

Zajimé nas, jestli testy HHR, HHM a HHMsub spliuji stanovenou hladinu
vyznamnosti a = 0.05. Zjistujeme tedy, jaké procento platnych hypotéz testy za-
mitnou. Budeme generovat n nezavislych stejné rozdélenych funkcionalnich pozo-
rovani Wienerova procesu. Pro ilustraci jsme si na Obrazku 2.1 vykreslili prubéhy
30 nezavislych Wienerovych procest. Odhady hladin test uvedené v Tabulce
byly napocitany na 200 simulacich pti poc¢tu 400 permutaci v ramci jedné simu-
lace.

Z hodnot uvedenych v Tabulce vidime, Ze vSechny testy pomérné dobre
dodrzuji stanovenou hladinu o = 0.05. Empirické hladiny se pohybuji v rozmezi
3% az 6%.

Aplikujeme-li nase tii testy na konkrétni realizaci 30 nezavislych Wienerovych
procest z Obrazku dostaneme nasledujici p-hodnoty: 0.63 pro test HHR, 0.88
pro test HHM a 0.24 pro test HHMsub. Zadny z test tedy na téchto datech
nezamitl hypotézu o nezavislosti.
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n p H HHR HHM HHMsub
20 10 1 3.5 4.5 3.5
2 5.5 9.5 6.0
20 1 5.0 6.0 5.0
2 3.5 4.5 5.0
50 1 5.0 3.0 3.0
2 4.5 4.5 3.0

Tabulka 2.1: Empirické hladiny (v %) testat HHR, HHM a HHMsub pro n simu-
lovanych iid Wienerovych procesti napocitané na zakladé 200 simulaci s B = 400
permutacemi.
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Obréazek 2.1: Realizace 30 nezavislych nahodné generovanych Wienerovych pro-
cest, p = 50.

2.2.3 Sila testu

Abychom odhadli silu testi, budeme generovat data za platnosti alternativy
a zkoumat pomér zamitnutych hypotéz. Nejprve uvazujme nésledujici funkcio-
nalnf AR(1) model ¢asové fady {X;(-),7 = 1,...,n}, ktery byl pouzit v simulacich
obou ¢lanki Horvath a kol.| (2013a)) a [Hlavka a kol.| (2021)):

xi(0)= | (s X 1 (5)ds + e(b),

kde €;(t) jsou iid Wienerovy procesy a W(t,s) = mexp (s> +t*)/2. Na Obrazku
jsme takovou ¢asovou radu vykreslili pro n = 30.

V Tabulce jsou uvedeny odhady sily testt HHR, HHM a HHMsub pro
rozsah dat n = 30 a razné hodnoty parametri p a H. Empiricka sila testu se
pohybuje v rozmezi 39.5% az 74.0% pro HHR test, 22.0% az 56.0% pro HHM

38



0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Obrazek 2.2: Realizace 30 pozorovani z modelu FAR(1), p = 50.

n P H HHR HHM HHMsub
30 10 1 74.0 51.5 39.5
2 66.5 50.0 37.5
3 55.5 32.5 44.5
5 45.0 24.5 40.5
20 1 70.5 55.5 29.5
2 60.0 39.5 37.5
3 54.5 35.0 47.0
5 45.5 23.5 39.5
50 1 66.5 56.0 32.5
2 52.0 39.5 42.0
3 53.0 35.5 49.0
5 39.5 22.0 41.0

Tabulka 2.2: Empirické sily (v %) testt HHR, HHM a HHMsub pro n simulova-
nych procesu z modelu FAR(1) napocitané na zakladé 200 simulaci s B = 400
permutacemi.

test a 29.5% az 49.0% pro HHMsub test. Zda se, ze hustota miizky, na kterd data
pozorujeme (tzn. parametr p), nemé na silu testu prilisny vliv. Naopak vybér
rozmezi H, ve kterém sledujeme zavislost ¢lentu casové rady, je pro testy HHR
a HHM dilezity. Tyto testy jsou vyrazné silnéjsi, zvolime-li H co nejmensi. Pro
H =1 je nejsilngjsi test HHR s empirickou silou 74%. U testu HHMsub se zd4,
ze volba parametru H nemad tak zasadni vliv. Pro H = 3 je tento test nejsilnéjsi,
ale pokud H dale poroste, méla by jeho sila klesat.

Na Obrazku jsou vykresleny empirické sily testt napocitané na datech
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z modelu FAR(1) pro n = 10,20, 30, 40,50 a pevnou volbu parametra H = 2,
p = 50. V souladu s ocekavanim spolu s rostoucim rozsahem vybéru, roste také
empiricka hladina vsech testii. Empiricka sila testu HHMsub sice také roste spolu
s n, avSak rozdil pro malé a vétsi rozsahy n neni tak velky jako u ostatnich testti.
Empiricka sila testu HHMsub je pro n = 10 vyrazné lepsi nez u testi HHR
a HHM.

=

=75-

=]

E test

@ 50- — HHM
i --- HHMsub
p:

= B HHR
a

E

L]

Obréazek 2.3: Empirické sily (v %) testt HHR, HHM a HHMsub pro n simulova-
nych procest z modelu FAR(1) s parametry H = 2, p = 50 napocitané na zakladé
200 simulaci s B = 400 permutacemi.

Nyni uvazujme pro ¢asovou fadu {X;(-),7 = 1,...,n} funkcionalni ARCH(1)
model, ktery byl jednim z modelt pouzitych v simulacich élanku Hlavka a kol.
(2021)). Zavislost ¢lenu casové fady ARCH(1) modelu je definovana néasledovné:
X;(t) = 10¢;(t)o(t), kde o2(t) = 6(t) fy B(s,t) X2 (s)ds pro 6(t) = 0.01, B(s,t) =
16s(1 —s)t(1 —t) a €(t) = Bi(t) + U;y/1 — t(1 — t) pro By(+) iid standardizované
Brownovské miustky a U; iid ndhodné veli¢iny s rozdélenim A/ (0,1). Tuto éasovou
radu jsme si vykreslili pro n = 30 na Obrazku

Vzhledem k tomu, Ze zavislosti clent casové rady se projevuji pouze na jejich
rozptylu, nemiizeme ocekavat velkou silu testit. Podivejme se na emprirické sily
testu v Tabulce [2.3] Jako nejsilnéjsi se jevi test HHM, jehoZ empiricka sila se
pohybuje v rozmezi 10.5% az 24.0%. Naproti tomu oba testy HHR a HHMsub
jsou pomeérné slabé a nestabilni.

Nevyhodou HHR a HHMsub testii je, ze mohou odhalit zavislost ¢lenti uréité
casové Tady, ale jiz neodhali zavislost transformovanych c¢lenti stejné casové rady.
Test HHR navic neni vhodny, o¢ekavame-li rozdéleni dat s tézkymi chvosty.
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Obrazek 2.4: Realizace 30 pozorovani z modelu FARCH(1), p = 50.

n P H HHR HHM HHMsub
30 10 1 15.0 24.0 19.5
2 6.5 20 5.0
3 9.5 13.5 2.0
) 6.5 10.5 7.0
20 1 14.5 20.0 7.5
2 5.5 19.0 6.5
3 5.5 13.0 8.5
) 10.5 12.5 2.5
50 1 14.5 21.0 11.5
2 7.5 18.5 4.0
3 2.5 23.5 5.0
) 10.5 16.0 6.0

Tabulka 2.3: Empirické sily (v %) testt HHR, HHM a HHMsub pro n simulova-
nych procesu z modelu FARCH(1) napoc¢itané na zakladé 200 simulaci s B = 400
permutacemi.
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Z.aver

Tématem této prace byly testy sériové nezavislosti posloupnosti funkcionalnich
nadhodnych veli¢in. V prvni ¢asti prace jsme si predstavili problematiku sériové
nezavislosti na ¢asovych fadach ndhodnych veli¢in. Resili jsme nejprve testy vza-
jemné nezavislosti slozek iid vektort, z jejichz dvourozmérného pripadu jsme pak
vychazeli pti odvozovani testu sériové nezavislosti ¢asové fady ndhodnych velicin.
Vénovali jsme se tém testiim, jejichz tvar testové statistiky je mozné modifikovat
pro casovou Tadu funkcionalnich pozorovani. Zamérili jsme se tak na testovani
nezavislosti pomoci nutné podminky nekorelovanosti a na testovani nezavislosti
primo z jeji definice. Jelikoz ve funkcionalnim piipadé neni distribu¢ni funkce
dobre definovana, vénovali jsme se i odvozeni tvaru testové statistiky z definice
nezavislosti charakteristickymi funkcemi. Tento test jsme modifikovali na test
slabsi podminky sub-nezavislosti.

Druhd cast prace uz je zamétfena na testy sériové nezavislosti casové rady
funkcionalnich pozorovani. Zde jsme se vénovali opét testu zalozeném na nutné
podmince nekorelovanosti, sub-nezavislosti a testu vychazejictho primo z definice
nezavislosti. Pro test sub-nezavislosti jsme odvodili stfedni hodnotu jeho testové
statistiky. Odvozeni rozptylu a asymptotického rozdéleni, které mame k dispozici
pro test vychézejici z definice nezavislosti, by vsak presahlo vhodny rozsah diplo-
mové prace. Pro tento test jsme také odvodili vypocetni tvar testové statistiky.

Nakonec jsme tyto tii testy nezavislosti porovnali z hlediska vypocetni slozi-
tosti, empirické hladiny testi a empirické sily testii. Test zalozeny na korelacich
je vypocetné velmi snadny a rychly i pro vysoky pocet ¢lent casové rady. Test
ticky v zavislosti na poctu pozorovani. Ackoliv se vyuziti definice sub-nezavislosti
zdalo jako usnadnéni vypoctu testové statistiky, ukazalo se nakonec, ze tento test
je nejpomalejsi. Napocitavame zde totiz vSechny kombinace funkce 4 funkciondl-
nich pozorovani. Pro porovnani vlastnosti testi jsme provedli simulaci, k jejiz
realizaci jsme vyuzili Skolniho vypocetniho clusteru Snéhurka. U testu zalozeném
na korelacich jsme vyuzili jeho asymptotické rozdéleni. U testti odvozenych z defi-
nice nezavislosti a sub-nezavislosti jsme k napocitavani kritickych hodnot pouzili
permutacniho pristupu. VSechny tii testy maji empirické hladiny blizké pozado-
vané hladiné 0.05. V sile testi se vSak jiz lisi. Test zalozeny na sub-nezavislosti
ma nejveétsi silu, zkoumame-li zavislost ¢lent vzdalenych v casové fadé do vzda-
lenosti 3. Ostatni testy maji nejvétsi silu, zkoumaji-li zavislost pouze 2 po sobé
jdoucich pozorovani, pak jejich sila vyrazné klesa.

Test nezavislosti odvozeny z nutné podminky sub-nezdvislosti, ktery jsme
v této praci odvodili, je tedy pouzitelny v pripadé, ze testujeme casovou fadu
s malym poctem pozorovani. Lze ho také pouzit k testu slabsi hypotézy sub-
nezavislosti, pokud nechceme odvozovat zadné teoretické vlastnosti tohoto testu.
Pouzijeme-li k napocitani kritickych hodnot permutacni pristup, predpoklad sub-
nezavislosti je dostacujici.

Vyuziti téchto tii test nezavislosti nalezneme napftiklad v regresnich mode-
lech s funkcionalni odezvou, kde je zapotiebi ovérit nezavislost chybovych ¢lenti.
Zajimava by mohla byt také aplikace konceptu sub-nezavislosti na problematiku
testovani dvojic funkcionalnich pozorovani.
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A. Prilohy

Zde nalezneme stézejni ¢asti programi, které byly pouzity k napocitani testové
statistiky ze sekce a vyuzity v simulacich sekce[2.2] V priloze nalezneme
cast skriptu, kterou jsme generovali nezavislé Wienerovy procesy a data z modela
FAR(1) a FARCH(1). Priloha obsahuje vypocet testové statistiky.

A.1 Generovani dat

Tento kod byl napsan v programu R. Vstupni hodnotou je nazev modelu, ze
kterého chceme data generovat. Vystupem jsou funkcionalni data.

if (alt=="HOw") {
data=matrix(NA, ncol=n.grid,nrow=n)
for (i in 1:n) {
datali,]=rwiener(frequency=n.grid)
}
}
if (alt=="Hihar") {
PSI=0.3416*outer (xx,xx,function(t,s)exp((t"2+s72)/2))/n.grid
data=matrix(NA, ncol=n.grid,nrow=n+1)
datall,]=rwiener (frequency=n.grid)
for (i in 2:(n+1)) {
datali,]=PSI¥x*%datali-1,]+rwiener(frequency=n.grid)
}
data=datal[2: (n+1),]
}
if (alt=="Hlarhr") { #model FARCH(1)
xxx=(0: (n.grid-1))/(n.grid-1)
data=t (BB(N =n.grid-1,M=n+10))+
(rnorm(n+10) %*%t (sqrt (1-xxx* (1-xxx))))
delta=0.01
beta=outer (xxx,xxx,function(s,t){16*s*(1-s)*t*x(1-t)})
for (i in 2:(n+10)) {
sigi2=delta+betal*)((datali-1,]1)"2)/n.grid
datal[i,]=datali,]*sqrt(sigi2)
# print(sigi2[10])
}
data=10*datal[11: (n+10),]
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A.2 Vypocet testové statistiky

Funkce napocitavajici testovou statistiku detekujici sub-zavislost byla pro
urychleni vypoctu napsana v programu C. Na vstupu je vyzadovan rozsah dat,
vzdalenost mezi ndhodnymi funkcemi, do které budeme zkoumat jejich zavislost,
a matice Jw, jejiz vypocet byl proveden v programu R a je zde také uveden.
Funkce napocitavajici matici Jw vyzaduje na vstupu data, kovarianéni matici V
a parametr a, ktery jsme volili vzdy a = 2.

Jwfun = function(data, V, a){
n=nrow(data)
Jw = matrix(NA, nrow=(n*(n-1))/2, ncol=(n*(n-1))/2)
for (j in 2:n) {
for (k in 1:(j-1)) {
for (1 in j:n) {
for (m in max(1,sum(0:(j-2))-sum(0: (1-2))+k):(1-1)) {
Jw[sum(0: (j-2))+k, sum(0:(1-2))+m] =
exp((- (datalj,]-datalk,])"T
%% V %x*% (datall,]-datalm,]))/(2%*a))
Jw[sum(0: (1-2))+m, sum(0:(j-2))+k] =
Jwlsum(0: (j-2))+k, sum(0: (1-2))+m]
}
}
}
}
return(Jw)

}

#include <math.h>
#define PI 3.141592653589793238462643

void subindep(double *jw, int *n, int *hh, double *stat)
{
int j, k, 1, m, h;
double delta, sl, s2, s2_jk, s2_1m, s2_jklm,
s3, s3_jk, s3_jl, s3_jkl;

*stat 0.0
delta 0.0;
sl =1.0 ;

s2 = 0.0 ;

s2_jk =
s2_1m =
s2_jklm
s3 =0.0 ;

s3_jk = 0.0
s3_jl = 0.0
s3_jkl = 0.0 ;

b

N o O

.0
.0 ;
0.

for(h = 1; h < (xhh + 1) ; h++) {
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//vypolet prvniho séitance z vypoletniho tvaru integral |D7*|"2
for(j = 2; j < (*n - h + 1); j++) {
sl += 1;
for(k = 1; k < j; k++) {
s1 += 2.0 *x jwl(((j - 2) = (j - 1
((#n * (*n - 1) / 2) + 1)]

/ 2) +k
*
jwl(((j +h-2) * (j+h-1) /2) +k +h - 1) %
*
)

1) *

((¢n * (*n - 1) / 2) + 1)]
(Guwl((((j +h -2) * (j +h -1
(xn *x (xn - 1) / 2)) +

(G-2)* (G -1 /2 +k-11) *

(Gwl((((F +h -2) * (j+h-1)/2) +k+h-1) *
(xn * (xn - 1) / 2)) +
(G-22*«G-1 /2 +k-11);

/ 2) +k+h-1) %

sl =s1/ ((*n - h) *x (*n - h));

LI1171777777777777777777777777777777777777777177777777
//vypolet t¥etiho séitance z vypoletniho tvaru integral |D7*|"2
for (j =2; j< (xn - h + 1); j++) {

for (k = 1; k < j; k++) {

s2_jk += jwl(((G - 2) * (j - 1)/ 2) +k - 1) *
(G)n * (¢.n - 1) / 2) + D],

}

}

for (1 =2; 1 < (*xn - h + 1); 1++) {
for (m = 1; m < 1; m++) {
s2_Im += jwl[(((1 +h -2) * 1 +h-1) /2) +m+h-1) *
(Gkn x (xn - 1) / 2) + D]
}
}

for (j =2; j< (xn-h + 1); j++) {
for (k = 1; k < j; k++) {
for (1 =2; 1< (xn -h + 1); 1++) {
for (m =1; m < 1; m++) {
s2_jklm += jwl[(((j - 2) = (j - 1) / 2) +k - 1) *
(CGkn * (xn - 1) / 2) + 1)] =
jwl((@+h-2)* Q1 +h-1) /2) +m+h-1) *
((xn * (xn - 1) / 2) + 1)] =*
((Gwl((Q+h=-2)x L+h-1)/2) +
m+h - 1) *
(#)n *x (*n - 1) / 2)) +
(G-2)*(G-1 /2 +k-1]) %
Gwl(((Q1+h-2)x Q1 +h-1)/2) +
m+h-1) *
(#)n * (*n - 1) / 2)) +
(G-2)*G-1 /2 +k-11)N+
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1/ (Gul¢(((L +nr-2) «* L +h-1)/2) +
m+h-1) %

(vn * (xn - 1) / 2)) +

(G-2)«G-1 /2 +k-1]) *
Gwl(((1 +h-2)* 1L +h-1)/2) +
m+h - 1) %
(#)n * (*n - 1) / 2)) +
(G-2 % (G -1)/72) +k-11))));
}
}

s2=1.0/ ((*xn - h) * (*n - h))
(2.0 / ((*n - h) * (*n - h)
(2.0 / ((*n - h) * (*n - h)
(2.0 / ((*n - h) * (*n - h)

(#n - h))) * s2_jk +
(*n - h))) * s2_1m +
(*xn - h) * (*n - h))) * s2_jklm;

* ¥ ¥ +

L111777777777777777777777777777777777777777777777777
//vipo&et druhého slitance z vypoletniho tvaru integral |[D7*|~2
for (j =2; j< (xn -h + 1); j++) {

for (k = 1; k < j; k++) {

s3_jk +=2 * jwl(((j - 2) = (j -1) /2) +k-1) %
((xn * (*n - 1) / 2) + DI;

}

}

for (j =2; j < (¢n - h + 1); j++) {
for (1 =1; 1 < j; 1++) {
s3_jl += 2 x jwl[(((j +h -2) * (j+h -1) /2) +1+h - 1) *
(Gk.n * (xn - 1) / 2) + D]
}
}

for (j =2; j< (*n - h + 1); j++) {
for (k = 1; k < j; k++) {
for (1 =1; 1< j; 1++) {
s3_jkl += jwl(((j - 2) *» (j - 1)/ 2) +k - 1) %
(CGxn * (xn - 1) / 2) + 1)] =
jwl(((j +h-2) * (j+h-1) /2) +1+h-1) %
(CGxn * (xn - 1) / 2) + 1)] =
(GwlC((( +h-2) x (j+h-1) / 2) +
1+h-1) %
(#(n * (xn - 1) / 2)) +
(G-2)*«((G-1)/2) +k-1]) %
Gwl((((j +h -2) x (j +h-1) / 2) +
1+h-1) %
(#kn * (xn - 1) / 2)) +
(G-22*«G-1 /2 +%k-11);
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}
for (j = 2; j < (*n - h); j++) {
for (k = 1; k < j; k++) {
for (1 = (j +1); 1 < (*n -h + 1); 1++) {
s3_jkl += jwl(((j - 2) * (j - 1)/ 2) +k-1) %
(CGxn * (xn - 1) / 2) + 1)] =
jwl((+h-2)* Q1 +h-1)/2) +j+h-1) *
(CGxn * (xn - 1) / 2) + 1)] =
1/ (Gl +h-2)«* Q1L+h-1)/2) +
j+h-1) x (*xn *x (*n - 1) / 2)) +
(G-2)« (G-1 /2 +k-1]) *
Guwl(((Q1 +h-2)* (1+h-1)/2) +
j+h-1) %
(xn * (xn - 1) / 2)) +
(G-2>«G-1 /2 +k-11)));
}
}
}
for (j =2; j < (¢n - h); j++) {
for (k = (j+1); k < (*n - h + 1); k++) {
for (1 =1; 1< j; 1++) {
s3_jk1 += jwl(((k - 2) * (k- 1) / 2) + 3 - 1) *
(CGxn * (xn - 1) / 2) + 1)] =
jwl(((j +h -2) * (j+h-1)/2) +
1+h-1) %
((*kn * (xn - 1) / 2) + 1)] =*
1/ (Gwl(((j +h-2) % (+h
1+h-1) %
(xn * (xn - 1) / 2)) +
(k-2 «&k-1)/2)+3j-1]) *
(Gwl((((j +h -2) * (j+h-1) / 2) +
1 +h-1) %
(#)n * (*n - 1) / 2)) +
(k-2 «&k-1)/72)+3j-11)));

1) /2) +

}
}
+
for (j = 1; j < (xn - h); j++) {
for (k = (j+1); k < (*n - h + 1); k++) {
for (1 = (j+1); 1 < (*xn - h + 1); 1++) {
s3_jkl += jwl(((k - 2) * (k - 1) / 2) + 3 - 1) %
((*kn * (xn - 1) / 2) + 1)] =
jwl[((L+h -2) *x (L +h-1) / 2) +
j+h-1) %
(CGxn * (xn - 1) / 2) + 1)] =
(Gwl(((@ +h-2)«* L+h-1) /2) +
j+h-1) * (xn x (xn - 1) / 2)) +
(k -2) * (k-1)/2)+j-1]) *
Gwl(((+h-2)x (1 +h-1)/2) +
j+h-1) % (xn x (xn - 1) / 2)) +
(k=-2) « (k-1 /2)+3j-11));
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3
}
b

s3 =(-2.0/ ((*xn - h) * (*n - h) * (*n - h))) *
((kn - h) + s3_jk + s3_jl + s3_jk1);

I177777777777777777777777777777777177777777777
I11177777777777777777777777777777777777777777

delta = s1 + s2 + s3;
xstat += (*n - h) * delta;
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