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Abstrakt: Fourierovy rady jsou dulezitym nastrojem matematické analyzy
s mnoha aplikacemi. Tato diplomova prace se zaméruje na jejich vyuziti v né-
kolika konkrétnich matematickych problémech. Prvni aplikaci je dikaz izoperi-
metrické nerovnosti. Ta tika, ze nejvétsi obsah mezi uzavienymi kfivkami dané
délky ma kruznice. Déle je vénovana pozornost posloupnosti necelociselnych c¢asti
¢isel ve tvaru nvy, kde n probiha prirozena c¢isla a ~y je iracionalni ¢islo. Pro tuto
posloupnost plati tzv. ekvidistribucéni véta, ktera popisuje, jakym zpiisobem tato
posloupnost pokryva interval (0,1). Nasledné jsou Fourierovy rady pouzity k zis-
kani vzorce pro soucet sudych mocnin prevracenych hodnot prirozenych ¢isel.
Posledni kapitola je vénovana Gaussovu kruhovému problému, ktery zkoumé od-
had poctu bodu s celo¢iselnymi souradnicemi uvnitt kruhu o daném poloméru.
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Abstract: Fourier series are an important tool of mathematical analysis
with many applications. This thesis focuses on their use in several specific mathe-
matical problems. The first application is the proof of the isoperimetric inequa-
lity, according to which the circle has the greatest area among closed curves
of a given length. Next topic is the sequence of fractional parts of numbers
of the form n+vy, where n runs through natural numbers and v is an irrational
number. The so-called equidistribution theorem holds for this sequence descri-
bing how this sequence fills the interval (0,1). Fourier series are then also used
to obtain a formula for calculating the sum of even powers of the reciprocals
of natural numbers. The last chapter is devoted to the Gauss circle problem,
which investigates the estimation of the number of lattice points inside a circle
of a given radius.
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Uvod

Trigonometrické a Fourierovy fady patii mezi dilezité nastroje matematické
analyzy, které nachazeji Siroké uplatnéni v riznych oblastech. Tato diplomova
prace se zaméruje na zajimavé aplikace téchto fad ve vybranych matematickych
problémech.

Prvni oblasti, které bude vénovana pozornost, je diferencialni geometrie, a to
konkrétné izoperimetrickd tloha. Jejim jadrem je nalezeni takové uzavrené krivky,
kterd pri dané délce maximalizuje obsah. Pomoci Fourierovych fad lze dokéazat,
ze takovou krivkou je kruznice. Dokézeme ale i tzv. izodiametrickou nerovnost,
kterd naopak stanovuje maximalni délku ktivky pro dany primeér. Nejdelsi kiiv-
kou je také kruznice. V obou diikazech vyuzijeme skutecnosti, ze parametrizaci
uzaviené kiivky muzeme chapat jako periodickou funkci a zkoumat ji pravé po-
moci Fourierovych tad.

Tématem druhé kapitoly je jistd vlastnost posloupnosti spadajicich do inter-
valu [0,1). Pokryvaji-li ¢leny posloupnosti tento interval velmi rovnomérné, rek-
neme, ze posloupnost je ekvidistribuované. Velmi dilezitou posloupnosti s touto
vlastnosti jsou neceloc¢iselné ¢asti ¢isel ve tvaru ny, kde n probiha prirozena cisla
a 7y je iracionalni ¢islo. K dikazu ekvidistribuovanosti této posloupnosti vyuzijeme
trigonometrickych polynomi. Zaroven pak tento vysledek uplatnime k dikazu
pozoruhodné vlastnosti prirozenych mocnin dvojky. Ty totiz podléhaji tzv. Ben-
fordovu zakonu, ktery popisuje frekvenci vyskytu jednotlivych ¢islic na pozici
prvni platné ¢islice ¢isel objevujicich se v nejriiznéjsich souborech dat.

Fourierovy trady jsou také vhodnym néstrojem pro ziskani hodnoty nejriz-
néjsich nekonecnych soucti. My pomoci nich ziskame vzorec pro soucet sudych
mocnin prevracenych hodnot prirozenych ¢isel. Konkrétné k tomu vyuzijeme Fou-
rierovu fadu pilovité funkce. Béhem tohoto vypoctu dospéjeme k zavedeni Ber-
noulliho polynomii a Bernoulliho ¢isel.

Posledni kapitola je vénovana odhadu poc¢tu bodu s celoc¢iselnymi sourad-
nicemi uvnitt kruhu o poloméru r. Tato tloha se ¢asto nazyva Gaussuv kru-
hovy problém. Pocet takovych bodt pro kruh o poloméru r je prekvapivé blizko
hodnoté obsahu daného kruhu. Otazkou je pak hledédni hornich odhadt pro od-
chylku téchto dvou hodnot. Nejprve dokazeme odhad, ktery provedl pravé Gauss,
kdyz se timto problémem zaobiral. Fourierovy rady pak ale vyuzijeme pro odhad
L2-normy této odchylky. K tomu bude t¥eba vyuZit Fourierovy fady funkce dvou
proménnych, nebot budeme pracovat v roviné.

7 vyse uvedeného je patrné, ze prace je urcena c¢tenaitim, kteri absolvovali
zakladni vysokoskolské kurzy matematické analyzy se znalosti redlnych a kom-
plexnich Fourierovych fad. Vhodna je téz znalost Parsevalovy rovnosti, ale i Fou-
rierovych fad v prostorech se skaldrnim soucinem, specialné v prostoru L2.

Vysledky prezentované v této praci byly shromazdény z cizojazycnych kniz-
nich, casopiseckych a internetovych zdroji, které jsou na patriénych mistech ci-
tovany. Ptvodni diikazy byly podrobné prostudovany a rozsiteny mimo jiné o di-
kazy tvrzeni, ktera byla formulovana jako cviceni. Nékteré z téchto zdroji ob-
sahovaly drobné chyby nebo nejasnosti, které byly v praci korigovany. Nékteré
z puvodnich dikazu byly zase zjednoduseny ve snaze zprostiedkovat zajimavé
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1. Izoperimetricka nerovnost

Prvni aplikaci Fourierovych tad, kterou se tato prace zabyva, je dikaz izope-
rimetrické nerovnosti. Tato nerovnost vymezuje maximalni obsah plochy ohrani-
¢ené jednoduchou uzavienou krivkou o dané délce, pricemz rovnost nastava prave
tehdy, kdyz je krivkou kruznice. Formulace této nerovnosti je fesenim izoperime-
trické tulohy, ktera hleda krivku dané délky maximalizujici obsah.

Abychom dokézali izoperimetrickou nerovnost, musime nejprve definovat né-
které pojmy tykajici se kivek, ale zapotiebi je zminit i vzorec pro vypocet obsahu
oblasti vymezené uzavienou krivkou, ktery je klicovou soucasti izoperimetrické
ulohy. Nejprve tedy zavedeme a zformulujeme potiebné definice a véty, a pak
s timto aparatem dokazeme izoperimetrickou nerovnost.

V zavéru kapitoly se pak budeme vénovat diikazu souvisejici tlohy, a to izodia-
metrické nerovnosti, kde opét figuruje délka krivky, tentokrat ovsem v souvislosti
s prumérem uzaviené kiivky. I pro tento diikaz vyuzijeme teorii Fourierovych rad.

1.1 Krivka

V préaci se budeme zabyvat jen kiivkami v roviné.

Definice 1. Spojité diferencovatelné zobrazeni v : [a,b] — R? se nazyjvd para-
metrizovand krivka.

Definice 2. Eekneme, Ze parametrizovand krivka v : [a,b] — R? je uzavrend,
plati-li v(a) = ~(b). Ddle rekneme, Ze takovd parametrizovand krivka je jedno-
duchad, plati-li

Vi, ts € (a,b],t1 # ta 1 y(th) # v(t2)-
Pozdéji budeme vyuzivat periodické rozsiteni funkce v na R s periodou b — a.

Definice 3. Parametrizovand krivka v : [a,b] — R? je reguldrni pro ty € [a,b],
pokud ~'(to) # 0.

Tyto pozadavky budeme klast na krivky, pro které budeme pozdéji dokazovat
izoperimetrickou nerovnost. Déle je ale nutné ukazat, jak souvisi koncept krivky
s jeji parametrizaci.

Definice 4. Parametrizované krivky 7 : [a,b] — R? a n: [c,d] — R jsou ekviva-
lentni (znacime v ~ n), pokud ezistuje difeomorfismus f : [a,b] — [c,d] takovy,
ze pro kazdé t € [a,b] plati v(t) = n(f(t)).

Pojem ktivka tedy odkazuje na tiidu ekvivalence s tim, ze pro kazdou ktivku
existuje nekonecné mnoho parametrizaci. Nékdy ale timto pojmem myslime primo
konkrétni parametrizaci, nékdy zase obraz kiivky, z kontextu by mélo byt jasné,
s jakym konceptem zrovna pracujeme. Specifickym typem parametrizace je para-
metrizace krivky obloukem.

Definice 5. Parametrizovand krivka v : [a,b] — R? je parametrizovand ob-
loukem, pokud pro vsechna s € [a,b] plati ||y (s)|| = 1.
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Nésledujici véta se tyka existence parametrizace obloukem. Zde ji uvedeme
bez dikazu. Dikaz nalezneme napt. v knize Tapp| (2016, Proposition 1.25).

Véta 1. Ke kaZdé requldrni krivce v : [a,b] — R? erxistuje krivka n : [c,d] — R?,
kterd je parametrizovand obloukem, v ~ n a v,n maji stejnou orientaci.

Pojem orientace souvisi s difeomorfismem f, ktery musi existovat, jsou-li
kiivky 7 a n ekvivalentni. Pokud f’(s) > 0 pro vSechna s, pak v a  maji stejnou
orientaci. Opacnou orientaci maji, pokud f’(s) < 0 pro vSechna s.

Nyni si pripomeneme vzorec pro vypocet délky krivky, ktery je tustrednim
pojmem izoperimetrické nerovnosti. Diikaz viz |Abate a Tovena| (2012, Theorem
1.2.7).

Vé&ta 2. Necht 7 : [a,b] — R? je parametrizovand krivka. Potom je délka krivky
v rovna urcitému integrdalu:

o= ["rola

Ma-li kiivka « parametrizaci v(t) = (x(t),y(t)), potom vzorec pro délku =y
muzeme psat takto:

(= [l ae= [ o+ yor i

Je-li krivka parametrizovana obloukem, jeji délka se rovna délce intervalu,
na kterém je tato parametrizace definovana, tedy b — a.

1.2 Vzorec pro vypocet obsahu plochy vyme-
zené uzavrenou krivkou

Zadanim izoperimetrické tlohy je najit jednoduchou uzavienou krivku dané
délky maximalizujici obsah ji vymezeny. K tomu tedy samoziejmé potiebujeme
znat vzorec pro vypocet obsahu rovinné oblasti, kterd je vnittkem uzaviené
krivky.

Jednim ze zpusobi, jak odvodit tento vzorec, je limitni prechod ze vzorce
pro vypocet obsahu mnohothelniku. Vzorce pro vypocet obsahu mnohothelniku
a z néj plynouci vzorec pro vypocet obsahu plochy vymezené uzavienou ktivkou
(véty 3| a 4]) uvadime bez dukazu, nalézt je ale muzeme napt. v ¢lanku Braden
(1986)).

Véta 3. Necht hranice jednoduchého n-ihelniku je pri kladné orientaci tvorena
body (z1,y1),...,(Tn,yn). PoloZme x,11 = 1, Yny1 = 1. Potom je obsah
n-thelniku roven:

[\D\»—t

Z T — Tr1) Yk + Yrr1)-

Pro vypocet obsahu rovinné oblasti vymezené uzavienou kiivkou mizeme tuto
ktivku aproximovat pravé m-tthelnikem. Limitnim pfechodem se z jeho obsahu
dostaneme pravé na obsah oblasti vymezené danou krivkou.



Véta 4. Necht A je obsah plochy vymezené jednoduchou uzavrenou kladné orien-
tovanou krivkou s parametrizaci c(t) = (z(t),y(t)),t € [a,b]. Potom plati:

b

A= [ynae= [Cay @ ar= 1 [Ty - Oy an (0)

a

Prvni rovnost plyne pravé z limitniho prechodu aplikovaného na vzorec pro ob-

sah m-thelniku. Druhy integral dava obsah té samé krivky, jen otocené o 90°

(rovnost se d4 nahlédnout i integraci per partes). Posledni integral je pouze arit-

metickym primérem dvou predchozich. Pravé tento vzorec vyuzijeme pro dikaz
izoperimetrické nerovnosti.

1.3 Parsevalova rovnost

Nez se budeme vénovat primo izoperimetrické nerovnosti, musime prezento-
vat nékolik tvrzeni tykajicich se Fourierovych fad. V prvnim pripadé se jedna
o dobfe znamou Parsevalovu rovnost, jejiz dikaz se da najit v rfadé publikaci,
napf. viz [Stein| (2003], kapitola 3, Theorem 1.3). Zde ji tedy dokazovat nebudeme.
Déle ale budeme potiebovat tzv. bilinedrni variantu Parsevalovy rovnosti, ktera
je méné znama a kterou dokazeme. Nakonec jesté dokazeme tvrzeni tykajici se
Fourierovych koeficientu funkce f’.

Véta 5 (Parsevalova rovnost). Necht f : [0,2n] — C je funkce, kterd je prokem
prostoru L*([0,27]). Budte ¢, komplexni Fourierovy koeficienty funkce f. Potom
plati:

1 27 s
[ @F dr= Y el

n=—oo

Tzv. bilinearni varianta Parsevalovy rovnosti je obvykle formulovana pro kom-
plexni funkce, viz|Stein (2003, kapitola 3, Lemma 1.5). Ndm ovSem postaci ve verzi
pro realné funkce.

Véta 6. Necht f,g: [0,27] — R jsou funkce z prostoru L*([0,27]), jejichZ Fou-
rierovy Tady jsou po Tadé Y00 an,e™ a 32 b,e™. Potom
1 27 el o

2m Jo o

[e9]
n=—oo

Dikaz. Nejprve musime dokazat, ze suma ). anb, konverguje. DokéZeme,
ze suma konverguje absolutné.

Vime, ze pro funkce f a g plati Parsevalova rovnost, a tedy sumy

o oo
Z ’an|2 a Z ‘bn|2
n=—oo n=—oo
jsou konvergentni. Pak plati:
o0 o o0 o0 o0
Z |anbn|: Z |an||bn|§ Z |an|2 Z |bn|2a
n=—oo n=—oo n=—oo n=—odo



pricemz nerovnost vychazi z Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti pro prostor po-
sloupnosti £2. Obé& sumy na pravé strané konverguji, a tedy i suma na levé strané
musi konvergovat.

Pro soucin funkci f a g plati:

1
fr9=5F+9" = =9
Potom tedy diky Parsevalové rovnosti plati:

1 2m 1 2r 1
o Jo 19 :E/o JF+9r = =g =

1 o0 o0 [e.o]

=502 lantbul = 3 Jauf = 3 |ouf) =

n=—oo n=—oo n=—oo

e} e} o0

=Y b )@ T B~ Y el = X ) =

n=—oo n=—oo n=-—oo

1 = —

n=—oo

JelikoZ jsou funkce f a g realné, plati, ze a,, = a_, a b, = b_,, (1ze snadno ovérit
ze vzorce pro komplexni Fourierovy koeficienty). S vyuzitim téchto vlastnosti
dostaneme

o0

Z ana—i_* Z a/na: Z ana‘

n=—oo n=—oo n=—oo

—
8
8

N | —
DO

]

Jesté zbyva ukazat tvrzeni tykajici se Fourierovych koeficientti v pripadeé,
ze hleddme Fourierovu radu derivace funkce f.

Véta 7. Necht fn je n-ty Fourieruv koeficient spojité diferencovatelné funkce f.
Pro Fourierovy koeficienty funkce f' plati:

o~ ~

f'(n) =inf(n).
Dikaz. Dukaz je snadny. Vzorec pro n-ty Fouriertuv koeficient funkce f” je

~ 1 2m )
'(n) = — "(t)e "™ dt.
Fry =5 [ 1
Tento integral muzeme vypocist metodou per partes, pricemz f'(¢) budeme

integrovat a e~ derivovat. Dostavame

~

Fin) = o ([0 ™) = [T @) (=ime ™ at) = infn)

0
[

Nyni mame konecné vsechny nastroje potiebné k dokazani izoperimetrické
nerovnosti.



1.4 Izoperimetricka nerovnost

Formulace izoperimetrické nerovnosti i jeji dikaz v této praci nasleduje zpt-
sob, kterym je prezentuje [Stein| (2003, kapitola 4, Theorem 1.1).

Véta 8 (Izoperimetrickd nerovnost). Necht C' je jednoduchd uzavrend rovinnd
krivka délky €. Oznacme |A| obsah rovinné oblasti vymezené touto krivkou. Pak

62
Al < —
| |_47r7

pricemz rovnost nastdvd pravé tehdy, je-li C kruznice.

Diikaz. Nejprve celou vétu dokazeme pro ktivky, jejichz délka je rovna 2.
V tomto pripadé tedy musime dokazat tvrzeni ve tvaru: |A| <, pfi¢emz rovnost
nastava, je-li tato krivka kruznici.

Vezméme tedy libovolnou jednoduchou uzavienou ktivku C' s parametrizaci
r: [0,27] — R2 r(s) = (z(s),y(s)), pricemz C je parametrizovdna obloukem,
tj. ||’ (s)|| = 1 pro vSechna s € [0,27]. Pak plati:

;ﬂ /()2”(95'(3)2 +y(s)?) ds = 1. (12)

Jelikoz je kiivka C' uzavfend, muzeme funkce x(s) a y(s) periodicky rozsitit
na celou realnou osu s periodou 27. Potom mizeme uvazovat Fourierovy rady
funkei z(s) a y(s),

z(s) = D ae™, y(s)= > bye™.

n=—oo n=—oo

Diky vété [7] vime, Ze Fourierovy fady funkei 2’ a ¢ vypadaji nasledovné:

Z apine’™, Z b,ine'™.

n=—oo n=—oo

Nyni aplikujeme Parsevalovu rovnost na integral ve vztahu (|1.2)).

1 o 1 2 1 2T
1= g/o (2'(s)* 4+ y'(s)*) ds = %/o |2'(s)|* ds + Z/o Y/ (5)]%) ds =
= 3 JawinP 4+ Y |bainf? =
= > [n*[(Jan]” +1ba]?)

Pro prehlednost uvedeme vysledek zvlast.

o

> 0% (lanf* + 1ba]*) =1 (1.3)

n=—oo

Nyni aplikujeme bilinearni variantu Parsevalovy rovnosti na vzorec udavajici
obsah plochy |A| vymezené kiivkou C.



b ) _ i _
A= 5| [/ (5) ~ y(5)a'(5)) ds| = 7| 3 auuin — Y- buain| =
=T Z n(ana_bn@)

Odhadneme shora ¢leny vysledné sumy. V prvnim kroku vyuzijeme trojihel-
nikovou nerovnost.

_ o 2 2
[(@nbn = buTm)| < laan] [bal + lan] [b] = 2| [ba] < [anl® + [ba]
Posledni nerovnost plyne ze skutetnosti, ze 0 < (|an| — |bn])”.
Diky tomuto odhadu a faktu, 7e |n| < |n|*, miizeme odhadnout shora cely
obsah plochy |A|.

Al <7 37 10l (Janl* + [ba])

n=—oo

Tato suma se ale podle vztahu ((1.3) rovnd 1. A tak tedy plati pozadovana
nerovnost
Al <

Zbyva dokazat, ze rovnost nastava praveé v pripadé, ze kiivkou je kruznice.

Ma-li nastat rovnost, musi stejné tak vsechny predchozi nerovnosti byt rov-
nostmi. Jednou z nich je rovnost |n| = |n|?. Ta plati jen pro n € {-1,0,1}.
Pro vSechna ostatni n bude tedy a,, b, = 0. Mame tedy:

z(s) = a_1e7" + ag + are”,

y(s) =b_1e7" + by + bre®.

Jelikoz x a y jsou realné funkce, plati, jak jiz bylo feceno, ze a_; = @y, b_; = by,
a proto tedy po aplikaci vztahu (|1.3)) dostaneme nasledujici:

1= | =1(la1]* + [oa]*) + 10[((lao|* + [bo[*) + [L](lar][* + [b1]*) = 2(Jar]* + [b1[),
a tedy
1
‘CL1|2 + |b1‘2 = 5

Zaroven chceme, aby platily rovnosti i zde:

(@B = bu@n)| = 2]an] o] = [ + [0 (14)

Vyuzijme druhou rovnost pro nalezeni |ay|, |b1|. Mame pak dvé rovnice o dvou
neznamych, |ay|, |by].
Pocitejme.



1
= 1.5
4|Cl1| | 1| ( )
Nyni dosadime do rovnosti ((1.5)):
1 1
2
al’ + ——— ==
| 1| 16|CL1|2 2
16 ]ai|* +1 — 8las|* 0
16 |ay |

(4]a1]* —=1)2 =0

(2]a1] — 1)*(2]a1| +1)* =0

v

Dostévédme jediné FeSeni |a;| = 1 a dosazenim dostdvame také [b;| = 1. Kdyz
zname absolutni hodnotu koeficient a; a b1, mizeme je psat v tomto tvaru:
1 . 1 .
a; = =€ by = —€'.

2 2

Vyuzijeme vSechny vztahy dohromady, a v tomto tvaru koeficienty dosadime
konkrétné do krajniho levého vyrazu v (|1.4]).

_ 1.1 _. 1 .,1 .
1=2(Jai]* + |bu|*) =2 ‘(albl — blch)‘ =2 ‘2610‘26_16 - §€ZB§G_M =
1 . 1 .
_ ‘264«15) _ 2ez<am’ _

= [i] [sin(er = B)|
Dostali jsme tedy, ze

|sin(ae — B)| = 1.
Potom pro tuhly plati:

T
a—5=§—|—k7r,k€Z. (1.6)

Nyni uz mizeme vyjadrit slozky parametrizace kiivky, pro kterou plati izope-
rimetricka rovnost.

ZL’(S) _ a—le—zs _l_ao_l_alezs — 56—1046—25 +ag+ 5ezozezs = ao+ 5ez(oz-i—s) + 56—2(04-‘,-5) —

= agp + cos(a + s).
Pro y(s) pak plati:



- , 1. 1
y(s) =bre™" + by + bre” = by + 562(6+8) + 56_%“) = by + cos(B + s).

Vyraz v argumentu kosinu ovSem muzeme upravit pomoci ziskaného vztahu

pro o a [ (1.6)):
by + cos(f + s) = by + cos(a — g —km+s) = by £ sin(a + s),

pricemz znaménko pred sinem zavisi na tom, je-li £ sudé nebo liché ¢islo. Nicméné
v obou pripadech se jedna o parametrizaci kruznice se sttedem v bodé |ay, bo]
s orientaci budto proti nebo po sméru hodinovych ruci¢ek. Tim je véta dokézana
pro vSechny ktivky délky 2.

Ted nezbyva nez ukazat, ze véta plati i pro kiivky libovolné délky ¢. Staci
totiz upravit méritko pomoci stejnolehlosti s koeficientem ¢ > 0. Uvazujme tedy
zobrazeni z R? do R?, (z,y) — (dz,dy). Co se tyce délky kiivky, oproti pivodni
délce ¢ bude délka obrazu kiivky fs rovna d¢, nebot

b= [ (@Y + (@) ds =6 [ \fr(sp (s = ot

Pro obsah plochy vymezené kiivkou plati nésledujici:

A = 5| [ 6a5) 6 (5) — ()5 () s =
=522 | [ sy 5) — o) () ds| = 6714

Vezmeme-li tedy § = 27”, pak v novém meéritku budou mit vSechny zkoumané
krivky délku 27. Podle predchozi ¢asti dikazu plati

62
Al < 28
| 5|_47T7

a tudiz
42
Al < —.
‘ | ~ A4r

1.5 Izodiametricka nerovnost

Dalsi nerovnosti tykajici se uzavienych ktivek, kde muzeme vyuzit poznatky
z teorie Fourierovych tad, je izodiametricka nerovnost. Maximalizovanou veli¢inou
je zde naopak délka ktivky, pricemz v jeji horni hranici tentokrat figuruje jeji
prumér. Ten definujeme nasledovné.
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Definice 6. Prumeérem d jednoduché uzavrené krivky C' s parametrizaci
v : [a,b] = R? rozumime

d= sup [P—=Q[= sup [y(t1) —~(t2)].
P,QeC t1,t2€[a,b]

Izodiametrickd nerovnost je v publikaci |Stein| (2003, kapitola 4, Problem 6.1)
uvadéna jako platna pro vsechny jednoduché uzaviené kiivky, které jsou konvexni.
V této praci si uvedeme diikaz pro uzsi okruh ktivek, a to pro ktivky, jejichz tthlové
zobrazeni je rostouci. Mezi pojmem tthlového zobrazeni a konvexitou totiz existuje
uzky vztah. Nasledujici véta zarucuje existenci tthlového zobrazeni pro kazdou
regularni rovinnou krivku. Dukaz viz Tapp| (2016, Proposition 1.39).

Véta 9. Necht v : [a,b] — R? je parametrizace obloukem krivky C. Potom
existuje spojité diferencovatelné zobrazeni, které nazyvime thlové zobrazent,
0 : a,b] — R, pricemz pro vsechna t € [a,b] plati:

7' (t) = (cosO(t),sin6(t)).

Zobrazeni 0 je urceno jednoznacné aZ na pricteni celociselného nasobku 2.

Uhlové zobrazeni tedy udava velikost thlu, ktery svird teéna ke kiivce C
v bodé t s osou x. Dale plati, zZe derivace thlového zobrazeni v bodé t je rovna
kiivosti kiivky C' v bodé ¢ (Tapp, 2016, rovnost (1.12)). Zavedeni pojmu krivost je
ponekud zdlouhavé a nesouvisi s izodiametrickou nerovnosti tak, jak ji uvedeme.
Muzeme vsak alespon naznacit souvislost konvexity a rostouciho tthlového zobra-
zeni. Krivost totiz tizce souvisi s konvexitou, jelikoz uzaviena jednoducha krivka
je konvexni pravé tehdy, neméni-li jeji kfivost znaménko, tedy v pripadé, ze je
bud nezapornd, nebo nekladnd na celém definicnim oboru (Tapp, 2016, Propo-
sition 2.12). Pro tucely této prace nebudeme pro izodiametrickou nerovnost klast
na ktivky pozadavek konvexity, ale rostouciho thlového zobrazeni. Je-1li thlové
zobrazeni kiivky C' rostouci, jeho derivace je kladnd, a tedy i kfivost je kladné.
To znamena, ze budeme pracovat s konvexnimi kiivkami, ale vynechdme ty kon-
vexni ktivky, jejichz ¢asti jsou usecky, tedy kiivky, jejichz kiivost je nékde rovna
nule.

Véta 10 (Izodiametrickd nerovnost). Necht C je jednoduchd uzavrend krivka
s parametrizaci

y(t) = (x(),y(1),t € [=m, 7],

jejiz ihlové zobrazeni 0 : [—m,m] — R je rostouci. Oznacme délku krivky ¢ a jeji
prumeér d. Potom plati:

{ < md.

Diikaz. Dtikaz je inspirovan postupem uzivatele internetového féora Mathematics
Stack Exchange (mboratko). V tomto dikazu budeme s kiivkou pracovat v kom-
plexni roviné namisto R%. Parametrizaci kiivky C' pak bude komplexni funkce
v(t) = x(t) +iy(t),t € [—m, ). Déle budeme uvazovat komplexni Fourierovu
radu této funkce. Nejprve dokazeme, ze pro n—ty koeficient této Fourierovy rady
a, plati

11



2la,| < d,n #0.

Vzorec pro a, je nasledovny:

1 7 4
an / y(t)e " dt.

"o )
Nyni provedme substituci t = u + .

1 TI'*% . s 1 ﬂ-i% ; ;
ap = —/ o <u + W) e~ dg = 7/ Y <u + W) e e "M dr =
27 Jog—x n 27 Jop-x n

1 = -
/ ~y (u + W) e "™(=1)dx
n

2m Sz
n

Vzhledem k periodicit¢ integrandu lze ale posunout integrancni meze o 7,

coz dava:

1 /7 X 1 m T :
— e ™dt = a, = ——/ <t > it e,
27'(' /77r’y( )6 @ 271' 771"}/ + n €

1 m T .
2a, = — t)—~(t+ = —mt q¢,
=i [ (02 (+3))e

Tuto rovnost uz ale mizeme pouzitim absolutni hodnoty vztahnout praveé
k praméru kiivky C'. Dostavame

1 ™ T . 1 ™
2 n < _ - —int — 7/
’a ’ 27 [W <7(t) 7 <t + n)) ‘ dt 21 J—x

1 T
< — —
_QWLﬂddt d,

jelikoz d je supremem predposledniho integrandu.

Déle budeme pracovat s derivaci parametrizace krivky C. Podminka kladena
na kiivky, se kterymi pracujeme, je, Ze maji rostouci thlové zobrazeni. Uhlové
zobrazeni 6 udava thel, ktery tecna ke kiivce svira s osou z. Ten musi diky
kladné derivaci neustale rist a kiivku tedy lze parametrizovat pomoci proménné
t € [—m, 7], kde t je pravé thel, ktery svird tecna s kladnou poloosou z. Funkce
~" pak muze byt zadéna v néasledujicim tvaru:

a tedy

™

”Y(t)—’y<t+n)‘dt§

7 (t) = e"2(1),

kde z(t) je nezédporné redlné ¢islo. Uvazujme o derivaci jako o vektoru tecny
(ztotoznujeme komplexni ¢isla a vektory v roviné). Tento zapis ndm déva gonio-
metricky tvar komplexniho ¢isla, kde z(t) reprezentuje délku vektoru, tedy vzda-
lenost komplexniho ¢&sla od pocatku, a ¢len e odpovidd tomu, Ze thel, ktery
svira vektor derivace s kladnou poloosou z, je roven ¢t.

Méme tedy vyjadreni derivace parametrizace kiivky C', tj. funkci 7. I z néj
ale dokazeme ziskat informace o Fourierovych koeficientech samotné . Pro Fou-
rierovy koeficienty derivace funkee f, f'(n), plati diky vété :

12



fi(n) = inf(n).

Nyni poéitejme prvni Fouriertiv koeficient funkee ', v/(1).

~ 1 o ) 1 ™
(1) = — “t—%ﬁ—J t)dt
(1) 27r/—7re 2(t)e 27 _Wz()
Jelikoz ale diky predchozimu tvrzeni miizeme /(1) vyjadiit pomoci a; (prvni
Fourieruv koeficient funkce «), plati, ze

1 ™
/ z(t) dt = iaq,

2 —T
pricemz ia, ziskavame jako urcity integral nezaporné realné funkce, coz znamena,
ze taq je nezaporné realné ¢islo. Pomoci zminéného integralu uz ale dokazeme spo-
¢itat délku kiivky C', ¢imz se dostavame k samému zavéru ditkazu izodiametrické
nerovnosti.

(= /W I (4)| dt = /” e 2(4)| dt = /ﬂ 2(t) dt = 2miay = 27 iay| = 2|ay| < wd.

—T —T

[]

Je zrejmé, ze izodiametrickd nerovnost prechazi v rovnost, je-li kiivkou kruz-
nice. Ta ale neni jedinou kfivkou s touto vlastnosti. Napf. z Barbierovy véty
plyne, Ze rovnost nastava pro kazdou krivku s konstantni kiivosti. Nejjednodussi
takovou ktivkou, ktera neni kruznici, je Reuleauxiiv trojihelnik.
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2. Ekvidistribuc¢ni véta

Dalsi tilohou, kde mizeme vyuzit poznatky teorie Fourierovych rad, je studium
neceloc¢iselnych casti ¢isel ny, kde n probihda prirozena cisla a v je pevné zvolené
realné ¢islo. Dokazovanym vysledkem této kapitoly bude véta popisujici rozdéleni
necelo¢iselnych ¢asti ¢isel ny v rdmei intervalu [0,1), neboli tzv. ekvidistribuéni
véta. Vedle toho se budeme zabyvat nékterymi konkrétnimi priklady. Nejprve ale
zadefinujme potiebné pojmy.

2.1 Necelociselna c¢ast c¢isla

Definice 7. Necht x € R. Celou édsti x znacenou [x] budeme rozumét celé ¢islo
n € Z, pro které plati:

n<z<n+l.

Pomoci celé c¢asti ¢isla uz miuzeme definovat pravé necelociselnou cast cisla,
se kterou budeme dale pracovat.

Definice 8. Necht x € R. Neceloc¢iselnou édst x znacenou (x) definujeme jako

(x) = x — [z].

Nyni vezméme redlné ¢islo v # 0. Pfedmétem naseho zajmu bude posloupnost
neceloc¢iselnych casti ny, tedy

{(n) s -
V ptipadé, ze v € Z, je tato posloupnost konstantné nulova. Plati-li v = % €Q,
pak ma posloupnost ¢leny

W= (G () () (7)o paca

z ¢ehoz je ziejmé, ze od jistého momentu se cleny posloupnosti za¢nou opakovat,

a posloupnost je tedy periodicka s periodou q.

Nejzajimavéjsi je tedy pripad, kdy za + bereme iracionalni ¢islo. Potom je
posloupnost prosta. Kdybychom totiz predpokladali, ze existuji néjaka nq,n, € N
takovd, ze (n1y) = (no7y), pak by muselo platit, Zze (n1y — noy) € Z, a tedy ze
~v € Q, coz je spor.

Vime tedy, ze je-li 7 iraciondlni, (ny) dédva pro kazdé n jiné ¢islo z intervalu
[0,1). Otézka, jak bude vypadat rozdéleni hodnot této posloupnosti na intervalu
[0,1), je tstfednim tématem této kapitoly. Budeme totiz dokazovat, ze tyto hod-
noty jsou v intervalu [0,1) rozdéleny naprosto rovnomérné, konkrétné, ze v ném
jsou ekvidistribuovény (Stein, 2003, kapitola 4).
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2.2 Ekvidistribuovanost

Definice 9. Rekneme, Ze posloupnost {£,}°°,, jejiz cleny jsou redlnd &isla z in-
tervalu [0,1), je ekvidistribuovand, pokud pro kazdy interval (a,b) C [0,1) plati

lim #1<n<N:E € (ab)}

N—o0 N :b_a7

kde # A oznacuje pocet prvki konecné mnozZiny A.

Muzeme také Fict, ze posloupnost {£,}5°, je ekvidistribuovana na [0,1) pravé
tehdy, pokud pro velka N plati, ze se pomér poctu clent &, nachazejicich se
v intervalu (a,b) ku celkovému poctu ¢lent N rovna poméru délky intervalu (a,b)
ku délce intervalu [0,1). Posloupnost {&,}22, tedy obsdhne cely interval [0,1),
pricemz kazdy jeho podinterval je rovnomérné zastoupen.

Priklad. Ekvidistribuovanou posloupnosti je napriklad posloupnost obsahujici
zlomky ve tvaru %, kde ¢ = 0,1,2,...,5 — 1 a 5 = 2,34,..., pficemz prvnimi

cleny jsou zlomky s jmenovatelem j = 2, které jdou za sebou s rostoucim ci-
tatelem ¢ = 0,1. Dale nasleduji zlomky se jmenovatelem j = 3 sefazené podle
rostouciho citatele i = 0,1,2. Posloupnost pokracuje analogicky pro vSechna dalsi
J, a vypada tedy nasledovné:
1 2 0 1
3 Y 3 ) Y 4 )
Tato posloupnost rovnomérné pokryva cely interval [0,1). S rostoucim n dosté-
vame jeho ¢im dal tim hustéjsi rovnomérné déleni. Pfesto musime tvrzeni, Ze tato
posloupnost je ekvidistribuovana na [0,1), dusledné dokdzat. Dikaz je inspiro-
van postupem uzivatele internetového fora Mathematics Stack Exchange (Scott,

2016).
Nejprve ozna¢ime Fj skupiny zlomkt tvofici nasi posloupnost {&,}52 ;.

9 g e e

ol DN

1 3
0, =, 0 -0
7277 ’477

=N
ot =

Fj:{’,;izo, 1,...,j—1},j22.
J

Tedy Fy = {03}, Fs = {0, 1,2}, atd.
F; rozdéluje interval [0,1) na j intervalt délky % Pro kazdé a,b € [0,1),a < b,

muzeme najit ¢isla k1,0 € {0,1,...,7 — 1}, pro které plati:

k k41 l L +
—<a<———; S<b<—
J J J J
% a 171 jsou tedy prvky mnoziny F; uvnitf intervalu (a,b), které maji od jeho
krajnich bodu nejmensi vzdalenost. Vné intervalu (a,b) lezi ¢isla % a llTﬂ, pricemz

llj—*l nemusi byt prvek mmnoziny Fj, nebot nejblizsi zlomek se jmenovatelem j

vpravo od b miize byt roven % = 1, ktery uz nepatif do mnoziny Fj. Pro pocet
prvk mnoziny F; uvnitt intervalu (a,b) pak plati:

#(ab)NF}=h+1-k—-1>jb—ja—1=jb—a)—1,

pricemz nerovnost vyplyva z vlastnosti k£ a [; uvedenych vyse.
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Co se tyce posloupnosti &,, pro niz dokazujeme ekvidistribuovanost, jeji prvni
dva ¢leny jsou prvky Fy, nasledujici t¥i ¢leny jsou prvky F3 atd. Mnoziny Fy, Fj
az Fj tedy v tomto poradi davaji prvnich % j(7 + 1) — 1 ¢lent posloupnosti &,,
nebof

j
Zz:— (j+1)—1

=

Ozna¢me T; = $j(j+1)—1, j > 2. Pro kazdé N € N existuje m; > 2 takové,
ze Ty, < N < T,,,41, neboli pro N-ty clen posloupnosti {&,}°°, je nejblizsi
ukoncend skupina F},,. Potom plati:

#1<n<N:§ € ab}>Z#{abﬁF}>Z (b—a)—1) =

=> jlb—a)—mi+1=T, (b—a)—m; +1.
Tedy:

#{1<n<N:& € (ab)} Ty mp—1
N L

(2.1)

Co se déje s pravou stranou nerovnosti pro N jdouci k nekoneénu? Prvni ¢len
se blizi k b — a, nebot

Toi Ty, _ T,
< < ,
Ty +1 N T,
1
—T1m (m1 + 1) —1 T
2 <1<

;(m1+1)(m1+2) _1

]T\'?
jde k jedné.

Druhy ¢len pravé strany nerovnosti (2.1) se pro m; — oo, a tedy N — oo
blizi k nule, jeliko? plati

m1—1 m1—1 m1—1
< < ;
Trny+1 N T,
m1—1 m1—1< m1—1

=7 )
N §m1(m1—|—1)—1

pricemz leva a prava strana se blizi nule.
Vime tedy, Ze limita vyrazu na pravé strané nerovnosti (2.1)) je rovna b — a.
Nyni se ale zaméime na uzavieny interval [a,b] C [0,1). Pro [a,b] nalezneme
¢isla ko,ly € {0,1,...,5 — 1}, pro kterd plati:

k2< k2+1 l—?gb<l2—f1,

J J J J
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a tedy

#{[abNF;j} =l — (ke +1)+1<jb—ja+1=jb—a)+1.

Znovu oznatme T; = 1j(j + 1) — 1, j > 2 a piedpoklddejme, Ze
Th,—1 < N < T,,,, promy > 2, neboli, ze pro N-ty ¢len posloupnosti &, je
nejblizsi ukoncend skupina, jejiz posledni ¢len je ostfe mensi nez &y, praveé 1, 1.
Potom plati:

#1<n< NG elatl) <3 Hl N E} < 3 (b -a) +1) =

ma
=Y jlb—a)+mys—1="Tp(b—a)+ms—1.
j=2
Tedy:
Ty moe—1_ #{1<n<N:E, €lab]}
b— : > 2.2
pricemz pro N — oo se leva strana také blizi hodnoté b — a. Pro ¢len T]’(‘ﬁ totiz

plati nasledujici:

T, < T, T,
Th, = N Trp1’

neboli
%mg(mg + 1) —1
1
2

(m2 — 1)m2 — 1,

Ty 11057 1o 5 1o , , . .
a tedy pro N — oo se =52 blizi k jedné. Druhy ¢len v levé strané nerovnosti ((2.2))
se zase blizi k nule, nebot se lisi pouze znaménkem oproti ¢lenu nachazejicimu se
v nerovnosti (2.1]), jehoZ limitu jsme jiz nasli.

Nyni muzeme nerovnosti (2.1)) a (2.2)) spojit, nebot plati, Ze

#{1<n<N:& €ladl} >#{1<n<N:&, € (ab)},

a tedy

Tm2+m2—1>#{1§n§N:§n€[a,b]}>

(b=a)y N = N =

1<n<N:& € (ab T, my — 1
2#{ SN S 5 (CL )}Z(b—(l> 1A
N N N
Jelikoz se limity krajnich vyrazi v nerovnosti rovnaji, podle véty o dvou straz-
nicich tak existuji i limity vyrazu uprostied a pro a,b € [0,1) plati:

lim #{1<n<N:¢, €labl} ~ lim #1<n<N:§ €(ab)}

N—o0 N N—o0 N

=b—a,

¢imz je dokézano, ze posloupnost {&,}22, je ekvidistribuovana na [0,1).
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Priklad. Necht {r,}°, je jakdkoliv posloupnost vSech racionalnich ¢isel na [0,1).
Definujme posloupnost &, nasledovné:

€ - Tns2 Pro sudd n,
" 10 proliché n.

Zajimé nés, jestli je tato posloupnost ekvidistribuovana na [0,1). Vezméme
napiiklad néjaky interval (a,b) C (0,1) jehoz délka je vétsi nebo rovna 3. Celd
pilka ¢lenti posloupnosti &, je ale rovna 0, a tak pro

<n< :
sy FLEN SN 6, € (@)
N—oo N

plati, Ze je ostfe mensi nez délka intervalu (a,b), a posloupnost tak neni ekvidis-
tribuovana. Ve srovnani s predchozim prikladem je zkoumana posloupnost také
posloupnosti raciondlnich ¢isel z intervalu [0,1), kde vyskyt O je nekonecny, ale
jejl usporadani je odlisné, coz ma tedy zasadni vliv na to, zdali je, nebo neni
posloupnost ekvidistribuovana.

2.3 Ekvidistribuc¢ni véta

Klicové tvrzeni této kapitoly se ale tyka posloupnosti, kterou jsme definovali
na zacatku, tedy posloupnosti necelociselnych ¢asti ¢isla ny, kde v je iracionalni
¢islo. Formulace tzv. ekvidistribu¢ni véty i jeji dikaz opét néasleduji Stein| (2003,
kapitola 4, Theorem 2.1).

Véta 11. Necht «y je iraciondlni ¢islo. Potom posloupnost {{ny)}2, je ekvidis-
tribuovand na [0,1).

Diikaz. Zvolme (a,b) C [0,1). Nechf x(qp) oznacuje charakteristickou funkci in-
tervalu (a,b), konkrétné

1 proz € (ab),

X () = {0 pro z € [0,1) \ (a,b).

Tuto funkei mtzeme periodicky rozsifit na celou realnou osu (s periodou 1),
pricemz ji nadale budeme oznacovat x(4p). Potom ale plati

#{1<n<N:(ny) € (ab)} = Xy (),

n=1

a tak mizeme dokazovanou vétu preformulovat nasledujicim zptisobem:

1 X 1
N Z X(ab) (nY) = /0 X@p(r)de =b—a  pro N — oo.
n=1

Periodickym rozsifenim funkce x (44 jsme se zbavili nutnosti pracovat s nece-
lo¢iselnou ¢asti ¢isla a problém z oblasti teorie ¢isel mtizeme fesit pomoci redlné
analyzy.

Abychom mohli vétu v této podobé dokazat, dokazeme tvrzeni nejprve
v obecné podobé pro spojité funkce.
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Lemma 12. Je-li f spojitd a periodicka s periodou 1 a vy je iracionalni, pak
1 X 1
—Zf(nv)—)/ f(z)dz  pro N — oo.
N — 0

Dikaz. Tento dukaz rozdélime do t1i kroki.

1. V prvnim kroku dikazu tvrzeni dokazeme pro funkce ve tvaru

folz) = ¥ | € 7.
Ty jsou spojité a periodické s periodou 1.

Pro fy = 1 rovnost zfejmé plati. Pro k # 0 plati

/1 2mike 0 — [ 1 eQwik:}c:| ! —0
0 2mik 0 .

Co se tyce levé strany, tedy sumy, vzhledem k tomu, Ze v je iracionalni

9 9 ) ?
plati, Ze €™ £ 1, a uvazovani suma tedy predstavuje soudet koneéné
geometrické fady s kvocientem e?>™*7, pricemz dostdvame:

1 N eZm’k'y 1— 627ril~cN’y
NI, 2 ) = i T T

Limita na pravé strané je rovna 0, nebot jde o souc¢in dvou funkeci, z nichz
prvni jde k 0 a druhé je omezena. Tim je lemma dokézano pro funkce fj.

2. Je ztejmé, ze pokud funkce f a g splnuji lemma, potom ho splnujii Af+ Bg
pro A,B € C. Krok 1 tedy implikuje, Ze lemma plati pro vSechny trigono-
metrické polynomy.

3. V poslednim kroku budeme pomoci faktu, ze lemma plati pro vSechny tri-
gonometrické polynomy, dokazovat jeho platnost pro libovolnou spojitou
periodickou funkei f.

Necht € > 0. Jestlize f je libovolna spojita funkce s periodou 1, existuje
trigonometricky polynom P takovy, Ze

sup f(«)  P(a)] < 5.

zeR

Pro polynom P je jiz lemma dokdzano, a tak pro dostatecné velkd N plati

1 €
< —.
0 3

;;P(nfy) —/ P(z)dz

Pak uz mtzeme lemma dokézat pro funkci f:

1
0

3 s [ s
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+/ \P(z) — f(z)] de < e.

Nyni mtZeme pokracovat v dukazu véty [1I  Predpokldadejme,
ze 0 < a < b < 1. Bez Ujmy na obecnosti zvolme libovolné kladné
e < min(a,1 — b,(b — a)/2). Pro funkeci x(qp mizeme nalézt dvé spojité peri-
odické funkce f a f-, které ji aproximuji shora a zdola. x(p se s f' a f
shoduje vSude na [0,1) kromé intervala délky 2e, kde f a f- spojité probihaji
hodnotami mezi 0 a 1. Funkce f a f- jsou zobrazeny na obrazku .

X(a,b)

0 a—€¢ a a-te b—e b b+e 1

Obrézek 2.1: Aproximace funkce x(q3 pro 0 <a <b <1

Pro tyto funkce tedy plati:

fo(@) < Xap () < fF(2),
a zaroven

b—a—QES/OIfG(x)dx

1
/ fH(x)de <b—a+2e
0

Ozna¢me Sy = + SN | v(up)(ny). Z piedchoziho pak dostdvame:

S ) <Sy< L3 frmm)
Nn:1e V—N—Nn:1e v )s

b—a—26<11]£n1nfSN<hmsupSN<b—a+26

N—o0
Jelikoz toto plati pro kazdé € > 0, existuje limy_,o, Sy a je rovna rovna b — a,
¢imz je véta dokazana ¢imz je véta dokazana pro pripad 0 < a < b < 1.
Pokud a = 0 nebo b = 1, lze postupovat podobné, jen je potieba mirné
pozménit definici funkce f. Abychom mohli uplatnit lemma , je treba, aby
funkce f a f- byly periodické. Obrazek ilustruje situaci, kdy a =0a b < 1.
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X(a,b)

Obréazek 2.2: Aproximace funkce x4 pro a =0,b <1

V pripadé, ze a > 0 a b = 1 budeme postupovat symetricky. V pripadé,
ze a = 0,b = 1 bude funkce f na [a,b] konstantné rovna 1. Ve vSech téchto piipa-
dech ale mizeme uplatnit odhady, které jsme pouzili pro pripad
0 <a<b<1,avéta je tak dokazana.

]

2.4 Benfordiv zakon pro mocniny dvojky

Nyni, kdyz je ekvidistribuéni véta dokazana, se mizeme vénovat prikladu
jejtho vyuziti. Tématem bude tzv. Benforduv zakon. Podle néj se v mnoha sou-
borech ¢isel objevuji nizsi ¢islice na pozici prvni platné ¢éislice s vétsi pravdépo-
dobnosti nez vyssi ¢islice. Konkrétné plati, ze pravdépodobnost vyskytu ¢islice
d € {1,2,...,9} jako prvni platné ¢islice je rovna logy, (1 + é) (dale budeme
pro oznaceni dekadického logaritmu psat log z).

Poprvé byla tato hypotéza zformulovana v roce 1881 astronomem a mate-
matikem Simonem Newcombem. Myslence dalo vzniknout pozorovani, ze prvni
stranky logaritmickych tabulek, tedy ty obsahujici logaritmy ¢isel zacinajicich
jednickou, dvojkou, ..., nesou vyrazné vétsi znamky uzivani nez stranky v druhé
poloviné tabulek. Newcombtv ¢lanek ve své dobé nevzbudil mnoho pozornosti.
Az o témer 60 let pozdéji vydal svou publikaci tykajici se tohoto jevu americky
fyzik Frank Benford. Ten tvrzeni podpotil analyzou 20 velkych souborti dat obsa-
hujicich az 20 000 ¢isel, mezi nimiz byly napt. pocty obyvatel, ceny, ale i ndhodné
¢iselné tdaje objevujici se v novinach. (Kossovsky, [2014)

Predmétem naseho zadjmu bude ovéreni Benfordova zakona pro posloupnost
prirozenych mocnin dvojky. Vezmeme-li nekonec¢nou posloupnost prirozenych
mocnin dvojky, navzdory intuitivnimu ocekavani opravdu neplati, ze by se
na prvni pozici mohly se stejnou pravdépodobnosti objevit ¢islice 1 az 9. Platnost
Benfordova zakona pro posloupnost prirozenych mocnin dvojky mtuzeme dokazat
pravé pomoci ekvidistribuéni véty [11]

Konkrétné nés bude zajimat rozlozeni vyskytu jednotlivych ¢islic na prvni
pozici v posloupnosti {2"}5°, a jeji zaokrouhlené varianté, tedy v ¢islech tvaru
d - 10¥ nejbliZe pfirozenym mocninam dvojky, kde d je jedno z ¢&isel od 1 do 9.
Priklad a jeho Teseni pochazi ze sbirky |Velleman (2020)).

Pracovat tedy budeme s posloupnosti {2"} 7, . Ekvidistribu¢ni vétu budeme
aplikovat na iraciondlni ¢islo log2. Pokud by log2 nebylo iracionalni, mohli
bychom ho vyjadrit jako podil dvou prirozenych cisel p, g. Potom by muselo platit
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107 = 2, a tedy 107 = 29. Jenze leva strana by byla délitelnd 5, zatimco prava
ne. Dostavame spor, a log 2 je tak iracionalni.
Déle vezméme n € N a oznacme k = [log2"]. Potom

log 2" = [log2"] + (log2") = k + (nlog?2),

a ted
Y on — 10(n10g2> . 10k

Plati, ze 0 < (nlog2) < 1, a tedy 1 < 1082 < 10. Z toho vyplyva, Ze
pro d € {12,...9} bude 2" zacinat dcislici d pravé tehdy, kdyz plati
d < 10182 < d 4 1, ekvivalentné logd < (nlog2) < log(d 4+ 1). A proto je
podil ¢lenti posloupnosti 2!, ...,2V, které zac¢inaji ¢islici d, dan zlomkem

#{1 <n < N:(nlog2) € [logd,log(d+ 1))}
N :

Podle ekvidistribucéni véty plati, ze pro N jdouci do nekonecna je tento podil
roven délce intervalu [logd,log (d + 1)), tedy

1
log(d+ 1) — logd = log (1 + d) ,

¢imz je Benforduv zdkon pro ¢isla ve tvaru 2™ dokdzan. Tabulka2.Tjudévé ¢iselnou
hodnotu pravdépodobnosti pro kazdou ¢islici.

Cislice Pravdépodobnost

0,3010
0,1761
0,1249
0,09691
0,07918
0,06695
0,05799
0,05115
0,04576

—_

© 00 1 O U i W N

Tabulka 2.1: Prvni ¢islice mocnin dvojky

Nyni se ale zaméfme na posloupnost, kde kazdé ¢islo 2" zaokrouhlime na nej-
bliz&l &islo ve tvaru d - 10%,d € {1,2,...,9},k € N. Budeme muset upravit tvar
intervalii, na které budeme aplikovat ekvidistribu¢ni vétu, tak, aby odpovidaly
zaokrouhleni. Stéle plati, ze

on — 10(n10g2> . 10]{:7
kde k& = [log2"]. Abychom 2" zaokrouhlili na jednu platnou ¢islici, staci zao-
krouhlit 10("1°82) na nejblizsi celé ¢islo. Z toho dostévame, Ze pro d € {2,3,...,9}
bude po zaoukrouhleni prvni ¢islici d pravé tehdy, kdyz d — % < 10{nle2) < g4 %,
neboli log (d — %) < (nlog2) < log <d+ %) Z toho vyplyva, ze pro libovolné
prirozené N je podil zaokrouhlenych prirozenych mocnin dvojky, které zacinaji
c¢islici d, v prvnich N ¢lenech urcéen jako:
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#{1 <n<N:(nlog2) € [log (d— %) ,log <d+ %))}
N )
coz se podle ekvidistribuc¢ni véty pro N — oo blizi hodnoté

1 1 2d + 1

Tim jsou ur¢eny pravdépodobnosti pro d € {2,3,...,9}. Pro d = 1 je ale
situace jina, jelikoz po zaokrouhleni bude na prvni pozici jednicka v pripadé, ze
se 10("1°82) zaoukrouhli na 1, ale i na 10. To nastane v pifpadé, Ze se (nlog?2)
nachazi v intervalu [0,10g %), nebo {log %,1). Po aplikaci ekvidistribuéni véty
na tyto intervaly dostavame, ze pravdépodobnost, ze ¢islo 2™ zaokrouhlime na tvar

1-10%, je rovna
3 19 19
1 — 1-1 —)=1-1 — ).
Og<2>+ Og(z) Og(s)

Zaokrouhlené pravdépodobnosti pro jednotlivé ¢éislice uvadime v tabulce [2.2]

Cislice Pravdépodobnost

0,1984
0,2218
0,1461
0,1091
0,08715
0,07255
0,06215
0,05436
0,04830

—_
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Tabulka 2.2: Prvni ¢islice zaokrouhlenych mocnin dvojky
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3. Nekonecné soucty sudych
mocnin prevracenych hodnot
prirozenych cisel

Fourierovy rady slouzi také jako uzitecny nastroj pro vypocet souc¢ttt mnohych
¢iselnych rad. Zvolenim vhodné funkéni hodnoty Fourierovy rady jisté funkce jsme
casto schopni vyjadrit zajimavé nekonecné soucty. Timto zptusobem je mozné
vypocist i nekoneéné soucty sudych mocnin prevracenych hodnot pfirozenych
¢isel.

Nejprve ale zminme konkrétnéjsi problém, a to vypocet sumy ¢tvercii prevra-
cenych hodnot prirozenych ¢isel. Toto zadani je zndmé jako basilejsky problém,
k jehoz vyteseni vyzval pravé basilejsky matematik Jakob Bernoulli. Byl to ale
jiny rodak z Basileje, ktery jako prvni prezentoval své feseni, a tim byl Leonhard
Euler. Stejné tak prisel pozdéji s obecnym vzorcem pro vypocet souct sudych
mocnin prevracenych hodnot prirozenych ¢isel (viz Lord| (2014)). Oboji se ovsem
d4 (raznymi zpusoby) vytesit pomoci Fourierovych rad.

3.1 Vypocet za pomoci Fourierovy rady pilovité
funkce

Jednim ze zptsobu nalezeni vzorce pro soucty sudych mocnin prevracenych
hodnot prirozenych ¢isel je prace s pomérné jednoduchou funkci, jak navrhuje
ve svych cvicenich k Fourierovym fadam Korner| (1993).

Vezméme funkci

hMz)=z, 0<x <1,

kterou periodicky rozsitime na celou redlnou osu s periodou délky 1. Dostaneme
tak typ tzv. pilovité funkce. V tomto pripadé jde o nespojitou periodickou funkei,
kterd je ale po castech diferencovatelna, a tedy nebude problém pracovat s jeji
realnou Fourierovou radou.

V této kapitole nepracujeme s 2w —periodickou funkci, a je tedy zapottebi
pripomenout tvar realné Fourierovy rady a koeficienti pro [—periodické funkce
fe LY (ab]),l=b—a:

F(z) = % + Z (an oS (Zrnx) + b, sin <;nx)> .

n=1

Pro redlné Fourierovy koeficienty na obecném intervalu [a,b] délky | = b — a
plati:

2 0 2
a, = 7/ f(z) cos <l7rnx> dz, n € Ny,

2 b 2
b, = 7/ f(z)sin (;nx) dr, ne N

Pro Fourierovy koeficienty nasi pilovité funkce h(z) tedy plati:
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1

2
a0—2/ xdx—2[21 =1,

0
a pro n € N plati

T sin 2mnx
2mnh

1 1 1
ay, = 2/ x cos(2mnx) dx = 2 ( — / cos(mnz) d.x) =
0 o Jo

_ lsin(27mx)]1 o,
2mn 0

2mn 2mn

9 —1 N sin(2rnz) ]’ :2(—1> :;1'
2mn 47r2n?2 0 2mn ™

Fourierova fada F'(z) funkce h(x) bude mit tvar

1 _ 9 ! 1 9
b, = 2/ xsin(2mnx) de = 2 ([xcos(ﬁnm)} +/ cos(2mna) d:z;) =
0 o Jo

Flz) = i — Sln(27TTL£L')

™

[\D\H

Jelikoz h(x) je diferencovatelnd na intervalu (0,1), plati pro z € (0,1), ze
h(z) = F(z), a tedy

1 & —sin(2
MRS sin( an)'

2

n=1 ™

Klicem k ziskani vzorce pro vypocet sumy sudych mocnin prevracenych hod-

not prirozenych cisel bude opakovand integrace této rovnosti upravené do nésle-
dujiciho tvaru:

oo

o> )

— sin 27m9[:)

z € (0,1). (3.1)

P1i opakované integraci budeme na levé strané dostavat polynomy vyssich
a vyssich stupni, na pravé strané budeme integrovat fadu c¢len po ¢lenu, pricemz
se v Citateli bude stridat sin(27nz) a cos(27mnx). Ve jmenovateli uvniti fady se
bude zvysSovat mocnina u n. Rist bude mocnina i u vyrazu i s ménicim se
znaménkem.

Kli¢ové bude zjisténi, ze v ¢itateli uvniti fady se bude vyskytovat cos(2mnx)
prave tehdy, kdyZz mocnina u n ve jmenovateli bude sudd. Potom pii dosazeni
xz = 0 do cos(2mnx) dostaneme v ¢itateli hodnotu jedna, a tak ziskdme hodnotu
souctu

1
Z—m, m e N,
n:ln

coz je Tesenim naseho zadani.

25



Prvni integraci je ale zapotiebi provést jinym zptsobem nez ty, které budou
nasledovat. Rada na pravé strané rovnosti totiz nekonverguje stejnomérneé,
coz muzeme nahlédnout napriklad ze skutecénosti, ze tato Fourierova fada (fada
spojitych funkei) neni spojitd v bodech x = 0 a = 1, nebot v téchto bodech ma
hodnotu 0, zatimco na intervalu (0,1) konverguje k funkci 2 — £. Proto ji zatim
nemuzeme jednoduse integrovat ¢len po ¢lenu. Vezmeme tedy nejprve primitivni
funkci levé strany, nacez budeme hledat jeji Fourierovu radu. Az poté budeme
opakované integrovat obé strany.

Integrujme polynom na levé strané rovnosti (3.1)).

[(eg)ar= -5+
T 5 :L‘—2 5 Co.

Jelikoz koeficienty u kvadratického a linedarniho ¢lenu jsou oba rovny %, bude
jednodussi psat integracni konstantu v tomto tvaru:

2 oz c 1(x2—a:+c).

2727373
Nyni hledejme Fourierovu fadu tohoto polynomu.

3 2

11 1 1 1
a0:2/0 §<x2—x—1—0) der = [g—é—kcmh: :f—§+c:—7+c.

Déle pro n € N plati:
a :2/11($2—$+C)COS(27T7”L$)(1$=
1

1 1
= / z% cos(2mnx) dr — / x cos(2mnz) dx + c/ cos(2mnx) dz =
0 0 0

22 sin(27nx) ! /1 2x sin(2mnx) 4 x sin(2mnx) ! N
= 7| — - 2 dz-|—z
2mn 0 0 2mn 2mn 0

: . 1
1 2 — 2
+/ sin(2mnz) o + ¢ sin(2mnx)
0 2mn 2mn 0

22 cos(2mnz) | 1 cos(2mnx) — cos(2mnz) !
=04 [T / T Qo — 04 | — =T g =
* [ 4m2n? ]0 o 4mnz * 4m2n? 0 *
2 sin(2mna) ]! 1
 4n2n? gmnd |, 2mPn?

Koeficienty b,, ziskdame takto:
11, ‘
b, = 2/ = (:c —x+ c) sin(2mnz) dr =
0 2

1 1 1
= / x?sin(2rnx) do — / xsin(2mnex) do + c/ sin(2rnz) dz =
0 0 0
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—x? cos(2mnx) ! 1 22 cos(2mnz) x cos(2mnx) !
_ [ 2o e
2mn o /o 2mn 2mn 0

/1 cos(2mnx) d -+ — cos(2mnz) ! 1 N 22 sin(2mn) !
— —dx 4| —m————| = — —
0 2mn 2mn 0 2mn 4m2n? 0

1 sin(2mnx) 1 [Sin(%mx)] ! [cos(%mx)] !
- ————dx+ — +0=0+|—F5==—"| =0.
/0 0 0

472n2 2mn 472n? m3n3

Zname tedy tvar Fourierovy fady primitivni funkce polynomu na levé strané
rovnosti (3.1)). Jelikoz tato funkce je spojita a diferencovatelna na intervalu (0,1),
plati, ze se tato funkce na tomto intervalu rovna své Fourierové radeé:

? r ¢ ¢ 1 icos(%mw)

> 2727 27D 0 2m2p?

Znovu presuneme nulty Fouriertv koeficient na levou stranu, aby na pravé
strané zbyla jen nekonec¢na rada:

x? z cos( 27mx)
19 7T2 Z

2 2

V dalsich krocich budeme moci Jednoduse integrovat i fadu na pravé strané,
tedy clen po ¢lenu. K tomu staci dokazat, Ze tato rada konverguje stejnomérné,
k ¢emuz pouzijeme Weierstrassovo kritérium.

Musime nalézt konvergentni majorantu pro fadu na pravé strané s ¢leny
v absolutni hodnoté:

(3.2)

cos(2mnx)
27m2n?2
K tomu staci vzit fadu Fourierovych koeficientii a,, v absolutni hodnoté, nebot
| cos(2mnx)| (ale i | sin(27nx)|) je mensi nebo rovna jedné.

>

n=1

1 > 1
Z’an’_zzz 2<Z_:1ﬁ’

pricemz posledni tfada konverguje, a tedy podle Weierstrassova kritéria plati,
ze je tada
i cos(2mnx)
2m2n?

stejnomérné konvergentni.

Diky stejnomérné konvergenci fady na pravé strané (3.2) vime i to, ze fada,
jakozto Tada spojitych funkci, musi byt spojita v bodech 0 a 1, a proto plati vztah
pravé i v krajnich bodech, tedy na celém intervalu [0,1]. Pravé dosazenim
krajnich bodt do rovnosti dostaneme feseni basilejského problému (hodnoty
pro x =0 a x = 1 se rovnaji):

1

19 27r2 Z nz’
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T; n?2 6
Nyni uz ale mizeme piejit k opakované integraci obou stran vztahu (3.2).
Abychom mohli nalézt primitivni funkci fady na pravé strané, vyuzijeme urcity
integral, ktery je funkci své horni meze. Pro urc¢ité integraly totiz mizeme vyuzit
vétu o zdmeéné integralu a rady, a tedy integrovat radu c¢len po ¢lenu, coz je
mozné diky stejnomérné konvergenci, kterou jsme dokazali. Opakované budeme
brat urc¢ity integral levé a pravé strany od 0 do x. UkéZeme si dvé nasledujici
integrace. Hledame tedy primitivni funkci levé a pravé strany, kterou spocteme
pomoci urcitého integralu:

e (12 ¢ cos( 27mt
/0 <2_2 12) dt = /0 (WZ )dt’

ﬁ_ﬁ_Fim:Li sim(?wnt)x7
6 4 12|, 4= ,

3
2 22 oz 1 & sin(27mnx
7_7+7:72¥.
6 4 12 ami

Explicitné uvedeme jesté jeden krok integrace obou stran, kde bude situace

vvvvvv

(3 2t z (1 & sin(2mnt)
L at— | dt
/o (6 1 12) 0 (47r3n§ n? ’

B 2" 1 & [—cos(2mnt
ot aEF
24 12 24 0 A = 2mn 0
xt 3 m2 COS 27mx 1
— — — 4+ — Z ) :
24 12 Tt 87r4 2
2t a3 x? 27m:c
SRR R =D Z ) Z

Primitivni funkce na pravé strané je v o néco komplikovanéjsim tvaru nez
v predchozim kroku, ale druhd suma na pravé strané je vzhledem k proménné z
jen konstantou. Jeji hodnota je pravé hledanym souctem ctvrtych mocnin pre-
vracenych hodnot prirozenych ¢isel. My ji mizeme oznacit jako ¢ a prevést ji
na levou stranu.

o3 2 1 & cos(2mnx
24 12 24 St &

Hodnotu konstanty ¢ miizeme nalézt pomoci urcitého integralu od 0 do 1, ne-
bot je zfejmé, zZe integral pravé strany od 0 do 1 je nulovy. Zde opét neni problém
s integraci fady na pravé strané ¢len po ¢lenu, jelikoz v fadé se oproti predcho-
zimu kroku jesté zvysila mocnina u n ve jmenovateli, a fada tedy stejnomérné
konverguje.

n4
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R R cos( 27mx
[JERE .y
0 24 12 24 871‘4

- a:ierj cxl_ ism%mx)l
120 48 72 0 8t ~ 2mnd 0
1 1 1
4 (=0
120 48 T T
_1o1
120 48 72’
B 1
720’
o3 x? 1

oS 27mx)
2 12 u T ﬂz

Dosazenim z = 0 (nebo z = 1) do této rovnosti dostavame hodnotu souctu
¢tvrtych mocnin prevracenych hodnot ptirozenych cisel:

1
~730 = MZW
ool 7.‘_4
2 i op

Nyni shriime poznatky ohledné toho, co se bude dit pri opakované integraci.
Déle budeme hledat primitivni funkce levé a pravé strany pomoci urcitého inte-
gralu, jehoz horni mezi bude proménnéd x a dolni mezi 0. Je zfejmé, Ze na levé
strané ziskame vzdy polynom stupné o 1 vyssi. Na pravé strané budeme uz na-
dale moci integrovat fadu ¢len po clenu, jelikoz se mocnina u n ve jmenovateli
bude dale zvysovat, predpoklady Weierstrassova kritéria budou vzdy splnény,
a fada tak bude stejnomérné konvergentni. V ni se bude stiidat funkce sin(27nz)
a cos(2mnx) s ménicim se znaménkem a rostoucimi mocninami vyrazu 27n ve jme-
novateli.

Konkrétné bude platit, Ze v pripadé sudé mocniny u n ve jmenovateli bude v ¢i-
tateli funkce cos(2mnx) a v pripadé liché mocniny bude v ¢itateli sin(27nz). V pii-
padé integrace fady s lichou mocninou n ve jmenovateli, a tedy funkei sin(27nz)
v citateli, ziskame nenulovou hodnotu primitivni funkce v dolni mezi, konkrétné
radu sudych mocnin pfevracenych hodnot pfirozenych ¢isel. Ta je ale nezavisla
na proménné z, jde tedy o konstantu, kterou presuneme na levou stranu.

Tuto konstantu muzeme vzdy vypocist pomoci urc¢itého integralu od 0 do 1
na obou strandch, jelikoz prava strana tvorend funkcemi sin(2wnz) nebo
cos(2mnz) ma vzdy nulovy integral od 0 do 1. Timto mame zéroven zajisténo, ze
pri nasledujici integraci ziskdme na levé strané polynom, jehoz hodnoty v 0 a 1
se rovnaji, coz plati vzdy i pro pravou stranu. Vysledky opakované integrace jde
tedy shrnout nasledujicimi rovnostmi:

Prom >1az € [0,1] plati

Py () = (—1)71 2 i cos(27mx)’ (3.3)

(27r)2m = n2m
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Py (z) = (_1)m71 (27T)22m+1 Z Sll;(izrﬁx)7 (3.4)

kde Py, Py, P, ... jsou polynomy urcené témito vlastnostmi:

(i) Py =1,
(ii) P, = Py pro k > 1,
(iit) f) Pp(x)dz =0 pro k > 1.
Tyto vlastnosti urc¢uji posloupnost polynomt jednoznacné, coz mizeme doka-
zat jednoduchou matematickou indukei.
Polynom F je jiz urceny, vezméme tedy polynom Py, ktery musi byt primitivni
funkci polynomu F.
/Po(x) dmz/ldxzm—kc. (3.5)

Integracni konstantu dopocitame pomoci tieti zadané vlastnosti:

1
/(x—l—c)dx:(),
0

¢imz ziskavame jednoznac¢né urceny polynom Pj(x) =z — %
Nyni prejdéme k indukénimu kroku. Predpokladejme, Ze prvnich £ polynomi

je zadano jednoznacné, a tedy polynom P, vypada néasledovné:
Pu(z) = apa® + ap_2" 1+ 4 ayx 4 ag.
Polynom Py, pak ziskdme integraci polynomu P a vypoctem integracni kon-

stanty:

/Pk k:—i—l k“—i—%xk—k---—l—%ﬁ—kaox—kc, (3.6)

1
/ Ppyi(x)dz =0,
0
1

bt 1)(k +2)xht2 4 Ml ok 98 000 _0
[ak( + 1) (k+2)z +k(/€+1)x + +6x—|—2x +cx0 :

Qp—1 aq Qo
E+D(k+2)+—2 4. 2240 c=0
ak(+)(+)+k(k oty ty te=o

_ e S .
c=—ap(k+1)(k+2) FheD 6 2
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Je tedy dokézano, ze polynomy Py, jsou jednozna¢né urceny vlastnostmi (i), (ii)
a (iii).

Pro nalezeni vzorce pro vypocet nekonecného souctu sudych mocnin prevra-
cenych hodnot prirozenych ¢isel jiz staci vzit hodnotu rovnosti v bodé x =0
nebo x = 1, jelikoz se rovnaji. Dosadme tedy za x nulu:

2 > 1
(27T)2m Z n2m'

Py (0) = (=1)™

Nyni uz mizeme vyjadrit sumu sudych mocnin prevracenych hodnot priroze-
nych cisel:

n=1

kde hodnotu Py, (0) lze vypodist rekurzivné hleddnim polynomu Py, k € Ny.

3.2 Bernoulliho polynomy a Bernoulliho cisla

Pokud bychom polynomy Py, které jsme zavedli v predchozim vypoctu, vy-
nasobili vhodnymi konstantami tak, abychom z nich ziskali polynomy monické,
dostaneme tzv. Bernoulliho polynomy. Nékdy se sice definuji prave jako polynomy
Py, napriklad Korner| (1993) je tak pojmenovava, ale vétsinou jde pravé o monické
polynomy.

Pottebujeme se tedy zbavit koeficientu u vedouciho ¢lenu polynomu Pg. Tim
je ¢len x*, coz lze nahlédnout z predchozi matematické indukce. V rovnosti
je vidét, ze P; je polynomem stupné 1. V indukénim kroku (3.6) pii prechodu
od polynomu Py, o kterém predpokladame, Ze je stupné k, k polynomu Py,
ziskavame praveé polynom stupné k + 1.

Co se tyce koeficientu u z* v polynomu P, ten je roven %, coz lze opét
snadno vyvodit matematickou indukei: v je u linedrniho ¢lenu koeficient
roven 1, ¢imz je indukéni predpoklad splnén Predpokladame-li dale, ze koeficient
ap u Vedoumho Clenu polymu P Je roven k,, pak v (3.6]) je koeficient u vedouciho
¢lenu 2! roven DR +1 B tedy iy €07 jsme potiebovali dokazat.

Nyni uz tedy miizeme sepsat eﬁnici Bernoulliho polynom1.

Definice 10. Pojmem Bernoulliho polynomy budeme rozumét polynomy By,
k € Ny, takové, Ze

kde Py, Py, Py, ... jsou polynomy splnujici:
(i) Py=1,
(i) P, = Py_y pro k > 1,

(iii) [ Py(z)daz =0 pro k > 1.

Ve vypoctu sumy sudych mocnin prevracenych hodnot ptirozenych ¢isel (3.7))
jsme vyuzili polynomy P, v bodé x = 0. Stejné tak dulezité jsou hodnoty Ber-
noulliho polynomii v bodé z = 0. Ty budeme oznacovat jako Bernoulliho ¢isla.
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Definice 11. Hodnoty Bernoulliho polynomi By pro k € Ny v bodé 0 budeme
oznacovat jako Bernoulliho ¢isla. Znacime je By, a plati:

By = Bi(0) = k1P,(0).

Z této definice je zfejmé, Ze pokud chceme, aby ve vypoctu (3.7) figurovala
Bernoulliho ¢isla, dostaneme tuto variantu:

1 (=1)"N(21)¥ By,
2 n2m 2(2k!) ‘

n=1

(3.8)
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4. Odhad poctu bodi
s celocCiselnymi souradnicemi

uvnitr kruhu

Posledni aplikaci Fourierovych fad, kterou v této préaci predstavime, je odhad
poc¢tu miizovych bodi uvnitt kruhu. Nejprve budeme pracovat s kruhy, jejichz
stfed se nachazi v poc¢atku. Zajimat nas tedy bude pocet bodu (x,y) € Z? spliiu-
jicich

:E2—|—y2<7’,

kde r je polomér kruhu.

Zakladni myslenkou je, ze pocet bodu s celo¢iselnymi souradnicemi uvnitt
kruhu se da odhadnout pomoci obsahu daného kruhu. Toto tvrzeni se da intui-
tivné nahlédnout ze skutecnosti, ze jeden jednotkovy c¢tverec obsahuje v prumeéru
jeden mrizovy bod. Mezi obsahem kruhu a poc¢tem mtizovych bodi by tedy mél
byt néjaky vztah. Ustfedni otdzkou naseho problému je ale ziskat odhad pro to,
jak se tyto dvé hodnoty lisi.

Oznacime-li jako N (r) pocet bodi s celoc¢iselnymi souradnicemi uvniti kruhu
s polomérem 7, plati pro né;j:

N(r) = ar* + E(r),

kde E(r) je néjaka odchylka. Nasim tikolem bude nalézt co mozna nejmensi horni
odhad pro tuto odchylku.

4.1 Gaussuv odhad

Prvni odhad, ktery provedeme, bude stejny, ktery na konci 19. stoleti provedl
Carl Friedrich Gauss (Berndt a kol., 2018]). I proto se tloha, kterd je predmétem
této kapitoly, casto nazyva jako Gaussuv kruhovy problém.

Tvrzeni 13. Necht N(r) = #{(z,y) € Z* : 2*+y* < r?}, kde r je polomér kruhu,
r > 1. Potom plati

N(r) = ar* + E(r),

kde
|E(r)| < 2v/27r.

Diikaz. K dikazu tohoto odhadu pro velikost chyby E(r) stac¢i vyplnit rovinu
jednotkovymi ¢tverci takovymi, ze mrizové body, tedy body s celo¢iselnymi sou-
radnicemi, budou vzdy ve stredu kazdého ¢tverce. Kazdy takovy ¢tverec oznacime
jako Spm,n,m € N, a tedy plati

2n—1§x§2n+1'2m—1§y§2m2+1}.

nm — y RQZ 3
5 {(xy) < 2 2 2
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Kruh s polomérem r a stfedem v pocatku oznac¢ime jako D,.,

D, = {(x,y) eER’: 2’ +¢* < 7‘2}.
Oznac¢me S mnozinu takovych ¢tverct, jejichz stfedy, tedy miizové body, lezi
uvnitt kruhu D,:
S = {Spn,nym € N:m? +n? < r?}.

Jelikoz obsah jednoho ¢tverce S,,, je roven 1, plati, ze

N(r) =#S.
Tuto skutecnost ilustruje obrazek (4.1}

Obréazek 4.1: Mriizové body uvnitt kruhu

7 obrazku je dobfe patrné, ze obsah plochy tvorené zlutymi c¢tverci, neboli
pocet prvkid mnoziny S, je mensi nebo rovna obsahu kruhu, jehoz polomér je
delsi o polovinu thlopricky jednoho c¢tverce:

#S§ﬂ<r+\£§> .

Obdobné plati
2
2
H#S>m (r — ?) )

V2
2

vyraz 2v/27r, jehoz hodnota je obsahem mezikruzi. Tento vyraz je pravé hledanym
hornim odhadem |E(r)], coZ lze nahlédnout z obrézku [4.1]

2 2
Vezmeme-li rozdil horni meze 7 (r + g) a dolni meze (r — ) dostavame
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Hodnota |E(r)| = |N(r) —ar?| uddva, o kolik se 1isi obsah kruhu od souctu ob-
sahti zlutych ¢tvereckl. Tento rozdil 1ze shora odhadnout tak, Ze se¢teme obsahy
casti zlutych c¢tverecki, které lezi vné kruhu, a dale obsahy bilych ploch uvnitt
kruhu (téch, které nejsou pokryty zlutym ¢étvereckem). Vsechny tyto uvazované

plochy ale lezi pravé v onom mezikruzi, jehoz obsah je 2v/27r.
O

4.2 Dalsi odhady

Otézka odhadu odchylky rozdilu mezi po¢tem miizovych bodi uvniti kruhu
a jeho obsahem zistava aktualnim matematickym problémem. V prvni polo-
viné 20. stoleti vyslovil britsky matematik G. H. Hardy domnénku, podle které
pro kazdé e > 0 existuje konstanta C, takova, ze

|E(r)| < Corz*e,

Zatim ale tato hypotéza nebyla dokazana, ackoliv postupné ptibyvaji dalsi
a dalsi horni odhady, ve kterych exponent u r klesd smérem k % Historii téchto
odhadt a jejich dukazu sleduje ¢élanek autorn Berndt a kol. (2018). Poslednim
zpresnénim je tak odhad Huxleyho z roku 2003, ve kterém figuruje exponent

%. V publikaci od Ioseviche 2007, ze které tato kapitola vychéazi, nalezneme

dale i elementarni ditkaz odhadu |E(r)| < Cri. Tento odhad byl prezentovan
na pocatku 20. stoleti.

4.3 Odhad L?*-normy odchylky

Hlavni tvrzeni této kapitoly se bude tykat kruhu o poloméru r se stfedem
v bodé x = (x1,72), z € [0,1]%. Pocet mifZovych bodii uvniti takového kruhu ozna-
¢ime jako N, (7). Podivame se na ,priamérnou odchylku“ N,(r) od mr? ve smyslu
L?-normy. To ndm umozni zlepsit odhad na pravé strané nerovnosti. Diky zprii-
meérovani se dostaneme k odhadu, ve kterém bude figurovat pravé 2. K ditkazu
tohoto odhadu ale budeme potiebovat jesté nékolik pojmt a tvrzeni.

Zavést musime Fourierovy tady pro funkce dvou proménnych. Nejprve vez-
méme funkce ¢,(z) = €™ x € [0,1], n € Z. Potom vime, Ze mnoZina
{¢on;n € Z} je iplnd ortonormdalni mnoZina v prostoru L*([0,1]).

Nasim prostorem funkci dvou proménnych bude prostor V = L*([0,1] x [0,1]).
Na ten budeme aplikovat poznatky ohledné Fourierovych fad v prostorech se ska-
larnim souc¢inem. Polozme

Yonn (€1,22) = P (1) (2) = STy € [0,1].

Potom lze ukazat, ze mnozina M = {iyn, m,n € Z} je tplnou ortonormalni
mnozinou v prostoru V = L?([0,1] x [0,1]).

Pro libovolnou funkeci f : [0,1] x [0,1] — C, kde f € V, jsou Fourierovy
koeficienty rovny skalarnimu souc¢inu funkce f s prvky mnoziny M:

Conn = <f’ ¢mn> = / f($17$2)6—27ri(mx1+nx2) dz; das,

[0,1]2

35



a Fourierova rada ma tvar

F(l’l,l'g): Z CmneQﬂ'i(mzl—&—nxg)‘
m,neL

Potrebovat budeme i Parsevalovu rovnost pro Fourierovy rady funkeci dvou
proménnych. Ta plyne z iplnosti mnoziny M:

||f||2 = Z |Cmn|2-

m,ne”z

Vice k teorii vicerozmérnych Fourierovych tad viz Zygmund (1988, kapi-
tola 17).

Déle budeme potiebovat nasledujici lemma, jehoz dukaz vychézi z (losevich,
2007, kapitola 11). Diky tomuto lemmatu budeme moci odhadnout absolutni hod-
noty Fourierovych koeficienti pro charakteristickou funkci jednotkového kruhu.

Lemma 14. Necht D C R? je jednotkovy kruh se stredem v pocdtku. Oznacme
Rpl€) = [ em@nten) 4y ey, ¢ € R
D
Potom existuje C > 0 takové, Ze pro viechna & € R?\ {(0,0)}

1%0(6)] < Clel 5.

Diikaz. Jako prvni dokézeme platnost lemmatu pro takova &, pro néz plati || < 1.
Pro tyto tcely mizeme ucinit nasledujici odhad:

IXp(§)] < /Dldm dxy = 7.

Bez Gijmy na obecnosti miizeme volit konstantu C' > . Pak tedy plati

p(6)] < C < Cle| 3,

pro €| < 1.

Nyni uz budeme pracovat s takovymi &, jejichz absolutni hodnota bude vétsi
nebo rovna 1. V prvnim kroku dokézeme, ze funkce ¥, (§) ma stejnou hodnotu
ve vsech bodech lezicich na téze kruznici se sttedem v pocatku, neboli

kdykoliv |£] = |p].
Budeme pracovat v polarnich souradnicich. Oznacme

x = r(cosf,sinb),

¢ = R(cosa,sina),

p = R(cos (3,sin ().
Plati, ze

1€ + x9& = rRcosf cosa + rRsinfsina = rRcos(f — a),
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pricemz posledni rovnost vychézi ze souctovych vzorcii goniometrickych funkei.
Nyni vezméme X, (£) v polarnich souradnicich:

1 pm .
/ / 7,6—27717“Rcos(9—a) do dr.
0 J—m

Je zfejmé, ze pri zméné thlu a zistane hodnota integralu stejnd, a tedy plati

Xp(&) = Xp(n).

V druhém kroku uz najdeme horni odhad funkce %, (), pricemz vyuzijeme
predchozi zjisténi, a to tak, ze bod & nahradime bodem (0,R), kde R = [¢|.

~ — —27r7LRx2d d :/ / —27r7,Rx2d d —
XD(f) /De T1dT2 \/_ X9 T

—2mRz2 1_73% 1 1 . 5 . 5
_/ de’l _ : (e—szR 1—:1:1 _627r7,R\/1—a:1> dxl.
—omiR o —2miR J-1
1

Nyni provedeme substituci z; = cos, dx; = —sin 6 d6:

0 o .
5 R/ (6—271'1Rsm0 . e2mRsm0> (_ sin 0) dg =
— 4T T

]_ e . . ™ . .
b ( [T et sing g — [T et sin g de) . (4.1)
—2miR \Jo 0

Nyni provedeme u druhého integralu v (4.1)) substituci § =7 — 7, df = dr:

T . 27 . 2T .
/ e?mRsmO sin6do = / e?T(’LRSlH(T—ﬂ‘) Sin(T . 7T) dr = _/ 6—27r1Rsm'r sin 7 dr.
0 L T

Timto integralem tedy muzeme nahradit druhy integral v (4.1)):

/ e~ 2miltsind i 9 46 +

1 2 oriRsing .
™ sSin ede'
—2miR Jo / ¢ St

Xple) = —2miR Jx

Zajiméa nés absolutni hodnota tohoto vyrazu, kterou se pokusime odhadnout
shora pomoci proménné R.

—27miR sin 6
o)l = 57 R’/ de‘ 27TR

Diikaz provedeme pro integral pres interval [0,7], ktery jesté rozdélime na dalsi
intervaly. Odhad pro druhy integral by se provadél obdobné.

e

—27miR sin de‘

5w

6
+/
5

= L] + | L] + [13].

S o P
e 2miR sin 6 de‘

™ . . . . ™ . .
/ e—27r2Rs1n0 d@‘ < / e—ngRSm‘gd@‘ ’[g @_27”Rsm9 dﬁ‘
0 0 5m
6
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Nejprve provedeme odhad pro integrél |I]| a poté |I3|. Funkce uvniti téchto
integralt mizeme rozsitit a integrovat je pomoci metody per partes.

L = /g —2miR cos 6 (e—QwiRsin9> d9| _
0

—2miR cos 6

S U W
- miR sin dol <
/0 —2miR cos @ df (6 ) | -

p—2miRsing g T
<||l——=
—2miR cos 0 0

6| _oriRsing —sin ¢
— | d
+/0 © 27riRc0329|
- +1+ 5 sinf <2+[ 1 ]2<4
~V3rR 2rR  Jo 2wRcos?  — wR  [2nRcosfly — wR’

Odhad pro integral I3 bude probihat analogicky, jedinou zménou budou meze
integralu, pro néz bude cos 6 vychazet zaporny. V absolutni hodnoté ale nebude
zadny rozdil a téz tedy dostavame odhad

4

L] < —
15| 7TR

vvvvvv

5, ve kterém je funkce cos ¢, pomoci které jsme v predchozmh vypoctech rozsirili
integraly I, a I3, nulova. To vyresime tim, Ze integral I znovu rozdélime na tii
integrély, jejichz meze budou funkci proménné R.

m_ 1
5 R
/ VR e—27rstm9 d@‘ +

6

us

|Ip] <

™ _

5
+ [TG ) 6—27riRsin9d9‘ —
2 \/ﬁ

2t VR

_5_#
VR —27riRsin0 de‘

= |IA| + |IB| + |Ic|

Tentokrat zacneme prostfednim integralem Ig. Ten staci odhadnout délkou
intervalu:

E_A'_L . . E_A'_L 2
1l < 7 F ezt qg = [T 1dp = —
VR 2 VR VR

Co se tyce integralt 4 a I-, odhad bude probihat stejné jako u integrala I
a I3, jelikoz integraly neprobfhaji bodem nespojitosti 7. Ale vzhledem k tomu, Ze
mezemi jsou funkce proménné R, bude potieba provést dalsi odhady.

Pokud nasledujeme postup odhadt pro Iy a I3, dostaneme se k tomuto kroku:

I——+% sin 0
+/ VR 6 <

1

|I| ‘l 6727rRsin9 13@
Al S| |5

—2miR cos 6 27 R cos? 0
_ P [ 1 ]’Ew% _
~ 2mRcos(§ — ﬁ) V3rR  12rRcosf]= -
1 2
< 4.2
~ mRcos(§ — T> \/_WR (4.2)



Pro integral I bude znovu platit iplné stejny odhad, a tak nezbyva nez od-
hadnout hodnotu vyrazu cos(T — —=)

VR’
Oznaéme a = T —

5 — U @€ (% 3)- Podle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté
existuje ¢ € (a, §) takové, ze

cosa = cosa—cosg =(a— g)(—sinc)

Dosadime-li na pravé strané hodnotu a, dostavame

sin ¢ - 1
VR = 2VR

Navéazeme-li tedy na (4.2), dostavame:

cosa =

1 1 2 2 2
+ < +—
TR cos(§ — —) \/_WR 2’:;% V3rR ~wv/R TR

Nyni uz muzeme dat vse dohromady. Pripomenme, ze plati

2
—27miR sin 6 de‘ / —27miR sin de‘ )
wl)l= 5 ’/ 27TR ‘

Jak uz bylo feceno, pro druhy z téchto integralt probéhne odhad analogicky;,

pricemz absolutni hodnoty smazou veskeré rozdily a odhad je tedy identicky tomu
ktery jsme obdrzeli pro prvni integral. Plati tedy:

o€ < o (ot ottt 2 2y ) <ond
XpW&=5" R 7rR \/_ R \/_ 77\/_ TR) — ’

kde C' je jista kladnd konstanta a R = |£|, R > 1, ¢imz je lemma dokazéno.

O
Nyni uz mame vse potfebné k diukazu nésledujici véty (losevich, 2007, kapi-
tola 12).

Véta 15. Necht rD + x je kruh se stredem v bodé x = (x1,x2) 0 poloméru r
Oznacme

N, (r) = #{(rD +z) N Z?},
pricemz

N, (r) = 7r® + E,(r).

Pak funkce N,(r) je 1-periodickd vzhledem k proménnym x1, x5 a ezistuje kon-
stanta C' > 0 takovd, Ze pro vsechna r > 0 a vSechna x € [0,1]* plati

11 3 .
(/ / |E,(r)|* dzy dx2> < Cr2.
0 Jo

Diikaz. Pocet mrizovych bodt uvniti kruhu se stfedem v bodé x a polomérem r
muZzeme ziskat i jako soucet hodnot charakteristické funkce kruhu ptes prvky Z?2

T’) = Z X(TD+1’)(n)

nez?
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Pocet mrizovych bodu ve tvaru (ny,ny) uvniti 7D + x se rovnd poc¢tu bodu
ve tvaru (ny — x1,ny — x2) uvniti kruhu se stredem v pocatku a polomérem 7:

= Xepto)(n) = D x@ep)(n — ).

nez? nez?

Klicovou vlastnosti funkce N, (r) je periodicita. Oznacime-li x = (z1,x2), pak
N, (r) je 1-periodickd v proménnych x; a zs:

Nava,o)(r) = > xep(n — z1 — 1;ns — 23),

nez?

pficemz mizeme definovat novy index k = (ny — 1;ny), k € Z* a dostavdme tak

> xep(k — ) = Ny(r).

kez?
Analogicky mizeme dokazat periodicitu v proménné xs.
Obecné tedy plati, ze posuneme-li stfed kruhu z o celoéiselny vektor k € Z2,
dostaneme stejny pocet mrizovych bodi uvnitt kruhu:

Noig(r) = Np(r).

Pravé diky periodicité muzeme uvazovat Fourierovu radu funkce N, (r) podle
proménné x = (z1,7-) na intervalu [0,1]2.
Nejprve spoc¢teme Fourierovy koeficienty c,,,m € Z% m = (my,ms).

Cm(T) = /[0 ’ €—2m‘(m1w1+m2w2)Nx (’I") dxl de —

_ 6727ri(m1x1+m212) Z XrD(n — ,jlj‘) d.ﬁlj‘l dxz =

2
[071] TLEZ2
= [() 1]2 e—2m(m1x1+m2m2) Z XTD(Z' - n) d.I‘l dl’g,
’ nez?

kde posledni rovnost vychazi ze symetrie kruhu D vzhledem k bodu (0,0).
Vzhledem k tomu, Ze soucet fady Y,cz2 Xrp(z — n) je koneény, muzeme za-
meénit poradi fady a integralu:

/[0 ; e~ 2milmizitmaza)y (9 — n) day das.

nez?

Déle provedeme subsituci z =y +n, |det J| = 1.

> / e Pmilmiyitman) g =2mimimtmanaly () dyy dy =
nezz 7101 -

-2 /[o 1] e Prilmurtmz) y b (y) dyy dys,
nez? -n

pficem? s¢itdme-li integraly pres intervaly [0,1]* — n, n € Z*, miZeme se zbavit
fady integraci pies celé R?:

/Rz e~ 2mitmuyitman)y b (y) dy; dys.
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Déle mtzeme vzit misto charakteristické funkce kruhu o poloméru r charak-
teristickou funkeci jednotkového kruhu s preskalovanou proménnou:

/]R2 efzwi(m1y1+m2y2)XD (y/'r) dyy dys.

Nyni provedeme dals{ substituci, a to y = rz, | det J| = r2.

7,2/ 6—27rz7'(m1z1+m222)XD(Z) le dZQ _ 7,2/ 6—27rz'r(m121+m2zg) le dZQ.
R2 D
Pouzijeme-li nyni znaceni z lemmatu ziskavame vysledek:
— 22
cm(r) = 71X p(rm).
Vezméme tedy Fourierovu fadu funkce N, (r), oznaéme ji jako N (r):

N;Ck(?a) — Z e27ri(m1x1+m2x2)r25<D<rm).

mezZ>2

Predmétem naseho zédjmu je integral druhé mocniny odchylky E(r), neboli

1
/0/0|N$(7’)—7rr2|2dx1dx2.

Podivame-li se konstantni ¢len fady N;(r), tedy ¢len, kdy m = (0,0), jeho
hodnota je rovna

r%p(0,0) = r2/ ldx = mr.
D
Potom tedy plati, Ze Fourierova fada funkce N,(r) — 7r? je rovna

S rRp(rm)elmitmmitmara),
m#(0,0)

Nyni uz staci pohlizet na hledany integral jako na normu v prostoru V' a uplat-
nit Parsevalovu rovnost:

| ) = de = N =P =S e R rm)
[0-1 m#(0,0)

coz diky lemmatu [I4 miZeme shora odhadnout souc¢tem

Crt > rPmP=C0r D m|
m#(0,0) m#(0,0)
Abychom dokondili diikaz véty, nezbyva nez dokazat, ze tato fada konverguje.
Napisme ji v tomto tvaru:

1

Sm1,m2 -

(I

(m1,ma)£(0,0) (M7 + m3)

Nejprve se zaméfme na ty c¢leny tady, pro které plati, ze |m;| < 1 nebo
|ma| < 1. Soucet téchto clent je konecny, coz muzeme dokazat napiiklad limitnim
srovnhanim s posloupnosti n%
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Pro dikaz konvergence fady Sy, m, je tedy jesté zapotiebi dokézat konver-
genci rady
1 1

m1€Z,|my|>2 (m% + m%) m1€N,m12>2 (m% + m%)
mo€Z,|ma|>2 mo€N,mo>2

Y

vlw
I
=~

Njw

pricemz tato rovnost vychazi ze symetrie ¢lenti rady.

Pokud tedy m; > 2 a my > 2, pak pro vsechna z; € [m;—1,my] a pro vSechna
Ty € [mg — 1, my] plati

1 1
3 S 3
(mi+m3)?  (2f+a3)*
a tedy
1 1
L adns
(m% + m%)2 [m1—1,m1]x[ma—1,ma2] (ml + m2)

IA

dZL‘l dZL‘Q

[m1—1,m1]X[m2—1,mz2] (xl + x?)

Proto 1ze fadu Sy, m, odhadnout takto:

1
ml,mz S 4 // dl’l dLL’Q < 4 // — dl‘l d$2

[1,00)x [1,00) (7 + 23) ([0,00) X [0,00))\ D (x1 +$2)

Posledni integral mizeme vypocist pomoci substituce do polarnich souradnic:

o1 ]2 oo s 1
_ T2 d:/ Zdp="1]-2 =L
/ / o % dp = /1 poO‘L =) 22 2[ ] 2

¢imz je véta dokazana.
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