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Abstrakt: V praci sa budeme zaoberaf inverznou linearnou aproximac¢nou tlohou
Ax =~ b, kde je nasim cielom najst ¢o najlepsiu aproximaciu x neznameho pres-
ného riesenia. Specidlne sa ststredime na tzv. rank-deficient a ill-posed tlohy,
ktoré st velmi zle podmienené a citlivé na mozny nadhodny Sum pritomny v b.
K rieseniu takychto tloh potom musime pouzit regularizacné metédy, ktoré tuto
citlivost potlacia. Hlavnym cielom prace bude ziskat uceleny prehlad o priamych
metédach T-SVD, T-TLS a Tichonovskej regularizacii, a analyzovat ich tzku
spatost s klasickymi metédami najmensich Stvorcov. Jeden z moznych pristupov
je formulovaf tieto regularizacné metédy ako tzv. filtracné. Takymto sposobom
si ich budeme implementovat pre numerické experimenty. Stucastou prace bude
numerické porovnanie tychto metéd na vybranych tlohach z Regulariza¢ného To-
olboxu a v aplikac¢nej tlohe rekonstrukcie obrazu.
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Abstract: In this thesis we are going to deal with the inverse linear approxima-
tion problem Ax = b, where our goal is to find the best approximation x of the
unknown exact solution. We are going to especially focus on the so-called rank-
deficient and ill-posed problems, which are very ill-conditioned and sensitive to
possible random noise present in b. To solve these problems, we must use regu-
larization methods, which suppress this sensitivity. The main goal of this thesis
is to get a comprehensive overview of direct methods T-SVD, T-TLS and Tikho-
nov regularization, and analyse their close connection with classical least squares
methods. One possible approach is to formulate these regularization methods as
so-called filtering. In this way we implement them for numerical experiments.
This thesis will also include a numerical comparision of these methods for selec-
ted problems from the Regularization Toolbox and in the application problem of
image reconstruction.
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Uvod
Uvazujme linedrnu aproximacna tlohu

Ax~b, AecR™" xeR" beR™",

kde A, alebo x st nezndame. K potrebe skiimania takychto tiloh sme motivovani
mnohymi aplikdciami v réznych odvetviach redlneho zivota, napriklad v medicine,
geoldgii, astrondmii, pozri (Hansen, (1998 str. 4-6), (Hansen, 2010} str. 1-7, kap.
7), (Van Huffel a Vandewalle, |1991] str. 5-18), (Hansen, Pereyra a Scherer, 2013
kap. 1, 11), (Hansen, Nagy a O’Leary, |2006, kap. 1), a referencie v nich.

Tieto tlohy nie je mozné vseobecne riesit ako klasické stistavy linearnych al-
gebraickych rovnic, nakolko ich riesenie nemusi existovat. Preto vyuzivame me-
t6dy najmensich Stvorcov, kedy opravujeme maticu alebo (v nevylu¢ujicom vy-
zname) vektor pravej strany, o ktorych predpokladame, ze st zatazené chybami.
Pomocou tychto metéd potom aproximujeme riesenie danej ulohy, pozri (Hansen,
Pereyra a Scherer, 2013, kap. 2-7), (Bjorck| |1996), (Golub a Van Loan, [1980),
(Van Huffel a Vandewalle, [1991]).

Specidlne sa v nasej praci budeme zaoberat inverznou tlohou, kedy st dané
matica A reprezentujica model zavislosti vstupnych a vystupnych dat, a vektor
b reprezentujici vystupné data, ktory moze byt navyse zatazeny nahodnym sSu-
mom. Potom hladame neznamy vektor x, ktory reprezentuje povodné data. Tieto
ulohy c¢asto vznikaju diskretizaciou tzv. Fredholmovych integralnych rovnic a kla-
sické metody najmensich stvorcov nam nedavaji dobri aproximéaciu ich rieSenia,
pozri (Hansen| 2010, kap. 2-3). Je to z toho dévodu, ze matica modelu tychto
uloh je zvycajne velmi zle podmienend a tieto tzv. ill-posed tlohy st velmi citlivé
na pritomny sum, ktorého vplyv je potrebné potlacat. Vtedy hovorime o regula-
rizacii ilohy a rieSime ju Specidlnymi regularizaénymi metédami, pozri (Hansen,
1998, kap. 3-6), (Fierro, Golub, Hansen a O’Leary, 1997), (Hansen, 2010, kap.
4-6), a referencie v nich.

Budeme postupovat nasledujicim spoésobom.

V Kapitole [I| pripomenieme najdoélezitejsie pojmy a nastroje z linearnej al-
gebry a numerickej maticovej analyzy, ktoré budeme dalej vyuzivat. Vyzdvihnime
najma singularny rozklad a vetu o aproximécii matice maticou nizsej hodnosti.
Dalej si na zaklade nastudovanej literattry predstavime problematiku inverznych
rank-deficient a ill-posed tloh zatazenych Sumom. Na priklade naivného riese-
nia si vysvetlime, aké problémy s tymito tilohami spojené budeme musiet riesit.
Doplnime aj odhad aproximécie rieSenia z perturbacnej teérie a vsetky zavedené
pojmy si ilustrujeme v kratkom experimente.

V Kapitole [2[ si zadefinujeme problémy najmensich stvorcov (LS) a tplnych
najmensich stvorcov (TLS). Na zdklade nastudovanej literatiry zhrnieme ana-
Iyzu existencie a jednoznacnosti ich riesenia, a moznosti numerického vypoctu.
Potom si strucne priblizime zovseobecnenie zname ako skalované iplné najmensie
Stvorce.

V Kapitole [3| ktora bude nosnou castou nasej prace, budeme sktimat priame
regularizacné metody, konkrétne T-SVD, T-TLS a Tichonovski regularizaciu.



Zameriame sa na ich suvislost s metédami najmensich stvorcov. S vyuzitim zna-
losti z predchédzajicich kapitol si budeme toto tizke prepojenie podrobne pre
jednotlivé metdédy analyzovat. Potom si tieto metddy zapiseme ako tzv. filtracné
metddy. Regularizované riesenie tlohy vyjadrime s vyuzitim filtra¢nych faktorov.
Tie si pre metédu Tichonovskej regularizacie aj podrobne odvodime a doplnime
prislusné odhady.

Z teoretickej analyzy tychto metdéd budeme moct vidiet aj to, ako mozeme ap-
roximaciu riesenia hladat iteracnym sposobom. Taktiez strucne zhrnieme v ¢om
je ich limitacia a kedy bude nutné pouzif striktne iteracné metédy. Uvedieme si
aj priklady volby regularizacného parametra a odlisnosti jeho vyberu pri rank-
deficient a ill-posed ulohach. Tejto rozsiahlej problematike sa vsak v nasej praci
podrobne venovat nebudeme. V zavere Kapitoly |3| si skimané metédy pomo-
cou odvodenych filtracnych faktorov naimplementujeme a ilustracne otestujeme
v numerickych experimentoch. Budeme vyuzivat testovacie tilohy Shaw a Phillips
z Regularizacného Toolboxu, ktoré reprezentuji oba typy skimanych tloh.

V Kapitole [f] sa potom budeme zaoberat konkrétnou aplikdciou, a to re-
konstrukciou obrazu. T4 je rieSenim spominanej inverznej aproximacnej tulohy,
zovseobecnenej pre maticovi pravi stranu. Na zaklade nastudovanej literattry
zhrnieme ako je k tejto problematike mozné pristupovat, a znovu si vsetko ilus-
trujeme a porovname v numerickych experimentoch.

V celej praci budeme uvazovat len redlne matice, hoci prislusny teoreticky
aparat je mozné formulovat vseobecne pre komplexné matice. V teoretickej casti
prace budeme vsetko zavadzat a analyzovat pre matice vSeobecnej hodnosti. Na
reguldrne matice sa pre jednoduchost obmedzime len v Sekcii [I.3] pri naivnom
rieseni. V experimentoch zase budeme testovat tlohy so Stvorcovymi maticami.

Pri experimentoch budeme vyuzivat prostredie Matlab R2020b a dalej Re-
gularizacny Toolbox (Hansen, 2007)), z ktorého vyuzijeme konkrétne testovacie
ulohy Shaw a Phillips, a funkciu picard na vykreslenie Picardovych grafov. Kédy
funkcii regularizacnych metéd T-SVD, T-TLS a Tichonovskej regularizacie, ktoré
si naimplementujeme a budeme v experimentoch pouzivat, s zahrnuté priamo
v texte prace, pozri Sekcia [3.4.1}

Specidlne v Kapitole , budeme pri rekonstrukcii obrazu vyuzivat niektoré
funkcie, ktoré st doplnkom ku knihe (Hansen, Nagy a O’Leary, 2006)), a funkcie
obsiahnuté v Matlabovskom Image Processing Toolboxe, ¢o vzdy blizsie Specifi-
kujeme.



Pouzité znacenie a skratky
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stipcovy vektor

transponovany vektor k vektoru x
euklidovska norma vektoru x

nulovy vektor alebo matica (rozmer z kontextu)
jednotkova matica n x n

matica

transponovana matica k matici A

inverzna matica k reguldrnej matici A
Moore-Penroseova pseudoinverzia matice A
i-ty stlpec matice A

jadro matice A

obor hodndt matice A

hodnost matice A

zovseobecnené ¢islo podmienenosti matice A
spektralna/Frobeniova norma matice A
stvorcova diagonalna matica s prvkami dy, ..., d,
na diagonale

1-té singularne ¢islo matice

strojova presnost

absolitna/relativna chyba aproximécie
presna prava strana

presné rieSenie
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Tichonovska regularizacia

Pozndmka. Specidlne oznacenie vektorov a matic, ktoré bude Specifické len pre
urcité casti prace, bude zavedené priamo v texte.



1. Linearne ill-posed ulohy

Najskor si zadefinujeme singularny rozklad a zakladné pojmy numerickej ma-
ticovej analyzy, ktoré budeme vyuzivat pri skiimani danych tiloh. Potom, vycha-
dzajic z publikacii (Hansen, 2010, kap. 1-3, 4.9) a (Hansen, (1998, kap. 1-2),
zavedieme pojem inverznej tlohy a zhrnieme problémy, ktoré sa mozu objavit pri
jej rieseni.

1.1 Zakladné pojmy a nastroje

Zobrazenie reprezentované maticou A € R™*" ktoré vektoru x € R" priradi
vektor y := Ax € R™, zrejme splnuje definiciu linedrneho zobrazenia z R™ do
R™. Je to Specidlny pripad homomorfizmu definovaného v (Becvar, 2019, str. 101).

Potom teda mézeme definovat jadro, obor hodnot a hodnost matice A, porov.
(Becvar], 2019, str. 101, 133).

Definicia 1. Nech A € R™*" je matica. Potom definujeme
* jadro matice A ako mnozinu Ker(A) = {x € R" : Ax = 0},
 obor hodndt matice A ako mnozinu R(A) = {y €e R": Ix € R* Ax =y},
e hodnost matice A ako cislo rank(A) = dim(R(A)).

Poznamka. Jadro, resp. obor hodnot matice A tvoria vektorové podpriestory
vektorovych priestorov R", resp. R™, porov. (Becvar, 2019, str. 104). Preto ma
dim(R(A)) v predchadzajicej definicii zmysel.

Singularny rozklad (SVD), ktory je silnym a univerzalnym nastrojom, si za-
vedieme pre vieobecnti obdlznikovii maticu, nakolko ho v tomto tvare budeme
potrebovat v dalsich kapitolach. Motivaciou je spektralny rozklad matice a sku-
manie vztahov medzi spektrdlnymi rozkladmi matic AT A a AAT. Viac podrob-
nosti v knihe (Tebbens a kol 2012, kap. 5). Odtial sme cerpali aj rozne verzie
singularneho rozkladu, ktoré uvadzame v nasledujicej vete.

Veta 1 (O singularnom rozklade). Nech A € R™™ je matica, rank(A) =r.

e maticovd verzia:

Potom existuji cisla oy > o9 > --- > o, > 0 a ortogondlne matice U &€
R™>m VWV e R™" tak, Ze plati
A=UxV',
kde
Y= lz(])r 8 e R™" X, := diag (01,...,0,) € R™".

o ekonomicky tvar:

Potom plati, Ze
A=U3xV/,

kde U, :=[uy,...,u,] € R™" V, :=[vy,...,v,] € R a X, definované
vyssie.



e dyadicky rozvoj:

Potom mozZeme maticu A vyjadrit v tvare

T T
-

A:ZAi ZZUiUiV,- , (1.1)

i=1 i=1
kde A; := oyu;v] € R™™ i = 1,...,r, je tv. i-tyf vonkajsi sicin a je to

matica hodnosti jedna.

Poznamka. Cisla o;, 1 = 1,...,r, nazyvame singularne ¢isla matice A a vektory
v, t=1,...,m, resp. u;, i = 1,...,n, nazgyvame pravymi, resp. lavymi singulér-

nymi vektormi matice A.

Ako sa uvadza v (Tebbens a kol., 2012} str. 128), singularny rozklad je okrem
iného dobrym pomocnikom pri odhalovani komplikécii suvisiacich s pritomnos-
tou velmi malych singularnych ¢isel matice A. To uvidime blizsie pri skiimani
inverznych tloh v dalSich castiach prace.

So znalostou tohoto rozkladu si zovSeobecnime inverziu regularnej matice.
Definiciu preberdame z (Tebbens a kol., 2012, str. 130).

Definicia 2 (Moore-Penroseova pseudoinverzia). Nech A € R™*" je matica,
rank(A) =7 a A =UXV' = U, X, V. jejej singuldrny rozklad. Potom maticu

AT :=VEiUuT = v,z 'U/, (1.2)
kde .
=10
T r nxm
»i= l o ol ER™™

nazveme Moore-Penroseovou pseudoinverziou matice A.

Vyuzitim dyadického rozvoja potom mozeme pseudoinverziu matice A za-
pisat v tvare
r 1 1
Af =S Y (1.3)
i=1 Ji
Pomocou singularnych ¢isel si dalej zadefinujeme spektréalnu a Frobeniovu
normu matice (Golub a Van Loan, 1996, str. 71). Zakladné definicie tychto noriem
st uvedené v (Golub a Van Loan||1996, str. 55). Taktiez si zadefinujeme zovseobec-
nené ¢islo podmienenosti matice (Hansen, Pereyra a Scherer| [2013] str. 55), ktoré
bude vyzna¢nym ukazovatelom citlivosti rieSenia danych tloh. Pouzivame tento

nazov, nakolko sa ¢islo podmienenosti primarne definuje pre regularnu stvorcovi
maticu, pozri (Tebbens a kol., 2012, str. 23).

Definicia 3. Nech A € R™*" je matica, rank(A)=r aoy > 09> - >0, >0
st singuldrne c¢isla matice A.

o Spektrdlnu normu matice A potom definujeme ako ||Al| := oy.

o Frobeniovu normu matice A potom definujeme ako ||Al = (35_, 02)V/2.
o Zovseobecnené cislo podmienenosti matice A potom definujeme ako

ﬂ:’

r(A) = A []AT], (1.4)

r

kde AT je definované vztahom .
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Pozndmka. 7 Definicie [l mozeme vidiet, Ze plati odhad: ||A]| < [[A]l, < /T[|A].

Na zaver si uvedieme dolezitu vetu, z ktorej budeme vychadzat ¢i uz pri me-
tédach najmensich stvorcov v Kapitole [2 ale aj pri priamych regulariza¢nych
metodach v Kapitole [3l Tato veta hovori o aproximéacii matice maticou nizsej
hodnosti. Jej znenie preberame z (Golub a Van Loan, 1996, str. 72-73), kde je
mozné najst aj dokaz. Uvadzame ju v tvare pre spektralnu normu matice, ale
obdobne je mozné pouzit aj formuldciu s Frobeniovou normou, pozri (Van Huffel
a Vandewalle, 1991} str. 31). V plnom tvare je potom tato veta znama aj pod
nazvom Eckart-Young-Mirsky.

Veta 2. Nech A € R™*" je matica, rank(A) = r a wvaZujme singularny rozklad
matice A v tvare dyadického rozvoja (1.1). Pokial je l € N, | < r a definujeme
maticu

l
Al = Zaiul-vf, (15)
=1
potom
min [|A = X|| = [|A - Al = ors1.
XeRm*n
rank(X)=l

Poznamka. Ako sa uvadza v (Tebbens a kol., 2012] str. 132), aproximécia matice
A definovand vztahom (|1.5]) je potom najlepsou aproximaciou matice A v zmysle,
z7e
rank(A;)) =1<r a ||A—A= min |A-X].
X

eRm Xn
rank(X)=l

1.2 Inverzné tulohy, Sum

V tejto praci sa budeme zaoberat inverznymi tlohami, ktoré vznikaja vtedy,
ked sa snazime ziskat pdvodné data z vonkajsich merani (Casto zatazenych chy-
bami) a zaroven ma prislusny matematicky model specidlne vlastnosti, ktoré si
teraz vysvetlime. Linedrnu inverznd tlohu moézeme zvycajne symbolicky zapisat
vo vseobecnom tvare (Hansen, 1998, str. 5)

/ vstup X systém d ) = vystup,
Q

kde mame k dispozicii vystup (merania), systém (model zavislosti vstupu a vy-
stupu) a hladdme prislusné vstupné data; 2 je oblast. Tieto tlohy st teda vyjad-
rené ako integralne rovnice, t. j. ako spojité tlohy. Pokial chceme takuto tlohu
riesif numericky na pocitaci, musime ju najskor diskretizovat. RozliSujeme dva za-
kladné pristupy k diskretizacii, a to kvadratirne a expanzné metdédy (napriklad
Galerkinova). Pre viac informécii pozri (Hansen, 2010, kap. 3.1).

Po diskretizacii ziskame priblizni inverznua tlohu v tvare maticového prob-
lému. Uvazujme teda inverznu tlohu najst vektor x € R”, splnujici linearnu
aproximacnu ulohu

Ax ~ b, (1.6)

kde A € R™*" je matica reprezentujica diskretizovany model a b € R™ je vektor
pravej strany reprezentujici namerané hodnoty. Bez ujmy na vSeobecnosti bu-
deme tito tlohu v celej praci uvazovat s predpokladom, ze m > n. V pripade



ostrej nerovnosti hovorime o tzv. preurcenej tlohe (Golub a Van Loan| 1996
str. 236). Dant tlohu riesime iba priblizne, resp. hladdme aproximdciu riesenia,
nakolko vseobecne nemusi existovat presné riesenie. Dovodom sii chyby v mo-
dely, diskretizacné chyby, atd. Konkrétne priklady toho v akom zmysle riesime
aproximacni tlohu (L.6]), budeme méct vidiet v dalsich kapitolach.

Pri rieseni realnych problémov navyse namerané data obsahuji Sum. Hovo-
rime, Ze prava strana je perturbovana. Mozeme ju zapisat v tvare,

b = be:pact + e,

kde e je neznamy vektor reprezentujici sSum v datach a predpokladame, ze exis-
tuje vektor begaet = A Xezaet, Kde Xeraer je nezname presné rieSenie ulohy. Porov.
(Hansen, 2010, str. 40). Hladinu pritomného Sumu si mézeme v relativnom zmysle
zadefinovat nasledujticim spésobom.

Definicia 4. Hladinu Sumu v nenulovom vektore b = boyqer + €, definujeme ako
konstantu

Sum sposobuji rozne chyby pri merani, ukladanie dat, atd. Rozoznavame nie-
kolko typov sumov. Zakladné delenie je na biely Sum (napriklad Gaussovsky alebo
rovnomerne rozdeleny), a Sum, ktory nie je biely (napriklad Poissonov $um). Pre
viac podrobnosti pozri (Hansen, 2010, kap. 3.5-3.6). Pokial neuvedieme inak,
v praci budeme uvazovat, ze vektor e reprezentuje Gaussovsky biely sum, teda
kazda jeho zlozka pochddza z pravdepodobnostného rozdelenia N (0, 0?) s rovna-
kym o. Pre tiplnost si pripomenme vSeobecnti definiciu a zakladné charakteristiky
tohoto absoliitne spojitého pravdepodobnostného rozdelenia. Cerpame z (Dupaé
a Huskova, 2013, str. 34).

Definicia 5. Normdine rozdelenie s parametrami p € R a o* > 0, N(u,c?),
ndhodnej veliciny X, je pravdepodobnostné rozdelenie s hustotou

1 (z — p)? P
exp| ————>—], —oo<z<o0.
\V2mo? 202

Pokial md ndhodnd velicina X rozdelenie N(u,0?), tak strednd hodnota EX = u

a rozptyl var(X) = o2,

fx) =

Dalsf problém s ktorym sa pri rieSeni inverznych tloh stretdvame je, Ze tieto
tlohy st zle podmienené (ill-conditioned), teda maji velké ¢islo podmienenosti
matice modelu, k(A) > 1. To ndm implikuje, Ze niektoré stipce matice A mozu
byt linedrne zavislé, a tak malé zmeny pravej strany mozu sposobit velké zmeny
v rieseni (Hansen, 2010} str. 3). Velké ¢islo podmienenosti matice A méze byt
dosledkom nespravneho matematického modelu, ktory je ale casto mozné modifi-
kovat a nasledne tlohu riesit klasickymi metédami. Avsak v niektorych pripadoch
je zla podmienenost sicastou formulacie problému a riesenie musime stabilizovat
pomocou numerickych regularizacnych metod, ktorymi sa budeme zaoberat v Ka-
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Dva zakladné typy takychto tloh su tzv. rank-deficient a ill-posed tlohy, po-
zri (Hansen, Pereyra a Scherer, 2013, str. 191-192). Rank-deficient tlohy maju
zretelnt medzeru medzi velkymi singuldrnymi ¢islami a skupinou malych singu-
larnych ¢isel. Matematicky to mézeme vyjadrit tak, ze 3 h € N, h < rank(A)
tak, ze o5, > op41. Singularne ¢isla pri ill-posed tlohach zase bez vyrazného skoku
klesaji postupne k nule. Tieto tlohy vznikaju napriklad diskretizaciou Fredhol-
movych integralnych rovnic 1. druhu, ¢o st rovnice v tvare

[ K fde = g(s), 05 <1

kde K reprezentujice model a g reprezentujice pozorovania st zname funkcie,
a funkcia f reprezentujica vstupné data je neznama (Hansen, 2010, str. 7). Pre
podrobnt analyzu problému v tomto spojitom tvare pozri (Hansen) [2010} kap. 2).
Franctuzsky matematik J. Hadamard definoval v minulom storo¢i podmienky,
ktoré by mala splnovat iloha popisujica realny problém (Hansen, 2010, str. 2).

Definicia 6 (Korektnost tlohy podla Hadamarda). Uloha je well - posed (dobre
postavend), pokial spliuje nasledujice podmienky:

1. Riesenie ulohy existuje.
2. Riesenie ulohy je jednoznacné.
3. Riesenie ulohy zdvisi spojito na ddatach tlohy.

Hoci posledna podmienka v tejto definicii neméa presny matematicky vyznam,
spojitu zavislost riesenia na datach ulohy mozeme chapat tak, ze mald zmena
v détach sposobi iba mald zmenu v rieseni. Uloha sa nazjva ill-posed (zle posta-
vend), pokial nesplituje niektort z podmienok uvedenych v Definicii [6] Vyvstdva
otazka, ¢i takuto ilohu mozeme nejakym sposobom preformulovat tak, aby dantd
podmienku splnovala a bola well-posed. V pripade podmienky existencie a jedno-
znacnosti rieSenia to nie je velmi problematické. Jednym z prikladov preformulécie
v tomto pripade je, ze hladame rieSenie v zmysle najmensich stvorcov minimélne
v norme. Viac sa touto problematikou budeme zaoberat v Kapitole 2l Ostatne;
podmienke sa budeme detailne venovat v nasledujicej podkapitole.

Pozndmka. V praci budeme rozlisovat rank-deficient a ill-posed tilohy podla rozlo-
zenia singularnych ¢isel, ako sme spomenuli vyssie. V zmysle Definicie[0] st ale oba
tieto typy tuloh ill-posed, t. j. citlivé na perturbacie dat, a hladame aproximaciu
ich riesenia, nakolko riesenie nemusi existovat, ani byt jednoznacné.

1.3 Naivné riesenie

Zamerajme sa teraz na tretiu podmienku z Definicie [6] Preformulovanim by
sme mohli ziskat problém, ktory je menej citlivy na zmeny, ¢o nas vedie k pojmu
regularizdcie ilohy. Tomu sa budeme venovat v Kapitole [3]

V tejto podkapitole pre jednoduchost vykladu predpokladajme, ze A € R™*™
je regularna matica, t. j. rank(A) = n (Becvar, 2019, str. 133). Sformulujeme
znamy poznatok z linearnej algebry o existencii a jednoznacnosti riesenia si-
stavy linearnych algebraickych rovnic s regularnou maticou, porov. (Bec¢var} 2019|
str. 156). Potom budeme mat zarucent existenciu a jednoznac¢nost riesenia inverz-
nej ulohy s takouto maticou a budeme skiimat jej citlivost.
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Lemma 3. Nech A € R™" je reqularna matica a b € R™ je vektor. Potom
J x € R", ktoré riesi sustavu linedrnych rovnic Ax = b.

Ako je zname, z regularity matice A nam taktiez vyplyva existencia inverznej
matice A~!. Potom teda oznacme X,qive := A~'b tzv. naivné riesenie. S vyuzitim
dyadického tvaru singularneho rozkladu , mozeme naivné riesenie tlohy
s regularnou maticou A vyjadrif vztahom

n 'Tb n T
Xpaive = A7 = A bepge + Ale = 3 TLOwety ST Sy (1)

i=1 ? i=1 ?

Xezact Xnoise

Naivné riesenie danej tlohy je teda stié¢tom presného riesenia Xepact := A~ 'beyact
a tzv. invertovaného sumu X, := A le.

Poznamka. Vyuzitim pseudoinverzie (1.3)) méZzeme presné riesenie, naivné riese-
nie a invertovany sum zovSeobecnif pre vseobecntu obdlznikovi maticu. Potom
Xezact = ATbe:pacty Xnaive = ATb a Xnojse += ATe-

Zaujima nas, ako dobre aproximuje naivné riesenie X,,4;pe presné riesenie Xegqer-
Zadefinujme si relativnu chybu aproximécie riesenia, porov. (Golub a Van Loan,
1996, str. 53).

Definicia 7 (relativna chyba aproximdcie rieSenia). Nech vektor X je aproxi-
maciou nenulového presného riesenia x nejakej ulohy. Potom relativnu chybu
aprozimdcie rieSenia tejto ulohy definujeme vztahom

Vychadzajuc z klasickej perturbacnej tedrie odvodime odhad relativnej chyby
naivného riesenia ulohy ([1.6)) s regularnou maticou a perturbovanou pravou stra-
nou, porov. (Drkosova a Strakos, 1997, str. 61).

Veta 4. UvazZujme tlohu Ax = b, kde A € R™" je reqularna matica a b =
bezact + € € R je vektor, bezaer # 0. Potom pre relativnu chybu €,¢; aprorimdcie
Xnaive, definovanej v , presného nenulového riesenia Xepqer tejto ulohy plati
odhad

lell

Hbexact” .

€rel = ||Xe;wct - Xnaive“ < H(A)

(1.8)

|| Xezact | |

Dokaz. 7 rovnosti 1’ mame, 7€ Xpgive = Xezact + Xnoise- Dalej zrejme platia
Axexact = bezact (19>

Axnai'ue - Axegmct + Axnoise = bexact + e. (11())

Z rovnosti ([1.9) plynie s vyuzitim trojuholnikovej nerovnosti pre normu, resp.
s vyuzitim kompatibility spektralnej maticovej normy s Euklidovskou normou
vektoru, ako uvddza (Hansen, Pereyra a Scherer, [2013], str. 268), odhad

[Bezact|| = | A% czact]| < || A||[[Xezact |- (1.11)

10



Dosadenim vztahu ((1.9) do rovnosti (1.10) a vyuzitim predpokladu regularity
matice A dostavame
Xnoise = A te. (1.12)

Z rovnosti ((1.12)) obdobne ziskame odhad
Benoisell = [A™ el < [[A7H[[e]. (1.13)

So znalostou definicie ¢isla podmienenosti matice ([1.4)) a spojenim odhadov (|1.11))

a (1.13]), dostavame pozadovany odhad (|1.§)).
[l

Pozndmka. Obdobné odhady je mozné odvodit aj v pripade, Ze mame pertur-
bovani iba maticu A, alebo b aj A zaroven, pozri (Drkosova a Strakos, 1997,
kap. 4).

7 odhadu v predchadzajticej vete vidime, ze hoci mdze byt prava strana
méalo perturbovand, t. j. ||e|| < ||Pezact||, nezaruéuje ndm to dobri aproximaciu
presného rieSenia Xezq naivnym rieSenim Xpqie, nakolko ¢islo k(A) moze byt
velké.

S ¢islom podmienenosti matice x(A) sa ndm spaja este jedna dolezitd cha-
rakteristika, a to vzdialenost regularnej matice od najblizsej singularnej matice,
ktort mozeme definovat so znalostou Vety , (Tebbens a kol., 2012} str. 134).

Definicia 8. Nech A € R"*" je requldrna matica, t. j. rank(A) =n, a X € R™*"
je singuldrna matica, t. j. rank(X) < n. Potom vjraz

o A=X] o A=X| w1
min = = =
xCbkn A i A o1 R(A)
rank(X)<n rank(X)=n—1

definuje relativnu vzdialenost matice A od najbliZsej singuldrnej matice.

7 Definicie |8 potom lahko mézeme vidiet, Ze pokial je matica A blizka singu-
larnej matici, tak je zle podmienend, a naopak.

Sformulujme si este diskrétnu Picardovu podmienku, ktorda nam bude na-
pomocnd pri skiimani citlivosti tilohy na pritomny Sum. V knihe (Hansen, 2010,
str. 37) autor uvazuje konecnu aritmetiku a tito podmienku formuluje pre presnt
prava stranu v zavislosti na hladine, kde sa ustalia spocitané singularne cisla
v dosledku zaokrihlovacich chyb. My pre teoreticki analyzu problému uvazujme
presnu aritmetiku a definujeme si tito podmienku pre vSeobecni pravi stranu.
V experimentoch potom samozrejme budeme pracovat v konecnej aritmetike a
brat do uvahy zaokruhlovacie chyby.

Definicia 9 (Diskrétna Picardova podmienka). Nech o;, i = 1,...,n, si singu-
larne cisla matice A.. Diskrétna Picardova podmienka (DPC) je splnend pre pravi
stranu b, pokial koeficienty |u] b| v priemere klesaji rijchlejie ako odpovedajiice
singuldarne cisla o;, 1 =1,...,n.

Teraz sa vratime k analyze vlastnosti naivného riesenia ((1.7). Predpokladame,
7€ bezacr spInuje DPC. Pokial ale mame b = b, + €, € # 0, projekcie vektoru
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sumu e do bazy lavych singularnych vektorov u; pre i = 1,...,n, zvacsa nekle-
saji k nule. V pripade, %e e je biely Sum, zostavaju |u; e| rddovo porovnatelne
velké, pozri (Hansen, 2010, str. 42). Delenie velmi malymi singuldrnymi ¢islami
v Clene pre e v potom sposobi narast Sumovej zlozky naivného riesenia.
Invertovany sum X,,.;s sa teda stava dominantnym nad presnym riesenim Xe,qcr,
a naivné riesenie X,qi nedava dobru aproximaciu presného riesenia.

Doposial zavedené pojmy a nastolené problémy si lepsie ozrejmime v nasle-
dujiicom experimente. Ciastocne vychadzame zo zadani uloh v (Hansen, 2010,
str. 49-50), ktoré vlastnym spésobom spracujeme.

Ezperiment 1. Budeme skiimat tilohu Shaw z Regularizacného Toolboxu (Hansen,
2007), pre n = 24. Tato tloha predstavuje jednodimenzionalnu rekonstrukciu
obrazu, a je danad kvadratirnou diskretizaciou Fredholmovej integralnej rovnice
1. druhu. Cislo podmienenosti matice tilohy je x(A) = 3.8407¢ + 16, teda tloha
je velmi zle podmienena. Matica A je regularna v matematickom zmysle ale je
velmi blizko singularnej matici v dosledku obrovského ¢isla podmienenosti, pozri
Definicia[8] V numerickom zmysle je singularna, nakolko ked spocitame funkciou
rank hodnost tejto matice dostavame hodnotu 19, ¢o je menej ako n.

Najskor si vykreslime presné a naivné riesenie tejto tilohy. Naivné riesenie sme
ziskali pouzitim operatoru backslash (\). Toto riesenie ani zdaleka nezodpoveda
presnému rieseniu, ako mozeme vidief na Obrazku . Dalej si vykreslime
niekolko lavych a pravych singularnych vektorov, Obrazok . Mobzeme si
vsimnut, ze lavé a pravé singularne vektory sa vzhladom k zvolenej baze az na
znamienko rovnaju. To je v désledku toho, ze matica A je symetricka. Uz pri
piatom singularnom vektore moézeme pozorovat znacné oscilacie, ktoré nam vo
vysledku rozkmitaji naivné riesenie, pozri sc¢itance v (|1.7)).

Pre vykreslenie Picardovych grafov budeme vyuzivat funkciu picard z (Han-
sen, 2007). Z Picardovho grafu pre ulohu bez pridaného sumu vo vektore b,
Obréazok , mozeme vidiet, ze singularne ¢isla postupne klesaji k nule, a tie
najmensie osciluji na hranici strojovej presnosti €. DPC je splnend pre singularne
¢isla az do 1 = 20, teda pre vSetky okrem tych, ktoré osciluji na hranici strojovej
presnosti. RieSenie je v tomto pripade nepresné v dosledku zaokrihlovacich chyb,
ktoré vznikli pri vypocte rieSenia. Vektor sumu e v tomto pripade obsahuje zaok-
rihlovacie chyby a hladina Sumu je rovna strojovej presnosti, v = ¢ = 2.2204e—16.
Poznamenajme, Ze strojova presnost ¢ je tiez uvazovana v relativnom zmysle, ¢ize
méame konzistenciu s Definiciou [l

Nakoniec si do vektoru pravej strany b pridajme malé mnozstvo ndhodného
sumu pochadzajiceho z normélneho rozdelenia. To urobime tak, Ze si pomocou
prikazu randn vytvorime ndhodny vektor dizky n = 24, ktory znormujeme a na-
sledne prenasobime normou presnej pravej strany a pozadovanou hladinou sumu.
Tento vektor potom pripoc¢itame k vektoru presnej pravej strany a dostavame
pravu stranu s pridanym ndhodnym bielym sumom. Pre tito pravi stranu si po-
tom opét vykreslime Picardov graf. Najskor sme zvolili hladinu Sumu v = 1le — 10
a prislusny Picardov graf mézeme vidiet na Obrazku Pozorujeme, ze DPC
je splnend pre menej singularnych ¢sel, iba do i = 15. Dalej sme zvolili va¢sT um,
v = le—6, a prislusny Picardov graf mozeme vidiet na Obrazku Tentokrat
pozorujeme, ze DPC je splnend pre este menej singularnych cisel, iba do ¢ = 11.
V tychto dvoch pripadoch zohravaji tdlohu nielen zaokrihlovacie chyby, ale aj
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komponenty zatazené pridanym nahodnym sumom. Vektor Sumu moézeme teda
v tomto pripade pomyselne vyjadrit ako sicet e = e; + e,, kde e; reprezentuje
zaokrtuhlovacie chyby a e; pridany ndhodny Sum. Mohli sme vidief, Ze to do akej
miery je DPC splnend, zavisi od velkosti pridaného sumu.

Zéaverom mozeme usudit, Ze dand tloha patri medzi ill-conditioned tlohy. Spe-
cidlne, mozeme ju zaradit medzi rank-deficient tlohy, ¢o sme videli z vykreslenia
singularnych &sel. Dalej sme pozorovali, Ze jej riesenie je velmi citlivé na pritomny
sum a nemdzeme ju riesit klasickym spdsobom.
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2. Metédy najmensich stvorcov

Uvazujme linedrnu aproximacnu tlohu a pripomenme, ze predpokladame
m > n. Dalej budeme predpokladat, Ze b ¢ R(A). V opa¢nom pripade mdzeme
tlohu uvazovaf ako rieSenie siistavy linearnych rovnic a mame zaruceni exis-
tenciu riesenia, pozri Rouchéova-Fontenéova veta (Hajkova a kol., 2012, str. 206).
Pre ilohus b ¢ R(A) potom hladdme aproximaciu riesenia metédami najmensich
stvorcov. Pozname viacero druhov tychto metdéd v zavislosti na tom, ¢i je chy-
bami zatazeny vektor pravej strany b alebo (v nevyluCujicom vyzname) matica
modelu A.

Budeme sa zaoberaf najméd metodami LS a TLS, ktoré sa v Statistickych
disciplinach zvyknu nazyvat aj linearna a ortogonalna regresia. Zadefinujeme si
dané metody, a strucéne zhrnieme analyzu existencie a jednoznacnosti ich riesenia.
Na tom budeme stavat v Kapitole [3| pri regularizacnych metodach.

Cerpame z publikacii (Golub a Van Loan, 1996, kap. 5.3, 5.5, 12.3), (Hansen,
Pereyra a Scherer}, 2013, kap. 2-3, 7.3), (Van Huffel a Vandewalle, 1991} kap. 2-3),
(Tebbens a kol., 2012} kap. 6) a clanku (Golub a Van Loan, [1980).

2.1 Metoda LS

Najskor predpokladajme, Ze chybami je zatazeny iba vektor b, zatial ¢co matica
A je dana presne. Potom hladdme minimalnu opravu d vektoru b tak, aby b+d &€
R(A), ako hovori nasledujica definicia, ktort preberame z (Tebbens a kol., 2012,
str. 152).

Definicia 10 (Problém najmensich stvorcov). Nech A € R™*" b € R™. Prob-
lémom najmensich stvorcov (LS) budeme nazyjvat ilohu urcenia x € R™ tak, aby

platilo

G{ng&n ItsY] za podmienky Ax=b+d. (2.1)
e m

Toto x potom oznacujeme Xpg.

Ozna¢me r := b — Ax reziduum. Z podmienky v potom vidime, Ze
d=Ax—b=—r,a|d| = ||-r| = |lr| v dosledku vlastnosti normy (Hajkova
a kol.| 2012, str. 330). Problém LS teda mézeme polahky preformulovat ako tlohu
minimalizacie normy rezidua, a riesenie lohy v zmysle LS tak vyjadrit ako
riesenie tejto optimalizacnej tlohy,

X5 = arg m]iRng — Ax]||. (2.2)
x€eR™
Analyzu existencie a jednoznacnosti riesenia problému LS zo studovanych
zdrojov citovanych v ivode tejto kapitoly zhrnieme v nasledujicej vete.

Veta 5. Nech A € R™" m > n, rank(A) = r, a b € R™. Rozlisime dva
pripady:

1. Nech r = n. Potom 3! x5 a modzZeme ho vyjadrit ako riesenie sustavy

normdalnych rovnic
ATAx = A'b, (2.3)
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v tvare

XLs = ATba
kde AT = (ATA) AT,

2. Nech r < n. Potom 3 nekonecne vela rieseni Xrg, ale 3! X1 minimdalne
v norme a mozeme ho vyjadrit v tvare

XLs = ATba
kde AT je definované vztahom .

Mobzeme teda vidiet, Ze riesenie tlohy v zmysle LS existuje vzdy a jeho
jednoznacnost sa odvija od hodnosti matice A. Dokazy tvrdeni z predchadzajicej
vety mozeme najst napriklad v (Tebbens a kol 2012, kap. 6.1, 6.3).

Ulohy s plnou stipcovou hodnostou je mozné numericky riesit priamo. Bud ako
stistavu norméalnych rovnic s vyuzitim Choleského rozkladu, pomocou rozsirenej
stustavy rovnic s vyuzitim LU rozkladu, alebo v neposlednom rade pomocou QR
rozkladu, ktory moézeme pripadne iteracne zjemnif. Pre viac podrobnosti pozri
(Hansen, Pereyra a Scherer} 2013, kap. 4), (Tebbens a kol., 2012} kap. 6.2).

Pre tlohy ktoré nemaju plnt stlpcovit hodnost, mozeme pouzit rozne modi-
fikacie predchadzajicich metéd, napr. Peters-Wilkinsonov LU rozklad, QR roz-
klad s permutdciou stipcov, bidiagonalizdciu a nemdzeme zabudnit na singuldrny
rozklad. Pre viac podrobnosti pozri (Hansen, Pereyra a Scherer, 2013, kap. 5),
(Tebbens a kol., 2012, kap. 6.3-6.4).

Pokial musime riesit ulohy s obrovskymi maticami, tzv. large-scale tlohy, tak
priame metédy nemusia byt vhodné. Ci uz v désledku obmedzenej pamite, vyso-
kych nakladov na vypocet alebo nedostatoc¢nej presnosti. Pre tieto tlohy vyuzi-
vame itera¢né stacionarne alebo nestaciondrne (najmé Krylovovské) metody. Pre
viac podrobnosti pozri (Hansen, Pereyra a Scherer, 2013, kap. 6), (Bjorck, |1996
kap. 7).

2.2 Metéda TLS

Teraz predpokladajme, Ze chybami je zatazena ako matica A, tak aj vektor
b. Potom hladdme minimélne opravy d, resp. C vektoru b, resp. matice A tak,
aby b+d € R(A + C). Nasledujtcu definiciu preberdme z (Tebbens a kol., 2012,
str. 152).

Definicia 11 (Uplny problém najmensich Stvorcov). Nech A € R™*" b € R™.
Uplngm problémom najmensich Stvorcov (TLS) budeme nazyjvat tilohu uréenia
x € R" tak, aby platilo

drél]él% I[d, Cl|» za podmienky (A+C)x=b+d. (2.4)
CeRm>n

Toto x potom oznacujeme Xrrs.

Ulohu (1.6) mozeme vyuzitim blokového maticového nésobenia ekvivalentne
zapisat v tvare

b, Al [_Xﬂ ~ 0.
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Analogicky preformulujeme podmienku z (2.4). Ekvivalentne plati

b+d,A+C| l_Xl] _o.

Hladame teda

weKer(b+d,A+C]), w=(w,...,wpe1) :wy #0.

Potom riesenie tlohy (1.6 v zmysle TLS mo6zeme vyjadrit v tvare

1
Xrrs = ——(wa, . .. 7wn+1)T' (2.5)
wq

Na zéklade pramenov citovanych v ivode tejto kapitoly predstavime strucny
prehlad analyzy existencie a jednoznac¢nosti riesenia problému TLS. Uvazujme
rank(A) = r. Podobne ako pri analyze riesenia problému LS aj teraz rozlisime
dva pripady:

1. Nech r = n. Potom rank ([b , A]) = n + 1, vdaka predpokladu b ¢ R(A).
Singularny rozklad pre tuto rozsirent maticu mézeme podla Vety (1| (dy-
adicky rozvoj) vyjadrit v tvare

(a)

n+1

b, Al = Z: oV, (2.6)

Najjednoduchsi pripad nastava, pokial je 0,1, t. j. najmensie singu-
larne ¢islo matice [b , A}, jednondsobné. Potom z Vety [2] mame, ze
minimalna oprava ktord znizuje hodnost rozsirenej matice [b , A] je
v tvare [d, C] = —0p41Uy11V, 41, @ mé velkost ||[d, Cl|l, = oni1.
Polozme teda w = v, 1, a v pripade, zZe je prva zlozka vektoru v,
nenulova, moézeme riesenie xprg vyjadrit jednoznacne, obdobne ako
v (2.5). Inak rieSenie xrps neexistuje.

Poznamenajme, Ze v knihe (Van Huffel a Vandewalle, 1991} kap. 2.3.2)
je toto jednoznacné riesenie oznacované ako tzv. zdkladné riesenie
XTLS-

Zlozitejsi pripad riesime, pokial je ,.1 viacnasobné. Uvazujme pod-
priestor generovany pravymi singularnymi vektormi prislichajicimi
k tomuto viacndsobnému singularnemu ¢islu. V pripade, ze ma aspon
jeden z tychto vektorov nenulovt prvu zlozku, tak za w volime Tubo-
volny vektor, ktory je linedArnou kombinaciou tychto vektorov. Riesenie
Xrrs potom ziskame obdobne ako v . Existuje teda nekonecne vela
rieseni X719 a hladame rieSenie x7¢ minimalne v norme. Pozname-
najme, ze aj v tomto pripade je velkost minimalnej opravy o, ;. Po-
kial ma kazdy z vektorov v tomto singularnom priestore nulova prva
zlozku, tak rieSenie x71¢ neexistuje.

2. Nech r < n. Potom teda rank ([b , A]) < n+ 1 a v singuldrnom rozklade
rozsirenej matice (2.6 je prinajmensom o,; = 0. Riesenie xr.g v tomto
pripade neexistuje.
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Pre dokazy tychto tvrdeni o existencii a jednoznacnosti rieSenia v zmysle TLS,
podrobnejsiu analyzu a geometricky pohlad pozri (Golub a Van Loan, |1980) a
(Van Huffel a Vandewalle, 1991, kap. 2-3). My sa k tejto analyze eSte vratime
v ramci Kapitoly [3] v stvislosti s metédou tzv. orezanych TLS.

Poznamka. Postacujicou podmienkou pre existenciu jednoznac¢ného riesenia xprg
je tzv. Golub-Van Loanova podmienka (Golub a Van Loan, 1996, str. 596).

V pripade neexistencie riesenia x7g mozeme najst tzv. negenerické riesenie.
Tu rovnaky postup aplikujeme na najblizsie ostro vacsie singularne ¢islo k naj-
mensiemu singuldrnemu ¢islu matice a k nemu prislusny priestor pravych
singularnych vektorov. Pre viac podrobnosti pozri (Van Huffel a Vandewalle, 1991}
kap. 3.4). Algoritmus ktory ndm dava riesenie xrrg, pripadne negenerické riese-
nie, mozeme najst v (Van Huffel a Vandewalle, [1991} kap. 3.6.1).

2.3 Scaled TLS

Ch. C. Paige a Z. Strakos v ¢lankoch (Paige a Strakos| 2002a)), (Paige a Stra-
kos, |2002b)) preformulovali problém tzv. vazenych TLS, ktorym sa zaoberal B.
D. Rao v praci (Rao, [1997)), ako problém tzv. skalovanych TLS. Uvedme si teraz
jeho definiciu, konzistentne s predchadzajicimi definiciami v tejto kapitole.

Definicia 12 (Skalovany problém TLS). Nech A € R™" b € R™. Problémom
skdalovanych uplngch najmensich Stvorcov (Scaled TLS) budeme nazyvat dlohu
urcenia X € R™ tak, aby platilo

drg]é% I[d, Cll- za podmienky (A + C)xy =by+d,
CeRmX7n

kde v € (0,00) je dané.

Poznamka. Pokial predpokladdme, ze chybami je zatazena iba matica A, zatial
¢o vektor b je dany presne, hovorime o probléme Data LS (DLS) (Paige a Strakos|
2002b), str. 118).

Z Definicie 12| vidime, ze pokial v zmensujeme smerom k nule, mézeme opravu
C matice A zanedbat a musime zvysovat hlavne opravu d vektoru b, teda chyby
st najma v b. Naopak, pokial v zvacsujeme do nekonec¢na, mozeme opravu d
vektoru b zanedbat a musime zvysovat hlavne opravu C matice A, teda chyby st
najma v A. Parameter v teda urcuje velkosti oprav d a C umoznuje nam skalovat
mnozstvo chyb v b a A. Potom pre 7y — 0 dostavame problém LS, pre v = 1
problém TLS a pre v — oo problém DLS, pozri (Paige a Strakos, 2002a)), (Paige
a Strakos, 2002b). Tu je mozné najst aj podrobni analyzu existencie a jedno-
znacnosti riesenia skalovaného problému TLS, ktord je zovseobecnenim analyzy
problému TLS, ale je ovela komplikovanejsia.

Pozndmka. V tejto kapitole sme sa zaoberali iba metédami najmensich stvorcov
pre linedrne tlohy, pre nelinearne tlohy pozri (Hansen, Pereyra a Scherer] 2013|

kap. 8-9, 12), (Bjorck, 1996, kap. 9).
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3. Regularizacné metody

Ako sme mohli vidiet uz v Kapitole[l], pri rieSeni ill-posed tloh chceme potlacit
citlivost riesenia na pritomny Sum a ziskat tak stabilnejsie riesenie. Tento proces
nazyvame regularizacia. K tomu vyuzijeme néstroje aproximacie matice maticou
nizsej hodnosti zavedené v Kapitole (1| a metédy najmensSich Stvorcov zhrnuté
v Kapitole 2] Budeme vychéadzat z publikacii (Hansen| 2010, kap. 4-5), (Hansen,
1998, kap. 3-5) a ¢lankov (Fierro a kol., |1997), (Hnétynkova a kol., |2017)).

Na tvod si este priblizme dolezity koncept numerickej hodnosti matice, pozri
(Tebbens a kol.,[2012, kap. 5.6) a (Hansen, Pereyra a Scherer, [2013, str. 92-93). Tu
budeme dalej vyuzivat pri regularizacnych metédach. Bez ujmy na vseobecnosti
uvazujme maticu A € R™ ™ m > n,rank(A) = r. Pokial 3 h € N1 < h < r
tak, ze

01> 09> 0, > 0p1 N R0, RE, (3.1)

hovorime, ze matica A ma numericki hodnost h. Ak uvazujeme, ze m = n, t. j.
A je stvorcova matica s numerickou hodnostou h < r, tak z numerického hla-
diska je singuldrna, hoci z matematického hladiska mdze byt regularna pokial
r = n (to sme mohli pozorovat v Experimente . Ak také h neexistuje a matica
A je regularna, hovorime, Zze matica A je aj z numerického hladiska regularna.
Aproximécia ~ v vsak nie je matematicky presne kvantifikovana. Nume-
rickili hodnost matice teda mdézeme pre rank-deficient tlohy stotoznit so skokom
v singuldrnych ¢islach prislusnej matice, ako sme uvazovali v Sekeii [1.2]

3.1 Filtracné regularizacné metdody

Vsetky regularizacné metoddy, ktoré budeme skiimat, maji spolo¢ny znak. Mo-
zeme ich definovat ako tzv. filtracné metédy. Regularizované riesenie tlohy (|1.6))
pre maticu A s hodnostou 7 je potom mozné zapisat v tvare

r - uin
Xreg = Z<P£ ] o Vi, (32)
i=1 i
kde ngT] >0,7=1,...,r, st tzv. filtracné faktory prislichajice danej regularizac-

nej metode s regularizaénym parametrom 7 > 0, porov. (Hansen, 2010, str. 53).
[7]

i 0 =1,...,7r, teda mozeme chapat ako hodnoty
funkcie, ktord dvojici (7, i) priradi nezdporné ¢islo gp[T]

i -

Jednotlivé filtracné faktory ¢

Metoda Filtracny faktor
Truncated-SVD @Ek] =1, 5 (4)
1 _ bl o}
Truncated-TLS P =it ||V1§l\|2 R

. , . s A o
Tichonovska regularizacia P = e

Pozn: k, t, X st regularizacné parametre.

Tabulka 3.1: Filtracné faktory pre vybrané priame regularizacné metddy.
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Ich zhrnutie uvadzame pre prehladnost v Tabulke (3.1, podrobne si ich vsak od-
vodime v nasledujtucich podkapitolach, kde bude zavedené aj potrebné znacenie.

3.1.1 Truncated-SVD

Metéda Truncated-SVD (T-SVD) spociva v orezani tych komponent singuldr-
neho rozkladu matice A, rank(A) = r, ktoré zodpovedaji velmi malym singular-
nym ¢islam, pozri (Hansen, 2010, kap. 4.2). Je to z toho dévodu, Ze komponenty
riesenia ulohy klasickymi metédami pre tieto singularne ¢isla obsahuju velké
mnozstvo invertovaného sumu, ako sme mohli vidief pri naivnom rieseni v Sek-
cii [L3

Regulariza¢ny parameter oznac¢me k; k& € N, £k < r. V hrani¢nom pripade
k = r neorezdvame ni¢ a riesime neregularizovant tilohu v zmysle LS. Dalej
teda budeme uvazovat k < r. Mdzeme ho ur¢it napriklad z Picardovho grafu,
resp. numerickej hodnosti matice A v pripade rank-deficient tloh. To si blizsie
vysvetlime v Sekcii |3.3| a pri numerickych experimentoch.

Analogicky ako v definujme maticu nizsej hodnosti,

k
,_ T
Ak = E o;u; Vv, .
=1

V zmysle Vety [2] je potom matica A} najlepSou aproximéaciou matice A. Dalej
zrejme pri vhodnej volbe parametra k plati, ze

k(A =2 < K(A) =2

(% O
Matica Ay je teda lepsie podmienenda ako matica A.
Ekvivalentne potom riesime regularizovant linearnu aproximac¢nu tlohu

Ax~b (3.3)

v zmysle LS. Ako sme videli v Kapitole 2| vyuzitim pseudoinverzie matice ([L.3)
mozeme sihrnne zapisat riesenie tlohy (3.3) v zmysle LS v tvare

koo T
u; b
XT_SVD(k) = D Vi, (3.4)

i=1 Ti

ktorym definujeme riesenie tlohy metodou T-SVD pre regularizacny para-
meter k, porov. (Hansen, 2010, str. 56). Z analyzy problému LS vieme, Ze sa jedna
o rieSenie minimélne v norme, ktoré je v pripade plnej stipcovej hodnosti jediné
mozné riesenie. Preto sa metdoda Truncated-SVD zvykne nazyvat aj Truncated-
LS.

Filtracné faktory pre metédu T-SVD teda maji velmi jednoduchy tvar,

1,i=1,...,k
(k] ._ =23 L
N 3.5
i {10k} (2) {O,i——k+1,--~ar- )

V nasledujicej vete si zapiSeme tvar regularizovaného riesenia pre tito metdédu
pomocou filtra¢nych faktorov gpz[k].
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Veta 6 (T-SVD riesenie). UvaZujme dlohu (1.6), rank(A) = r, a jej rieSenie
metodou Truncated-SVD s parametrom k, definované v . Potom toto requ-
larizované riesenie mozZeme pomocou filtracnych faktorov definovanych v
ekvivalentne vyjadrit v tvare

uin

Xr—svom) = Y L, k(%) Vi.

i=1 i

Dékaz. Priamym dosadenim filtra¢nych faktorov (3.5)) do vztahu (3.2)) dostavame
pozadovany tvar riesenia.

]

3.1.2 Truncated-TLS

Metoda Truncated-TLS (T-TLS) spociva obdobne ako metéda T-SVD v ore-
zani komponent singularneho rozkladu, ktoré pri rieseni tlohy zosilnuju pri-
tomny sum. Tentokrat ale musime uvazovat singularny rozklad rozsirenej matice
b, A], ako sme mali pri metéde TLS. (Fierro a kol., 1997 str. 1224)

Podobne ako v Kapitole [2| predpokladajme, Zze rank(A) = r a b ¢ R(A).
Potom rank ([b , A]) = r + 1. Pre vad¢siu prehladnost, ktord sa nam bude hodit
neskor, pouzijeme nasledujiice znacenie pre singularny rozklad matice [b , A],

r+1
b, Al=U, 1%V, =Y 647 (3.6)

=1

Vyuzili sme ekonomicky tvar SVD, resp. SVD v tvare dyadického rozvoja, pozri
Veta [l

Regulariza¢ny parameter oznacme t; ¢t € N, ¢t < r+ 1. Tento parameter udava
pocet scitancov singularneho rozkladu matice [b , A] v tvare dyadického rozvoja
, ktoré chceme v plnej miere ponechat a zvysné urcitym sposobom filtrovat.
V pripade, ze t = r + 1, nam dana metoda splyva s metdédou TLS pre neregula-
rizovant tlohu. Dalej teda uvazujme t < r + 1.

Najskor skiisme intuitivne postupovat analogicky ako pri metéde T-SVD. Uva-

zujme singularne ¢isla z (3.6) a nahradme ;.1 = --- = 6,1 = 0. S¢itance v ({3.6)
pre Giiq,...,0,41 teda budi nulové, a dostavame tak maticu
: T
[bt 3 At] = Z&Zﬁz{’l y (37)

i=1

ktord mé nizsiu hodnost ako matica [b , A]. NavysSe je aj lepSie podmienend,
obdobne ako sme mali pri T-SVD. V zmysle Vety [2| (pre Frobeniovu normu) je
teda matica hodnosti ¢ najlepsou aproximdciou matice [b , A], a mdzeme
ekvivalentne riesit regularizovana tlohu

Ax ~ by, (3.8)

v zmysle TLS. V podstate sa jednd o obdobu hladania negenerického riesenia

tlohy (L.6).
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Pre uplnost zmierime, Ze opravu matice [b , A] v (3.6), ktorej vysledkom je
matica [b; , Ay] v (3.7), mbézeme vyjadrit ako maticu
r+1
[d;, Cl=— Y 641, (3.9)

i=t+1

Z Vety [2| (pre Frobeniovu normu) potom dostavame, Ze velkost tejto opravy je

I, Clllr = /o7, + - + 62 (3.10)

Vseobecnejsi pristup k danému problému je predstaveny v ¢lankoch (Fierro
a kol., |1997) a (Hnétynkova, Plesinger a Zakoval, 2017). Z neho budeme pri im-
plementacii T-TLS vychéddzat aj my. Zhriime si ho teraz na zdklade citovanych
¢lankov pre maticu A hodnosti r, a podrobne ho rozanalyzujeme.

Najskor je vhodné rozclenif si maticu VrH e RHDX(r+1) 4 v tvare

blokovej schémy
. Vi V 1
Vigi= | . ! N . } . (3.11)
Vo Vs |} n
—~—
t or—tt1
Potom formulujeme pre parameter ¢t dve podmienky:
(i) 6¢>p> G415 p >0,

(ii) V12 = [@1,t+17 . 7@1,r+1] # 0.

Podmienka (i) zarucuje, Ze ponechané singuldrne ¢isla budu vacsie ako dopredu
dané konstanta g > 0, a singularne ¢isla mensie ako tato konstanta budu urci-
tym sposobom filtrované. Je ju mozné urcif napriklad z Picardovho grafu k danej
rozsirenej matici, resp. na zaklade numerickej hodnosti tejto matice. Naviac priro-
dzene pozadujeme, aby 6; > 611, teda neddjde k rozdeleniu vektorov z rovnakého
singularneho podpriestoru medzi bloky [g;} a [%ﬂ Podmienka (ii) tzko stvisi
s existenciou riesenia problému TLS, ¢o si dalej lepsie ozrejmime.

Pokial st obe podmienky (i) a (ii), splnené pre nejaky regularizacny parameter
t, tak mozeme definovat T-TLS riesenie tilohy pre tento parameter v tvare

A,

PN ~ V
Xr_rrs@) = —V22Viy = =V v 12||2’ (3.12)
12

pozri (Hnétynkova a kol., |2017, str. 110). Druhd rovnost v (3.12)) vyplyva v do-
sledku podmienky (ii) z vlastnosti pseudoinverzie (Golub a Van Loanl |1996]
str. 257).

Pozndmka. Ako sa uvadza v (Fierro a kol., (1997, str. 1226), najmensiu opravu ma-
tice [b , A] v zmysle definicie problému TLS je mozné vyjadrit v rovnakom tvare
ako sme predpokladali v intuitivnom postupe a ma aj rovnaku velkost .
Potom je rieSenim problému TLS s takouto opravou. Naproti tomu v intu-
itivnom postupe riesime ulohu v zmysle TLS s uz opravenou maticou [b; , Ay,
pre ktortd je nutné hladat dalsiu opravu v zmysle definicie problému TLS.
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T-TLS riesenie je potom mozné ekvivalentne vyjadrit v tvare , pre
prislusné filtracné faktory. Tvar filtracnych faktorov pre metédu T-TLS éerpame
z (Fierro a kol., 1997, str. 1229), resp. (Hnétynkova a kol., 2017, str. 111). Mys-
lienka dokazu je zalozend na skimani suvislosti medzi SVD matice A a SVD
matice [b , A] a obsahuje mnoZstvo pomocnych lemmat. Filtracné faktory pre
tuto metddu teda nebudeme v praci podrobne odvodzovat, ale si ich konzistentne
preznacime. Podrobné dokazy je mozné néjst v (Fierro a kol 1997, kap. 3).

Tvar regularizovaného riesenia ulohy metdédou T-TLS si pomocou fil-
tracnych faktorov vyjadrime v nasledujicej vete. Vo vyssie citovanej praci je pre
vacsiu prehladnost vykladu uvazovany technicky predpoklad, ze singuldrne cisla
matic A a [b, A] sa nerovnaju pre Ziadne indexy. Konkrétne v (Fierro a kol., 1997,
kap. 3.1) je ukdzané, ze pokial by sa o; a d; pre nejaké indexy rovnali, tak potom
je nutne u/ b = 0 a teda cpgﬂ nie je potrebné definovat. To potom zarucuje, ze s
filtracné faktory v nasledujicej vete dobre definované.

Veta 7 (T-TLS riesenie). Uvazujme tlohu (@, rank(A) = r, a jej riesenie
metodou Truncated-TLS s parametrom t, definované v . Potom toto requ-
larizované rieSenie mozeme pomocou filtracnych faktorov vyjadrit v tvare

T T
u; b
XTfTLS(t) = Z (,Ogt} o Vi, (313)
i=1 i
kde pre u/b #0
Tl A2 2 t 52 2
[t] U1 g; U1 g;
pi= D, — - S =) 5 ) (3.14)
S |[Vi||” i =061 I ||V 61— o

a inak dodefinujeme go[] = 0.

Pripometime, 7ze Vi, je podmatica, resp. vektor z matice VTH zavedenej
v (3.11). Potom priamo z definicie euklidovskej normy vektoru, pozri (Golub
a Van Loan, [1996| str. 52), plati

r—t+1

||V12|| Z ’Ul vy

kde 01 ,, z=t+1,...,7r+1, st prvkyzvlg.

Poznamka. Odhady pre filtracné faktory (3.14)) moézeme néjst v (Fierro a kol.,
1997, kap. 3.3).

Ako je zmienené v (Hnétynkova a kol., 2017, str. 111), existuje modifikovana
uloha, ktorej riesenie v zmysle TLS sa zhoduje s T-TLS riesenim definovanym
v . My si tuto ulohu teraz podrobne zavedieme, a vychadzajuc z analyzy me-
tédy TLS v Sekeii 2.2 rozoberieme existenciu a jednoznacnost jej rieSenia v zmysle
TLS.

Uvazujme, ze mame dané p > 0 tak, aby platila podmienka (i) pre nejaky
regularizacny parameter ¢t. Potom pre singularne ¢isla matice [b , A] v . 3.6]) plati

01220 >pu>041 22011
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Inakost tohoto pristupu spociva v tom, ze singularne ¢isla, ktoré si mensie ako
konstanta p nenahradime nulou ako v intuitivnom pristupe, ale lubovolnym klad-
nym ¢islom mensim ako p, ktoré oznacime 4. V intuitivnom pristupe sme v pod-
state uvazovali namiesto 6 nulu.

Uvazujme teda rozsirenti maticu, ktord ma singularne ¢isla

6—1220t>0_::a—>07

a singuldrne vektory mé rovnaké ako matica [b , A] z (3.6]). Singuldrne ¢islo &
ma nasobnost r — ¢ 4+ 1. Tuto rozsirent maticu ozna¢me

r+1

b, A]:= Z&WT + 3 60,4, (3.15)

i=t+1

Ekvivalentne potom v zmysle TLS riesime tlohu
Ax ~b. (3.16)

Pokial je podmienka (ii) pre parameter ¢ zvoleny pri podmienke (i) splnen4,
tak riesenie regularizovanej tlohy (3.16) v zmysle TLS existuje a mo6zeme ho

vyjadrit v tvare
AT

V 12
HV12||

¢o je rovnaké ako . Toto je najvseobecnejsie vyjadrenie tvaru TLS riesenia,
pokial existuje. V pripade existencie by sme analogicky mohli zapisat aj riese-
nie problému TLS, ktorym sme sa zaoberali v Sekcii 2.2 pozri (Van Huffel a
Vandewalle, 1991], str. 62).

Pokial je t = r, tak & je jednonasobné singularne ¢islo a riesenie je jed-
nozna¢né, pozri pripad 1.(a) pri metéde TLS. To by ale znamenalo, Ze filtrujeme
iba jedno najmensie singuldrne ¢islo matice [b , A], ¢o by bolo v redlnych tlohéach
nedostatocné. Uvazujme teda, ze t < r, resp. r—t+1 > 1. Potom & je viacnasobné
singularne ¢islo, takze nemame jednoznacnost riesenia. Riesenie potom re-
prezentuje riesenie tilohy v zmysle TLS minimalne v norme, pozri pripad
1.(b) pri metéde TLS. V oboch tychto pripadoch je ale velkost opravy, ktora zni-

X(T)LS = —V22V12 =~V (3.17)

zuje hodnosf matice {b , A}, rovna 6. Prave tu najlepsie vidime, Ze singularne
¢isla mensie ako p st v priebehu regularizécie odstranené.

Pokial je ale podmienka (ii) porusend, tak rieSenie tilohy v zmysle TLS
neexistuje, ale je mozné najst negenerické riesenie, ktoré sme strucne predstavili
pri metéde TLS.

Zdoéraznime, ze pokial rank(A) = r < n, tak rieSenie regularizovanej tlohy
je v kazdom pripade obdobou negenerického riesenia tlohy v zmysle
TLS, pozri pripad 2. pri metéde TLS.

Podobne ako pri prvom pristupe poznamenajme, ze matica [E) , A} v (3.15
je vysledkom opravy matice [b , A] v . Tentokrat ale neznizujeme hodnost
matice [b , A], no dostdvame modifikovani tlohu, ktori moézeme riesit v zmysle
TLS. Tuto opravu moézeme vyjadrif maticou

r+1

[d,Cl== 3 (6-6)vit), (3.18)

1=t+1
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a jej velkost je

-]l = 3 o o1

3.1.3 Tichonovska regularizacia

RieSenie tlohy ([1.6) metédou Tichonovskej regularizacie, Xpichonov(n), dosté-
vame ako rieSenie problému

min {[Ax — b|* + X*[[x||*}. (3.20)

Prvy séitanec reprezentuje normu rezidua a meria, ako dobre fitujeme vektor b na
model A. Druhy sc¢itanec meria regularitu riesenia a je skalovany regulariza¢nym
parametrom A > 0. (Hansen, (1998, str. 100)

V nasledujicej vete si uvedieme tvar filtracnych faktorov pre metédu Ticho-
novskej regularizacie, a teda aj tvar regularizovaného riesenia tlohy ziska-
ného touto metédou, porov. (Hansen, 2010, kap. 4.4). Néasledne urobime pod-
robny dbékaz, v ktorom si odvodime prislusné filtracné faktory a budeme moct
opat vidiet spojitost tejto metdédy s metdédou LS.

Veta 8 (Tichonovské rieSenie). Uvazujme dlohu (1.6), rank(A) =r, a jej riese-
nie metodou Tichonovskej reqularizacie s parametrom A > 0. Potom toto
riesenie mozeme pomocou filtracnich faktorov vyjadrit v tvare

T 2
. =3 N2 by, N % i 3.21
XTichonov(\) * v 2 o, Vi, (28 0_12 VL 1 s, T ( . )

T

Dékaz. Problém (3.20]) si mézeme ekvivalentne prepisat do tvaru

()x (o)

a nésledne tuto optimalizacni tlohu riesit v zmysle LS, pozri (2.2]). Na zdklade
Vety [B] rozlisime dva pripady:

min
xER™

, (3.22)

1. Nech 7 = n. Potom mozeme riesenie ulohy (3.22) vyjadrit ako rieSenie
stustavy normalnych rovnic

(ATA + )\21n>XTich0nov()\) = ATba

v tvare

XTichonov(\) = (ATA + Azln)ilATb.

To dalej vyuzitim singuldrneho rozkladu matice A, pozri Veta |1| (maticova
verzia), upravime na tvar

XTichonov(\) = ((UEVT)T(UEVT) + )\2In)_1(UEVT)Tb.

Vyuzitim toho, ze plati:
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¢« (UXVT)T =VX'UT, z vlastnosti transponovania matic,

« UU'=U'U=1,, VV' =VTV =1,, z ortogonality matic U, V,
dalej upravujeme

X7ichonov(y) = (VETEVT + X2VV " I'VETU b
= (V(E'E+XL,)V)'VETUb.
Nakoniec vyuzijeme, Ze plati vztah
(VE'Z+ L)V =WvH(=ETs +21,)'v!
=V(ETE + N1,)7 VT,

z vlastnosti invertovania matic a ortogonality matice V.

Dostavame teda vysledny tvar

XTichonov()\) = V(ETE + Azln)ilzTUTb. (323)

2. Nech r < n. Potom mozeme rieSenie tlohy (3.22) vyjadrit v tvare

XTichonov(\) = (ATA + )\21n>TATb

Na zaklade vztahu (1.2)) pre Moore-Penroseovu pseudoinverziu, Vety |1| (eko-
nomicky tvar) a vztahov

e« X1 =3, z vlastnosti diagondlnych matic,
o (22 4+ X1,) = (22 + \?1,)7}, nakolko $tvorcova diagondlna matica
s nenulovymi prvkami na diagonale je regularna,

dostédvame (obdobnymi tipravami ako v prvom pripade) vysledny tvar

XTichonov(\) = Vr<2,% + )\QIr)iler;rb. (324)

Poznamenajme, ze vztahy ktoré sme pri ipravach vyuzivali, si zndme z linearnej

algebry. Vyuzitim Vety [1] (dyadicky rozvoj), mozeme vztahy (3.23) a ([3.24)) zapisat
sihrnne v tvare

r 2 T

XTichonov(\) = Z:ZI WTV“
odkial uz Tahko dostédvame rieSenie a filtracné faktory v tvare (3.21]).
]

Z Vety 8] ihned vidime, ze filtra¢né faktory (,DEM definované v 1) st z otvo-
reného intervalu (0,1). Aby sme mali lepsiu predstavu ako tieto filtracné faktory
vyzeraju, odvodime si ich Taylorov rozvoj, porov. (Hansen, 2010, str. 80). Rozli-

sime dva pripady:

1. Nech o; > A. Potom upravujme

2 2\ 7!
TN Ty (2)° ( ! <0> )




2. Nech o; < A. Potom upravujme
2 _
Mot G (e G))
i T 3 2 oN\2 = =
i\ 2 o\ 2 oi\* o? oi\*
(A) < (A) +O(<>\> )) A2+O<<)\))

V oboch pripadoch sme vyuzili Taylorov rozvoj funkcie

(1+2)t=1-24+0(%, z-—0, (3.25)

pozri (Hajkova a kol., 2012, str. 345-346). Symbol O(-) ndm reprezentuje tzv.
chybovt funkciu, pozri (Hajkova a kol., 2012 kap. 10.1). V prvom pripade sme
3.25)) pouzili pre z = gi — 0, pre o; > A. Obdobne sme v druhom pripade

3.29)) pouzili pre z = & — 0, pre 0; < A. Dokdzali sme tak nasledujtice lemma.

Lemma 9. Filtracné faktory gpz[/\} pre Tichonovski regularizaciu definované v

3.21]), moZeme pomocou Taylorovho rozvoja vyjadrit v tvare

A\ 2
1+O<<> ), o > A
0;
o? oi\*
)\2+O<(>\> ),O’i<<)\,

Vo vysledku teda dostdvame aproximdciu (pozri (Hansen, 2010, str. 62))

1=1,...,7.

1, g; > A
(A

pi A o2 1=1,...,n7, (3.26)
Fa 0 K >\7

ktorej vyznam si upresnime pri numerickych experimentoch v zavere tejto kapi-

toly.

Pozndmka. Tichonovsku regularizaciu sme uvazovali v zjednodusenom tvare. V li-
teratire je mozné najst veobecnejsiu formuldciu, pozri (Hansen, (1998, kap. 5.1) a
referencie v nej. Toto zovSeobecnenie si moézeme predstavit tak, ze by sme v ((3.22])
uvazovali namiesto jednotkovej matice I,, maticu L € RP*™ p € N, LL # I,,, ktora
moze byt napriklad véhova diagondlna matica (Hansen, |1998| str. 12).

3.2 Iteracné regularizacné metédy

7, tvaru T-SVD riesenia si mozeme vsSimnit, ze nepotrebujeme pocitat
cely singularny rozklad matice A, ale iba jeho ¢ast. Specidlne pre rastiice k, kde
k je regularizacny parameter, moézeme pocitat postupne dominantné singularne
triplety. To je mozné numerickou aproximaciou tripletov aj iterac¢ne, napr. Krylo-
vovskymi metédami. Pripadne je mozné vyuzit iteracné metédy pre stistavu nor-
malnych rovnic, pre regularizovant tlohu (3.3)). Obdobne je mozné postupovat pri
T-TLS, alebo vyuzit algoritmus zalozeny na Lanczosovej bidiagonalizacii, pozri
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(Fierro a kol., (1997, kap. 4). V pripade Tichonovskej regularizicie musime po¢i-
tat cely (ekonomicky) SVD rozklad, resp. vsetky singuldrne triplety, ¢o vidime zo
vztahu . Avsak iteracné metody mozeme vyuzit pri rieSeni minimalizac¢ného
problému z Tichonovskej regularizicie.

Redlne tlohy st ale ¢asto reprezentované modelmi s obrovskymi maticami, tzv.
large-scale tlohy, ktoré so sebou prindsaju velké casové a pamatové naroky pri
ich rieseni. Tieto matice mavaju potom taktiez riedku strukturu, teda obsahuja
velké mnozstvo nil. V takomto pripade nie je vhodné pocitat aproximacie riesenia
pomocou SVD, ale vhodnejsie st iteracné metddy. Zakladné delenie je na klasické
stacionarne a projekcéné iteracné metody, zahrnujice metoddy zalozené na Krylo-
vovskych podpriestoroch. V neposlednom rade st vyuzivané aj hybridné metody,
v ktorych sa spdja projekcia a nasledna regularizacia projektovaného problému.
Tymto metoédam sa vsak v tejto praci nevenujeme, pre viac podrobnosti pozri
(Hansen, 2010, kap. 6) a (Hansen, [1998| kap. 6).

3.3 Vyber regularizacného parametra

Pri volbe regularizacného parametra musime najst dobry kompromis. Pri ne-
vhodnej volbe totiz moze byt nase riesenie podregularizované, pripadne prere-
gularizované. Mozeme si vsimat rozdiel medzi regularizacnymi a perturba¢nymi
chybami a absolitnu chybu regularizovaného riesnia. Dalej byva pouzivany prin-
cip diskrepancie, kritérium L-krivky a rdzne iné kritéria zalozené na statistickom
vybere, napr. Generalized Cross Validation. Pre viac podrobnosti pozri (Hansen,
2010, kap. 5), (Hansen| 1998, kap. 7.1-7.5). Pri itera¢nych metédach hré zase
rolu regularizacného parametra pocet iterdcii.

Poznamenajme, Ze pre oba typy uloh, rank-deficient a ill-posed, pouzivame
rovnaké regularizacné metody, avsak rozdiel je vo volbe regularizacného para-
metra. Pre rank-deficient tlohy vyuzivame s vyhodou numerickti hodnost matice
problému, resp. skok v singuldrnych ¢islach. Pre ostatné ill-posed tlohy vsak mu-
sime vyuzit sofistikovanejsie metody, ako uz vyssie spominand L-krivka, princip
diskrepancie, atd.

3.4 Numerické porovnanie skiimanych metéd

Tvar dyadického rozvoja regularizovaného riesenia pomocou filtracnych fak-
torov , ktory sme mali predstaveny v tvode tejto kapitoly, bol vyhodny
pre teoreticki analyzu danej problematiky. Pre numericki aproximaciu riesenia
ale nebude najvhodnejsi, nakolko SVD rozklad matice dostavame vyuzitim Mat-
labovskej funkcie svd v maticovom tvare. Preto si ho skor ako sa pustime do
numerickych experimentov upravime.

Uvazujme maticu

&
ol = [(I)(; 8] e R™", @ = diag (¢}, ..., ¢l7) e R,

kde goy], 1 = 1,...,7, su filtracné faktory pre jednotlivé regularizacné metddy
s regularizacnym parametrom 7 > 0. Potom s vyuzitim maticovej verzie, resp.
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ekonomického tvaru singuldrneho rozkladu (pozri Veta , dostavame pre ((3.2)
ekvivalentny tvar,

X, = VOIISTU™D = V, @S 1Ub.

Vratme sa este k citlivosti riesenej tlohy. Ako sa uvddza v (Drkosova a Stra-
kos, 1997, str. 64-65), relativnu chybu aproximéacie rieSenia je mozné odhadniit
eSte inym sposobom ako tym, ktory sme si predstavili vo Vete [d V citovane;
publikacii je dany odhad modifikovany pre reguldrnu maticu a neperturbovani
pravi stranu. My si ho modifikujeme pre vieobecnti obdlznikovi maticu, pravi
stranu s pridanym Sumom a regularizované rieSenie.

Uvazujme teda tlohu s perturbovanou pravou stranou ako v Sekcii ,
t. j. b = begeer + €. Dalej predpokladajme, Ze existuje nenulové presné rieSenie
Xeract t€jto 1lohy, ktoré spliuje AXepoet = Bezact Pre neznamu nenulovi presni
pravi stranu begeer, a Xy je regularizované riesenie tejto ulohy vybranou re-
gularizacnou metédou, t. j. aproximéacia presného riesenia Xey ... Pre reziduum
regularizovaného riesenia potom plati

r=b—-Ax,
= bexact +e— A(Xexact + Xreg - Xezact)

=e€— A(Xreg - Xea:act)-
Z toho vyuzitim pseudoinverzie hned dostavame
Xezact — Xreg = AT<I‘ - e)-

Pre relativnu aproximéaciu presného riesenia regularizovanym riesenim potom
plati odhad

[r —ef

[r]| + el
A Xezact|l —

”bexactH ‘

Vyuzili sme vztah pre zovseobecnené ¢islo podmienenosti matice a troju-
holnikovt nerovnost pre normu. 7 teda vidime, Zze hoci mézeme mat malé
reziduum aj malé perturbacie pravej strany, tak pre zle podmienent tlohu bude
tento odhad v désledku velkého ¢isla podmienenosti matice nadhodnoteny. Spe-
cidlne vidime, Ze mald norma rezidua nie je vSeobecne vhodnym ukazovatelom
dobrej aproximécie riesenia.

Nakolko budeme v experimentoch skiimat tlohy pre zle podmienené matice,
tak norma rezidua pre nas nebude tym spravnym voditkom pri urc¢ovani chyby
riesenia. Definujme si ale tzv. absolatnu chybu (Golub a Van Loan, 1996, str. 53)
pre regularizované riesenie, ako ¢islo

oo = Xell _ gl =ell _ o0
[Xewact | | Xezact|]

k(A) (3.27)

€abs = ”Xexact - XregHa (328>

kde je Xcpact Presné a X,., regularizované riesenie danej tlohy pre vybranu regula-
rizacni metdédu. Zvykne sa nazyvat aj skutocna chyba aproximacie riesenia, tzv.
true error. Poznamenajme, Ze v praxi X..» nepozname, preto je tento koncept
vhodny najmé pre teoretické skimanie.

Pri tulohach z Regularizacného Toolboxu (Hansen) 2007), ktoré budeme riesit
v experimentalnej casti tejto prace, budeme mat dané aj xe,... Velkost chyby
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potom teda budeme vyuzivat v nasich numerickych experimentoch ako
hlavny néstroj pre urcenie vhodného regulariza¢cného parametra. Urobime to tak,
ze pre dant metddu si spocitame absoltitne chyby pre rozne regularizacné para-
metre a vyberieme ten parameter, pre ktory je najmensia. Vhodnym vyberom
parametra sa totiz snazime minimalizovat ttto chybu a najst ¢o najlepsiu apro-
ximaciu presného riesenia.

3.4.1 Implementacia metod

Na tvod zdoraznime, ze cielom je ilustracné porovnanie metéd. Nezameria-
vame sa na najefektivnejsiu implementaciu. Pre efektivne metddy pozri diskusiu
v Kapitole a prislusné funkcie z Regularizacného Toolboxu (Hansen, 2007)).
Taktiez z hladiska funkcénosti kédu neosetrujeme korektnost volby regularizac-
ného parametra. Ten volime v experimentoch adaptivne.

Ulohy, ktoré budeme v numerickych experimentoch riesit, maji $tvorcovi
maticu. Pripomenme, Ze ani v tomto pripade ich z dovodu pritomnosti Sumu nie je
mozné riesit priamo, ale musime ich regularizovat. Uvazujme teda tlohu pre
maticu A € R"™". Ako prvé si naimplementujeme analyzované meté6dy pomocou
filtracnych faktorov. Potom takto vytvorené funkcie budeme pouzivat pri hladani
numerickej aproximacie rieSenia tloh v experimentoch.

Funkcie pre vypocet regularizovaného riesenia pre jednotlivé met6dy buda mat
rovnaké parametre vstupu aj vystupu. Budu sa odlisSovat iba vo vypocte matice
filtra¢nych faktorov, ¢o v prislusnych kédoch zvyraznime ¢ervenou farbou.

VSTUP: stvorcova matica tlohy, vektor pravej strany, presné riesenie tlohy, vek-
tor regularizacnych parametrov.

VYSTUP: matica obsahujica vo svojich stipcoch regularizované riesenia pre jed-
notlivé regularizacné parametre, vektor absolatnych chyb pre jednotlivé regulari-
zaCné parametre.

function [x_metoda,abschyba_metoda] = metoda(A,b,x_exact,tau)
n = size(A,1);
[U,8,V] = svd(A);
d = length(tau);
x_metoda = zeros(n,d);
abschyba_metoda = zeros(d,1);
for i = 1:d
j = tau(i);

(vyjpoCet matice F)
x_metoda(:,i) = VxF*pinv(S)*U’xb;
abschyba_metoda(i) = norm(x_exact - x_metoda(:,i));

end

Teraz si uvedieme konkrétne implementacie pre jednotlivé metody.
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« T-SVD

1 function [x_TSVD,abschyba_TSVD] = TSVD(A,b,x_exact,k)
2 n = size(A,1);
3 [U,S,V] = svd(A);
4 d = length(k);
5 x_TSVD = zeros(n,d);
6 abschyba_TSVD = zeros(d,1);
7 for i = 1:d
8 j = k(i);
9 F = zeros(n);
10 F(1:j,1:3) = eye(j);
11 x_TSVD(:,i) = VxF*pinv(S)*U’*b;
12 abschyba_TSVD(i) = norm(x_exact - x_TSVD(:,i));
13 end
« T-TLS
1 function [x_TTLS,abschyba_TTLS] = TTLS(A,b,x_exact,t)
2 n = size(A,1);
3 [U,S,V] = svd(A);
4 d = length(t);
5 x_TTLS = zeros(n,d);
6 abschyba_TTLS = zeros(d,1);
7 for i = 1:d
8 j o= t(d);
9 F = zeros(n);
10 [U_t,S_t,V_t] = svd([b,A]);
11 for 1 = 1:n
12 konst = S(1,1)"2/norm(V_t (1, (j+1):(n+1)))"2;
13 scitance = zeros(j,1);
14 for z = 1:j
15 scitance(z) = konst*V_t(1,z)"2/(S_t(z,z)"2-5(1,1)"2);
16 end
17 F(1,1) = sum(scitance);
18 end
19 x_TTLS(:,i) = VxFxpinv(S)*U’*b;
20 abschyba_TTLS(i) = norm(x_exact - x_TTLS(:,1i));
21 end

e Tichonovska regularizacia

1 function [x_Tich,abschyba_Tich] = Tich(A,b,x_exact,lambda)
2 n = size(A,1);

3 [U,S,V] = svd(A);

4 d = length(lambda);

5 x_Tich = zeros(n,d);

6 abschyba_Tich = zeros(d,1);

7 for i = 1:d

8 j = lambda(i);

9 F = zeros(n);

10 for 1 = 1:n

11 F(1,1) = S(1,1)°2/(8(1,1)"2+j"2);

12 end

13 x_Tich(:,i) = VxFxpinv(S)*U’*b;

14 abschyba_Tich(i) = norm(x_exact - x_Tich(:,i));
15 end

31



3.4.2 Numerické experimenty

Ako prvé nadviazeme na Experiment [I]a pomocou analyzovanych regularizac-
nych metéd budeme hladat aproximéciu riesenia pre ilohu Shaw(24).

Ezperiment 2. Uvazujme tlohu Shaw z Regulariza¢ného Toolboxu (Hansen 2007)
pre n = 24, a pravu stranu s pridanym nahodnym Sumom velkosti v = le — 6
ako v Experimente [T Najskor si vykreslime presné riesenie tejto tlohy a regu-
larizované riesenia metédou T-SVD pre vybrané parametre k, Obrazok .
Moézeme vidiet, ze pre k = 10 mame velmi dobrt aproximaciu presného riesenia.
To odpoveda aj zaveru, ktory sme vyvodili z Picardovho grafu, resp. DPC pre
tto hladinu Sumu, pozri Experiment [} Pre k = 1 je naSe rieSenie tzv. prere-
gularizované, pre k = 20 zase tzv. podregularizované. V tychto pripadoch teda
nedostavame dobri aproximaciu.

Dalej si vykreslime absolitne chyby pre jednotlivé metédy s vybranymi regu-
larizaénymi parametrami a ich minimélne hodnoty, Obrazky [3.1(b)}[3.1(c),|3.1(d)}
Parametre k£ a t volime od 1 do 24. Pre vytvorenie vektora parametrov \ sme
pouzili Matlabovsky prikaz logspace(—5, — 4), ¢im dostaneme 50 logaritmicky
rovnako rozmiestnenych bodov z intervalu (107°,107%). Velkost tohoto intervalu
sme volili pokusne. Minimélne absolutne chyby dostavame pre parametre & = 10,
t =10 a X\ = 2.560e — 05.

Pre A = 2.560e — 05 si este vykreslime filtracné faktory pre Tichonovski
regularizaciu a prislusné singularne ¢isla, Obrazok . Mozeme pozorovaft, ze
pre filtracné faktory skutoc¢ne plati aproximacia , ktort sme si odvodili pri
teoretickom skimani Tichonovskej regularizacie.

Nakoniec si vykreslime regularizované riesenia tilohy pre jednotlivé metody a
prislusné parametre, ktoré sme zvolili ako najoptiméalnejsie, Obrazok . Mo-
zeme pozorovat, ze kazda z tychto metod velmi dobre aproximuje presné riesenie.
Taky dobry vysledok sme dostali zrejme vdaka dobrej volbe regulariza¢nych pa-
rametrov a taktiez malej dimenzii ilohy.

V dalsom experimente sa blizSie pozrieme na tlohu, ktort uz nezaradujeme
medzi rank-deficient tlohy. Taktiez zvolime omnoho vac¢siu dimenziu.

Ezperiment 3. Uvazujme ulohu Phillips z Regularizacného Toolboxu (Hansen,
2007) pre n = 800, a pravu stranu s pridanym ndhodnym Sumom velkosti v =
le — 4. Téato dloha vnikla podobne ako tloha Shaw diskretizaciou Fredholmo-
vych integralnych rovnic. Ked si vykreslime presné riesenie a naivné rieSenie pre
pravu stranu s pridanym sumom, Obrazok ihned vidime, Ze je potrebna
regularizacia.

Dalej si mozeme pre tito tlohu vykreslit Picardov graf, Obréazok . Pozo-
rujeme, ze singularne ¢isla klesaju bez nejakého vyrazného skoku postupne k nule,
teda tuto ulohu zaradujeme medzi ill-posed tlohy. Taktiez si vSimnime, ze DPC
je splnena len pre prvych par singularnych ¢isel, comu bude potom zodpovedat
aj volba regularizacného parametra.

Absolitne chyby regularizovaného riesenia a prislusné minima, si vykreslime
pre parametre k a t od 0 do 50, Obréazok , a pre A = logspace(—2.5, —1.5),
Obrézok [3.2(d)] Ako optimélne parametre volime k = 17, t = 17 a A = 0.015.
Specidlne z Obréazku dalej pozorujeme, Ze pre mensie hodnoty vybranych
regularizacnych parametrov ma lepsie regularizacné vlastnosti metoda T-TLS,
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pre vacsie zase T-SVD. Na okoli parametrov, ktoré sme urcili ako optimélne
majui vsak obe metody rovnako dobré regularizacné vlastnosti.

Pre ukazku si este vykreslime aproximaciu rieSenia metédami T-SVD(50) a
T-TLS(50), Obrazok . Oproti naivnému rieseniu pozorujeme celkom dobri
aproximaciu, avsak stdle je riesenie podregularizované. Na zaver si vykreslime
aproximacie rieSenia danej tlohy pre najoptimalnejsie regularizacné parametre a
jednotlivé metédy, Obrazok . Znovu mozeme vidiet, ze kazda z tychto me-
tod pri vhodnej volbe regularizacného parametra velmi dobre aproximuje presné
rieSenie, hoci mé tloha vacsiu dimenziu a obsahuje viac Sumu.
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4. Rekonstrukcia obrazu

Nakoniec sa budeme zaoberat jednou konkrétnou aplikaciou rieSenia inverz-
nych tloh, a to rekonstrukciou obrazu. V praxi tato tloha zvyc¢ajne patri medzi
large-scale tlohy a na jej rieSenie pouzivame skor iteracné regularizacné metédy.
V experimentoch sa teda zameriame len na tilohu s mensimi obrazkami. Budeme
tak moct pouzit priame filtracné regularizacné metédy, ktorym sme sa venovali
v Kapitole 3| Uloha rekonstrukeie obrazu a $pecidlne praca s digitdlnym obrazom
ma isté Specifikd, ktoré si na zaklade nastudovanej literattiry zhrnieme. Vycha-
dzame z publikacii (Hansen, Nagy a O’Leary|, 2006)), (Hansen) 2010, kap. 7.5).

Podstatou tlohy rekonstrukcie obrazu je, ze z rozmazaného obrazu chceme
ziskat ¢o najostrejSiu aproximéciu povodného obrazu, s vyuzitim znalosti mate-
matického modelu popisujiceho proces rozmazania. Tuto tlohu mozeme taktiez
vyjadrit v tvare Fredholmovej integrélnej rovnice, pozri (Hansen|, 2010, str. 144),

/O ' /0 K(sit) F(t) dtrdts = g(s), (A1)

kde
s = (s1,52) € [0,1] x [0,1], T = (¢4, t2).

Funkcia f potom reprezentuje ostry pévodny obraz, funkcia g rozmazany obraz,
a jadro K model rozmazania. Priamou tlohou je spoc¢itat rozmazany obraz pokial
mame presny obraz a model rozmazania. Inverznou tlohou je rekonstrukcia po-
vodného ostrého obrazu. Pozri (Hansen, |2010, str. 8). Ulohu popisant integralnou
rovnicou si taktiez obdobne ako v jedno-dimenzionalnom pripade musime
diskretizovat, aby sme ju mohli riesit numericky na pocitaci.

Najskor si ale rozmyslime, ako je reprezentovany digitalny obraz. Tento je
zlozeny z bodov — pixelov, ktoré reprezentuju intenzitu na sivej alebo farebnej
gkale. Specidlne si digitalny obraz v odtienioch sivej potom mézeme zadefinovat
nasledujicim spésobom, porov. (Hansen a kol., [2006, str. 1-4, 13-14).

Definicia 13. Digitdlny obraz v odtierioch sivej je obdlEnikové pole ¢isel s roz-
mermi p X q, p,q € N, ktorého prvky reprezentuji intenzitu na sivej skdle. Spe-
cidlne v pripade osem-bitového kédovania, reprezentuje cislo 0 ciernu farbu, ¢islo
255 bielu farbu a celociselné hodnoty z tohoto intervalu rozne odtiene sivej.

Pozndmka. Pri reprezentacii farebného obrazu moézeme vyuzivat napriklad RGB
formét, kedy je obraz definovany pomocou troch matic. Tie popisuji po rade
intenzitu ¢ervenej, zelenej a modrej farby, pozri (Hansen a kol., 2006, str. 2-3,
kap. 7.1). Farebnému obrazu sa vsSak v tejto praci podrobnejsie nebudeme veno-
vaf.

Pre jednoduchost teda budeme obraz z Definicie |13 chapat ako maticu. Ako sa
uvadza v (Hansen a kol., [2006, str. 4-5), pokial uvazujme, ze rozmazanie stlpcov
matice obrazu je nezavislé na rozmazani riadkov matice obrazu, tak plati

AchxactA;r — Bexact; (42)
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kde

A, e R A, € R™™ ... reprezentuju rozmazanie riadkov, resp. stlpcov,
B.oae: € R™™ ... reprezentuje rozmazany obraz,
Xezaet € R™™ .. reprezentuje ostry obraz.

Toto rozmazanie vznika napriklad pri nezaostreni objektivu fotoaparatu, pripadne
moze byt zapri¢inené roznymi fyzikdlnymi javmi, ako su turbulencie v atmosfére
alebo optické javy sivisiace s dopadajicim svetlom. Viac podrobnosti v (Hansen:
a kol.l 2006, str. 21-22).

Podobne ako sme mali v Sekcii[I.2] aj v tomto pripade méze rozmazany obraz
navyse obsahovat este nahodny sum E € R™*" napriklad v dosledku uklada-
nia dat. Znovu budeme uvazovat Gaussovsky biely sum. Riesime teda inverznu
linedrnu aproximacnu tlohu

A XA ~ B, (4.3)

kde B := Bepoer + E € R™*" a hladdme ¢o najlepsiu aproximaciu X € R™*"
presného obrazu X, ... Pri takejto reprezentacii by sme vSak museli riesit ilohu
s tzv. nasobnou pravou stranou.

Ako sa uvadza v (Hnétynkova, Plesinger a Zakoval 2017, str. 106), pre regula-
rizacné metody T-SVD a Tichonovskt regularizaciu, ktoré st odvodené od LS, to
nie je problematické. Pre kazdy stipec matice pravej strany je mozné prevadzat
regularizaciu nezavisle. Pre met6du T-TLS odvodent od TLS, je to ale zlozitej-
sie. Pre analyzu problému TLS v takomto tvare pozri (Hnétynkova a kol., [2011)).
Filtracné faktory pre metédu T-TLS pre tlohu s nasobnou pravou stranu boli
zase odvodené v clanku (Hnétynkova a kol., 2017).

My tu popiseme iny postup. Ulohu si mozeme pomocou tzv. vektoriza-
cie (Hansen a kol., 2006| str. 8, 23) upravit na tvar linedrneho aproximac¢ného
problému , ktorym sme sa zaoberali v predchadzajicich kapitolach. K tomu
budeme potrebovat Kroneckerov sucin matic. Definiciu preberame z (Golub a
Van Loan| 1996, str. 180), kde st uvedené aj zakladné vlastnosti tohoto siucinu.

Definicia 14 (Kroneckerov sucin). Nech C € RP*? ¢ D € R™* si matice. Potom
ich Kroneckerov sucin definujeme ako blokovi maticu A € RPT*9

Cl,lD 0172D s Cl,qD
A—C 2 D— CQ%D CQ,.QD s 627(.]D ,
cpiD oD e D

kde c; ; znaci prvok na pozicii (i,7) v matici C.

Vyuzitim tejto definicie dostavame maticu A := A, ® A, € R™>*™" ako
v¥sledok Kroneckerovho sté¢inu matic rozmazania riadkov a stipcov obrazu. Dalej
si zapiseme x = vec(X) € R™ a b := vec(B) € R™. Operacia vec znamen4,
Ze jednotlivé stipce matice naskladdme za sebou do vektoru (Golub a Van Loan|
1996, str. 180). Potom mézeme problém ekvivalentne prepisat do tvaru

Ax =~ b,
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ktory uz zodpoveda problému s jednoduchou pravou stranou. Vidime ale, ze
v tomto pripade mdze byt matica A obrovskych rozmerov, a tym padom nemusi
byt mozné spocitat cely jej singuldrny rozklad. V (Hansen a kol.| |2006, kap. 3-4)
je podrobne vysvetlené, ako matica A vznikd, a aki moze maf Specidlnu Struk-
taru v zavislosti na type rozmazania jednotlivych pixelov a okrajovej podmienky.
Z tejto struktury potom tazia v urcitych pripadoch rychle algoritmy pre vypocet
spektralneho rozkladu, ktoré st v uvedenej referencii taktiez popisané.

V nasledujtcich experimentoch budeme uvazovat nulovt okrajovi podmienku,
kedy predpokladdme, ze navokol nasnimaného obrazu je Cierna farba. Pre tuto
okrajovi podmienku je potom A blokova matica s Toeplitzovskymi blokmi; Spe-
cidlne matice A, a A, su Toeplitzovské, pozri (Hansen a kol., [2006| str. 38-39).
Poznamenajme, ze Toeplitzovskd matica mé konstantné vSetky diagondly (Golub
a Van Loan, (1996, str. 193).

Ezperiment 4. V klasickom pocitacovom skicari sme si vytvorili maly Stvorcovy
obrazok s rozmerom 100 x 100 pixelov, obsahujici biely textﬂ na ciernom po-
zadi. Tento obrazok sme si najskor pomocou prikazu rgb2gray prekonvertovali
do odtienov sivej, a nasledne sme ho pomocou prikazu double previedli do arit-
metiky s plavajicou ¢iarkou, aby sme s nim mohli prevadzat rozne aritmetické
operacie. Tento obrazok budeme dalej povazovat za idedlny ostry, teda X qc-
Matice rozmazania A. a A, sme ziskali z tlohy v (Hansen a kol., 2006, str. 6),
pre m = n = 100. Obe tieto matice st Toeplitzovské.

Aplikdciou matic A. a A, na X .. takym sposobom, ako sme mali popi-
sané v teoretickom tuvode, dostaneme rozmazany obrazok B.,... Pridame si don
Gaussovsky biely sum E, pre o = 5e — 2. Najskor si vykreslime povodny ostry ob-
razok Xezaet, TOzmazany obrazok s pridanym ndhodnym sumom, t. j. B a naivnu
rekonstrukciu X, 4ive, ktori spocéitame obdobne ako v predchadzajicich tlohéch.
Pozri Obrazok

Pomocou funkcie kron si dalej spoc¢itame Kroneckerov stcin matic A, a A, a
vektorizujeme si rozmazany obrazok s pridanym sumom. S touto maticou A a vek-
torom b budeme dalej pracovat. Po spocitani singularneho rozkladu danej matice
si vykreslime dvoj-dimenziondlne reprezentacie vybranych pravych singularnych
vektorov v; matice A, ktoré si pomocou prikazu reshape najskér prevedieme
na maticovy tvar V;. Pozri Obrazok . Poznamenajme, ze v (Hansen a kol.,
20006, kap. 5.4) je pre V; pouzivany nézov bazové obrazy. So stipajicim ¢ mdzeme
pozorovat pribudajtce oscilacie, ¢co nam pri klesajucom o; spésobi v aproximacii
rieSenia narast invertovaného Sumu, ako sme mohli v praci vidief uz viackrat.
Pri rekonstrukcii obrazu to vnimame ako urcita zrnitost, ¢o budeme moct neskor
pozorovat pri podregularizovanych rekonstrukciach.

Dalej budeme pomocou naimplementovanych regularizaénych metéd hladat ¢o
najlepsiu rekonstrukciu «, resp. X obrazku b, resp. B tak, aby sme boli schopni
precitat dany text.

Najskor budeme testovat metédu T-SVD, pozri prvy riadok Obrazku [.1(c)]
Z vykreslenych rekonstrukcii sa javi najlepsie rekonstrukcia pre k£ = 6000. Mo-
zeme predpokladat, Ze na okoli tohoto parametru by sme nasli este o nieco lepsi

L Ako text sme pouzili citdt R. Bacona v tvare, v akom je uvedeny nad vchodom do pavilénu
Impakt, ¢o je najnovsia budova MFF v Prahe.
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vysledok. Pre ostatné pouzité parametre k, vidime preregularizovanu alebo pod-
regularizovanu rekonstrukciu.

Pre metédu T-TLS sme pouzili rovnaké regularizacné parametre. K tomu
nas motivovalo to, ze v predchadzajucich experimentoch sme mali pre tieto me-
tody s rovnakymi parametrami velmi podobné absolutne chyby aproximécie. Aj
v tomto pripade dostavame podobné rekonstrukcie ako metédou T-SVD, naj-
lepsiu znova na okoli parametru ¢ = 6000. Pozri druhy riadok Obrazku .
Poznamenajme este, ze pri T-TLS(200) rekonstrukcii sme pozorovali, ze filtra¢né
faktory pre zopar najvécsich singularnych ¢isel boli dokonca o nieco vacsie ako
jedna. To je v sulade s odhadmi v praci (Fierro a kol., (1997, kap. 3.3). Zdoraznime
teda, ze pre filtracné faktory pre metodu T-TLS neplati horny odhad jednotkou,
ako sme mali pri metédach T-SVD, resp. Tichonovskej regularizécii.

Pre Tichonovsku regularizaciu dostavame podobné vysledky ako pri pouziti
predchadzajicich dvoch metdd, pozri treti riadok Obrazku . Na pohlad sa
moze zdat, ze su tieto rekonstrukcie dokonca o nieco malo lepsie. Poznamenajme,
ze parametre A sme volili ako hodnoty k-tého singularneho cisla matice A, pre
parametre k pouzité pri rekonstrukcii T-SVD. Nabadala nés k tomu aproximéa-
cia , ktori sme videli pri skimani filtracnych faktorov pre Tichonovskua
regularizaciu, a tvar filtra¢nych faktorov pre T-SVD.

Poznamenajme, Ze pri tejto tlohe sme uz znac¢ne pocitovali ¢asovii narocnost
pri numerickych vypoctoch. Najma pri vypocte singularneho rozkladu a pri naso-
beni matic. Taktiez sme sa museli vysporiadat s pamatovymi limitmi, hlavne pri
metdde T-TLS. Vypocty z prislusnej funkcie sme robili (pokial to bolo mozné) po-
stupne, a vysledky sme priebezne ukladali do pocitaca pre dalsie pouzitie. Ucinili
sme tak z toho dévodu, ze v paméti Matlabu nebolo mozné uchovavat singularne
rozklady dvoch velkych matic a taktiez dalSie matice a vektory stucasne.

Ezxperiment 5. V poslednom experimente tejto prace sa pokusime rekonstruovat
realnu fotografil?l Orezali sme ju do $tvorcovej podoby 638 x 638 pixelov, a
vyuzitim tych istych prikazov ako v predchadzajicom experimente, sme ziskali
obrazok v pozadovanej forme. Matice rozmazania A, a A, sme vygenerovali ob-
dobne ako v predoslom experimente, tentokrat pre m = n = 638. Vykreslime
si povodny ostry obrazok X ..., rozmazany obrazok s pridanym Gaussovskym
bielym Sumom E (pre o = 0,5), teda B, a naivni rekonstrukciu X,,4ipe. Pozri
Obrazky 4.2(c)l Na spodnom okraji Obrazku si moézeme vsimnut
nepatrny cierny pasik, ktory vznikol pri rozmazani pouzitim nulovej okrajovej
podmienky, v kontraste s bielou rukou. Nakolko bolo ale pouzité iba malé rozma-
zanie, tak sa tato okrajovd podmienka velmi neprejavila.

V tomto pripade uz nie je mozné spocitat v Matlabe Kroneckerov sti¢in matic
A, a A, teda maticu A € R38°¥638° v/ publikacii (Hansen a kol., 2006, kap. 6.2)
je ale uvedeny alternativny postup, ktory mozeme pouzit v pripade nezavislého
rozmazania riadkov a stipcov. Ten je zaloZeny na vipocte SVD rozkladov matic
A, a A., a znalosti vlastnosti Kroneckerovho sué¢inu, pozri (Hansen a kol., 2006,
str. 39). Specidlne nis bude zaujimat Kroneckerov si¢in diagonélnych matic.

Obrazok budeme rekonstruovat metédami T-SVD a Tichonovskou regulariza-
ciou. Vyuzijeme prislusné casti kodov pre vypocet filtracnych faktorov a regula-

2Fotografiu sme ziskali z webovej stranky https://stocksnap.io/photo/craft-paper-
UYRISOMIDW (navstivené dila 18.7.2023). M4 licenciu CCO 1.0 a status volného diela.
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rizovaného riesenia z (Hansen a kol., 2006, str. 75). Poznamenajme, ze takymto
sposobom by bolo mozné Tahko modifikovat aj nase naimplementované funkcie.
Nasledujucu ¢ast kédu preberame z uvedenej referencie.

[Uc, Sc, Vc] = svd(Ac);

[Ur, Sr, Vr] = svd(Ar);

S = diag(Sc) * diag(Sr)’;

Sfilt = Phi ./ S;

Xfilt = Vc * ( (Uc’ * B * Ur) .x Sfilt ) * Vr’;

Phi = (S8 >= tol);
Phi = S.72 ./ (8.72 + alpha ~2);

V tomto pripade uz nie je vSeobecne matica filtracnych faktorov Phi ani matica
singularnych ¢isel S diagonalna. Matica singularnych ¢isel S vlastne obsahuje sin-
guldrne ¢sla velkej matice A, ktord nebolo mozné priamo spocitat. Cisla z matice
S si potom mozeme usporiadat zostupne do vektoru velkosti 6382, ktory repre-
zentuje diagonalu matice 3 z pomyselného singularneho rozkladu matice A. Pre
metédu T-SVD potom vyberdme z regulariza¢nych parametrov k = 1,...,6382.
Pozrieme sa na prislusné k-té singularne ¢islo matice A z daného vektoru, a to
potom volime za parameter tol v kdde z citovanej referencie. Pouzili sme tol = 1,
0.06, 0.002, comu odpovedaju po rade k = 13437, 83520, 265302. Pre Tichonovsku
regularizaciu sme volili parametre alpha := tol.

Vykreslime si po rade preregularizované, optimalne a podregularizované rekon-
strukcie metédou T-SVD, Obrazky 4.2(d)H4.2(f)| a Tichonovskou regularizaciou,
Obréazky 4.2(g)H4.2(i)l Pri preregularizovanych rieseniach pozorujeme napriklad
rozmazané detaily kvetu z notového papiera, alebo nezretelné ciary na dlani. Pri
podregularizovanom rieSeni zase vidime uz vysSie spominani zrnitost. Drobné
rozdiely medzi skimanymi metédami st zrejmé z Obrazkov 4.2(d) a [4.2(e)l Tu
vidime, zZe rekonstrukcia metoédou T-SVD je pre danu volbu regularizacného para-
metra o nie¢o horsia. To vyplyva z povahy jednoduchosti, alebo lepsie povedané
striktnosti jej filtracnych faktorov. Vo vysledku ale dostdavame obidvomi meto-
dami vyborné optimélne rekonstrukcie.
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(c¢) Rekonstrukcie metédami T-SVD(k), T-TLS(¢) a Tich()), pre vybrané parametre

Obr. 4.1: Experiment 4 - Rekonstrukcia malého obrazku v odtienoch sivej
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(a) Pévodny ostry (b) Rozmazany obrézok ) Naivnd rekonstrukcia
obrazok s pridanym Sumom

(d) Rekonstrukcia (e) Rekonstrukcia (f) Rekonstrukcia
T-SVD (13 437) T-SVD (83 520) T-SVD (265 302)

(g) Rekonstrukcia (h) Rekonstrukcia (i) Rekonstrukcia
Tichonov (1) Tichonov (0,06) Tichonov (0,002)

Obr. 4.2: Experiment 5 - Rekonstrukcia fotografie v odtienoch sivej
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Zaver

Ziskali sme prehlad o najpouzivanejsich priamych regularizacnych metédach;
metoéde T-SVD, T-TLS a Tichonovskej regularizacii. Snazili sme sa ¢o najlepsie
analyzovaf ich stvis s metdédami najmensich Stvorcov, ¢o bolo jednym z hlavnych
cielov prace. Videli sme, ze k tymto metédam sa dé casto pristupovat intuitivnym
sposobom c¢o je jednou z vyhod, avsak v dosledku nutnosti vypoctu SVD nie st
vhodné pre tlohy s velkymi maticami. 7Z analyzy tychto metdéd sme ale mohli
pozorovat, ze sa daju v urcitom zmysle riesit aj iteracne. Taktiez sme videli,
ze k nim moézeme pristupovat ako k tzv. filtraénym metédam a regularizované
rieSenie tak ekvivalentne vyjadrit vyuzitim filtra¢nych faktorov.

Vsetky skimané metdédy sme si otestovali na numerickych experimentoch,
ktoré reprezentovali Sirokd skalu danych tloh. Rozne sme volili typ ulohy, di-
menziu a velkost pridaného Sumu. Najoptimalnejsi regularizacny parameter sme
urcovali z absolitnej chyby aproximacie, avsak tam kde to bolo mozné, sme
ukazali prepojenost s Picardovym grafom a numerickou hodnosfou matice. Pri
vhodnej volbe regularizacného parametra sme pozorovali, ze vsetky metody boli
takmer rovnako spolahlivé a davali velmi dobri aproximéaciu riesenia. Bolo to aj
v dosledku toho, Zze dané tlohy nemali obrovsky rozmer a neobsahovali az také
velké mnozstvo Sumu. To je v zhode so zavermi v préci (Fierro, Golub, Hansen
a O’Leary], |1997, kap. 6-7). Tu je taktiez ukdzané, ze v urcitych pripadoch pre
vécsie hladiny Sumu st regulariza¢né vlastnosti T-SVD najslabsie.

Pri praci s velkymi maticami v aplikacnej tlohe rekonstrukcie obrazu sme
pocitili limity skimanych priamych metdd, najméa ¢asovi a paméafovi narocnost.
Regularizacné parametre sme tu volili pokusne tak, aby sme dostali na pohlad
dobry vysledok rekonstrukcie. Pri vhodnej volbe parametrov sme s kazdou me-
todou dosiahli uspokojivy vysledok.

Mozné rozsirenia tejto prace vidime v skimani kritérii vyberu regularizac-
nych parametrov a analyze iteracnych metéd, ktoré by mohli byt pouzitelné pre
large-scale ulohy. Zaujimavé by tiez bolo hlbsie preniknutie do problematiky re-
konstrukcie obrazu, zameranie sa na rozne okrajové podmienky a efektivnejsie
algoritmy numerickych vypoctov.
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