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Uvod

CGLS a LSQR jsou matematicky ekvivalentni algoritmy pro feseni systému
normalnich rovnic. Na CGLS lze nahlizet jako na vhodné upravenou verzi me-
tody sdruzenych gradientu aplikovanou na systém normalnich rovnic. Algoritmus
LSQR je zalozen na Golub-Kahanové bidiagonalizaci a na nasledné konstrukeci
aproximace Teseni pomoci feseni problému nejmensich ¢tverct s bidiagonalni ma-
tic.

Cilem prace je shrnout zakladni poznatky o téchto algoritmech, vyjasnit de-
taily ohledné ekvivalence obou algoritmu (vztahy mezi vektory) a nasledné pro-
vést srovnani jejich numerického chovani. Numerické experimenty se zaméri na-
priklad na porovnani ztraty ortogonality, zpozdéni konvergence, ¢i hladiny limitni
presnosti.

Na 1uvod si ptiblizime samotny problém nejmensich ¢tvercti. Ne vzdy totiz
musi nutné existovat feseni soustavy rovnic Ax = b. I pfesto ma cenu se snazit
hledat vektor x splnujici

pricemz je nutné vzdy upfresnit, v jakém slova smyslu ma byt Ax blizko b.

Pro motivaci definice problému nejmensich ¢tvercti uvazujme, ze chybami je
zatizen pouze vektor pravé strany b. Nasim cilem tedy bude nalézt co nejmensi
vektor zmény f pravé strany b tak, aby x bylo fesenim soustavy

Az =b+ f.

Budeme se drzet definice problému nejmensi ¢tverci definované v [7]: Necht
A e C™ b e C". Pak problém nejmensich ¢tverct budeme nazyvat tilohu urceni
x € C™ tak, aby platilo

mifn | fIl za podminky Az = b+ f.

Existuje nékolik zptisobt feseni problému nejmensich ¢tvercu dle [7]. Mezi
znamé metody patii QR rozklad, singularni rozklad, ale i rtizné typy iteracnich
metod. Jedinym a prakticky pouzitelnym reSenim pro rozsahlé tlohy jsou iterac¢ni
metody, zpravidla zalozené na Krylovovych podprostorech rostouci dimenze. Mezi
iteracni metody patti naptiklad LSQR a CGLS probirané v této praci.



Znaceni

Matice znacime A,B, ..., vektory znacime v,w,... a skalary jako «,f,....
Pro vektor v bude ||v|| oznac¢ovat Euklidovskou normu ||v|| = (v7v)'/2. Pro matici
A bude ||A|| oznacovat spektralni normu a ||Al|r oznacovat Frobeniovu normu,
|Allr = (X a?,)"/?. Budeme pouzivat aritmetiku s konecnou presnosti (FPA).



1. LSQR

Jelikoz matice A bude casto velka a ridka, nebo bude vyjadritelna jako naso-
bek matic ¢i pripadné bude mit specialni strukturu, tak je A pouzivana jen pro
spo¢teni nasobkil vektoru a matice v podobé Av a ATw.

Metoda LSQR je zalozena na Golub-Kahanové bidiagonalizaci [3].Tato me-
toda generuje posloupnost aproximaci {z;} a to tak, Ze rezidudlni norma ||ry|| je
minimalizovana pres prislusny Kryloviv prostor, kde r, = b — Axy,.

1.1 Motivace pomoci Lanczosova algoritmu

Necht B € R™ " je symetrickd pozitivné definitni matice a bud b startovaci
vektor. Nasim tkolem bude vygenerovat ortogondlni bazi Ky (B, b). Pak vznikla
matice Ty je projekci B do této baze.

Algoritmus 1 Lanczosova tridiagonalizace [4]

1: input B, b, vy :=0
2: vy = b,
3: fort=12,... do
4: w; = Bv; — Bivi
5: o = viTwi
6:  Siy1Vip1 = w; — a4
7: end for
Kde kazdé B; > 0 tak, aby ||v;]] = 1, pficemz se algoritmus zastavi, pokud

nastane 3; = 0 pro néjaké i. Dle [7] je T} symetrickd pozitivné definitni. Situace
po k krocich by se dala popsat takto:

BVi = Vil + Brr1visieq (1.1)
kde
ar [
Ty = B2 o
' Br
Be o
a Vi, := [v1,vs,...,v). Navic plati V,I'V, = I. V piesné aritmetice by algoritmus

skonc¢il s 5; = 0 pro néjaké 7. V konecné aritmetice se ale toto vétsinou nestane
a proto je potieba néjakého jiného zastavovaciho kritéria, vice o zastavovacich
kritériich je zde v [5], v této préci se jimi ale nebudeme zabyvat.

Nyni predpokladejme, Ze chceme vyfesit systém rovnic Bxr = ¢, kde B je
symetricka pozitivné definitni. Nasledujici odvozeni bylo prevzato z [5] a upraveno
pro potieby prace. Pfendsobenim (1.1)) vektorem vy spliujici zx = Viyg, a jehoz
posledni prvek je n, dostaneme BViyr = ViTiyr + Bri1vkr1Me. Jelikoz plati
Vi(B1e1) = b z definice (konkrétné druhy radek algoritmu), tak pokud y, a xy
jsou definovany pomoci rovnic



Tryr = Pre1,

Ty = Viy,

budeme mit Bz = b+n;[Br11vk+1 s dobrou presnosti. Tedy xj je mozno volit jako

presné Teseni perturbované soustavy rovnic a bude fesit ptivodni rovnici, pokud

je mpPri1dostatecné malé. Argumenty zminéné vyse nejsou uplné, ale dodavaji
dobrou motivaci pro definovani posloupnosti vektoru {x;} dle .

(1.2)

1.2 Bidiagonalizace

Na konci minulé sekce jsme se dostali k motivaci pro definovani posloupnosti
vektorit x. Chceme fesit soustavu Bx = ¢ pro B = ATA, ¢ = AT = b. Jedna
z moznosti dle [3] je pouziti Krylovovych prostort, tedy aby vektor xj patfil
do pifslusného Krylovova prostoru Kp(AT A, ATrg). Lanczosova tridiagonalizace
provadi ortogonalni transformaci realné symetrické matice do symetrické tridia-
gonalni podoby. Golub-Kahanova bidiagonalizace provadi ortogonélni redukci ne-
symetrické obdélnikové matice do horni ¢i dolni bidiagonalni podoby. Predchozi
pouziti Lanczosova algoritmu nam da podobu bidiagonaliza¢niho procesu diky
Golubovi a Kahanovi. Budeme jej nazyvat Bidiagl. Vztah mezi tridiagonalizaci
a bidiagonalizaci je k nalezeni v [5].

Jako vstupni data uvazujeme matici A € R™*™ s plnou sloupcovou hodnosti
a vektor pravych stran b € R"™.

Algoritmus 2 Bidiagl [3]

1: input Pocéatecni vektor b, Biu; = b, aqyvy = ATy

2: fori=12,... do

33 Bipiti = Av; — oy,

4 v = Alui — B

5: end for

Normaliza¢ni koeficienty «; > 0 a 8; > 0 jsou dle [3] vybrany tak, Ze |lu;|| =

|lvi]| = 1. Algoritmus v presné aritmetice skon¢i pro a; = 0 nebo 3; = 0 pro
néjaké 1.

Kdyz zadefinujeme matice Uy := [uy, usg, . .., ug), Vi = [v1, 02, ..., vx], tak slou-
pecky matice Vj tvori ortonormdln{ bazi Krylovova prostoru Ki(AT A, ATrg), na-
vic sloupecky matice Uy tvoif ortonormalni bazi Krylovova prostoru Ky (AAT, Ar)
jak je popsano v [I].

Kdyz z koeficientii «; a (3; sestavime matici

aq
52 Qo
By = By . )
. -

Brt1

tak muZzeme napsat rekurenéni vztahy, jako ty uvedené v [5]:

Uk+1(5161) =, (1-3)



AV = Uy By, (1.4)

ATUk_H = VkBZ; + Ozk+1'Uk+1€£+1. (15)

Pokud zleva pfenasobime vztah (1.4) a nasledné za vzniklé ATUy,; bychom
dosadili ze vztahu ((1.5)), dostali bychom vztah (1.1]) pro B = AT A a T}, = B} By.

Pokud bychom pouzili presnou aritmetiku, dostali bychom Ul Uy = [
a VIVi = I, jak je popséno v [5].

1.3 Algoritmus LSQR

Vypocty v bidiagonalizacnim algoritmu [2| 1ze pouzit ke spocteni problému
nejmensich ¢tverct, tedy min||b— Az||. VSude uvazujeme pocatecni volbu xy = 0.
Nésledujici odvozeni od (1.6)) az po (1.9)) je prevzato z [5]. Oznac¢me

ry = Vil (1.6)
T = b— AZL‘k, (17)
tky1 = Bier — By, (1.8)

pro néjaky vektor ;. Nasledné pomoci

Tk (127) b — AZL’k

1.3
(Z) Uk+1(5161) — Axy,

(1.6

:) Uk+1(5161) - Avkyk

1.4
= Uk+1(Brer) — Upg1 Bryr
= Uj41(fre1 — Biyi)

1.8)
e Uk+1lk+1-

(

lze odvodit vztah
Tk = Ugt1tit1. (1.9)

Jelikoz chceme ||7%]| minimalni a jelikoz je navic Uy, teoreticky ortonormalni,
ihned pripadd v tvahu zvolit y, tak, aby minimalizovalo ||tx41]|. Tim padem se
dostavame k problému nejmensich ¢tverct

min ||S1e; — Brykl|, (1.10)

ktery lze Tesit naptiklad pomoci QR rozkladu, coz ndm dava zéklad pro LSQR al-
goritmus. Konkrétné bude QR rozklad dle [I] spoc¢ten pomoci Givensovych rotaci,
v algoritmu [3| se jedna o fadky 11 az 18. V kazdém kroku algoritmu se spoc¢tou
koeficienty c,s,a,f3, aby —sa + cf8 = 0, kde (o 4 32)'/? je délka vektoru (a, 3).
Pokud bychom nebrali v potaz zaokrouhlovaci chyby, tak by ve vztahu
platilo V'V, = I a algoritmus by se ukondil s 841 = 0 nebo a1 = 0 pro néjaké
k, jak je uvedeno v [5]. Nicméné vztah plati az na troven strojové presnosti.
Jelikoz algoritmus LSQR je postaven na zakladé bidiagonalizac¢niho algo-

ritmu 2} tak i zde dle [6] tvori sloupecky Vj ortonormélni bazi Krylovova prostoru
Ke(AT A, ATrg).



Algoritmus 3 LSQR [5]

input A, b

prui = b

a1V = ATu1

w; = U

o =0

¢y =B, pp =1

for k=12,... do
ﬁk+1uk+1 = Av, — aguy
i1U1 = Al ugr — B

— = =
22

o= (G + B)?
Cr, = Pk/ﬁk
Sk = 5k+1/ﬂk

—_ = =

Orr1 = Skt
Pr41 = —Cklt1
<_ﬁk = Ck<l5k_

¢k+1 = Skﬁbk

DO = = e

T = Tp—1 + (Or/pr)wy
21 Wig1 = Vg1 — (Ort1/pr)wi
22: end for

Pro algoritmus lze pomoci [I] odvodit nésledujici vlastnosti pro vektory z
algoritmu, které pouzijeme pozdéji:
w] AT Aw; =0, i# j,

1.11
Vk+1 1 ’Ck(ATA, AT’I"()). ( )



2. CGLS

2.1 Motivace pomoci metody sdruzenych gradi-
entl

Nyni diskutujme algoritmus CG dle [7] a to véetné algoritmu . Nejprve uva-
zujme zadanou soustavu rovnic Bx = ¢. Budeme predpokladat matici B € R™*"
symetrickou pozitivné definitni a vektor pravych stran ¢ € R™.

Uvazujme aproximaci feseni xj a zadefinujeme si pomocny funkcional

1 2 Lo
F(a) = 3lle = ally = Sl (21)
ktery ukazuje, ze minimalizace hodnoty F' v daném podprostoru R" je matema-
ticky ekvivalentni minimalizaci energetické normy ||z — z|| g. Necht zq je pocatecni
aproximace a nechf je posloupnost x; konstruovana pomoci predpisu

Tk = Th—1 + Vk—1Pk—1, k= 17 2a SRR (22)

kde fedstavuje smérovy vektor v kroku k. Novou aproximaci reseni urc¢ime
k
pomoci nalezeni minima ||z —xg_1 —ypk—1|| 5. Jednoduchymi tpravami lze odvodit

o — 2l = llo — 2xall3 — 29 1Df 171 + Ve 1Ph-1 BPra (2.3)
a tedy minima v daném sméru je dosazeno pro

T
Pr_1Tk—1

—_— 2.4
p£_1Brk—1 ( )

V-1 =

Nezavisle na volbé skaldru ¢ minimalizace podél piimky zx_1 + vpr_1 (viz (2.4]))
implikuje

Pire = rire 4+ 6rpr_ ke = ik = ||kl (2.5)
Smeérové vektory pi volime jako pp = ry + Ogpr—1, aby byly B-ortogonalni. Di-
sledkem se muze iteracni proces hledani aproximace zastavit v jednom ze dvou
pripad: bud px = 0 a nebo v, = 0. V prvnim pripadé plati

0=pire = el

tedy r, = 0 a By, = c. V druhém pifpadé je opét pLr = 0 se stejnym vysledkem.
Nyni uz je mozné sestavit algoritmus CG pro Bx = c:

Nésledné si uvedme par vlastnosti dokdzanych v [7] tykajicich se vektoru z al-
goritmu CG:

pg_ﬂ"k - 07
pi_1Bpr =0,
rir; =0, i+#j, (2.6)

p?BpJIO, Z#]:
Tk 1 le(B, 7“0).



Algoritmus 4 CG [7]
1: input B, ¢, xg

2: zop = c— Buxg

3: Po = 2o

4: for k=12,... do
5: Pkt
6
7
8
9

Te—1 = Py Bpr—1
Tp = Tp—1+ Ve—1Pk—1
2= Zh-1 Vi—1Bpr—1
S — 2j 2k

k 21 %k-1

© Pk = 2k + OpPr—1
10: end for

Navic je také mozno odvodit tento dilezity vztah pro k-ty Krylovovsky prostor
a k-té linedrni obaly

Sp&?”b{?"g, s 7?”]6*1} = ICk’<B7 TO) = Span{pm s apk’fl}-

Algoritmus |4 se d4 modifikovat tak, Ze pouzijeme B = ATA a ¢ = ATb, vie
ostatnime ponechdme beze zmény, ¢imz vznikne nasledujici algoritmus:

Algoritmus 5 modifikace CG
. input AT A, ATb, x,
LRy = ATb - ATAIEQ
© Po = 2o
cfor k=12,... do

T
Pr—17k—1

1
2
3
4
o: Ve—1 = Pg,lATAPk—l
6
7
8
9

Tp = Tp—1+ Ve—1Pk—1
2 = 2i—1 — M1 AT Ap_a

T
5k = Tzk o
Pk—17k—1

© Pk = 2k + OpPr—1
10: end for

2.2 Algoritmus CGLS

Nyni uz stac¢i algoritmus [5| trochu upravit do podoby uvedené v [I], ¢imz
vznikne algoritmus znamy jako CGLS. Je dobré si povsimnout, ze plati

2 =c— By = ATb — AT Az, = AT (b — Axy) = ATry..

Pro CGLS se daji dle obdobnym zpusobem odvodit nasledujici vztahy,
které budou vyuzity pozdéji:

pzTATAp] = 07 i 7£ ja

2.7
ATTk 1 ICk<ATA, ATTO). ( )



Algoritmus 6 CGLS [I]

1: input A, b, xq

2: rg =b— Axy

3t 29 =po = ATr

4: for k=10,1,... do

t = Apy,

Ve = 2]/ It
Tkt+1 = Tk + ViDk
Trt1 = Tk — Ytk
Rk4+1 = AT?”kH

100 Opq1 = ||Zlc+1||2/||zk|’2
11 Prg1 = Zkg1 + Ok Dk
12: end for

10



3. Porovnani CGLS a LSQR

Véta 1. Necht A € R"™je matice s plnou sloupcovou hodnosti, b € R™ je vektor
a wvazujme algoritmy[3 a6 Pak je vektor vy nenulovy ndsobek zj, a vektor w4
je nenulovy nasobek py.

Diikaz. Dle [5] jsou algoritmy matematicky ekvivalentni, tedy i aproximace zy
musi byt stejné. Tedy v obou algoritmech se musi x; rovnat. Toto lze rozepsat
jako

Pr+1

Pk+1

VePk = Tg41 — T = W41,

a z toho plyne linearni zavislost px a wy1.

Jelikoz v a z;, patii do stejného k-tého Krylovova prostoru a navic plati, ze
v, L KL(ATA, ATrg) a 2, L Ki(ATA, ATrg), tak mame jednoznacné urcéenou
linearni zavislost vektoru vy a 2.

]

11



4. Numerické experimenty

Prvné si priblizime, co a jak budeme mérit a zkoumat:

Vlivem konecné aritmetiky dochézi k tomu, ze chyba aproximace métrena na-
priklad normou rezidua zacne stagnovat na urcité irovni, té rikame hladina limitni
presnosti. Aproximace xp se pak jiz déale vlivem pocitacové aritmetiky neblizi
k presnému teseni, [7].

Matice illc1033 a well1033 jsou specidlné vybrané matice ze stranky [2] tak,
aby byl ukdzéan rozdil mezi algoritmy LSQR a CGLS. Na strance [2] je k nalezeni
databaze matic, véetné vlastnosti illc1033 a well1033.

Ztratu ortogonality mérime tak, ze z vektori, u nichz mérime ztratu ortogo-
nality, vytvorime sloupecky matic

Vi = [v1, ..., v (pro LSQR),

20 k-1
lzoll ™ 2kl
V idealnim ptipadé budou obé matice ortonormalni. Tedy staci spocitat, jak
blizko k ortogonalité jsou, neboli spocist || — VI Vi||r a |[I — ZL Z||F.
V prvnim experimentu uvazujeme Strakosovu matici dle [7]. Strakosova matice
s parametry je diagondlni matice a ma v intervalu [A;, \,] vlastni ¢isla

Z), = l ] (pro CGLS).

71— 1
n—1

)\i:)\1‘|‘< >()\n—)\1)p”_i,i:1,...,n.
V tomto textu mame matici Strakos24, coz je StrakoSova matice s parametry
p=01n=24 )\ =1\, =24.

Na obrazku 4.1] je mozné vidét, ze oba algortimy vcelku rychle dokonvergovaly
k hladiné limitni presnosti, i kdyz u Sesté iterace se zda byt LSQR o trosku lepsi.

Na obrazku je videét, ze ackoliv oba algortimy maji skoro stejnou ktivku,
tak LSQR mé& o néco mensi ztratu ortogonality.

Na obréazku je vidét prevaha LSQR nad CGLS, protoze LSQR konverguje
k hladiné limitni presnosti rychleji, nez CGLS.

Na obrazku 4.4} je vidét, ze ztrata ortogonality je pro oba algoritmy v podstaté
totozna, tudiz v tomto ohledu jsou oba algoritmy stejné dobré.

Na obrazku je videét, ze CGLS dosdhne hladiny limitni presnosti diive, nez
LSQR, tedy v tomto pripadé je CGLS lepsi nez LSQR.

Na obrazku |4.6|je vidét, ze ztrata ortogonality je pro oba algoritmy v podstaté
totozna, tudiz v tomto ohledu jsou oba algoritmy stejné dobré.

12



hladina limitni presnosti

100 B T T T T T T T T ]
LSQR | r, |l
CGLS ||t ||
10° .
10_10 — =
10-15 C 1 1 1 1 1 1 L -
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Obrazek 4.1: Matice Strako$24, normy rezidui pri pocitani algoritmy CGLS a
LSQR.

ztrata ortogonality

oL T 2
10 LSQR || 1V, V, Il -
I T ]
CGLS [|1-Z,Z, Il -
10° 1 1
10'10 — =
10—15 L 4
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Obrazek 4.2: Matice Strakos24, ztrata ortogonality pii poc¢itani algoritmy CGLS
a LSQR.
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hladina limitni presnosti

10° LSQR ||t Il| ]
CGLS ||, |
10 .
10'10 —
10-15 1 1 1 1 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

Obrazek 4.3: Matice illc1033, normy rezidui pii poc¢itani algoritmy CGLS a LSQR.

ztrata ortogonality

T

- ]

LSQR | VeV, Il | |
T

CGLS || 1-Z]Z, Il -

f k ]
100 1 1

10° . .

10-10 L -

10—15 = -
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Obrazek 4.4: Matice illc1033, ztrata ortogonality pri pocitani algoritmy CGLS a
LSQR.

14



hladina limitni presnosti
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Obrazek 4.5: Matice well1033, normy rezidui pii pocitani algoritmy CGLS a
LSQR.

ztrata ortogonality
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Obrazek 4.6: Matice well1033, ztrata ortogonality pfi pocitani algoritmy CGLS
a LSQR.
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Z.aver

V prvnich kapitole jsme si ukéazali odvozeni algoritmu LSQR pomoci Lan-
czosovy tridiagonalizace a Golub-Kahanovy bidiagonalizace. Nésledné jsme si
v druhé kapitole ukazali odvozeni algoritmu CGLS pomoci algoritmu CG a par
LSQR a CGLS, pfedevsim vztahy ke Krylovovskym prostoriim, aby bylo mozné
je mezi sebou porovnat.

Ve treti kapitole jsme se podivali na porovnani algoritmt v pfesné aritmetice.
Byly porovnany pouze vektory, koeficienty by bylo také dobré porovnat pro blizsi
zjisténi vztahti mezi vektory. Bylo by zajimavé najit ony vztahy mezi koeficienty,
zda by nemohly pomoci k novym objeviim v oblasti feseni problému nejmensich
¢tvercti, to se ale uz do prace z ¢asovych divodi neveslo.

Ve ¢tvrté kapitole jsme se podivali na chovani algoritmt pti praktickych vy-
poctech. Na uvedenych prikladech bylo demonstrovano, ze nelze z priklada jed-
noznacné urcit, ze by jeden algoritmus byl lepsi nez druhy. Zodpovédét, ve kte-
rych oblastech je vyhodnéjsi uprednostnit jeden algoritmus pred druhym, je sice
nad ramec préace, ale rozhodné stoji tuto debata zminit.
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