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Úvod
CGLS a LSQR jsou matematicky ekvivalentní algoritmy pro řešení systému

normálních rovnic. Na CGLS lze nahlížet jako na vhodně upravenou verzi me-
tody sdružených gradientů aplikovanou na systém normálních rovnic. Algoritmus
LSQR je založen na Golub-Kahanově bidiagonalizaci a na následné konstrukci
aproximace řešení pomocí řešení problému nejmenších čtverců s bidiagonální ma-
ticí.

Cílem práce je shrnout základní poznatky o těchto algoritmech, vyjasnit de-
taily ohledně ekvivalence obou algoritmů (vztahy mezi vektory) a následně pro-
vést srovnání jejich numerického chování. Numerické experimenty se zaměří na-
příklad na porovnání ztráty ortogonality, zpoždění konvergence, či hladiny limitní
přesnosti.

Na úvod si přiblížíme samotný problém nejmenších čtverců. Ne vždy totiž
musí nutně existovat řešení soustavy rovnic Ax = b. I přesto má cenu se snažit
hledat vektor x splňující

Ax ≈ b,

přičemž je nutné vždy upřesnit, v jakém slova smyslu má být Ax blízko b.
Pro motivaci definice problému nejmenších čtverců uvažujme, že chybami je

zatížen pouze vektor pravé strany b. Naším cílem tedy bude nalézt co nejmenší
vektor změny f pravé strany b tak, aby x bylo řešením soustavy

Ax = b + f.

Budeme se držet definice problému nejmenší čtverců definované v [7]: Nechť
A ∈ Cn×m, b ∈ Cn. Pak problém nejmenších čtverců budeme nazývat úlohu určení
x ∈ Cm tak, aby platilo

min
x,f

∥f∥ za podmínkyAx = b + f.

Existuje několik způsobů řešení problému nejmenších čtverců dle [7]. Mezi
známé metody patří QR rozklad, singulární rozklad, ale i různé typy iteračních
metod. Jediným a prakticky použitelným řešením pro rozsáhlé úlohy jsou iterační
metody, zpravidla založené na Krylovových podprostorech rostoucí dimenze. Mezi
iterační metody patří například LSQR a CGLS probírané v této práci.
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Značení
Matice značíme A,B, . . . , vektory značíme v,w, . . . a skaláry jako α, β, . . . .

Pro vektor v bude ∥v∥ označovat Euklidovskou normu ∥v∥ = (vT v)1/2. Pro matici
A bude ∥A∥ označovat spektrální normu a ∥A∥F označovat Frobeniovu normu,
∥A∥F = (∑︁

a2
ij)1/2. Budeme používat aritmetiku s konečnou přesností (FPA).
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1. LSQR
Jelikož matice A bude často velká a řídká, nebo bude vyjádřitelná jako náso-

bek matic či případně bude mít speciální strukturu, tak je A používána jen pro
spočtení násobků vektoru a matice v podobě Av a AT v.

Metoda LSQR je založena na Golub-Kahanově bidiagonalizaci [3].Tato me-
toda generuje posloupnost aproximací {xk} a to tak, že reziduální norma ∥rk∥ je
minimalizována přes příslušný Krylovův prostor, kde rk = b − Axk.

1.1 Motivace pomocí Lanczosova algoritmu
Nechť B ∈ Rn×n je symetrická pozitivně definitní matice a buď b startovací

vektor. Naším úkolem bude vygenerovat ortogonální bázi Kk(B, b). Pak vzniklá
matice Tk je projekcí B do této báze.

Algoritmus 1 Lanczosova tridiagonalizace [4]
1: input B, b, v0 := 0
2: β1v1 = b,
3: for i = 1,2, . . . do
4: wi = Bvi − βivi−1
5: αi = vT

i wi

6: βi+1vi+1 = wi − αivi

7: end for

Kde každé βi > 0 tak, aby ∥vi∥ = 1, přičemž se algoritmus zastaví, pokud
nastane βi = 0 pro nějaké i. Dle [7] je Tk symetrická pozitivně definitní. Situace
po k krocích by se dala popsat takto:

BVk = VkTk + βk+1vk+1e
T
k , (1.1)

kde

Tk :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
α1 β2

β2 α2
. . .

. . . . . . βk

βk αk

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
a Vk := [v1, v2, . . . , vk]. Navíc platí V T

k Vk = I. V přesné aritmetice by algoritmus
skončil s βi = 0 pro nějaké i. V konečné aritmetice se ale toto většinou nestane
a proto je potřeba nějakého jiného zastavovacího kritéria, více o zastavovacích
kritériích je zde v [5], v této práci se jimi ale nebudeme zabývat.

Nyní předpokládejme, že chceme vyřešit systém rovnic Bx = c, kde B je
symetrická pozitivně definitní. Následující odvození bylo převzato z [5] a upraveno
pro potřeby práce. Přenásobením (1.1) vektorem yk splňující xk = Vkyk, a jehož
poslední prvek je ηk, dostaneme BVkyk = VkTkyk + βk+1vk+1ηk. Jelikož platí
Vk(β1e1) = b z definice (konkrétně druhý řádek algoritmu), tak pokud yk a xk

jsou definovány pomocí rovnic
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Tkyk = β1e1,

xk = Vkyk,
(1.2)

budeme mít Bxk = b+ηkβk+1vk+1 s dobrou přesností. Tedy xk je možno volit jako
přesné řešení perturbované soustavy rovnic a bude řešit původní rovnici, pokud
je ηkβk+1dostatečně malé. Argumenty zmíněné výše nejsou úplné, ale dodávají
dobrou motivaci pro definování posloupnosti vektorů {xk} dle (1.2).

1.2 Bidiagonalizace
Na konci minulé sekce jsme se dostali k motivaci pro definování posloupností

vektorů xk. Chceme řešit soustavu Bx = c pro B = AT A, c = AT = b. Jedna
z možností dle [3] je použití Krylovových prostorů, tedy aby vektor xk patřil
do příslušného Krylovova prostoru Kk(AT A, AT r0). Lanczosova tridiagonalizace
provádí ortogonální transformaci reálné symetrické matice do symetrické tridia-
gonální podoby. Golub-Kahanova bidiagonalizace provádí ortogonální redukci ne-
symetrické obdélníkové matice do horní či dolní bidiagonální podoby. Předchozí
použití Lanczosova algoritmu nám dá podobu bidiagonalizačního procesu díky
Golubovi a Kahanovi. Budeme jej nazývat Bidiag1. Vztah mezi tridiagonalizací
a bidiagonalizací je k nalezení v [5].

Jako vstupní data uvažujeme matici A ∈ Rn×m s plnou sloupcovou hodností
a vektor pravých stran b ∈ Rn.

Algoritmus 2 Bidiag1 [3]
1: input Počáteční vektor b, β1u1 = b, α1v1 = AT u1
2: for i = 1,2, . . . do
3: βi+1ui+1 = Avi − αiui

4: αi+1vi+1 = AT ui+1 − βi+1vi

5: end for

Normalizační koeficienty αi > 0 a βi > 0 jsou dle [3] vybrány tak, že ∥ui∥ =
∥vi∥ = 1. Algoritmus v přesné aritmetice skončí pro αi = 0 nebo βi = 0 pro
nějaké i.

Když zadefinujeme matice Uk := [u1, u2, . . . , uk], Vk = [v1, v2, . . . , vk], tak slou-
pečky matice Vk tvoří ortonormální bázi Krylovova prostoru Kk(AT A, AT r0), na-
víc sloupečky matice Uk tvoří ortonormální bázi Krylovova prostoru Kk(AAT , Ar0)
jak je popsáno v [1].

Když z koeficientů αi a βi sestavíme matici

Bk :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

α1
β2 α2

β3
. . .
. . . αk

βk+1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

tak můžeme napsat rekurenční vztahy, jako ty uvedené v [5]:

Uk+1(β1e1) = b, (1.3)
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AVk = Uk+1Bk, (1.4)
AT Uk+1 = VkBT

k + αk+1vk+1e
T
k+1. (1.5)

Pokud zleva přenásobíme vztah (1.4) a následně za vzniklé AT Uk+1 bychom
dosadili ze vztahu (1.5), dostali bychom vztah (1.1) pro B = AT A a Tk = BT

k Bk.
Pokud bychom použili přesnou aritmetiku, dostali bychom UT

k+1Uk+1 = I
a V T

k Vk = I, jak je popsáno v [5].

1.3 Algoritmus LSQR
Výpočty v bidiagonalizačním algoritmu 2 lze použít ke spočtení problému

nejmenších čtverců, tedy min∥b−Ax∥. Všude uvažujeme počáteční volbu x0 = 0.
Následující odvození od (1.6) až po (1.9) je převzato z [5]. Označme

xk = Vkyk, (1.6)
rk = b − Axk, (1.7)

tk+1 = β1e1 − Bkyk, (1.8)

pro nějaký vektor yk. Následně pomocí

rk
(1.7)= b − Axk

(1.3)= Uk+1(β1e1) − Axk

(1.6)= Uk+1(β1e1) − AVkyk

(1.4)= Uk+1(β1e1) − Uk+1Bkyk

= Uk+1(β1e1 − Bkyk)
(1.8)= Uk+1tk+1.

lze odvodit vztah
rk = Uk+1tk+1. (1.9)

Jelikož chceme ∥rk∥ minimální a jelikož je navíc Uk+1 teoreticky ortonormální,
ihned připadá v úvahu zvolit yk tak, aby minimalizovalo ∥tk+1∥. Tím pádem se
dostáváme k problému nejmenších čtverců

min ∥β1e1 − Bkyk∥, (1.10)

který lze řešit například pomocí QR rozkladu, což nám dává základ pro LSQR al-
goritmus. Konkrétně bude QR rozklad dle [1] spočten pomocí Givensových rotací,
v algoritmu 3 se jedna o řádky 11 až 18. V každém kroku algoritmu se spočtou
koeficienty c,s,α,β, aby −sα + cβ = 0, kde (α2 + β2)1/2 je délka vektoru (α, β).

Pokud bychom nebrali v potaz zaokrouhlovací chyby, tak by ve vztahu (1.1)
platilo V T

k Vk = I a algoritmus by se ukončil s βk+1 = 0 nebo αk+1 = 0 pro nějaké
k, jak je uvedeno v [5]. Nicméně vztah (1.1) platí až na úroveň strojové přesnosti.

Jelikož algoritmus LSQR je postaven na základě bidiagonalizačního algo-
ritmu 2, tak i zde dle [6] tvoří sloupečky Vk ortonormální bázi Krylovova prostoru
Kk(AT A, AT r0).
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Algoritmus 3 LSQR [5]
1: input A, b
2: β1u1 = b
3: α1v1 = AT u1
4: w1 = v1
5: x0 = 0
6: ϕ̄1 = β1, ρ̄1 = α1
7: for k = 1,2, . . . do
8: βk+1uk+1 = Avk − αkuk

9: αk+1vk+1 = AT uk+1 − βk+1vk

10:
11: ρk = (ρ̄2

k + β2
k+1)1/2

12: ck = ρ̄k/ρk

13: sk = βk+1/ρk

14:
15: θk+1 = skαk+1
16: ρ̄k+1 = −ckαk+1
17: ϕk = ckϕ̄k

18: ϕ̄k+1 = skϕ̄k

19:
20: xk = xk−1 + (ϕk/ρk)wk

21: wk+1 = vk+1 − (θk+1/ρk)wk

22: end for

Pro algoritmus lze pomocí [1] odvodit následující vlastnosti pro vektory z
algoritmu, které použijeme později:

wT
i AT Awj = 0, i ̸= j,

vk+1 ⊥ Kk(AT A, AT r0).
(1.11)
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2. CGLS
2.1 Motivace pomocí metody sdružených gradi-

entů
Nyní diskutujme algoritmus CG dle [7] a to včetně algoritmu 4. Nejprve uva-

žujme zadanou soustavu rovnic Bx = c. Budeme předpokládat matici B ∈ Rn×n

symetrickou pozitivně definitní a vektor pravých stran c ∈ Rn.
Uvažujme aproximaci řešení xk a zadefinujeme si pomocný funkcionál

F (xk) = 1
2∥x − xk∥2

B − 1
2∥x∥2

B, (2.1)

který ukazuje, že minimalizace hodnoty F v daném podprostoru Rn je matema-
ticky ekvivalentní minimalizaci energetické normy ∥x−z∥B. Nechť x0 je počáteční
aproximace a nechť je posloupnost xk konstruována pomocí předpisu

xk = xk−1 + γk−1pk−1, k = 1, 2, . . . , (2.2)

kde pk představuje směrový vektor v kroku k. Novou aproximaci řešení určíme
pomocí nalezení minima ∥x−xk−1−γpk−1∥B. Jednoduchými úpravami lze odvodit

∥x − xk∥2
B = ∥x − xk−1∥2

B − 2γk−1p
T
k−1rk−1 + γ2

k−1p
T
k−1Bpk−1 (2.3)

a tedy minima v daném směru je dosaženo pro

γk−1 = pT
k−1rk−1

pT
k−1Brk−1

. (2.4)

Nezávisle na volbě skaláru δk minimalizace podél přímky xk−1 + γpk−1 (viz (2.4))
implikuje

pT
k rk = rT

k rk + δkpT
k−1rk = rT

k rk = ∥rk∥2. (2.5)

Směrové vektory pk volíme jako pk = rk + δkpk−1, aby byly B-ortogonální. Dů-
sledkem se může iterační proces hledání aproximace zastavit v jednom ze dvou
případů: buď pk = 0 a nebo γk = 0. V prvním případě platí

0 = pT
k rk = ∥rk∥2,

tedy rk = 0 a Bxk = c. V druhém případě je opět pT
k rk = 0 se stejným výsledkem.

Nyní už je možné sestavit algoritmus CG pro Bx = c:
Následně si uveďme pár vlastností dokázaných v [7] týkajících se vektorů z al-

goritmu CG:
pT

k−1rk = 0,

pT
k−1Bpk = 0,

rT
i rj = 0, i ̸= j,

pT
i Bpj = 0, i ̸= j,

rk ⊥ Kk(B, r0).

(2.6)
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Algoritmus 4 CG [7]
1: input B, c, x0
2: z0 = c − Bx0
3: p0 = z0
4: for k = 1,2, . . . do
5: γk−1 = zT

k−1zk−1

pT
k−1Bpk−1

6: xk = xk−1 + γk−1pk−1
7: zk = zk−1 − γk−1Bpk−1

8: δk = zT
k zk

zT
k−1zk−1

9: pk = zk + δkpk−1
10: end for

Navíc je také možno odvodit tento důležitý vztah pro k-tý Krylovovský prostor
a k-té lineární obaly

span{r0, . . . , rk−1} = Kk(B, r0) = span{p0, . . . , pk−1}.

Algoritmus 4 se dá modifikovat tak, že použijeme B = AT A a c = AT b, vše
ostatníme ponecháme beze změny, čímž vznikne následující algoritmus:

Algoritmus 5 modifikace CG
1: input AT A, AT b, x0
2: z0 = AT b − AT Ax0
3: p0 = z0
4: for k = 1,2, . . . do
5: γk−1 = zT

k−1zk−1

pT
k−1AT Apk−1

6: xk = xk−1 + γk−1pk−1
7: zk = zk−1 − γk−1A

T Apk−1

8: δk = zT
k zk

zT
k−1zk−1

9: pk = zk + δkpk−1
10: end for

2.2 Algoritmus CGLS
Nyní už stačí algoritmus 5 trochu upravit do podoby uvedené v [1], čímž

vznikne algoritmus známý jako CGLS. Je dobré si povšimnout, že platí

zk = c − Bxk = AT b − AT Axk = AT (b − Axk) = AT rk.

Pro CGLS se dají dle 2.6 obdobným způsobem odvodit následující vztahy,
které budou využity později:

pT
i AT Apj = 0, i ̸= j,

AT rk ⊥ Kk(AT A, AT r0).
(2.7)
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Algoritmus 6 CGLS [1]
1: input A, b, x0
2: r0 = b − Ax0
3: z0 = p0 = AT r0
4: for k = 0,1, . . . do
5: tk = Apk

6: γk = ∥zk∥2/∥tk∥2

7: xk+1 = xk + γkpk

8: rk+1 = rk − γktk

9: zk+1 = AT rk+1
10: δk+1 = ∥zk+1∥2/∥zk∥2

11: pk+1 = zk+1 + δk+1pk

12: end for
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3. Porovnání CGLS a LSQR
Věta 1. Nechť A ∈ Rn×mje matice s plnou sloupcovou hodností, b ∈ Rn je vektor
a uvažujme algoritmy 3 a 6. Pak je vektor vk nenulový násobek zk a vektor wk+1
je nenulový násobek pk.

Důkaz. Dle [5] jsou algoritmy matematicky ekvivalentní, tedy i aproximace xk

musí být stejné. Tedy v obou algoritmech se musí xk rovnat. Toto lze rozepsat
jako

γkpk = xk+1 − xk = ϕk+1

ρk+1
wk+1,

a z toho plyne lineární závislost pk a wk+1.
Jelikož vk a zk patří do stejného k-tého Krylovova prostoru a navíc platí, že

vk ⊥ Kk(AT A, AT r0) a zk ⊥ Kk(AT A, AT r0), tak máme jednoznačně určenou
lineární závislost vektorů vk a zk.
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4. Numerické experimenty
Prvně si přiblížíme, co a jak budeme měřit a zkoumat:
Vlivem konečné aritmetiky dochází k tomu, že chyba aproximace měřena na-

příklad normou rezidua začne stagnovat na určité úrovni, té říkáme hladina limitní
přesnosti. Aproximace xk se pak již dále vlivem počítačové aritmetiky neblíží
k přesnému řešení, [7].

Matice illc1033 a well1033 jsou speciálně vybrané matice ze stránky [2] tak,
aby byl ukázán rozdíl mezi algoritmy LSQR a CGLS. Na stránce [2] je k nalezení
databáze matic, včetně vlastností illc1033 a well1033.

Ztrátu ortogonality měříme tak, že z vektorů, u nichž měříme ztrátu ortogo-
nality, vytvoříme sloupečky matic

Vk = [v1, . . . , vk] (pro LSQR),

Zk =
[︄

z0

∥z0∥
, . . . ,

zk−1

∥zk−1∥

]︄
(pro CGLS).

V ideálním případě budou obě matice ortonormální. Tedy stačí spočítat, jak
blízko k ortogonalitě jsou, neboli spočíst ∥I − V T

k Vk∥F a ∥I − ZT
k Zk∥F .

V prvním experimentu uvažujeme Strakošovu matici dle [7]. Strakošova matice
s parametry je diagonální matice a má v intervalu [λ1, λn] vlastní čísla

λi = λ1 +
(︃

i − 1
n − 1

)︃
(λn − λ1)ρn−i, i = 1, . . . , n.

V tomto textu máme matici Strakoš24, což je Strakošova matice s parametry
ρ = 0.1, n = 24, λ1 = 1, λn = 24.

Na obrázku 4.1 je možné vidět, že oba algortimy vcelku rychle dokonvergovaly
k hladině limitní přesnosti, i když u šesté iterace se zdá být LSQR o trošku lepší.

Na obrázku 4.2 je vidět, že ačkoliv oba algortimy mají skoro stejnou křivku,
tak LSQR má o něco menší ztrátu ortogonality.

Na obrázku 4.3 je vidět převaha LSQR nad CGLS, protože LSQR konverguje
k hladině limitní přesnosti rychleji, než CGLS.

Na obrázku 4.4 je vidět, že ztráta ortogonality je pro oba algoritmy v podstatě
totožná, tudíž v tomto ohledu jsou oba algoritmy stejně dobré.

Na obrázku 4.5 je vidět, že CGLS dosáhne hladiny limitní přesnosti dříve, než
LSQR, tedy v tomto případě je CGLS lepší než LSQR.

Na obrázku 4.6 je vidět, že ztráta ortogonality je pro oba algoritmy v podstatě
totožná, tudíž v tomto ohledu jsou oba algoritmy stejně dobré.
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Obrázek 4.1: Matice Strakoš24, normy reziduí při počítání algoritmy CGLS a
LSQR.
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Obrázek 4.2: Matice Strakoš24, ztráta ortogonality při počítání algoritmy CGLS
a LSQR.

13



0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
10

-15

10
-10

10
-5

10
0

LSQR  || r
k
 ||

CGLS  || r
k
 ||

Obrázek 4.3: Matice illc1033, normy reziduí při počítání algoritmy CGLS a LSQR.
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Obrázek 4.4: Matice illc1033, ztráta ortogonality při počítání algoritmy CGLS a
LSQR.
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Obrázek 4.5: Matice well1033, normy reziduí při počítání algoritmy CGLS a
LSQR.
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Obrázek 4.6: Matice well1033, ztráta ortogonality při počítání algoritmy CGLS
a LSQR.
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Závěr
V prvních kapitole jsme si ukázali odvození algoritmu LSQR pomocí Lan-

czosovy tridiagonalizace a Golub-Kahanovy bidiagonalizace. Následně jsme si
v druhé kapitole ukázali odvození algoritmu CGLS pomocí algoritmu CG a pár
menších úprav. Byly také vytyčeny nejdůležitější vlastnosti vektorů z algoritmů
LSQR a CGLS, především vztahy ke Krylovovským prostorům, aby bylo možné
je mezi sebou porovnat.

Ve třetí kapitole jsme se podívali na porovnání algoritmů v přesné aritmetice.
Byly porovnány pouze vektory, koeficienty by bylo také dobré porovnat pro bližší
zjištění vztahů mezi vektory. Bylo by zajímavé najít ony vztahy mezi koeficienty,
zda by nemohly pomoci k novým objevům v oblasti řešení problému nejmenších
čtverců, to se ale už do práce z časových důvodů nevešlo.

Ve čtvrté kapitole jsme se podívali na chování algoritmů při praktických vý-
počtech. Na uvedených příkladech bylo demonstrováno, že nelze z příkladů jed-
noznačně určit, že by jeden algoritmus byl lepší než druhý. Zodpovědět, ve kte-
rých oblastech je výhodnější upřednostnit jeden algoritmus před druhým, je sice
nad rámec práce, ale rozhodně stojí tuto debata zmínit.
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