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Abstrakt: V predlozené praci se budeme zabyvat linedrni aproximacni tlohou,
kde pozorovani i model jsou zatizeny chybami, a zamétime se na problém ipl-
nych nejmensich ctverci (TLS), jimz lze takové tlohy Tesit. Shrneme klasickou
teorii existence a jednoznacnosti TLS Teseni, uvedeme klasicky TLS algoritmus
a podivame se na komplikace, které mohou pti jeho implementaci nastat. Dale
budeme studovat singuldrni rozklad (SVD) matice, jez se vyuziva pii konstrukei
TLS fesSeni. Podrobné popiseme metodu jeho vypoétu. Protoze je vypocet SVD
pomérné narocny, soustiedime se dale na moznost aproximace jeho ¢asti potfebné
ke konstrukci TLS TesSeni, tzv. singuldrnich tripletu, zalozené na Golub-Kahanové
iteracni bidiagonalizaci. Nakonec budeme v numerickych experimentech testovat
vliv kvality aproximace nejmensich singularnich triplett na spoc¢tené TLS Feseni.

Klicova slova: linedarni aproximacni problém, chyby v datech, uplné nejmensi
¢tverce, singularni rozklad

Title: Approximation by the TLS method: linear data fitting for problems with
unprecise models

Author: Katefina Pokorna
Department: Department of Numerical Mathematics

Supervisor: doc. RNDr. Iveta Hnétynkova, Ph.D., Department of Numerical Ma-
thematics

Abstract: In this thesis, we concern ourselves with the linear approximation pro-
blem, where errors in both the observation and the data are considered. We
focus on the total least squares problem (TLS), which may be used in solving
such tasks. We summarise basic theory of the existence and uniqueness of the
TLS solution, present the classic TLS algorithm and examine some possible com-
plications, which may appear during its implementation. Furthermore, we shall
study the singular value decomposition (SVD), which is used in constructing the
TLS solution. As the SVD is rather difficult to compute, we discuss one of the
possible methods of approximating only its part necessary for the construction
of the TLS solution, the so called singular triplets. This method is based on
Golub-Kahan iterative bidiagonalization. Finally, we shall test how the quality of
the approximation of the smallest singular triplets influences the computed TLS
solution.
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Uvod

V praxi se casto setkavame s potrebou Tesit linedrni aproximacni problémy
Ax =~ b, kde A € R™™ b € R". Zaroven musime pocitat s tim, ze jak matice
modelu A, tak vektor pozorovani b mohou byt zatizeny chybami rizného ptuvodu.
Ty mohou byt napt. diskretizac¢ni, zaokrouhlovaci, chyby modelu nebo i lidské
pochybeni. Tyto perturbace pak zptsobuji, ze iloha nema pfresné feseni a je tedy
tfeba hledat v urcitém smyslu vhodnou opravu matice A nebo vektoru b tak,
aby opravend soustava jiz presné reseni meéla. Toto feseni pak budeme povazovat
za aproximaci neznamého vektoru z. Pro konkrétni aplikace viz Van Huftel a
Vandewalle (1991), Kapitola 1.

Predpokladame-li, Ze chyby obsahuje pouze vektor pozorovani b, jednim z na-
stroju, jakymi lze takové problémy fesit, je problém nejmensich ctverci (LS) (Go-
lub a Van Loan| (1980))). Ovsem tento predpoklad byva Casto nerealisticky z di-
vodu vyskytu chyb zminénych vyse a je tedy tfeba uvazovat i chyby v modelu A.
Predlozend prace se zabyva problémem dpingch nejmensich ctverci (TLS) (Golub
a Van Loan (1980)), coz je jeden ze zptusobu fitovani dat pro linearni aproximacni
problémy s nepfesnym modelem. Nejprve shrneme zakladni teorii problému upl-
nych nejmensich ¢tvercli, zamérime se na analyzu existence a jednoznacnosti TLS
reseni a uvedeme tzv. klasicky TLS algoritmus (Van Huffel a Vandewalle (1991)),
Sekce 3.6.1) pro jeho vypocet. Podrobné byla metoda TLS vcetné jejich rozsi-
reni pro vicenasobné vektory pravych stran analyzovana napiiklad v ptivodnim
¢lanku (Golub a Van Loan! (1980), v knize [Van Huffel a Vandewalle| (1991)), nebo
v Hnétynkova a kol.| (2011]).

P1i Teseni linedrniho aproximac¢niho problému metodou tplnych nejmensich
¢tvercu se vyuziva singuldrniho rozkladu (SVD) (Duintjer Tebbens a kol.| (2012),
Kapitola 5) tzv. rozsitené matice dat [b,A]. Jeho vypocet, ktery v préci podrobné
popiseme, ale byva obecné narocny. Zaroven pro spocteni TLS feseni neni treba
znat cely SVD matice dat, ale staci mit k dispozici pouze tzv. nejmensi singuldrni
triplety, tj. trojice singularnich ¢isel a prislusnych pravych a levych singuldrnich
vektort. V této praci se tedy dale budeme zabyvat moznym zptisobem aproximace
castecného SVD, ktery je zalozen na metodé prevodu matice na bidiagonalni tvar,
tzv. Golub-Kahanové iteracni bidiagonalizaci (GKB) (Golub a Kahan| (1965)).

Nakonec budeme pomoci numerickych experimenti v prostiedi MATLAB tes-
tovat vliv kvality aproximace nejmensich singularnich triplet na spocétené TLS
reseni. K tomu budeme vyuzivat tfech metod aproximace - funkce 'svd’ a ’svds’,
jez jsou obé implementované v MATLABu a ta druha je zalozena pravé na me-
todé zminéné vyse, a funkci 'lobpeg’ (Knyazev| (2001))).

V prvni kapitole shrneme klasickou teorii problému tiplnych nejmensich ¢tver-
cli, analyzu existence a jednoznacnosti TLS feSeni a nakonec uvedeme tzv. kla-
sicky TLS algoritmus. Ve druhé kapitole zminime nékteré problémy, které mohou
pri implementaci TLS v kone¢né aritmetice nastat, a mozné zptsoby, jakymi
k nim pristupovat. Déale popiseme vypocet singularniho rozkladu a zamérime se
na metody aproximace jeho ¢asti. Ve treti kapitole pak budeme provadét nume-
rické experimenty.



1. Problém uplnych nejmensich
ctvercu

V prvni kapitole se budeme zabyvat analyzou problému uplnych nejmensich
¢tverca (TLS), coz je jedna z metod pro TeSeni linedrni aproximacni tlohy. Roze-
bereme, v jakych pripadech reseni ve smyslu TLS existuje a za jakych podminek
je jednoznacéné. Na konci kapitoly uvedeme také tzv. klasicky TLS algoritmus.

1.1 Motivace, zakladni pojmy a definice

V této kapitole Cerpame z knihy Van Huffel a Vandewalle (1991), ucebnice
Duintjer Tebbens a kol.| (2012)) a ¢lanku |Golub a Van Loan| (1980)).

Méjme matici modelu A € R™ ™ a vektor pozorovani b € R" a uvazujme
problém nalezeni vektoru x € R™ tak, aby Ax = b. Zaroven uvazujme pripad,
kdy je tato tuloha tzv. preurcena, tj. n > m. Nemé-li tato soustava presné feseni,
tedy pokud b ¢ R(A), je tfeba hledat v néjakém smyslu nejlepsi opravu dat A
nebo b tak, aby jiz pozorovani korelovalo s modelem. Neboli uvazujeme linearni
aproximacni problém

Az~ b AeR™™ bheR" (1.1)

Nejprve predpokladejme, ze pouze vektor pozorovani b je zatizen chybami
a model A je dan pfesné. Potom jednim z moZnych néstroji k feseni tilohy
je minimalizace ve smyslu nejmensich ¢tverct, kterou mtizeme definovat nasledu-
jicim zptusobem.

Definice 1 (Problém nejmensich ¢tverci (LS)).
Necht A € R™™ b € R™. Problém nejmensich ctvercu je uloha nalezeni vektori
x € R™ a f € R", spliujicich

min || f|| tek, aby Az =0+ f. (1.2)
ferR®
Lze snadno nahlédnout, ze feseni ve smyslu LS lze vyjadrit jako vektor mi-
nimalizujici normu rezidua ||b — Az|| pfes x € R™. Neboli problém nejmensich
¢tverci ma vzdy TesSeni, coz je jednou jeho z nezpochybnitelnych vyhod. Ovsem
v praxi byva predpoklad, Ze matice modelu A je dana presné, casto nerealisticky,
nebot chyby napriklad v méreni nebo modelovani ovliviiuji i matici A. Jednim ze
zpusobi, jak zohlednit i tyto perturbace modelu A, je v urc¢itém smyslu zobecnéni
problému nejmensich ¢tvercii, a to problém tplnych nejmensich ¢tverci. Tedy na-
dale budeme predpokladat, ze jak vektor b, tak matice A, jsou zatizeny chybami.
Budeme hledat teseni aproximacni tlohy ve smyslu uplnych nejmensich
¢tvercti popsané v nasledujici definici.



Definice 2 (Problém tplnych nejmensich ¢tverca (TLS)).
Necht A € R™™ b € R"™. Problém uplnych nejmensich ctverci je iloha nalezeni
vektoru x € R™, f € R™ a matice E € R"™ ™, splnujicich

min  ||[f,E]||r tak, aby (A+E)z=0>b+ f. (1.3)

fER? EeRnxm

Vektor f nazgvdme oprava pozorovani, matici E oprava modelu a matici |f,F]
nazyvame matice korekce dat.

Priklad. Méjme aproximacni problém Az ~ b, kde

-

Pak minimdlni oprava dat je tvaru [f,E] = <8 _01> JIGE]NF = 1. Ta ale

neprevadi ilohu na kompatibilni problém. Vezmeme-li opravu dat tvaru [},E] =
(8 _€1>, kde € > 0, pak jiz opravena soustava ma teseni a to je tvaru x =
Pro tuto opravu plati ||[f,E]||r = V1 + €2. Volba € byla ale libovolnd, mtizeme
tedy vzit € libovolné malé a nalézt tak vzdy mensi opravu dat, kterd bude stéle
davat kompatibilni problém.

Neexistuje tedy oprava dat minimdlni v normé, jak pozaduje (|1.3)), tato tloha tedy
nemd reseni ve smyslu TLS. To neni piekvapivé, nebot zde R(A) L b, pozorovani
b neni korelovano s modelem A a jedina smysluplna aproximace teseni je x = 0.
TLS minimalizaci vSak nelze ziskat.

o N

7 prikladu vyse vidime, ze problém uplnych nejmensich ¢tverctt nemusi mit
vzdy TeSeni, a to ani pro problém malych rozmérta s matici plné sloupcové hod-
nosti. Abychom mohli analyzovat, kdy TLS feseni existuje a kdy je dokonce
jednoznacné, pripomenme si nyni definici singularniho rozkladu matice (Duin-
tjer Tebbens a kol.| (2012)), Kapitola 5; Golub a Van Loan| (1996]), Podkapitola
2.5).

Definice 3 (Singuldrni rozklad (SVD)).
Necht A € R™™ je matice hodnosti r, r € N. Singuldrnim rozkladem matice A

nazveme rozklad
A=USVT,

kde U € R™™ a V € R™*™ jsou unitdrni matice, > € R™™ je diagondlni matice
s Cisly o1, ... ,Omin(n,m) na diagondle, pro nez plati

0-12"'Zo-r>0-r+l:"':Omin(n,m)zo-

Cisla 01, ... ,Omintn,m) € nazgvaji singuldrni cisla matice A. Vektory uy, ..., uy,
jsou levé singuldrni vektory a vy, ..., v, jsou pravé singuldrni vektory matice A.



Definice 4 (Dyadicky rozvoj).
Necht A € R™™ je matice hodnostir, r € N, a necht A = ULV je jeji singuldrni
rozklad. Potom

.,
A= Z UiuiviT
i=1

nazveme dyadickym rozvojem matice A.
Trojice (0;, u;, v;) se nazgvd singuldrni triplet matice A.

Nakonec uvedme vétu, kterou budeme taktéz potiebovat k analyze existence
a jednoznacnosti TLS TesSeni. Jeji dikaz je k nalezeni v |Duintjer Tebbens a kol.
(2012), str. 133-134.

Véta 1 (Eckart, Young, Mirsky).

Necht A € R™™ je matice hodnostir, k <r, r.k € N, a necht A =Y_, osu;v,
je jeji dyadicky rozvoj. Potom nejlepsi aproximaci matice A matici hodnosti k je
matice

k
Ak = Z criuiviT.
i=1

i A—Bllp=||A-APV||p = 2,
e B8 A= Bl = 4= A0 = 3 0

1.2 Existence a jednoznacnost reseni

Navic plati

Rovnici ([1.3) z definice problému tplnych nejmensich ¢tvercu lze ekvivalentné
zapsat ve tvaru

e+ by () o

Toto vyjadieni je ekvivalentni tomu, Ze existuje vektor v jadru matice ([f,E] +
[b,A]), ktery ma nenulovou prvni slozku. Tedy problém uplnych nejmensich ¢tver-
cu lze ekvivalentné zformulovat jako hleddani minimalni opravy dat tak, aby bylo
jadro ([f,E] + [b,A]) netrividlni a existoval zde vektor s nenulovou prvni slozkou.

Je-li totiz z = (21,...,2ms1) " € Ker([f,E] + [b,A]), spliujici z; # 0, pak lze
feseni aproximacni tlohy ve smyslu TLS vyjadrit jako

1
xTLS = _;(227"'>zm+1>—r' (14)
1

Analyzujme nyni existenci a jednoznac¢nost TLS feSeni v nékolika pripadech
zv1ast.



1) rank(A)=m

Nejprve predpokladejme, ze matice A ma plnou sloupcovou hodnost. Potom
matice [b,A] mé také plnou sloupcovou hodnost, nebot predpokladame, ze b ¢
R(A). Neboli Ker([b,A]) = span{0}. Z odvozeni vyse plyne, Ze hleddme nejmensi
opravu dat [f,E] tak, aby opravena matice dat ([f,E] + [b,4]) jiz neméla plnou
sloupcovou hodnost.

Vezmeme-li [b,A] = >4 oyu;0, dyadicky rozvoj rozsfiené matice dat, potom
z Véty (1] plyne, Ze minimalni oprava dat je tvaru

[faE] - _O-m—i-lum—i-lv;,[LJrl- (15)

Potom je jadro matice ([f,E] + [b,A]) netrividlni. Zbyva analyzovat, zda pomoci
této opravy dostaneme kompatibilni problém, jak pozaduje (|1.3)).

a) Om >0 >0

Nyni predpokladejme, ze nejmensi singularni ¢islo rozsirené matice dat je jed-
nonasobné. Potom vezmeme-li opravu dat tvaru , bude jadro opravené matice
dat tvaru Ker([f,E] + [b,A]) = span{vm,1}, kde v, 41 je pravy singularni vektor
prislusny nejmensimu singuldrnimu ¢islu rozsifené matice dat. Potom rozliSme
dva pripady.

o e Vi1 #0
Nyni je-li prvni slozka vektoru v,,,1 nenulové, je TLS TeSeni tvaru popsaném
v . Neboli v tomto pripadé existuje pravé jedno TLS feseni tllohy .
Podrobnéjsi rozbor véetné diikazu existence jednoznacného TLS feseni pro
tento pripad lze najit ve [Van Huffel a Vandewalle| (1991)), str. 34-35.

O
Je-li prvni slozka vektoru v, nulova, nelze vyse popsanou konstrukei se-
strojit opravu dat splnujici . Dokonce plati, ze pak feseni tlohy ve
smyslu TLS neexistuje. Pro detailni rozbor viz |Golub a Van Loan! (1980),
Paige a Strakos (2005)).

b) oy >0141=...=0mt1>0

Nyni predpokladejme, zZe nejmensi singularni ¢islo rozsitené matice dat je vice-
nasobné s nasobnosti (m —1+1), I < m. Vezméme V,,11 = span{vii1, ..., Vmi1},
kde v;41,...,Upme1 jsou pravé singularni vektory prislusné o,,.1. Tedy V11 je
pravy singularni prostor prislusny k o,,,1. Potom pro kazdy vektor v € V11
a k nému prislusny levy singularni vektor u je oprava vyjadrena vztahem
moznou minimdlni opravou dat. Dale oznac¢me V11 = [vj41,. .., Uny1] matici
pravého singularniho prostoru k 0,1 a opét rozliSme dva pripady.

° €Ivm+1 7é 0
Nyni mé-li matice V,,,41 alespon jeden prvek v prvnim radku nenulovy, pak
pro kazdy vektor z V,,.1 s nenulovou prvni slozkou je vektor x vyjadireny
vzorcem (|1.4]) Fesenim problému ve smyslu TLS. Neboli v tomto pii-
padé existuje nekoneéné mnoho TLS Feden{ tlohy (L.1).



Je ale mozné sestrojit pravé jedno TLS TeSeni s nejmensi normou. K tomu
pouzijeme unitarni transformaci matice V,,.1, v nasem pripadé je vhodna
Househoélderova reflexe (Duintjer Tebbens a kol.| (2012), Podkapitola 3.2).

7 vyjadreni plyne, Ze minimalizace normy feseni dosdhneme maxima-
lizaci prvni slozky vektoru v € V,,41 v absolutni hodnoté. Budeme tedy
chtit matici V,,,.1 pomoci vhodné matice Householderovy reflexe H prevést
na matici

XX
Vm+1H - . . . . ) (1-6>
X X * *

kde ® = =||e] V,i1]|- Neboli chceme nalézt matici reflexe prvniho fadku
matice V41, tj. vektoru y; = (€] Viuy1)', na vektor yo = =£||y1|e;. Po-

tom jednotkovym normalovym vektorem nadroviny zrcadleni je ¢ = HZ;ZEII

a tedy matice Househélderovy reflexe je tvaru H = I — 2qq .

Pak TLS feseni tulohy minimélni v normé vyjadiime tvarem ((1.4)) pri
volbé pravého singularniho vektoru v =V, 1 He;.

Pro detaily odvozeni véetné diikazu existence praveé jednoho TLS feSeni mi-
nimalniho v normé v tomto piipadé viz Van Huffel a Vandewalle (1991)),

str. 57-58.

. €Ivm+1 =0
Je-li prvni fadek matice V41 nulovy, opét nelze vyse popsanou konstrukei
sestavit minimalni opravu dat, ktera by prevedla na kompatibilni sou-
stavu. Stejné tak se da dokazat, ze pro tento pripad feseni tlohy ve
smyslu TLS neexistuje. Pro podrobnosti viz|Golub a Van Loan (1980), [Paige
a Strakos| (2005)).

2) rank(A) <m
Nakonec nechf matice A nema plnou sloupcovou hodnost. Pak TLS feseni
tlohy (|1.1)) opét neexistuje (Golub a Van Loan| (1980)), [Paige a Strakos (2005))).

V pripadech, kdy TLS Teseni tlohy neexistuje, je mozné hledat tzv. nege-
nerické reseni (Van Huffel a Vandewalle (1991)), Sekce 3.4.1). To spocivé v nalezeni
nulovou prvni slozkou, oznacme je o, > 0,41 a V, piislusny pravy singuldrni
prostor. Pak lze zkonstruovat negenerické reseni jako ve , které je pro jed-
nonasobné o, jednoznacné a pro vicenasobné je opét mozné najit to s minimalni
normou. Prislusnéd oprava dat je pak tvaru jako ve , ta uz ale neni minimalni,
jak pozaduje , tedy negenerické teseni uz neni reseni ve smyslu TLS.



Na zavér této sekce uvedme vétu, ktera formuluje postacujici podminku pro
existenci a jednoznacnost TLS feseni. Jeji tvrzeni véetné diikkazu je k nalezeni
naptiklad v puvodnim ¢lanku (Golub a Van Loan| (1980)).

Véta 2 (Golub, Van Loan).
Necht A € R™™ je matice s plnou sloupcovou hodnosti a b € R™ je vektor splniujici
b ¢ R(A). Ddle uwvazujme dyadické rozvoje matice A a rozsitené matice dat [b,A]

tvaru
m—+1

m
A=Y " a [bA = o,
i=1 i=1

(2

Pokud plati 0!, > 0,41, pak existuje pravée jedno TLS reseni dlohy Az ~ .

Jak jsme jiz uvedli, tato véta formuluje pouze postacujici podminku pro exis-
tenci jednoznac¢ného TLS Teseni, ne vsak nutnou. Jeji predpoklady totiz implikuji,
ze nejmensi singularni ¢islo rozsitené matice dat je jednonasobné a prislusny pravy
singuldrni vektor mé& nenulovou prvni slozku, tedy prvni pfipad v la) z analyzy
existence TLS Teseni vyse. Jak jsme ale ukazali, TLS feseni existuje za uréitych
podminek i v pripadu 1b).

1.3 Klasicky TLS algoritmus

Pri vypoctu TLS feseni lze postupovat jako pri odvozovani jeho existence v mi-
nulé sekci. Nejprve spocteme singularni rozklad rozsitené matice dat [b,A], z né;
urc¢ime nejmensi kladné singulérni ¢islo 0,,;, véetné jeho nésobnosti k£ a k nému
matici prislusného pravého singuldrniho prostoru V,,;,. Néasledné zjistime, jestli
pravy singularni prostor obsahuje vektor s nenulovou prvni slozkou. Jestli ano,
vyjadifme TLS fFeSeni vztahem (1.4)), pfipadné pomoci Householderovy reflexe
nalezneme to minimalni v normé, pokud k£ > 1. V opac¢ném pripadé pristoupime
k dalsimu nejmensimu singularnimu ¢islu a cely postup opakujeme, potom je
takto nalezené feseni pouze negenerické.

Algoritmus shrnujici tento postup nazyvame klasickym TLS algoritmem. V
predlozené praci uvedeme pouze jeho zakladni verzi, pro podrobnosti a rozsireni
viz |[Van Huffel a Vandewalle (1991)), Sekce 3.6.1 a Kapitola 4.



Nyni uvedme zakladni verzi klasického TLS algoritmu. Méjme tedy matici
A € R™™ a vektor b € R™ jako vstupni data. Predpoklddejme navic, ze b ¢
R(A). Vystupem algoritmu pak bude TLS feSeni aproximacni tlohy nebo
jejl negenerické teseni.

Algoritmus 1 Klasicky TLS algoritmus

Vstup: A, b
Vystup: 2755

ULV < singularni rozklad matice [b,A]
O1y...,0ms1 < prvky na diagonale matice X
V1,...,Unt1 < sloupce matice V'

p < index nejmensiho kladného singularniho ¢isla

loop
k< nasobnost o,
if ie{p—k+1,...,p}:efv; # 0 then
if k>1 then
H < matice Househoélderovy reflexe k [v,—j41, . .., vp] jako v (|1.6])
Vp 4 [Up—ktt,- -, Up)Hey
end if
TS —ﬁvp@ :end)
break
else
p +<p—k
end if
end loop

return 7L
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2. Vypocetni aspekty TLS

Ve druhé kapitole se budeme zabyvat problémy, které mohou nastat pii im-
plementaci klasického TLS algoritmu predstavené¢ho v predeslé podkapitole, a
uvedeme zpusoby, jakymi je k nim mozno ptistupovat. Déle podrobné popiseme
metodu vypoctu singularniho rozkladu matice a podivame se také na mozné be-
nefity ptri nahrazeni vypoctu celého SVD pouze aproximaci jeho ¢asti. Nakonec se
podrobnéji zamérime na konkrétni zptisoby aproximace nejmensich singularnich
tripleti.

2.1 Problémy pri implementaci TLS

V minulé kapitole jsme se zamérili na klasickou teorii vypoctu a analyzy exis-
tence a jednoznacnosti TLS feseni a uvedli jsme zakladni teoretickou verzi klasic-
kého TLS algoritmu. Pti jeho implementaci ale musime byt opatrnéjsi. V praxi
totiz nepocitdme v presné aritmetice, ale v aritmetice koneéné (FPA - Floating-
point arithmetics). TudiZ vSechna nase data jsou zaokrouhlovana a vysledky po-
¢itany s konec¢nou presnosti, tedy zatizeny Sumem. To predstavuje urcité kompli-
kace pti implementaci TLS.

Prvni problém nastava hned pfi urceni hodnosti matice, neboli nulovych sin-
guldrnich ¢isel ve spoéteném SVD rozsitené matice dat [b,A]. Jelikoz pocitdme
v konecné aritmetice, spoéteny SVD je zatizen chybami a tudiz se nabizi otazka,
ktera singularni ¢isla povazovat za nulova. Jeden z moznych zptisobi je zavedeni
parametru R, kdy vSechna jemu rovna nebo mensi singularni ¢isla se povazuji za
nulova. Mozna volba parametru byla uvedena v Van Huffel a Vandewalle (1991)),
str. 89. Ta, za predpokladu, ze chyby obsazené v rozsitené matici dat jsou neza-
vislé, stejné rozdélené s nulovou stredni hodnotou a rozptylem o, uvazuje para-

metr R = \/Qmax{n,m +1}o.

Obdobny problém nastava pri ur¢ovani nasobnosti singularniho ¢isla, kdy opét
kvili Sumu v datech musime uvazovat zpusoby, jimiz uréime, ktera singularni ¢isla
budeme povazovat za stejna. Jednou z moznosti, uvedené v Van Huffel a Van-
dewalle| (1991)), str. 89, je pokladat za stejnd vSechna singularni ¢isla z intervalu

[0, 012) + 4], kde 6 > 0 muZe byt zaddno uzivatelem, nebo v piipadé jako vyse

je uvazovano & = 2maz{n,m + 1}o?.

Jiny pristup byl prezentovan v Dvorak| (2021)), a to zavedeni parametru tole-
rance tol > 0. Potom singuldrni ¢isla 0, ¢ < p, povazujeme za stejna se o0, jestlize
spliuji

o; — 0
: P < tol.

Op

V této praci ve vlastni implementaci TLS algoritmu volime parametr R =
10710 k identifikaci nulovych singuldrnich &sel. Pro uréeni ndsobnosti singuldrnich
¢isel pak pouzivame druhy zminény pristup a parametr tol klademe taktéz roven
10710,
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2.2 Vypocet singularniho rozkladu

V prvni kapitole jsme uvedli postup pri vypoctu TLS Teseni pomoci singu-
larniho rozkladu rozsifené matice dat [b,A]. V této podkapitole se zaméfime na
vypocet samotného SVD. Metoda vypoctu singularniho rozkladu byla podrobné
popsana a analyzovana v puvodnim ¢lanku Golub a Kahan| (1965). Déle ¢erpame
z |Golub a Van Loan (1996), Podkapitola 8.6, a \Duintjer Tebbens a kol. (2012),
Kapitola 5.

V této podkapitole tedy uvazujeme matici A € R"*™ n > m, pro niz chceme
spocist jeji singularni rozklad. Tento predpoklad neni omezujici, v opa¢ném pii-
padé bychom mohli pocitat SVD transponované matice.

2.2.1 Vztah mezi singularnim a spektralnim rozkladem

Nejprve se zamérme na vztah mezi singuldrnim a spektralnim rozkladem,

ktery muzeme definovat nasledujicim zpusobem (viz napiiklad |Duintjer Tebbens
a kol.| (2012)), str. 44).

Definice 5 (Spektralni rozklad pro symetrické matice).
Necht A € R™™™ je symetrickd matice. Pak existuje jeji rozklad tvaru

A=XAX",

kde A € R™™ je diagondlni matice s vlastnimi cisly A na diagondle a X €
R™ ™ je unitdrni matice prislusnych vlastnich vektoru. Tento rozklad nazgvame
spektralnim rozkladem matice A.

Uvazujme A = ULV singuldrni rozklad matice A dle Definice . Potom,
uvazujeme-li matici AT A € R™*™_ pak je jeji spektralni rozklad ziejmé tvaru

ATA =V diag(o},...,0%) V.
Stejnd tak, uvazujeme-li matici AAT € R™", jeji spektralni rozklad je tvaru
AAT = U diag(c?,...,0%,0,...,0) UT.

Neboli na singularni rozklad matice A lze nahlizet jako na spektralni rozklad
symetrické pozitivné semidefinitni matice AT A nebo AAT, podle toho, kterd volba
redukuje rozméry problému. Je-li navic rank(A) = m, pak AT A je regularni.
Ze spektralniho rozkladu pozitivné semidefinitni matice rovnou dostaneme pravé
nebo levé singuldrni vektory a singularni ¢isla matice A vyjadiime jako odmocniny
z vlastnich ¢isel. Zbyvajici singularni vektory dopocteme dle vztahu

Av; = oju, i=1,...,rank(A).

Vypocet singuldrniho rozkladu timto zptisobem muze byt vyhodny v pripadech,
kdy jeden z rozméri matice je maly. Znacnou nevyhodou vsak je, ze podminénost
zminénych pozitivné semidefinitnich matic je rovna druhé mocniné podminénosti
puvodni matice A, kde uvazujeme tzv. zobecnéné cislo podminénosti. To je de-
finovano vztahem k(A) = o+, kde r je hodnost matice A. Neboli, je-li matice
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A Spatné podminéna, prevedli jsme uz tak Spatné podminény problém na jesté
mnohem hiife podminény a timto zptisobem spoctena mald singularni ¢isla mo-
hou byt urc¢ena nepresné.

Na singuldarni rozklad matice A se ale da nahlizet jesté jednim zptsobem,
formulovanym v nasledujicim lemmatu (Larsen| (1998), Tvrzeni 1).

Lemma 3. Necht A € R™™, n > m, je matice, A = USV'" jeji singuldrni
rozklad a U = [Uy, U], kde U, € R™™, Uy € R(=m),

U, U V2U . L A

¥ — L 1 1 2 s (n+m)x (n+m)

Oznacme Q) 7 lv v 0 ] a uvazZujme matict lAT 0 eR )
Pak jeji spektralni rozklad je tvaru

A .
L?T O] = Q diag(oy,...,0m,—01,...,—0m,0,...,0) Q.
VI o . 0 Al | .y
Z lemmatu je zfejmé, ze spektralni rozklad matice AT | ném rovnou dava

singularni ¢isla a pravé i levé singularni vektory matice A, neni tedy nutné nic
dopocitavat. Tento pristup sice zvétsuje dimenzi problému, avsak nezhorsuje ta-
kovym zptisobem jeho podminénost, jako konstrukce s maticemi ATA a AAT.

2.2.2 Transformace na bidiagonalni tvar

Vypocet singularniho rozkladu matice A spociva ve dvou krocich. Prvnim
krokem je prevedeni matice A na horni bidiagonalni tvar. Divodem je maxi-
malni zjednoduseni struktury matice pro vypocetni tsporu v nasledujicich kro-
cich. V pripadé, ze je matice A 1idka, lze tuto transformaci provést tzv. Golub-
Kahanovou itera¢ni bidiagonalizaci (Golub a Kahan (1965)). Jinak se standardné
vyuzivaji unitarni transformace, tj. Givensovy rotace (Duintjer Tebbens a kol.
(2012), Podkapitola 3.1) nebo Househdlderovy reflexe (Duintjer Tebbens a kol.
(2012), Podkapitola 3.2). Ty zarucuji numerickou stabilitu, neni vSak vhodné je
aplikovat na velké ridké matice, nebot hned pti prvnim kroku muze dojit k jejich
vyraznému zaplnéni.

My uvedeme transformaci matice A na horni bidiagonélni tvar pomoci House-
holderovych reflexi. Pfipomenme, Ze tyto matice jsou tvaru H = I —2qq ", kde ¢ je
jednotkovy normélovy vektor nadroviny zrcadleni, viz podkapitola [1.2 Budeme
konstruovat matice Hy,..., H,,_ 1 € R™" které budou nulovat poddiagonalni
prvky ve sloupcich, a matice Hy, ..., H,_o € R™™ které vynuluji prvky mimo
diagonalu a naddiagonalu v fadcich, dle nasledujiciho schématu.

o o °

0O e |0

Ao o |) o i, g
e o o ° 0O o @ ° 0O o @ °
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0O e
M 100 Ha, Hin—1
0 0 e °

Oznacéme nyni

(Hyov .. HOA(H, .. Hyy o) = m ,

kde B € R™*™ je ¢tvercova matice horniho bidiagondlniho tvaru. Prevedli jsme
tedy problém nalezeni singuldrniho rozkladu matice A na nalezeni rozkladu ma-
tice B. Pro jednoduchost dale predpokladejme, Zze matice B ma plnou sloupcovou
hodnost. Jinak lze matici B prevést na blokoveé diagonalni tvar a tedy zredukovat
problém na hledédni SVD dvou matic mensich rozméru (Golub a Van Loan| (1996)),
str. 454).

P1i této transformaci jsme konstruovali (m—2) matic Househélderovych reflexi
k vynulovani fddki a (m — 1) k vynulovani sloupcii. Rédové vypocetni naklady

se rovnaji 4nm? — %m?’ operacim, viz |Golub a Van Loan| (1996), Sekce 5.4.3.

2.2.3 Modifikace implicitniho QR algoritmu

V sekci jsme ukézali, Ze moznymi metodami pro vypocet singularniho
. o s : 0 B
rozkladu matice B je vypocet spektralniho rozkladu matic B' B nebo BT 0] :
My uvedeme metodu zaloZenou na rozkladu matice B' B, aniz bychom ji museli
explicitné konstruovat. Tim se vyhneme zvysovani podminénosti problému a s
tim spojenym neptijemnostem. Stejné tak lze tuto metodu pouzit pro vypocet
rozkladu druhé matice bez jeji explicitni konstrukce.

Méjme tedy matici B B, ta je tridiagonalni symetricka pozitivné definitni.
Pro vypocet jejiho spektralniho rozkladu se vyuziva tzv. shiftovaného implicitniho
QR algoritmu pro symetrické matice (Watkins| (2010)), Podkapitola 5.6, (Golub
a Van Loan| (1996)), Sekce 8.3.5), nazyvaného také Francisiav algoritmus. Tento
vychazi z jednoduse vypadajiciho explicitntho QR algoritmu (Golub a Van Loan
(1996), Podkapitola 7.5). Explicitni QR algoritmus nyni uvedeme v obecném
tvaru pro matici Ay nesymetrickou, ktera byla v ramci preprocessingu prevedena
na horni Hessenbergtv tvar.

14



Algoritmus 2 Explicitni QR algoritmus

Vstup: Ay v hornim Hessenberové tvaru
V}'fstup: Ak7 Qla s 7Qk

for k=1,2,... do
QrRr <+ QR rozklad matice Aj_;
A RpQp

end for

Pro definici a rozbor QR rozkladu viz naptiklad |Duintjer Tebbens a kol.
(2012), Podkapitola 3.5. QR rozklad matice Aj,_; v Algoritmu [2| provddime po-
moci Givensovych rotaci. Protoze matice A;_; je horni Hessenbergova pro vSechna

=1,2,..., coz plyne z konstrukce, postaci k tomu (m — 1) matic Givensovych
rotaci ng), e ,Ggf)_l nulujicich jeji poddiagonalni prvky.
Uvedme nyni vétu, kterou budeme potrebovat pro nasledujici diskuzi. Jeji

tvrzeni véetné dikazu je k nalezeni v Duintjer Tebbens a kol.| (2012), Kapitola 2.

Véta 4 (Schurova).
Necht A € R™™ je matice. Pak existuje obecné komplexni unitarni matice X €
C™™™ takovad, Ze plati

A=XRX",

kde R € C™™ je horni trojuhelnikovd matice s vlastnimi cisly matice A na dia-
gondle. Tento rozklad nazgvame Schurovym rozkladem matice A.

Je-li navic matice A normalni, pak je matice R diagondlni a matice X obsahuje
ve sloupcich vlastni vektory matice A. Je-li matice A symetrickd, jsou matice R
a X redlné.

Vsimnéme si, ze pro matice Ay z explicitniho QR algoritmu plati

Ap = Qi 4 Qr="=Qf ...Q{ AQ1...Qp

Neboli vSechny matice Ag, Ag—1, A jsou si unitdrné podobné a maji tedy stejna
vlastni ¢isla. Oznacime-li navic matici @, = Q1 ... Qk, pak plati

Ao = QuAQy - (2.1)

Potom za predpokladu, ze neexistuji dvé ruzna vlastni ¢isla matice Ay stejna
v absolutni hodnoté, Ize dokazat, ze matice Ay konverguje k horni trojithelnikové
matici (Watkins| (2002)), Podkapitola 6.2, |Golub a Van Loan| (1996), Sekce 7.3.3).
Neboli vyraz konverguje k Schurovu rozkladu matice Ag.

Matice Ay z explicitntho QR algoritmu tedy aproximuje horni trojihelniko-
vou matici a matice @, unitdrni matici ze Schurova rozkladu matice Ag. Je-li
navic Ag normélni, specidlné symetrickd, aproximuje matice A; diagonalni ma-
tici s vlastnimi ¢sly A, na diagondle a matice @, aproximuje unitdrni matici
vlastnich vektori.
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Tato verze QR algoritmu klade ale velmi silny predpoklad na vlastni ¢isla
matice Ay, aby byla zajisténa konvergence. Tomu se lze vyhnout aplikaci tzv.
shiftu (Golub a Van Loan (1996)), Sekce 7.5.2 - 7.5.4), ktery zdroven urychluje
konvergenci algoritmu. Oznac¢me p, € R, pp # 0 zvoleny shift. V shiftovaném
explicitnim algoritmu se v kazdé iteraci misto QR rozkladu matice Ay_; pocita
QR rozklad shiftované matice Ap_1 — pil, stejné tak se pak shift pricita zpét
k matici Ag, aby byla zajisténa podobnost matic Ay, Ax_1, Ax. Tedy uvnitt for
cyklu pocitame

QrRr <+ QR rozklad matice Ax_1 — pil
A RpQp + pid

Moznymi volbami shiftu py jsou napriklad Reyileightiv shift nebo Wilkinsoniv
dvojity double shift, které v kazdé iteraci aproximuji nejmensi nebo komplexné
sdruzend vlastni ¢isla matice A.

Tato implementace ale predstavuje problém v momenté, kdy je shift dobrou
aproximaci vlastniho ¢isla, pak je totiz shiftovana matice témér singularni, coz ma
vliv na spolehlivost vipoc¢tu. Reseni piedstavuje tzv. implicitni QR algoritmus
(Golub a Van Loan| (1996), Sekce 7.5.5), ktery umoziiuje prechod k nové aproxi-
macni matici Ay bez explicitni konstrukce problematické shiftované matice. Verzi
implicitnitho QR algoritmu s Wilkinsonovym shiftem pro symetrické matice po-
uzivame pii vypoctu spektralniho rozkladu matice BT B. Zakladni konstrukci si
nyni priblizime.

Kdybychom aplikovali implicitni QR algoritmus s Wilkinsonovym shiftem pro
symetrické matice na matici A9 = B'B, pak bychom v kazdé iteraci spocetli
aktudlni shift pg, matici Givensovy rotace ng), ktera nuluje prvni poddiagonalni
prvek shiftované matice A;_1 —prl a tu aplikovali na matici A;_; zleva a nasledné
i transponovanou zprava. To by vytvotilo obecné nenulovy prvek, tzv. bulge, na
pozici (3,1) matice

G A (G

Nasledné bychom zkonstruovali matici Givensovy rotace ng), ktera by pri apli-
kaci zleva vynulovala bulge na pozici (3,1) a pri aplikaci transponované matice
zprava by vytvorila novy na pozici (4,2). Analogicky bychom postupovali déle,
nez bychom bulge vysunuli ven z matice. Potom pro vyslednou matici plati

(GW G A (GG D)T) = Qf A4 Qr = A (2.2)

Pro podrobny popis implicitntho QR algoritmu viz |Watkins (2010), Podkapitola
5.6.

My se ale z difve uvedenych divodii chceme vyhnout konstrukci matice BT B.
Aplikujme tedy matici rotace ng) primo na matici B,_y pfi znaceni By = B,

° + e e
(@7
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. . . o~k ) ”
Ptrenasobeni matice By_; transponovanou matici Gg ) zprava nyni vytvorilo bulge

na pozici (2,1). Dale konstruujeme matice Givensovych rotaci @ﬁ’“), ce CA;,(S),l
a é;k), e ,@7(:)71 analogicky jako v minulém odstavci, abychom vysunuli nechtény

bulge ven z matice.

° e o
+ ° °
(k)
k G
Bya(GY) = o — i
"o - "o -
° °
Gy : ag Gy
— + e . — R — L4

Vsimnéme si, ze pri varianté QR algoritmu pro ¢tvercovou matici B neni nutné
zachovavat podobnost matic By, Bx_1, Bx. Rotace konstruované zprava a zleva
tedy nejsou stejné.

Oznaéme vyslednou matici

G® LGB (GIYTGY L GW ) = Ul By Vi, = By (2.3)

Potom lze dokazat, ze matice () zkonstruovana pri aplikaci implicitnitho QR algo-
ritmu na matici B' B, viz (2.2)), se v kazd¢ iteraci rovnd matici Vj, zkonstruované
pri aplikaci Givensovych rotaci pfimo na matici B z rovnosti . Pro podrob-
nosti viz |Golub a Van Loan| (1996)), str. 347 a 454. Neboli podle diskuze vyse ma-
tice Vk =V, ...V, aproximuje matici vlastnich vektort matice B B, tedy matici
pravych singuldrnich vektorti matice B. Z toho plyne, Ze matice Uy, = U; ... U,
aproximuje matici levych singularnich vektort matice B a zaroven zfejmé matice
By, aproximuje diagonalni matici se singularnimi ¢isly matice B na diagonéle.
Celkem jsme tedy modifikovali implicitni QR algoritmus pro vypocet spekt-
ralnfho rozkladu matice B' B tak, abychom nemuseli tuto matici explicitné kon-
struovat a zaroven rovnou spocetli pozadovany singularni rozklad matice B.

Nakonec si shriime cely postup vypoctu SVD matice A. Nejprve jsme zadanou
matici A prevedli do horniho bidiagonalniho tvaru a tim zredukovali problém
nalezeni jejtho SVD na nalezeni SVD mensi ¢tvercové bidiagonalni matice B.
Nasledné jsme vyuzili souvislosti mezi SVD matice B a spektralnim rozkladem
matice BT B a modifikaci znamé metody pro problém vlastnich ¢isel jsme spocetli
singularni rozklad matice B.

V kazdé iteraci QR algoritmu jsme konstruovali (2m — 2) matic Givensovych
rotaci, kdy jedna vyzaduje radové O(m) operaci. Celkové ndklady vypoctu singu-
larniho rozkladu tedy tvor{ ndklady za preprocessing matice a O(m?) za kazdou
iteraci QR algoritmu. Pro podrobny rozbor viz |Golub a Van Loan| (1996)), Sekce
5.4.5.
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Je dokazano, ze timto zpiisobem lze singularni ¢isla spocist velmi presné,
s relativni presnosti na trovni strojové presnosti (Barlow| (2001), Demmel a Kahan
(1990)). Kompletni SVD algoritmus je k nalezeni v |Watkins (2010), Podkapitola
5.8, nebo |Golub a Van Loan| (1996), Algoritmy 5.4.2, 8.6.1 a 8.6.2.

2.3 Metody aproximace singularnich tripleti

V prvni kapitole jsme uvedli postup pti vypoctu TLS feseni pomoci singu-
larniho rozkladu rozsifené matice dat [b,A]. Jak je z odvozeni ziejmé, pro jeho
vypocet ale neni tfeba znat cely SVD matice dat, nybrz jen jeho ¢ast. Potte-
bujeme mit k dispozici pouze nejmensi singularni ¢isla a k nim prislusné pravé
singularni prostory, tedy nam staci znat jen nejmensi singularni triplety matice
dat. Zaroven vypocet singularniho rozkladu je obecné naroc¢ny a nakladny, casto
tedy pristupujeme pouze k aproximaci ¢astecného SVD. V této podkapitole se
zaméfime na nékteré metody aproximace nejmensich singuldrnich triplett.

Existuje rfada publikaci zabyvajicich se vyvojem novych a vylepSovanim jiz
existujicich metod aproximace c¢astecného singularniho rozkladu matice. My zde
uvedeme iterac¢ni metodu pro prevedeni matice na bidiagonalni tvar, tzv. Golub-
Kahanovu iteraéni bidiagonalizaci (GKB), a vysvétlime, jak lze na jejim zakladé
ziskat aproximaci castecného SVD. Ta byla podrobné popsana v puvodnim c¢lanku
Golub a Kahan (1965)), nebo v Larsen| (1998)) a Baglama a Reichel| (2005). Metoda
GKB tizce souvisi s tzv. Lanczosovou metodou uvedenou v |Lanczos| (1950), déle
viz |Duintjer Tebbens a kol.| (2012)), Podkapitola 7.2.

Méjme matici A € R™™. GKB prevadi matici A na zékladé projekci do
dvou Krylovovych podprostort, pro vysvétleni viz Duintjer Tebbens a kol.| (2012]),
Kapitola 9, na (¢astecny) dolni bidiagonalni tvar. Vstupni data GKB algoritmu
jsou matice A a startovni vektor xy € R™. V kazdé iteraci spoCteme tzv. levé
a pravé bidiagonalizacni vektory s;;1 € R™ a w; € R™ a skalary «; a 5,11, prvky
kyzené bidiagonalni matice By.
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Algoritmus 3 Golub-Kahanova itera¢ni bidiagonalizace

Vstup: A, x
Vystup: s1,...,Sp11, Wiy« v oy Wy A1y e v vy Oy By ooy Brett

B ||ol|
S1 < %1]
Wo ~—0
fort=1,...,k do
yi < Als;— Biwi
a; <+ |[yill
W; <— %
Z; < /hl)Z — yS;
Bit1 H%H
Sit1 5?11
end for

Protoze ¢isla «y; a ;11 pochazi z normalizace, plati a; > 0 a ;57 > 0 pro
vSechny relevantni indexy . Pokud by v nékteré iteraci o; = 0 nebo S, = 0,
pak by se vypocet zastavil. Pro jednoduchost predpokladejme, ze k tomu pro nas
pocet iteraci k nedoslo. Pak vysledna bidiagonalni matice je tvaru

g
Pa
B, = 63 c R(k-l—l)xk'
o
I Brr1]
Ozna¢me Ski1 = [S1,.. ., Sky1), Wi = [wy, ..., wg] matice levych a pravych

bidiagonalizac¢nich vektort. Z konstrukce vektoru x; a y; v algoritmu pak okamzité
plynou dva rekurencni vztahy, které lze v maticovém tvaru formulovat nasledovné

AWy = Sky1Br,

T T T
A Sk+1 = WkBk + At 1 Whe41€py 1+

Zaroven jsou z konstrukce levé a pravé bidiagonaliza¢ni vektory v presné arit-
metice ortonormalni a plati nasledujici lemma, jehoz ditkaz je ¢isté konstrukéni
a proto ho zde neuvadime.

Lemma 5. Necht A € R™™ je matice a s;,Sp11 € R aw; e R™, i =1,....k,
jsou bidiagonalizacni vektory spoctené Algoritmem [3. Pak pro ndsledujici Krylo-
vovy prostory plati

Kri1(AAT, s1) = span{s1, AA sy, ..., (AAT)"s1} = span{s1, ..., sp41},

Ki(AT A, wy) = span{wy, AT Awy, ..., (AT A w } = span{wy, ..., w;}.
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Neboli levé a pravé bidiagonalizacni vektory tvori ortonormalni baze téchto
Krylovovych podprostorii. Pokud by a; nebo ;.1 byly v néjaké iteraci ¢ rovny
nule, znamena to, ze prislusny Kryloviiv prostor je jiz A-invariantni.

Lze dokazat, ze GKB je velmi tzce spjata s Lanczosovou metodou (Golub
a Kahan| (1965)), viz téz Larsen (1998))). Konkrétné GKB matice A je ekviva-

AT 0] se startovnim vek-

lentni Lanczosové metodé aplikované na matici A = [

S1
0
tvar T, € R¥** pomoci projekci do sekvence Krylovovych prostort. Ozna¢me
L € ROk matici s navzajem ortonormalnimi sloupci tvoifcimi bézi prislus-
ného Krylovova prostoru, ktera je vystupem Lanczosovy metody. Dale ozna¢me
(i, z) vlastni pér tridiagonalni matice Ty. V pripadé, Ze se k rovnd maximalni
mozné dimenzi zminéného Krylovova prostoru, tj. dimenzi, kdy uz je prostor in-
variantni na nasobeni matici A, tvofi vlastni ¢isla matice T}, podmnozinu vlastnich
¢isel matice A. Plati totiz

torem € RO™) Ta pievadi matici iteracné na (Castecny) tridiagonalni

ZL}C = Lka a tedy A(Lkz) = LkaZ = M(Lkz)

Neboli x je vlastni éislo matice A a Lz je piislusny vlastni vektor. Pokud je ale
k mensi, plati pouze vztah

ALy = LTy, + try1slesaey

kde tj41 znac¢i prvek matice 7)1 na pozici (k+1,k) a l;41 je posledni sloupcovy
vektor matice Lyyq. Pak vlastni ¢isla matice T} pouze aproximuji k (typicky
nejvétsich) vlastnich ¢isel matice A. V tomto pripadé nazyvame u Ritzova cisla
a vektory Lz Ritzovy vektory matice A.

Podle souvislosti mezi SVD matice A a spektralnim rozkladem matice A uve-
dené v sekci a podle diskuze vyse, Ize Ritzova ¢isla a vektory matice A nalézt
spoc¢tenim SVD matice By z GKB. Neboli, oznac¢ime-li

T

B, =U diag(6y,...,6%) V. a A=U diag(oy,...,0m) V'

singularni rozklady matic By a A, pak za urcitych predpoklada plati

o; = 0y,
Skﬂz ~ Uy, Z:L,k
Wk’f)z ~ U,

Pro podrobnou analyzu viz naptiklad Larsen, (1998]).

Neboli singularni ¢isla matice By aproximuji k singularnich ¢isel matice A
a singularni vektory A lze aproximovat pomoci singularnich vektori By po pre-
nasobeni matici prislusnych bidiagonalizacnich vektori. Navic SVD matice By
umime rychle a spolehlivé spocitat pomoci metody uvedené v sekei [2.2.3]

Lze nahlédnout, Ze je pro vypocet SVD vyhodnéjsi pouzit GKB namisto Lan-
czosovy metody, nebot vyuziva specialni struktury matice A a neoperuje zbytecné

s jejimi nulovymi bloky.
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Pro shrnuti analyzy chyby GKB viz Larsen (1998)) a zde uvedené reference.
Zaroven jsme prezentovali pouze elementarni verzi GKB, existuje mnoho sofisti-
kovanéjsich implementaci a tprav. Napriklad GKB s c¢astecnou nebo uplnou re-
ortogonalizaci (Larsen| (1998)), nebot stejné jako u Lanczosovy metody i u GKB
zpusobuji zaokrouhlovaci chyby v konecné aritmetice ztratu ortogonality, nebo
implicitné restartovand GKB (Baglama a Reichel (2005))).

V numerickych experimentech budeme pro vypocet celého SVD matice dat
[b,A] pouzivat funkci ’svd’ implementovanou v MATLABu, jejimz zdkladem je
metoda popsand v podkapitole 2.2] K aproximaci singuldrnich triplett pak bu-
deme vyuzivat funkci ’svds’ implementovanou v MATLABu, kterd je zalozena
na vyse popsaném pristupu, jehoz jadrem je Golub-Kahanova iteracni bidiago-
nalizace. Pro srovnani pak pouzijeme dobfe znamou funkci 'lobpcg’ stazenou z
https://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange /48-locally-optimal-blo
ck-preconditioned-conjugate-gradient. Ta je zaloZzena na metodé predpodminé-
nych sdruzenych gradientu (Paige a Saunders (1975)) a slouzi k aproximaci nej-
mensich vlastnich part hermitovskych matic. Proto ji podle sekce 2.2.1] budeme
pouzivat pro aproximaci vlastnich parii matice [b,A] " [b,A]. Tuto metodu z dfivodu
jejl komplexnosti zde jiz podrobné popisovat nebudeme. Pro detaily viz Knyazev
(2001) a déle |[Hetmaniuk a Lehoucq| (2006)), Duersch a kol.| (2018) aj.
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3. Numerické experimenty

V minulych kapitolach jsme podrobné rozebrali problém uplnych nejmensich
¢tverct a zpusob vyuziti celého singuldrniho rozkladu matice dat [b,A], pfipadné
moznych aproximaci jeho casti, pri konstrukci TLS feseni aproximacni tilohy .
V této kapitole se zamérime na numerické experimenty. Zejména budeme zkou-
mat citlivost konstruovaného TLS feseni na perturbace v datech. Porovname tri
mozné metody aproximace nejmensich singularnich tripleti - funkce ’svd’, ’svds’
a 'lobpcg’. Budeme testovat vliv kvality této aproximace na spoctené TLS TeSeni.

Experimenty provadime na pocitaci s 1,4 GHz c¢tyrjadrovym Intel Core i5
procesorem, ve verzi R2021b prostiedi MATLAB. Pouzivame zejména vlastni
programy, z nichz nejvyznamnéjsi je implementace TLS algoritmu z podkapitoly
[1.3] funkce ’tls’, s moznosti volby jedné ze tif aproximaci ¢astecného SVD matice
dat. Tady vyuzivame nékterych technik diskutovanych ve druhé kapitole a také

v MATLABu zabudovanych funkei 'svd’ a ’svds’, stejné jako funkce 'lobpcg’

3.1 Testovaci problémy

Pro ticely experimentii jsme generovali testovaci matice dat [b,A] € R™*(m+1)
s predem znamymi singularnimi ¢isly zptisobem, ktery byl prezentovan v [Dax
(2019). Tedy vzali jsme diagonalni matici ¥ € R™*(™*+1) se zyolenymi singuldrnimi
¢isly na diagonale. Pomoci prikazu 'randn’ jsme vygenerovali ndhodné vektory
hi € R* a hy € R(™Y 5 jejichz vyuzitim jsme pak poloZili matice pravych
a levych singularnich vektorti rovny Householderovym maticim tvaru

hih]
W hy

hoh)
h3 hs

-
U=1-2 eR™™ a V= ([ -2 ) e R(m+1)x(m+1)

To jsou jisté unitarni matice, tedy rozklad tvaru
C=UxvV"

je singularnim rozkladem matice, kterou oznac¢me C'. V experimentech jsme pak
prvni sloupcovy vektor takto generovanych matic povazovali za vektor pozorovani

z aproximacniho problému (1.1) a zbylou matici za danou matici modelu, tedy
C = [b,A].

Pro tcely nasledujici diskuze jsme zvolili dvé testovaci matice dat generované
popsanym zpusobem, obé s rozméry (2000x 1000). Prvni matice C' mé rovnomérné
rozdélena singularni ¢isla tvaru

G;=1000—i+1, i=1,...,1000.

Matice je zfejmé plné sloupcové hodnosti, ma jednonasobnd singularni ¢isla a jeji
¢islo podminénosti je rovno k(C) = 103.
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Druhou testovaci matici generujeme analogicky a pro rozliSeni ji znac¢ime D.
Ta ma rychle klesajici singularni ¢isla dana vztahem

7= — i=1,...,1000.

Tato ma taktéz plnou sloupcovou hodnost, jednonasobnd singularni ¢isla a jeji
¢islo podminénosti je rovno k(D) = 10°.

Singuldmi &isla maticC a D
T T T

Hodnota

-6 L L L L L L L
10
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Index singulamiho cisla

Obréazek 3.1: Singularni ¢isla matic C' a D vykreslena v logaritmické skéle.

3.2 Experiment 1

Nejdrive se zamérime na testovani citlivosti TLS TeSeni na presnost singular-
niho rozkladu matice dat. Proto budeme uméle vnaset perturbaci do singularnich
¢isel matice dat a budeme pozorovat zménu normy rozdilu TLS feseni presného
a perturbovaného problému v zavislosti na jeji velikosti. Budeme sledovat vliv
perturbaci o velikostech 10~7 az 105.

Nejdrive jsme vygenerovali diagonalni matici perturbace F stejnych rozmért
jako C's ndhodnymi kladnymi ¢isly na diagonéle (vyuzitim piikazu 'rand’), tu
jsme znormovali. Nasledné jsme perturbovali singularni ¢isla matice C' a genero-
vali tak perturbované matice C; dle vzorce

C;=U(S+10"- E)WVT, i=—17,...,5,

kde UX V" znadf singuldrni rozklad matice C.

Ozna¢me nyni x7ps presné TLS feSeni problému s matici dat C' = [b,A],
tedy feseni Az ~ b, spoctené vlastni funkei ’tls’, kterd SVD matice C' spocetla
pomoci funkce ’svd’. Oznac¢me déle ng)LS TLS feseni problému s perturbovanou
matici dat C; = [b;, 4;], tedy TeSeni A;x ~ b;, spoctené stejnym zpusobem. V
experimentu sledujeme chybu TLS fegenf méFenou jako ||z — ) || v zévislosti
na perturbaci singuldrnich ¢isel matice C, ktera je rovna 10%, pro i = —17,...,5.
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Matici D perturbujeme analogicky a vykreslujeme stejné normy rozdili TLS
Teseni.

TLS FeSeni pro pivodni a perturbované C a D
T T T
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Obrazek 3.2: Chyba TLS Teseni ||zrps — ng)LSH pro matice C' a D v zéavislosti na
velikosti perturbace jejich singularnich ¢isel.

Z Obrézkuvidime, ze perturbace singuldrnich ¢isel matice C' do fadu 10710
nezpusobily zadné zmény v TLS feseni. Je tomu tak, nebot posledni diagonalni
prvek matice E, ktery perturboval nejmensi singularni ¢islo matice C' oznacené
71000, je roven 0.01312. Tedy pro perturbace téchto radu je vysledna chyba 1999
pod turovni strojové presnosti a neovlivnila vypocet. Zaroven lze nahlédnout, ze
singuldrni cisla této matice nejsou prilis citlivd na perturbace velikosti az 102,
nebot ty se projevujf chybou v TLS Fefeni ||z7Ls — 2\ o|| Fadu 1011, Pii pertu-
rbaci velikosti 10® a vy$3i pak pozorujeme vyrazny skok v chybé TLS feSeni, a to
az na fad 103. Pro vysvétleni se zaméime na pravy singularni prostor, ze kterého
se pro kazdou perturbaci spocetlo TLS TeSeni. Z vystupt funkce ’tls’ vime, ze
pro kazdou perturbaci bylo TLS feSeni spocCteno z jednondsobného nejmensiho
singuldrniho ¢isla a pfislusného pravého singuldrniho vektoru. Oznacime-li tedy
V1000, T€SP- vﬁ}m, pravy singularni vektor prislusny nejmensimu singuldrnimu ¢islu
matice C, resp. C;, pak chyba ||v1000 —U%)OOH byla pro i = —14,...,2 fadové rovna
107, Pro vétsi perturbace ale byla fddu jednotek. Tudiz skok v chybé TLS fe-
Seni, ktery pozorujeme pro perturbaci velikosti 103, je zpiisoben zménou v pravém
singularnim prostoru, ve kterém se TLS TeSeni hleda. Neboli perturbace této ve-
likosti zptisobila zménu v poradi singularnich ¢isel matice C' a tim i v pravém
singularnim prostoru.

Naopak miuzeme vidét, ze TLS TeSeni je citlivéjsi na malé zmény singularnich
¢isel matice dat D. Tyto perturbace se totiz projevuji jako chyby v TLS feseni
o dva az tfi Tfady veétsi nez u matice C. Zaroven pozorujeme skok na fadovée
stejnou chybu v Teseni jako u predchozi matice, ale to uz pti perturbaci velikosti
107°. Tento skok v chybé FeSeni opét koresponduje se skokem v chybé pravého
singularniho vektoru, ze kterého bylo spoc¢teno TLS feseni. Tedy pro matici D
zpusobila zménu v porfadi singuldrnich éisel jiz perturbace velikosti 1072,
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Z prvniho experimentu tedy miizeme usoudit, ze TLS Teseni je citlivéjsi na
perturbace nejmensich singularnich ¢isel matice dat, ktera od sebe nejsou dobte
oddeélena a tvori tzv. clustery. Jak jsme rozebrali vyse, toto neni prekvapivé, nebot
u takovych singularnich ¢isel zpusobi i malé perturbace zmény v poradi a tim i v
singularnich prostorech, ve kterych se pak TLS Teseni hleda.

3.3 Experiment 2

Ve druhém experimentu se budeme soustfedit na funkce aproximujici SVD
(pfipadné jeho ¢dst) diskutované v podkapitole 2.3 a to ’svd’, 'svds’ a "lobpcg’.
Budeme porovnavat kvalitu, s jakou tyto funkce aproximuji nejmensi singularni
c¢isla testovacich matic C' a D.

Jak jsme diskutovali na konci podkapitoly 2.3 funkei lobpeg’ aplikujeme na
matici C'TC. JelikoZ pocet nejmensich vlastnich part, které tato funkce aproxi-
muje, nesmi presahnout pétinu rozméru matice, soustfedime se na aproximaci
|92 ] = 166 nejmensich singuldrnich disel, kde | | znaéi dolni celou ¢ést. Vstup-
nimi parametry funkce 'lobpcg’ jsme volili nahodnou matici jako poc¢atecni aproxi-
maci vlastnich vektori, defaultni parametr tolerance a maximéalni pocet iteraci ro-
ven 1000. Tedy funkci jsme volali p¥ikazem ’lobpcg(randn(1000,166), C'TC, 1000 -
\/€ps,1000)’, kde ’eps’ znaci strojovou presnost. Stejné tak postupujeme u apro-
ximace singularnich ¢isel matice D.

Oznac¢me nyni S = diag(X) vektor presnych 166 nejmensich singularnich ¢isel
matice C, resp. D, Ss,q vektor singuldrnich ¢isel spoctenych funkei ’svd’ a ||S —
Ssval| nazyvejme chybou aproximace singuldrnich ¢isel funkei ’svd’. Analogicky
oznacme Sgygs & Siobpeg- V Ndsledujicim grafu pak vykreslujeme jednotlivé vektory
aproximace singularnich cisel a v tabulce uvadime chybu této aproximace.

HS — Ssvd” ‘ HS — SsvdSH ‘ HS — SlobpcyH
C | 1.1997-107'2 | 9.2771- 107" | 3.1076 - 10"
D | 4.0299-107% | 5.0685- 10720 | 5.1678-10~*

Tabulka 3.1: Chyba aproximace singuldrnich ¢isel matic C' a D funkcemi ’svd’,
'svds’ a 'lobpcg’.
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Obréazek 3.3: Singularni ¢isla matic C' a D aproximovand funkcemi ’svd’; ’svds’
a 'lobpcg’.

Jak lze vidét z Obrazku [3.3] vSechny tii funkce poskytuji srovnatelnou apro-
ximaci nejmensich singuldrnich ¢isel matice C'. To potvrzuji i data z Tabulky [3.1]
nebof vidime, ze chyby kazdé této aproximace jsou relativné malé a vzajemné
srovnatelné, pohybujici se na rozmezi fadu 10713 a 10712,

U aproximaci singularnich ¢isel matice D pozorujeme odlisné chovani. Jiz
z Obrazku [3.3] je zfejmé, Ze aproximace funkei "lobpeg’ se vyrazné lisi od téch
spoc¢tenych ostatnimi dvéma funkcemi. Z Tabulky pak plyne, ze funkce 'svd’
a ’svds’ aproximuji singularni ¢isla matice D velmi dobfe, nebot chyby se pohybuji
dokonce nékolik fadt pod trovni strojové presnosti. Naopak funkce "lobpcg’ po-
skytuje velmi Spatnou aproximaci, respektive spoctena singularni ¢isla se i fadovée
lisi od téch presnych, ackoliv funkce zkonvergovala. To je dano Spatnou podmi-
nénosti matice D pro nas problém, kde nejmensi singularni ¢isla, ktera aproxi-
mujeme, jsou viechna témér fadu 107%. Pfipometime, Ze ¢islo podminénosti této
matice je rovno k(D) = 10°. Jak jsme diskutovali v sekci pro takovou matici
je nevhodné aproximovat mald singularni ¢isla matice D vlastnimi cisly matice
DT D, jak to délame pii aplikaci funkce "lobpcg’. Cislo podminénosti matice DT D
je potom rovno 102 a to ovliviiuje spolehlivost vypoctu jejich nejmensich vlast-
nich ¢isel.
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3.4 Experiment 3

V poslednim experimentu se zaméfime na vliv kvality aproximace nejmensich
singularnich tripletu testovacich matic dat C' a D pomoci funkei ’svd’, 'svds’ a
lobcg” na spoctené TLS TeSeni. K tomu budeme pouzivat vlastni implemento-
vanou funkci ’tls’, kterda pro aproximaci SVD matice dat pouziva kazdou ze tii
uvedenych funkei.

Oznacme x4,y TLS Teseni problému s matici dat C', resp. D, spoc¢tené funkci
'tls’, ktera pro aproximaci singularnich triplett matice C', resp. D, vyuzila funkci
'svd’. Toto povazujme za presné TLS feseni. Stejné tak oznacme gis & Tiobpeg
TLS Teseni stejného problému spocétené s vyuzitim funkci ’svds’ a 'lobpcg’. V
nasledujicim grafu pak vykreslujeme chyby TLS feseni ve smyslu absolutnich
hodnot slozek chybovych vektortl (s — Zsuds) & (Lsvd — Tiobpeg) PrO ObE testovaci
matice. V tabulce pak uvadime celkovou normu této chyby.
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Obrazek 3.4: Chyby TLS feSeni méfené jako chybové vektory (Zgq — Tspas) @
(Zsvd — Tiobpeg) Pro matice C'a D vykreslené po slozkach v absolutni hodnoteé.

Hxsvd - xsvds” ‘ ||xsvd - xlobpcg”
C | 9.2956-107'2 | 2.8884-107'°
D | 3.6518-1071° \ 2.1639 - 10°

Tabulka 3.2: Normy chyby TLS feSeni ||Zsuq — Tspds|| @ ||€sva — Tiobpeg|| Pro matice
CalD.
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7, Obrazku muzeme nahlédnout, Zze TLS feSeni problému s matici dat
C se vyrazné nelisi pro vsechny aproximace nejmensich singularnich tripletti.
Vidime, ze jednotlivé slozky chybovych vektori obou TLS feseni (s,q — Tsyas)
a (Tspd — Tiobpeg) Se v absolutni hodnoté pohybuji od trovné strojové presnosti
do fadu 1071, tedy nejsou nijak velké. Zaroveti z Tabulky [3.2] jsou normy téchto
chyb také relativné malé, fada 10712 a 10719,

Naopak u matice D pozorujeme rozdil mezi TLS TeSenim za vyuziti funkce
'svds’ a tim za vyuziti lobpcg’. Absolutni hodnoty slozek (zg,q—Zsyas) se pohybuji
ve stejném rozmezi jako u matice dat C, stejné tak norma chyby je fadu 10710, Za
to u Tesent zjoppeq Se jednotlivé slozky chybového vektoru (2 syqg—Ziobpeg) v absolutni
hodnoté& pohybuji az v ¥fadu jednotek a celkova norma chyby je velikosti 103.

Nic z vyse pozorovaného neni prekvapujici, nebof z minulého experimentu
vime, jak vypadaji nejmensi singularni ¢isla matic C' a D aproximovana jednotli-
vymi funkcemi. Kdyz vime, ze funkce "lobpcg’ aproximuje singularni ¢isla matice
D velmi Spatné, nemiizeme ocekavat ani presnost TLS feSeni xjoppeq, jehoZz kon-
strukce je na této aproximaci zaloZena.
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Z.aver

V této praci jsme se soustfedili na problém uplnych nejmensich ¢tverci, coz
je jeden z moznych néstroji pro reseni linearniho aproximac¢niho problému, kdy
pozorovani i model jsou zatizeny chybami. Tento jsme podrobné analyzovali, za-
merili jsme se na konstrukei jeho feseni a popsali jsme s tim spojeny vypocet
singularniho rozkladu matice a mozné zpisoby aproximace jeho Casti.

V numerickych experimentech jsme se zamértili na citlivost konstruovaného
TLS teseni na perturbace v datech a porovnali jsme tii metody aproximace
nejmensich singularnich tripleti. Pro ilustraci vysledki jsme zvolili dvé matice
dat, prvni dobfe podminénou s rovnomérné rozlozenymi singuldrnimi ¢isly, dru-
hou hiite podminénou s rychle klesajicimi a k sobé se priblizujicimi singularnimi
Cisly.

V prvnim experimentu jsme uméle perturbovali singularni ¢isla matice dat
a sledovali vliv velikosti této perturbace na spoctené TLS Teseni. Dle ocekavani
jsme pozorovali, ze TLS Teseni je citlivéjsi na perturbace u matic, jejichz nejmensi
singularni ¢isla jsou si navzajem blizka.

Ve druhém experimentu jsme porovnavali tfi metody aproximace nejmensich
singularnich tripletti - pomoci funkci ’svd’, ’svds’ a 'lobpcg’. U funkei 'svd’ a ’svds’
jsme zpravidla nepozorovali velky rozdil a tyto funkce poskytovali velmi dobrou
aproximaci. Nicméné funkce 'lobpcg’ se ukazala byt nevhodna pro aproximaci
nejmensich singularnich ¢isel Spatné podminénych matic. To je zfejmé dano nasim
piistupem, ktery je zaloZen na konstrukei jesté hitfe podminéné matice DT D.

Nakonec jsme v ramci spojeni predchozich experimentii testovali vliv kvality
aproximace nejmensich singularnich tripleti na spoc¢tené TLS feseni. Dle oceka-
vani se TLS teseni lisilo pro problémy s matici dat, u které se lisily jednotlivé
aproximace. Tj. zejména u Spatné podminénych matic bylo TLS reSeni spoctené
vyuzitim funkce ’lobpcg’ velmi nepresné.

Déle by bylo mozné testovat dané fenomény pro problémy vétsich dimenzi
a porovnat také casovou a vypocetni naro¢nost TLS algoritmu pii poc¢itani celého
SVD matice dat versus pouze pri aproximaci nékolika nejmensich singularnich
tripleti. Zaroven by bylo vhodné vice se zamérit na moznost predpodminéni
a pridani dalsich volitelnych parametri pti aplikaci funkce lobpcg’.
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