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Uvod

Existuje cela rada metod matematickeé statistiky, které lze vyuzit k odhadovani
neznamych parametri, které popisuji teoreticky model, pomoci empirickych dat.

Maximalni vérohodnost vychazi z apriorni znalosti hustoty pravdépodobnost-
niho rozdéleni pozorovanych dat, které zavisi na neznamém parametru, ktery je
odhadovan. Je ji vénovana prvni podkapitola teoretické casti této prace. Kromeé
predstaveni hlavni idey a zavedeni definic je jeji vyuziti ilustrovano na konkrét-
nich prikladech. V neposledni fadé jsou v praci nastinény jeji vyhody a nevy-
hody. Nevyhody, naptiklad vysoka slozitost vypoctu nebo nutnost znalosti celé
informace o pravdépodobnostnim rozdéleni pozorovanych dat, nas vedou k jejim
modifikacim. Jednou z nich je kvazi-vérohodnost, kterd je predstavena v druhé
podkapitole a ktera se opird pouze o znalost prvnich dvou momenti pravdépo-
dobnostniho rozdéleni pozorovanych dat. Ve tfeti podkapitole je popsana pseudo-
vérohodnost vyuzivajici marginalni hustoty nahodnych veli¢in a sdruzené hustoty
dvourozmérnych nédhodnych vektorti. U obou vyse zminénych metod jsou kromé
definic uvedeny i ilustraéni pifklady. Ctvrta podkapitola je struénym pojednanim
o dalsich metodach odvozenych z maximalni vérohodnosti nebo ni inspirovanych.
Objevuje se zde profilova vérohodnost, empirickd vérohodnost a podminéna vé-
rohodnost.

Nésleduje empiricka c¢ast obsahujici dvé simulac¢ni studie, jejichz cilem je
porovnani odhadi zalozenych nejprve na maximalni vérohodnosti a na kvazi-
veérohodnosti (v piipade, kdy zndme prvni dva momenty) a posléze na maximalni
vérohodnosti a na pseudo-vérohodnosti (v pripadé, kdy detekujeme vzajemnou
zévislost namérenych dat). Kvalita odhadi nezndmych parametru je porovnéna
pomoci stfedni ¢tvercové chyby na zakladé 1000 Monte-Carlo simulaci. Simulace
jsou doplnény i o grafické znazornéni.



1. Teoreticka cast

Jednim z hlavnich cili matematické statistiky je odhadovani neznamych pa-
rametri na zakladé namérenych empirickych dat. Metod, které lze k hledani
téchto odhadi pouzit, existuje celd rada, napf. momentova metoda (popsand
v clanku (Wooldridge, [2001))), ddle metoda nejmensich ¢tvercu (jejim vlastnos-
tem se vénuje ¢lanek (Guo a kol., [2011))), mimo jiné i robustni odhady (jez|Wilcox
(2012)) predstavuje ve své knize) a v neposledni fadé metodu maximalni vérohod-
nosti, kterd se poprvé objevila v élanku (Fisher, [1997)) a jejiz vznik ve svém ¢lanku
detailné popisuje |Aldrich| (1997)).

V této kapitole bude predstavena metoda maximalni vérohodnosti. Zazni jeji
idea, budou zavedeny definice a na konkrétnich prikladech budou ilustrovany vy-
pocty maximalné vérohodnych odhadt. Budou vyzdvizeny vyhody této metody,
avsak vzapéti bude prostor vénovan i nevyhodam. Ty povedou k jejim modifika-
cim. Hlavni diraz bude kladen na kvazi-vérohodnost a na pseudo-vérohodnost.
Na zavér bude kapitola doplnéna také o struény popis profilové vérohodnosti,
empirické vérohodnosti a podminéné vérohodnosti.

1.1 Maximalni vérohodnost

Cilem metody maximéalni vérohodnosti, jez vychazi z apriorni znalosti empiric-
kych dat, je odhadnout nezndmy parametr popisujici teoreticky model, na némz
rozdéleni pozorovanych dat zavisi. Tato podkapitola se vénuje pouze situacim,
kdy pozorovand data tvori ndhodny vybér. Obsah podkapitoly se opiréd o skripta,
jejichz autorem je Nagyl (2023).

Necht # € © C R je jednorozmérny neznamy parametr, kde © je parametricky
prostor. Necht X = (Xi,...,X,)" je pozorovany nahodny vybér, jehoz sdruzend
hustota fx(x; 0) zavisi na nezndmém parametru § € © C R, & € R". Marginalni
hustotu stejné rozdélenych nahodnych velicin X, ..., X, zna¢me f(z;6), 0 €
O C R, x € R. Diky nezavislosti prvkt nadhodného vybéru lze sdruzenou hustotu
ndhodného vektoru X psét ve tvaru fx(x; 0) = [T, f(z,0), kde 6 € © C R,
x=(r1,...,1,) €R"

V konkrétni realizaci X € R" je obsazena veskera informace, kterou o odha-
dovaném parametru § € © C R mame. Na zdkladé ni chceme urcit, jak je nas
odhad vérohodny. Co si pod pojmem vérohodnost predstavit? Ptame se, s jakou
pravdépodobnosti®, bychom pro danou hodnotu 6, tedy pro pripad, kdy nahodny
vybér pochéazi z rozdéleni timto # urcenym, pozorovali tu hodnotu X, kterou
jsme pozorovali. Dale nas zajima, pro jaké # € © C R je tato ,,pravdépodobnost“
nejvetsi. Takové 6 nazveme maximalné vérohodny odhad a oznacime §ML.

Poznamka. Vsimnéme si, ze v predchozim odstavci davame slovo pravdépodob-
nost do uvozovek. Mame-li ndhodny vybér s hustotou vici ¢itaci mire, je mozné
uvozovky vynechat a skutecné plati

fx(x; 0) = Ppy(X = x).

Tvori-li vsak X ndhodny vybér z rozdéleni s hustotou vii¢i néjaké o-konecné mite



v, zajima nas vyraz

. = lim P9<X € B(w’€)>
fX(w’ 9) B al—>0+ V<B(w?€))

, pro v-skoro vsechna x € R",

kde B(x,¢)je uzaviend koule v R™ se stfedem @ a polomérem &.

Definice 1 (vérohodnostni funkce). Bud X = (Xy,...,X,)" ndhodny vybeér,
jehoZ distribucni funkce zavisi na parametru 6 € © C R. Predpokladejme, Ze
margindlni hustota f(x; 0), kde x € R, ndhodné veliciny X;, kde i € {1,...,n},
existuje vici néjaké o-konecné mire v pro kazdé 6 € © C R. Necht fx(x; 0)
je sdruzend hustota ndhodného vektoru X, pro 6 € © C R a x € R". Pak
pro konkrétni realizaci X = (Xi,...,X,)" € R® funkci L : © — [0,00) danou
predpisem

n

L(X; 0) = fx(X;0) =[] f(Xi; 0)

i=1
nazyvdme veérohodnostni funkce parametru 6 € © C R v bode X € R".

Definice 2 (maximéalné vérohodny odhad). Libovolnou hodnotu 0,, € © C R,
ktera mazimalizuje vérohodnostni funkci vzhledem k argumentu 6 € © C R, na-
zveme mazximalne verohodny odhad. Lze tedy psdt

~

0,, = argmax L(X; 0).
0cO

Maximalné vérohodny odhad, pro ktery budeme déle v textu casto pouzivat
zkratku MLE, je méfitelnou funkci proménné X a nezavisi na 6 € © C R. Mu-
zeme se na né¢j divat dvéma zptisoby. Bud ho uvazujeme jako zobrazeni O, :
R™ — O, které kazdému X € R"™ priradi prvek parametrického prostoru © tvaru
By (X), kde X € R™ je konkrétni realizace ndhodného vibéru. Maximalné véro-
hodny odhad je pak pevna hodnota z parametrického prostoru ©. Alternativné
lze na X nahlizet jako na ndhodny vektor. V takovém pripadé je maximdlné
vérohodny odhad Oy, = 0y, (X) ndhodné velicina a jde o statistiku.

Maximalizace vérohodnostni funkce mutze byt kvili derivovani souc¢inu kom-
plikovana. Pomoci triku lze pripadnému problému predejit. Uréime nejprve loga-
ritmus vérohodnostni funkce a az pro ten najdeme hodnotu parametru € © C R
maximalizujici danou funkci. Logaritmus je na intervalu (0,00) striktné rostouct
funkce, to zajisti, ze i presto, ze se funkéni hodnota zméni, argument maxima
zustane stejny. Urceni maxima bude snazsi diky vztahu

lOg fX(wv 9) = log H f(xhe) = Zlog f(xue)? kde & = (1'17 s 7:Cn)T7
=1 =1

a faktu, ze derivovani souctu je vyrazné snazsi nez derivovani soucinu.

Definice 3 (logaritmicka vérohodnostni funkce). Pro danou realizaci ndhodného
vektoru X € R™ funkci

(X ; 0) =log{ L(X; 0)}
nazyvame logaritmickd vérohodnostni funkce parametru § € © C R.
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Definice 4 (skérova funkce pro 8 C R). Predpoklddejme, Ze je logaritmickd véro-
hodnostni funkce ((X; 0) diferencovatelnd jako funkce promeénné 6 € © C R, pak
funkci
(X 0)
S(X;0)=—""—
( ? ) 89

nazyvame skorovd funkce.

Polozime-li skérovou funkci rovnu 0, ziskame tzv. vérohodnostni rovnici, jejimz
fesenim je maximélné vérohodny odhad.

V situacich, kdy je odhadovany parametr p-rozmérny, tj. @ = (61,...,0,)" €
O C R? pro p € N, ma logaritmicka vérohodnostni funkce tvar

((X; 0) =log{L(X; 0)} = log{ﬁ F(Xi; 0)}.

Je-li navic diferencovatelna jako funkce proménné 6 = (6y,...,0,)" € © C R?,
pak je skorovd funkce urcena jako vektor parcialnich derivaci a ma tvar

S(X: 0) = ol(x; 6) _ <8€(m,0) ag(m,9)>

06 00, 00,

Soustava rovnic, kterd vznikne, polozime-li skérovou funkci rovnou nule se nazyva
soustava verohodnostnich rovnic.

Pozndmka. Aby mélo smysl soustavu vérohodnostnich rovnic, pripadné vérohod-
nostni rovnici pro p = 1, zavést, predpokladame, ze logaritmicka vérohodnosti
funkce zavisi na parametru @ € ® C RP, p € N, pripadné § € © C R. V opacném
pripadé by vysla skérova funkce identicky nulova.

Mizeme-li soustavu vérohodnostnich rovnic zapsat, pak jakykoliv MLE Orir,
parametru @ € ® C RP, p € N, je jejim fesenim. Casto se proto MLE hleda pravé
jako Teseni soustavy vérohodnostnich rovnic.

vd

Ilustrace vyuziti

V nésledujici ¢asti prace ilustrujeme urceni maximalné vérohodného odhadu,
na konkrétnich prikladech. V prvnim z nich uréime MLE piimo z definice, tedy
jako hodnotu z parametrického prostoru maximalizujici vérohodnostni funkci. V
druhém prikladu nalezneme MLE jako TeSeni soustavy vérohodnostnich rovnic.

Maximalizace vérohodnostni funkce

Necht X = (X1,...,X,)" je ndhodny vybér z rovhomérného rozdéleni na in-
tervalu [0, 0], kde 6 > 0 je nezndmy parametr, ktery chceme odhadnout. Znac¢ime
X; ~ R[0,0], Vi e {1,...,n}. Margindlni hustoty nadhodnych veli¢in X;, kde
i€ {l,...,n}, maji tvar

1

f(z; 0) = 51[0,9] (x), x€R,
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nomérného rozdéleni R[0,3]. déleni N(3,1).

kde definujeme indikatorovou funkeci predpisem

(z) = 1, pokud z € |0, 6],
10,645 = 0, jinak.

Diky nezavislosti slozek ndhodného vybéru vyjadiime sdruzenou hustotu nahod-
ného vybéru X = (X,...,X,)" jako sou¢in marginalnich hustot nahodnych
veli¢in X;, kde i € {1,...,n}. Bude tvaru

fx(@; 0) =] fass 0) = I] glo.0(@0) = Solimaxiey v eioloming o
i=1 i=1
kde © = (x1,...,2,)" € R™. Vérohodnostni funkce bude tvaru
1
L(X; 0) = ejl[maxizl ,,,,, nXiSG]I[OSminizl ,,,,, n Xi]»

kde X = (X1,...,X,)" € R" je konkrétn{ realizace ndhodného vybéru. Hod-
notu vérohodnostni funkce maximalizujeme volbou 6 = max;—; ., X;, nebot
pro ostatni hodnoty bude prvni z indikator nulovy. Nasli jsme maximalné véro-
hodny odhad §ML = MaX;=1, . n Xi-

Poznamka. V tomto pripadé musime MLE neznamého parametru § € © C R
hledat primo podle definice [2| jako hodnotu maximalizujici vérohodnostni funkci.
K fteseni nelze vyuzit skérovou funkei, nebot vérohodnostni funkce ndhodného
vybéru z rovnomérného rozdéleni neni diferencovatelna podle proménné 6, jak je
patrné z grafu na obrazku [I.1]

Reseni soustavy vérohodnostnich rovnic

Necht X = (Xi,...,X,)" je ndhodny vybér z normalniho rozdélen{ se stiedn{
hodnotou p € R a rozptylem o? € R, tedy X; ~ N(u,0?),Vi € {1,...,n}.
Neznamy parametr je dvourozmérny tvaru @ = (u,0?)" € R x R*. Marginaln{
hustoty ndhodnych veli¢in X7, ..., X, kde i € {1,...,n}, jsou tvaru

gy L (z — p)?
flx; 8) = 27TUQexp{—%‘2 , kdex eR.



Vérohodnostni funkce ma diky nezavislosti slozek ndhodného vybéru tvar
L(X;0)=]] f(Xi; 0), kde X =(X1,...,X,)" € R".

Jejim zlogaritmovanim ziskame logaritmickou vérohodnostni funkci, ktera je tvaru

i (Xi — M)2
- .

(X 0)= —glogQW— gloga2 —

Nyni spocteme parcidlni derivace tohoto vyrazu a uré¢ime skérovou funkci. Nejprve
derivujeme podle proménné p € R. Ziskdme prvni slozku skorové funkce, ktera
je tvaru

ol(X; 0)

= Z X; —np.
i=1

Druhou slozku skérové funkce ziskame derivaci logaritmické vérohodnostni funkce
{(X; 0) podle proménné o? € RT. M4 tvar

(X 0) _ ¢ A 2 2
T onz > (X — p)? —no’.

=1

Obé slozky skorové funkce polozime rovny 0 a vysledkem je soustava vérohod-
nostnich rovnic

ZXi —np =0,
i=1

> (X — p)? —no® =0,

=1

n Y )2
jejimz Tesenim je dvojice u = E X = X, 02 = W—X") Maximalné

vérohodnym odhadem stredni hodnoty ©w e R je Vyberovy prameér fy, = X,

2
a maximalné vérohodnym odhadem rozptylu o? € R* je o 2 = M

Mizeme ho psét také jako o2y, = "=152 kde §2 = L yzl(xi — X,,)? znaci
vybérovy rozptyl.
Dohromady dostdvdme MLE parametru @ € R x Rt tvaru

éNIL - (E) - S2)

Pozndmka. V tomto prikladu jiz oproti predchozimu nebyl problém s diferencova-
telnostni vérohodnostni funkce a mohli jsme tak MLE parametru @ € ® C RxR™*
hledat jako TeSeni soustavy vérohodnostnich rovnic.

Graf na obrazku 1.2/ znazornuje diferencovatelnost vérohodnostni funkce podle
proménné g pii fixnim o2 > 0.

Vyhody a nevyhody

Hlavni vyhodou metody maximalni vérohodnosti je to, Ze je zalozena na zna-
losti hustoty rozdéleni, ze kterého pozorovana data pochazeji. Diky tomu pii jejim
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vyuziti pracujeme s celou informaci o tomto rozdéleni. Maximalné vérohodny od-
had ma fadu zéddoucich vlastnosti, které ve skriptech popisuje Nagy (2023, str.
43-48). Ze Zehnovy véty o invarianci je invariantni. Za splnéni nékolika podminek
je také konzistentni, asymptoticky normélni a eficientni. Obecné ma maximalné
vérohodny odhad hezké vlastnosti, pokud rozdéleni pozorovaného ndhodného vy-
béru patii do exponencialni rodiny rozdéleni. Patii do ni fada znamych rozdéleni
(napr. exponencidlni, Poissonovo, normdlni ¢i gamma).

Nastavaji vSak i situace, kdy je pro nas vyuziti celé informace o rozdéleni na-
rocné, a nutnost této znalosti se stava nevyhodou. Typicky jde o situace, kdy pozo-
rovand data netvori nahodny vybér. To zpisobi komplikace pti urcovani sdruzené
hustoty pozorovaného nadhodného vektoru. V pripadech, kdy slozky ndhodného
vektoru netvori ndhodny vybér kvili tomu, Ze nejsou stejné rozdélené, jsme stéale
schopni urcit sdruzenou hustotu jako souc¢in marginalnich hustot. Prace s ziskanou
vyuzitim kvazi-vérohodnosti, kterou blize predstavime v podkapitole[I.2} Je zalo-
zena na vztahu mezi prvnimi dvéma momenty rozdéleni, ze kterého pozorovana
data pochazeji. Tyto vztahy snadno dostaneme ze znalosti marginalnich rozdé-
leni. V pripadech, kdy slozky ndhodného vektoru nejsou nezavislé, nemiizeme
sdruzenou hustotu vyjadrit jako soucin hustot marginalnich a vypocet vyuziva-
jici hustotu vicerozmérného rozdéleni pozorovaného nahodného vektoru je, kvili
jejimu casto komplikovanému tvaru, prilis naroc¢ny. Maximalni vérohodnost za-
ménime za pseudo-verohodnost vyuzivajici marginalni hustoty nahodnych veli¢in
a sdruzené hustoty dvourozmérnych ndhodnych vektorii. Vénujeme ji podkapi-

tolu [L.3l



1.2 Kvazi-vérohodnost

Jednou ze statistickych metod (odhadujicich nezndmé parametry) odvozenych
z metody maximéalni vérohodnosti je kvazi-veérohodnost. Na rozdil od metody ma-
ximalni vérohodnosti nevychézi ze znalosti celého pravdépodobnostniho rozdéleni
pozorovanych dat, nybrz pouze ze znalosti vztahu mezi stfedni hodnotou a rozpty-
lem. Na zakladé toho odhaduje neznamy parametr 6 € © C R, na kterém stredni
hodnota a rozptyl pozorovanych dat zavisi. Tato podkapitola vychazi ze clanku
(Nelder a Lee, (1992)).

Poznamka. Omezime na odhadovani jednorozmérného parametru § € © C R,
kde © znaci parametricky prostor.

Vztah mezi stfedni hodnotou a rozptylem se pro rtizné rozdéleni vyrazné lisi.
Na jedné strané je Poissonovo rozdéleni, pro které si jsou stiedni hodnota a roz-
ptyl rovny. U exponencidlniho rozdéleni je rozptyl roven druhé mocniné stiedni
hodnoty. Uplnym opakem je normalni rozdéleni, u kterého jsou st¥edni hodnota
a rozptyl dva rizné parametry bez vzajemného vztahu.

V této kapitole budeme pracovat vyhradné s ndhodnymi veli¢inami, potazmo
nadhodnymi vektory, jejichz rozdéleni patii do exponencidlni rodiny rozdéleni.
Pravé prislusnost rozdéleni do této rodiny a vztah mezi jeho prvnimi dvéma
momenty jsou veskeré informace, ze kterych pfi hledani odhadu neznamého pa-
rametru § € ©® C R pomoci kvazi-vérohodnosti vychazime.

Exponencialni rodina rozdéleni

Jelikoz ptislusnost rozdéleni pozorovaného ndhodného vybéru k exponecidlni
rodiné rozdéleni je pro vyuziti kvazi-vérohodnosti nutné, je na misté v prvni radé
exponencialni rodinu rozdéleni definovat. Ve svych skriptech, o ktera se tato ¢ast
opira, tak ¢inf Kulich) (2023]).

Definice 5 (kanonicky tvar hustoty). Rekneme, Ze rozdéleni ndhodné veliciny
X prislusi exponencidlni rodiné rozdéleni pokud lze jeji hustotu (vici néjaké o-
konecné mire) psat ve tvaru

x6 — b(0)
)

kde 0 € © C R je kanonicky parametr, ¢ € (0,00) je parametr rozptyleni a b, c
jsou vhodné redlné funkce. Vyraz (1.1)) nazgvame kanonicky tvar hustoty.

F(w: 6,6) = exp{ + s, ¢>}, (1.1)

Pozndmka. Do exponencialni rodiny rozdéleni patii fada bézné pouzivanych roz-
déleni jako normalni, gamma, exponencialni, Poissonovo ¢i alternativni.

Nasledujici lemma popisuje vzajemny vztah stfedni hodnoty a rozptylu na-
hodné veli¢iny X a jejich zavislost na nezndmém parametru § € © € R.

Lemma 1. Necht rozdéleni nahodné veliciny X pochdzi z exponencidlni rodiny
rozdéleni. Potom existuje vytvorujici funkce Px(t) = E e'* ndhodné veliciny X .
Je navic koneénd a plati Px(t) = exp {@Tﬂ‘ﬁ — b(é’)}.



Je-li funkce b(0) dvakrdt spojité diferencovatelnd, pak je dvakrdt spojité dife-
rencovatelnd i funkce Px(t) v bodé t =0 a plati

EX =V(0), (1.2)
var X = ¢b"(6).

Diikaz. Kulichl (2023, str. 14).
[l

Pozndmka. Jelikoz plati, ze varY = ¢b"(#) > 0 a ¢ > 0, je b ryze konvexni
funkce a funkce b je ryze rostouci. Funkce b méa dobie definovanou inverzni
funkci a existuje tzv. rozptylova funkce V' splnujici

v'(0) =V (V(0)), nebo
b)) = V().
Definice 6 (rozptylova funkce). Bud X ndhodnd veli¢ina, jejiz rozdéleni patri

do exponencidlni rodiny rozdeleni. Funkci V(u) spliujici varg(X) = ¢V (), kde
¢ je parametr rozptyleni, nazveme rozptylova funkce.

Odhadovani parametru

Nyni méame veskeré nastroje potifebné k zavedeni kvazi-vérohodnosti. Hle-

déni odhadu nezndmého parametru pomoci kvazi-vérohodnosti (jako feseni kvazi-
vérohodnostni rovnice) nachézi analogii u maximalni vérohodnosti (feseni véro-
hodnostni rovnice) s tim rozdilem, ze pfi vyuziti kvazi-vérohodnosti je postacu-
jici znalost prvnich dvou momentii rozdéleni pozorovanych dat. Dostavame se
k definici kvazi-vérohodnosti, kterd je v urc¢itém smyslu aproximaci logaritmické
vérohodnostni funkce.
Definice 7 (kvazi-vérohodnost). Necht X = (Xy,...,X,)" je ndhodny vygbér
z rozdélent, jeZ patri do rodiny exponencidalnich rozdéleni. Necht p € R znaci
stredni hodnotu tohoto rozdéleni, ¢ > 0 je parametr rozptyleni a V' je prislusnd
rozptylovd funkce, tedy varg(X;) = ¢V (u), kde i € {1,...,n}. Pak pro konkrétni
realizaci X = (Xi,...,X,)" € R", definujme kvazi-vérohodnost vztahem

QX5 1) = leqﬂ/

kde p = (p, ..., )" € R,

Pozndmka. Casto (napifklad u GLM regresi) nastava situace, kdy jsou slozky
ndhodného vektoru X = (X1,...,X,,)" vzadjemné nezavislé, ale jejich rozdélen{
maji riznou stredni hodnotu. Nechf nahodné veli¢ina X; ma margindlni rozdé-
leni se stredni hodnotou p;, parametrem rozptyleni ¢ > 0 a rozptylovou funkei
V' splnujici varg(X;) = ¢V (i), pro i € {1,...,n}. V takovém piipadé definu-
jeme kvazi-vérohodnost nahodného vektoru X jako soucet kvazi-vérohodnosti
jednotlivych slozek, které znacime Q;(X;; wi),i € {1,...,n}. Kvazi-vérohodnost
nahodného vektoru X je tvaru

n n i X, —
X = i(Xi; i) =
QX 1) =3 Qul X5 ) Z/ v

kde X = (X1,..., X)) €R™, po= (g, ..., ptn) "
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Definice 8 (kvazi-skérova funkce). Necht X = (X1,...,X,)" je ndhodny vybér
z rozdéleni patricitho do rodiny exponencidlnich rozdéleni. Necht p € R znaci
stredni hodnotu tohoto rozdéleni, ¢ > 0 je parametr rozptyleni a V' je prislusnd
rozptylovd funkce, tedy varg( )=V (), kdei €{1,...,n}. Pak pro konkrétni
realizaci X = (X1,..., X)) €Rap=(p,...,u)" € R™ funkci

U(X; “):i;f;zﬂl;'

i=1

nazyvame kvazi-skorovd funkce.

Pozndmka. Analogicky jako u kvazi-vérohodnosti definujme kvazi-skérovou funkei
nahodného vektoru X, jehoz slozky maji rozdéleni s odliSnymi stfednimi hodno-
tami, jako

n n

i—1 = i

Vztah mezi kvazi-vérohodnosti a kvazi-skérovou funkci odpovidé vztahu mezi
logaritmickou vérohodnosti funkci a skérovou funkeci. Polozime-li kvazi-skérovou
funkci rovnu nule, ziskdme kvazi-vérohodnostni rovnici, jez je analogii k vérohod-
nostni rovnici. Hledany odhad neznamého parametru § € © C R, ktery znacime
HKL, nalezneme jako jeji feseni, pricemz vyuzijeme vztahy . a - které po-
pisuji vztah stfedni hodnoty p € R (pfipadné p; € R) a nezndmého parametru
e cRk.

Ilustrace vyuziti

Necht Xi,..., X, je ndhodny vybér z exponenciadlniho rozdéleni. Znacime
X; ~ Ea:p()\) Vi e {1, ...,n}, kde A € R je nezndmy parametr. Vime, ze plati
EX| =+ var X, = 2. Kvazi-skérovou funkeci

1 "X —
U(X;):Z —
A i=1 A2

polozime rovnu nule a dostaneme kvazi-vérohodnostni rovnici, kterd je tvaru

vérohodnosti tvaru Ay, = ——— = ——.
im1 i Xn

11



1.3 Pseudo-vérohodnost

Pti hleddni odhadu nezndmého parametru nastavaji situace, kdy je urceni
sdruzené hustoty rozdéleni pozorovaného nahodného vektoru prilis narocné nebo
jeji tvar vyrazné zkomplikuje nasledny vypocet. Casto je tomu tak v piipadech,
kdy slozky vektoru nejsou nezavislé a nelze tak sdruzenou hustotu urcit jako sou-
¢in hustot marginalnich. Modifikaci maximalni vérohodnosti, kterd nam v takové
situaci pomuze, je pseudo-verohodnost, které vénujeme tuto kapitolu. Na rozdil
od maximalni vérohodnosti nevychazi ze sdruzené hustoty celého pozorovaného
nahodného vektoru, nybrz z marginalnich hustot jeho jednotlivych slozek a sdru-
zenych hustot vektori tvorenych dvojicemi téchto slozek. Pri tvorbé této kapitoly
jsme vychézeli ze clanku (Cox a Reid} 2004)).

Odhadovani parametru

Necht X = (Xi,...,X,)", n € N, je ndhodny vektor s hustotou fx(zx; 6),
kde x € R", § € © C R je nezndmy parametr a © znaci parametricky prostor.
Pro jednoduchost uvazujme, ze je jednorozmérny. Ozna¢me marginalni hustotu
nahodné veliciny X; jako

filzs; 0), kdeie{1,...,n}
a 2-rozmérnou sdruzenou hustotu ndhodného vektoru (X;, X;)7 jako
fij(@i, 253 0), kdei,j € {l,...,n},i#j.

Definice 9 (logaritmickd pseudo-vérohodnostni funkce). Méjme ndhodny vektor
X = (X1,...,X,)", n € N, kde X; je ndhodnd velicina s husotou fi(x;; 6),
ie€{l,....,n} a B €O CR je nezndmy parametr. Ddle necht a € R je vhodné

volend konstanta. Pak pro konkrétni realizaci X = (X1,...,X,)" € R™ nazveme
funkce
0(X; 0) =) _log fi(X;; 0), (1.4)
i=1

n—1 n
52(X; 9) = Z Z logfz‘j(Xan; 9) - Cmfl(X; 9)7
i=1 j=it+1
poporade jednorozmernd logaritmickd pseudo-vérohodnostni funkce parametru 6 €

© C R vbodée X € R" a dvourozmeérnd logaritmickd pseudo-vérohodnostni funkce
parametru 8 € © CR v bode X € R".

Pozndamka. Ve vétsiné pripadu volime a > 0. V pripadech, kdy ¢, (X; ) nezavisi
na § € © C R, volime a = 0. K volbé a < 0 dochézi zridka. Jde o situace, kdy je
vétsina informace o § € © C R obsazena v ¢1(X; 0) a témér zadna v o(X; ).
Pozndmka. V pripadé, kdy jsou Xi,..., X, vzdjemné nezavislé, je vyraz (1.4)
roven logaritmické vérohodnostni funkci ¢(X; 6) podle definice |3 Je tomu tak,
nebof

(X 0) = 3 log f(Xis 6) = log I (s 0) = log (L(X: ) = (X 6),

=1

kde nezavislost vyuzivame v predposledni rovnosti.
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Déle definujeme pseudo-skérové funkce, pomoci kterych zapiseme pseudo-
vérohodnostni rovnice a které jsou analogii k skérové funkcei.

Definice 10 (pseudo-skérova funkce). Bud X = (X1,..., X,,)" ndhodng vektor
a0 € © CR nezndmy parametr. Jsou-li funkce {1(X; 6) a l5(X; 0) diferencova-
telné jako funkce proménné 0, pak pro konkrétni realizaci X = (X4,...,X,)" €
R"™ nazveme funkce

o0(X; 0
Ols(X; 0

poporade jednorozmeérnd pseudo-skorovd funkce a dvourozmérnd pseudo-skorovd
funkce.

Pseudo-vérohodnostni rovnice ziskdme tak, ze pseudo-skérové funkce polo-
zime rovny nule. Hledany odhad parametru # € © C R zaloZeny na pseudo-
vérohodnosti, ktery znacime 65, je jejich fesenim.

Poznamka. Aby mélo smysl pseudo-vérohodnostni rovnice zavadét, predpokla-
dejme, ze logaritmické pseudo-vérohodnosti funkce zavisi na parametru 6. V opac-
ném pripadé by nam vysly U, (X; 6) a Us(X; 0) identicky nulové.

Ilustrace vyuziti

Necht X = (X1, X5, X3)" je ndhodny vektor, ktery ma 3-rozmérné norm4lni
rozdélen{ s vektorem stfednich hodnot g = (u, p, )" € R?, kde pu € R je neznadmy
parametr, ktery budeme odhadovat, a s kovarianéni matici ¥ € R3*3 tvaru

25 1.0 =03
Y= 1.0 3.0 0.8
-03 0.8 1.5

Ze znalosti sdruzeného rozdéleni nahodného vektoru X dostdvame marginalni
rozdéleni ndhodnych velicin X7, Xy a X3. Plati X7 ~ N(u; 2.5), Xo ~ N(u; 3.0)
a X3 ~ N(u; 1.5). Margindlni hustoty jsou pro ¢ € {1, 2,3} tvaru

filw; u) = ! GXP{—W}, peER,zeR,

2mo; 207
kde 0? = 2.5, 02 = 3.0, 0% = 1.5 jsou piislusné hodnoty rozptylt ndhodnych

velicin X, X5 a X3. Pomoci marginalnich hustot ur¢ime jednorozmérnou logarit-
mickou pseudo-vérohodnostni funkei, kterd je tvaru

3
(X5 ) = log fi(Xi; )
=1

= —Llog (2m0?) — (X1 — p)? — Llog (2102) — H(Xy — )?  (1.5)
— 3 log (2m0) — 5(X5 — p)?,

kde p € R, X = (X1, Xo, X5)T € R3,

13



SdruZend hustota ndhodného vektoru (X;, X;)", kde 4,5 € {1,2,3} a i # j,
ma tvar

1 1
fij(i, 25 p) = exp{— (x—p) S Hx—p)" }
s 21,/ ] 2[ J }

kde p = (p, )" € R?, & = (w5, z;)" € R% Vyraz |X; ;| znadi determinant matice
Ei,j S R2*2 a plati

25 10 25 —03
[Z.2] = ( 10 3.0 ) =65 %] = < ~03 15 ) = 306,

3.0 0.8

Necht a = 1, dvourozmeérna logaritmicka pseudo-vérohodnostni funkce ma pro ta-
kovou volbu tvar

2 3
GX;p) =Y > log fi; (X, Xj5 1) — 36(X; )

i=1 j=i+1

= —log (2mV6.5) — & [3(X1 — p)? = 2(X1 — p)(X2 — p) + 2.5(Xz — p1)?]

(
— log (2mv/3.66) — 25 [1.5(X1 — p)* + 0.6(Xy — p1)(Xs — o) + 2.5(Xs — )]
— log (27v/3.86) — 2 [1.5(X, — p)* = 1.6(Xa — p)(X5 — ) + 3(X5 — 1)’
5 )

— 3log (2m0?) — £(Xy — p)? — Jlog (2m03) — §(Xa — p)”
g (2mo3)

kde p € R, X = (X1,X5,X3)" € R® a tvar ¢1(X; p) je zndm z rovnosti (L.5)).
Zderivovanim podle proménné p vznikne dvourozmérna pseudo-skorova funkce.
Polozime-li ji rovnou nule, vznikne pseudo-vérohodnostni rovnici, ze které vyja-
diime proménnou p. Vysledkem je odhad nezndmého parametru p € R zalozeny
na pseudo-vérohodnosti tvaru

(B EFN) XA () X+ 218+ 1) X

183 " 193
PL 21 4 7 4 230 4 145
5 T 13 T 1s3 T 103
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1.4 Dalsi metody

V této kapitole si struéné predstavime metody, které jsou primo odvozené
z metody maximalni vérohodnosti, jsou na ni zalozené nebo se metodou maxi-
malni vérohodnosti inspiruji.

Profilova vérohodnost

Profilova vérohodnost nachézi vyuziti v situacich, kdy je nezndmy parametr
p-rozmérny tvaru @ = (61,...,0,)7 € © C R, p € N, ale odhadnout chceme
napt. pouze jeho ¢ast. Podrobné je predstavena v ¢élanku Murphy a Van Der
Vaart| (2000).

Metodolicky je zalozena na rozdéleni vektoru @ € © C RP na dva podvektory
T=(00,...,0)" ap = (0441,...,0,)", kde 1 < q < p, pro které plati 8" =
(77,4 "). Zajem je cilen na odhad vektoru 7 € R?. Vektor 9» € RP~? nazveme
vektor rusivych parametri. Pro pevnou hodnotu X € R"™ ndhodného vektoru X
definujeme profilovou vérohodnostni funkci parametru T predpisem

(X;7T)= sup LX; (", v")T),
PeRP—4
kde ((X; (77,9 ")) = (X; 8) je logaritmicka vérohodnostn{ funkce parametru
0 € © CRPvbodée X € R".

Poznamka. Na rozdil od definice |3| zde pracujeme s vicerozmérnym, konkrétné
p-rozmérnym parametrem @ € © C RP. Tvar logaritmické vérohodostni funkce
to neovlivni.

Plati, ze maximalizace profilové vérohodnostni funkce v proménné 7 € RP? je
ekvivalentni maximalizaci logaritmické vérohodnostni funkce v obou proménnych
T € RP a9 € RP1. Uplatnéni profilova vérohodnost nachazi také v Box-Coxové
transformaci, kterd je popsana napriklad v ¢lanku od Sakial (1992).

Empiricka vérohodnost

Empirickd vérohodnost byla poprvé predstavena Owenem ve ¢lancich (Owen
(1988) a Owen| (1990). Jde o neparametrickou statistickou metodu, ktera se vyu-
ziva napt. ke konstrukei intervalti spolehlivosti a k testovani hypotéz. Lze ji také
vyuzit v regresnich modelech, tomuto rozsiteni se ve svém c¢lanku vénuje Owen
(1991)).

Méjme nédhodny vybér Xi,..., X, z rozdéleni s distribu¢ni funkci Fx. Em-
pirickd distribuéni funkce F,(t) = T[L; Iix,<q je neparametrickym maximalné
vérohodnym odhadem distribuéni funkce Fx. Je tomu tak diky tomu, Ze maxi-
malizuje funkci

n
L(F) = 1_[1 [F(X;) — F(Xi—)]
i
pres vSechny distribuéni funkece, kde F/(X;—) = limyx_, x,— F(X).

S vyuzitim této skutecnosti zavadime pomér empirické vérohodnosti. Definu-

jeme ho predpisem




Podminéna vérohodnost

Podminéna vérohodnost umoznuje modelovat pravdépodobnosti zachyceni je-
dinct u danych udalosti pomoci pozorovatelnych charakteristik zachycenych je-
dinci jako vék, pohlavi, vaha atd. a udalosti, pri kterych mizeme jedince zachytit.
Vysledné modely se vyuzivaji k odhadovani velikosti uzaviené populace. Detail-
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2. Empiricka cast

Za pomoci simula¢ni studie porovname odhady zaloZzené na maximéalni véro-
hodnosti s odhady zaloZenymi na kvazi-vérohodnosti (v pripadé znalosti prvnich
dvou momentu daného rozdéleni) a s odhady zaloZenymi na pseudo-vérohodnosti
(v ptipadé zdvislosti slozek ndhodného vektoru). Pfipometime, ze maximdalné véro-
hodny odhad parametru 6 € © C R znacime jako 0,1, odhady zalozené na kvazi-
vérohodnosti jako HKL a odhady zalozené na pseudo-vérohodnosti jako 6’PL

2.1 Design simulace

. Pro kazdy rozsah ndhodného vybéru n € {10,20, 50,100} bylo vygenero-
vanych 1000 nezavislych ndhodnych vybéria. Pro kazdy z nich byl odhadnuty
neznamy parametr pomoci danych metod zalozenych na vérohodnosti. Odhady
jsou porovnany pomoci stiedni ¢tvercové chyby (MSE), kterd je ddna vzorcem
MSE,() = (6y—0)2, kde 6, € © C R je skutena hodnota nezndmého parametru
6ab je odhad nezndmého parametru 0 ziskany prislusnou odhadovou metodou.
Vysledky simulaci jsou reportované v tabulkach a2.2

2.2 Maximalni vérohodnost vs. kvazi-vérohodnost

V prvnim prikladé porovname odhady neznamého parametru zalozené na ma-
ximalni vérohodnosti a kvazi-vérohodnosti pomoci simulac¢ni studie. Méjme na-
hodny vybér (Yy, X,)7, ..., (Y, X,)". Pfedpoklddejme, Ze pro i € {1,...,n} md
Y; podminéno X; Poissonovo rozdéleni se stfedni hodnotou a rozptylem rovnym
AX;, kde A > 0 je nezndmy parametr a X; mé proi € {1,...,n} rovnomérné roz-
déleni na intervalu [0, 1]. V nésledujicich odstavcich sestrojime odhad nezndmého
parametru A > 0 nejprve tfemi zplisoby pomoci metody maximalni vérohodnosti
a poté pomoci kvazi-vérohodnosti.

Zactneme vypoctem vyuzivajicim maximalni vérohodnost zalozenou na sdru-
zeném rozdéleni ndhodnych vektort (Y;, X;)', kde i € {1,...,n}. Tento mo-
del zna¢me model 1.1 a ziskany MLE znac¢me XML(I). Necht méa pro vsechna
i € {1,...,n} ndhodn4 veli¢ina ¥; podminénd ndhodnou veli¢inou X; Poissonovo
rozdéleni s parametrem AX;, tedy Poiss(AX;). Zaroven necht pro ndhodnou ve-
licinu X; plati X; ~ R[0,1], kde i € {1,...,n}. Pomoci vztaht

PlY =kAX=a]=P[Y =k|X =] P[X = 1],
PlY=k|X =2z = ()" exp (—Ax),

k!
P[X = I] = I[()’l}(l'),

kde k € {0,1,2,...} ax > 0, ur¢ime rozdéleni, ze kterého pochazi ndhodny vybér
(Y1, X", ..., (Y, X,)". Toto rozdéleni ma hustotou tvaru

\z)Y
frix(y,z; A) = ( ;> exp (—Ax)Ip (), kde A >0, ye{0,1,2,...},z€R.
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Vérohodnostni funkce je diky nezavislosti ndhodného vybéru souc¢inem sdruze-
nych hustot ndhodnych vektort (Y;, X;)T, kde i € {1,...,n}. Je to funkce tvaru

E( X070 2) = TLex 0 X ) = [T 22

i=1 =1

exp (—AX:)Ijo, 1(X3),

kde A > 0, (Y, X)" = (Y, X1)"..., (Yo, X,)")". Zlogaritmovdnim vérohod-
nostni funkce L((Y, X)"; \) obdrzime logaritmickou vérohodnostni funkci

oy, x)T znj

=1
Yilog (AX;) — AX; + log (HY'N

kde X; € [0,1] pro vSechna ¢ € {1,...,n}. Jeji derivaci podle proménné X je
skorova funkce, kterou polozime rovnu nule a ziskdme vérohodnostni rovnici pro-
ménné \ tvaru

)

i=1

Resenim je A = ZZ 11 kde pro viechna i € {1,...,n} plati ¥; € {0,1,2,...}
a X; € R a hledany MLE je tak tvaru

5\ML(l) = 72?:1 Y .
im1 Xi
Druhy maximélné vérohodny odhad vychazi ze znalosti marginalniho rozdé-
leni ndhodnych veli¢in Y;, kde ¢ € {1,...,n}, tento model zna¢me model 1.2.
Marginalni hustoty nahodnych veli¢in Y; lze ziskat ze sdruzené hustoty ndhodného
vektoru (V;, X;)T, kde i € {1,...,n} pomoci vztahu

fr(y; A) = /R (/\yx,)y exp (— )\$)I[0, () do = /01 ()\yx!)y exp (—Az) dx

1 A
/ tY exp (— dt 3 |{[—tyexp (—t)]g‘—i-/ ytVlexp (—t) dt}
0

=3 [( A exp (=X —l—y/ tv"exp (— )dtl

Alyl( N exp (=) + )\(yl—l)!(_)\y_l exp (—=A)) + ...
+ i(—)\ exp (—A)) + i\(l —exp (—A)).

Z vypoctu plyne, Ze ndhodny vybér Y = (Y1,...,Y,)", pochdzi 7 rozdéleni, jehoz
hustota (a tudiz margindlni hustota ndhodnych veli¢in Y;, kde i € {1,...,n}) je
déana predpisem

fy(y :——Z—)\]exp —A), kdeA>0,y€{0,1,2,...},z € R,

Vérohodnostni funkce, zaloZend na nahodném vybéru Y = (Yi,....Y,)", je
diky nezavislosti sou¢inem marginalnich hustot ndhodnych veli¢in Y;, kde ¢+ €
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{1,...,n} a m& tvar

Y;

1) = [0 ) = IT | = 5 gvese ()|,

kde A > 0,Y; € {0,1,2,...}, X; € R. Logaritmicka vérohodnostni funkce ¢(Y"; \)
zalozend na nahodném vybéru Y = (Vi,...,Y,)" je logaritmem vérohodnostn{
funkce L(Y'; A). Jeji derivace podle proménné A dava skérovou funkei. Vérohod-
nostni rovnice pak vznika polozenim skérové funkce rovné nule. V tomto pripadé
ma tvar

j=0 2251 2! 2!

1 i_Z]iO)\IA exp( >‘>

n 1 ZYz [_)\jexp( A) + JMlexp(=2) )\jexp(f)\)}
=0

i
a hledany odhad XML@ neznamého parametru A bude jejim fesenim. Explicitni
vyjadreni odhadu XML@) zde neni uvedeno, ale bude porovnam s ostatnimi odhady
pomoci simulac¢ni studie.

U urceni tretiho maximalné vérohodného odhadu, znacme XML(S), ignorujme
skutecnost, ze pravdépodobnostni rozdéleni nahodnych veli¢in Y; zavisi na na-
hodnych veli¢indch X;, kde ¢ € {1,...,n}. Model zna¢ime model 1.3. Necht

Y1, ..., Y, tvori ndhodny vybér z Poissonova rozdéleni, pro které plati E Y, =
varY; = A, tedy Y7 ~ Poiss(\), kde A > 0 je neznamy parametr. Marginalni
hustota ndhodné veli¢iny Y; je pro vSechna i € {1,...,n} tvaru

\Y
f(y; N) = exp (—)\)—', kde A > 0,y € {0,1,2,...}.
y!
Vérohodnostni funkce je sdruzenou hustotou ndhodného vektoru Y. Diky neza-
vislosti slozek jde o soucin marginalnich hustot nahodnych velic¢in Y;, kde i €
{1,...,n}. Vznikla funkce ma tvar

Aio Ve
LY; \) = exp(—n/\)nilyl, kde A > 0,Y = (Vi,...,Y,) " €{0,1,2,...}".
i=1 11

Logaritmicka vérohodnostni funkce nahodného vybéru Y je logaritmem vérohod-
nostni funkce L(Y ', \)

(Y5 A) =—nA+ ) Yilogh —log [T Vi,
i=1 i=1
kde A > 0,Y = (Y1,...,Y,)" € {0,1,2,...}" Derivaci £(Y; \) podle proménné
A je skérova funkce. Tu polozime rovnu nule a ziskdme vérohodnostni rovnici
proménné \ tvaru

=1+
p ==L,
n h\

Jejim feSenim je A\ = % * 1 Y; a hledany MLE ma tak tvar

~

)\ML(3) = Yn-
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Tabulka 2.1: Porovnani kvality odhadi nezndmého parametru A > 0 pomoci maximélni vérohodnosti
v modelu 1.1 (XML(l)L modelu 1.2 (//\\ML(2)) a modelu 1.3 (/):ML(g)) a pomoci kvazi-vérohodnosti (kr,)-
Porovnéni pro rizné rozsahy ndhodnych vybéri n € N (s pfislusnymi smérodatnymi odchylkami v zdvorce)
pomoci mean square error kritéria na zdkladé 1000 Monte-Carlo simulaci.

n =10 n =20 n = 50 n = 100
Auny | 0.828 (1.146) 0.433 (0.671) 0.165 (0.234) 0.084 (0.121)

~

A | 1.209  (1.825) 0.661 (1.024) 0.254 (0.352) 0.132 (0.192)

~

Mins | 4.288  (2.300) 4106 (1.644) 4.100 (1.054) 4.041 (0.739)

~

A | 0.828 (1.146) 0.433 (0.671) 0.165 (0.234) 0.084 (0.121)

Nyni se dostavame k urceni odhadu pomoci kvazi-vérohodnosti, ktera je zalo-
zena pouze na znalosti stiedni hodnoty a rozptylu Poissonova rozdéleni nadhodné
veli¢iny Y; podminéné ndhodnou veli¢inou X;. Kvazi-skérovou funkci U(Y; AX)
néhodného vektoru Y, kde Y;|X; ~ Poiss(AX;) polozime rovnu nule a ziskdme
kvazi-vérohodnostni rovnici

- . 0
= X
Ma4 rteseni A = %}Fl)}?_ a odhad ziskany pomoci kvazi-vérohodnosti je tedy tvaru
i=1"""1
n
~ r Y
/\KL = =1 .
im1 Xi
Simulace je provedena na ndhodném vybéru (Yy, X1)', ..., (Y,, X,)" rozsahu n,
kde pro i € {1,...,n} ma ndhodnd veli¢ina Y; podminénd ndhodnou veli¢inou X;

rozdélenim Poisg(AoXi), kde &0 =4 je skuteéna hodnota parametru A. Porovnani
kvality odhadit Ay, Ane)s Ams)@ Ak, nabizi tabulka

Jiz ze vzorct odvozenych vyse je zjevné, Ze jsou ziskané odhady XML(l) a A,
stejné a tudiz se nelisi ani jejich stfedni ¢tvercové chyby. Vyrazné nejhorsi je
odhad XML(S)y ktery vychdzi z modelu 1.3. MiZeme si vSimnout, Ze u vsech
odhadt se s rostoucim rozsahem nahodného vybéru n velikost stfedni ¢tvercové
chyby zmensuje a tedy presnost odhadu zlepsuje.

Pro rozsah ndhodného vybéru n = 10 situaci ilustrujeme také na obrazku [2.1]
I z néj je ihned patrna vysoka neptesnost odhadu XML@. Lze si také vSimnout,
ze spolehlivostni pas kvazi-skorové funkce je oproti tém, které prislusi skérovym
funkcim, plossi.

2.3 Maximalni vérohodnost vs. pseudo-vérohodnost

V nésledujicim prikladu porovnavame odhady neznamého parametru zalozené
na maximalni vérohodnosti a pseudo-vérohodnosti pomoci simulac¢ni studie. Necht
ndhodny vektor X = (X1,..., X,,)" ma n-rozmérné normalni rozdéleni N,,(u, X),
kde p = (p,..., )" € R", kde u € R je nezndmy parametr a ¥ € R™" je
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—— Skorova funkce (1)
Skoérova funkce (2)
Skérova funkce (3)

—— Kvazi-skérova funkce

15

10

Hodnota (kvazi-)skoérové funkce

Hodnota nezndamého parametru A>0

Obrazek 2.1: Porovnéani skérové funkce zalozené na sdruzeném rozdélen ndhodnych vektora (Y;, Xi)T, pro
i € {1,...,10} (Cervend), skdérové funkce zalozené na margindlnim rozdéleni ndhodnych veli¢in Y; pro ¢ €
{1,...,10} (zlutd), skérové funkce ndhodného vybéru z rozdéleni Poiss(\) (zelend) a kvazi-skérové funkce
(modra) pro konkrétni ndhodny vybér (Y, X)T = ((Y1,X1)7,...,(Y10,X10)")" s rozsahem n = 10. Pri-
sec¢iky s osou x znaci prislusné odhady nezndmého parametru A, jehoz skuteénd hodnota A\g = 4 je zvyraznéna
Cerné carkované. Spolehlivostni pasy znaci plochu mezi minimy a maximy skérovych funkei a kvazi-skérové
funkce v bodech 2,4,6,8 a 10 linedrné interpolovanymi pres 1000 Monte-Carlo simulaci.

kovarianéni matice, kterd ma nésledujici tvar:

1 pr po 0 ... 0
pr L pr op ... 0
1 oo 0
> P2 P1 P1 , (2.1)
0O ... p2 ;1 m
0 ... 0 P2 P1 1

kde alespon jedna z redlnych hodnot pq, ps je nenulova. Z kovarianéni matice mii-
zeme urc¢it rozptyl ndhodnych veli¢in X; a kovarianci mezi ndhodnymi veli¢inami
X, X; proi,j € {1,...,n}, kde i # j. Plati

var X; =1, kde i € {1,...,n},

p1, proi,j€{l,....,n}jeli j=1+1,
cov(X;, X;) =< pa, proi,je{l,...,n}, jeli j =1i+2,
0, jinak.
Ze znalosti sdruzeného rozdéleni ndhodného vektoru X lze urcit marginalni roz-
déleni ndhodnych veli¢in X;, kde i € {1,...,n}. Plati X; ~ N(u,1).
Zacneme konstrukci odhadu neznamého parametru g € R pomoci metody
maximalni vérohodnosti, znac¢ime fiy;. Sdruzena hustota nahodného vektoru X
je tvaru

1 1 Ty —1(g —
fx(z; p) = Wexp{—Q(w —p) B H)}7 (2.2)
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kde || je determinant matice ¥ a & = (z1,...,7,) € R". Viimnéme si, Ze
abychom mohli vypocet provést, museli bychom spocist inverzni matici fadu n
a spocitat jeji determinant. Dalsim komplikovanym krokem by bylo roznasobeni
vyrazu uvniti exponencialy. Vypocet si usnadnime zanedbanim vzajemné zavis-
losti slozek ndhodného vektoru X.

Poznamka. Zavislost je patrné z nenulovych kovarianc¢nich koeficientii.

V pripadé prvniho odhadu budeme ignorovat zavislost a budeme pfredpo-
klddat,ze prvky ndhodného vektoru X = (Xi,...,X,)" tvofi ndhodny vybér
z normalniho rozdéleni N (g, 1). Margindlni hustota nahodné veli¢iny X;, kde
i€ {l,...,n}, mé tvar

1 1 2}
T p) = exps —=(x — , kde pe R,z eR.
S ) oz P { 5@ = h) p
Z predpokladu nezavislosti slozek nahodného vektoru X je vérohodnostni funkce
tvaru

L(X; p) = (\/12_7r>nexp {—;an(X@- — M)Q}, peER X eR™

i=1
Logaritmicka vérohodnostni funkce vznikne jejim zlogaritmovanim a ma tvar

1 n
UX; p) = —glogQW — 52X —pP, neRXER

i=1
Derivaci podle proménné p a polozenim rovné nule vznikne vérohodnostni rovnice

n

ST(X;—p) =0,

=1

ze které lze snadno vyjadrit yu = % * 1 X;. Maximélné vérohodny odhad ma tak
tvar

My = X

Presunme se k urcéeni odhadu neznamého parametru g € R pomoci pseudo-
vérohodnosti, ktery vyuzije i informaci o zavislosti slozek nahodného vektoru X,
ziskany odhad znac¢ime [ip,. V tomto pripadé neni nutné zanedbavat zavislost
mezi jednotlivymi slozkami. Margindlni hustota ndhodné veli¢iny X; ~ N(u,1)
ma tvar

flz; p) = \/12—7Texp{—;(fv - u)2}, peR zeR.

Déle plati, Ze ndhodny vektor (X;, X;)" mé dvourozmérné normélni rozdéleni
No((p, )", 2; ), kde matici X; ; € R**? lze ziskat z matice ¥ € R™*" omezenim
se na radky a sloupce s indexy i, j.

V piipadech, kdy j =i £ k, kde k € {1, 2}, ziskdme matici

L pe
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S vyuzitim vyrazu (2.2)) pro vektor velikosti 2 misto n a ziménou matice 3 € R"*"
za matici X; ; € R**? Ize nahlédnout, Ze sdruzend hustota ndhodného vektoru
(X;, X;)" tvaru

fij(iﬁi,l"j? NJ) =

1 1 ) 2
:m exp {_2|E”| [(xz — )" = 2p(x; — p)(wj — p) + (25 — p) }}7

kde n e ]R, Ti,Tj € R a |Ei,j’ =12 — (pk)z
Analogicky se Tesi piipady, kdy j # ¢ £ k, kde k € {1,2} a j # i. Matice X, ;

mé tvar
10
Hig = (0 1)

a sdruzené hustota ndhodného vektoru (X;, X;)" je v tomto pfipadé rovna

1 1 9 9
Filwssasi ) = o exp{ =5 [(o = ) + (25 = 0] |,
kde pp € R, z;,z; € R a s vyuzitim toho, ze |¥; ;| = 1. Jednorozmérna logarit-
micka pseudo-vérohodnostni funkce je tvaru

n

n n 1
G(X5 p) = log (X5 p) = —§1Og2ﬂ 5 (X — ),
=

i=1

kde p € R, X = (Xy,...,X,)" € R™. Volbou a = 1 vznikne dvourozmérnou
logaritmicka pseudo-vérohodnostni funkce tvaru

n—1 n
G(X5 p) =) > log fi(Xi, Xy p) — naly(X5 ).

i=1 j=i+1

Nésledny vypocet je proveden analogicky jako v kapitole [I.3] kde ilustrujeme
vypocet odhadu neznamého parametru zalozeny na pseudovérohodnosti. Ziskany
odhad neznamého parametru p zalozeny na pseudo-vérohodnosti znac¢ime fip,
nebude zde uveden jeho explicitni tvar, ale bude zahrnut v simulac¢ni studii.

Simulaci provedeme pro dva riizné modely pro rizné volby hodnot p; a ps.
V modelu 2.1 necht ndhodny vektor X = (X1,...,X,,)" pochazi z n-rozmérného
normalntho rozdéleni N, (uo,¥1), kde o = (pto, .-, o) € R™ a pg = 4. Necht
Y1 je matice vznikla z matice volbou p; = 0.5 a p; = 0. Porovnavané odhady
v tomto pripadé znacme [iypay @ fpray- V modelu 2.2 necht generovany né-
hodny vektor X = (X1,...,X,,)" pochdzi z n-rozmérného normalniho rozdélent
Ny (o, X2), kde po = (o, ..., po)" € R™ a pg = 4. Necht ¥, je matice vznikl4
z matice volbou p; = 0.5 a p; = 0.4. Porovnavané odhady v tomto pripadé
znacme [l a fpp()-

Porovnani kvality odhad@l fiyyay, HeLa), Bune @ Heue nabizi tabulka @
Nejmensi ¢tvercovou chybu ma odhad fipy . Stfedni ¢tvercové chyby jsou celkové
v modelu 2.1 nizsi. Pro model 2.2 ma mensi ¢tvercovou chybu odhad zalozeny
na maximalni vérohodnosti, coz je vzhledem k zanedbani zavislosti prekvapivé.
Zaroven u vsech odhadu plati, Ze s rostoucim n € N se stifedni ¢tvercova chyba
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Tabulka 2.2: Porovnant kvality odhadi nezndmého parametru p v modelu 2.1 (pro ndhodny vybér rozsahu
n) zalozenych na maximaln{ vérohodnosti pinp,(1)- @ pseudo-vérohodnosti ppy,(1)- a odhadii nezndmého parame-

tru p zalozenych na maximalni vérohodnosti ﬁML(Q) a pseudo-vérohodnosti ﬁpL(z). v modelu 2.2 (pro ndhodny
vybér rozsahu n) pomoci vybérového pruméru (smérodatné odchylky) stiedni ¢tvercové chyby na zdkladé 1000
Monte-Carlo simulaci

n =10 n =20 n = 50 = 100

Py | 0192 (0.268) 0.096 (0.128) 0.040 (0.055) 0.020 (0.050)
feray | 0.191  (0.268) 0.095 (0.128) 0.040 (0.055) 0.020 (0.030)
P | 0.260  (0.8363) 0.139  (0.188) 0.054 (0.078) 0.027 (0.058)
fere | 0.276  (0.384) 0.145 (0.196) 0.055 (0.078) 0.027 (0.039)

—— Skorova funkce (1)

§ Q —— Pseudo-skérova funkce (1)
= Skoérova funkce (2)
o Pseudo-skorova funkce (2)
s o
S :
= 1
§Z3 ;
| i
S 8§ s
[ '
(%] '
3 :
g o E
o < !
c | '
el '
o '
T '

8 - :

' T T T T T

4

Hodnota nezndmého realného parametru p

Obrazek 2.2: Porovnéni skérové funkce (¢ervend) a pseudo-skérové funkce (modré) zalozenych na sdruzeném
rozdéleni ndhodného vektoru X = (Xi,...,X10)" rozsahu n = 10 z modelu 2.1 pro konkrétni nidhodny
vektor X = (X1,...,X10) | a skérové funkce (zelend) a pseudo-skérové funkce (#lutd) zaloZenych na sdruzeném
rozdéleni ndhodného vektoru X = (X1,...,X10) | rozsahu n = 10 z modelu 2.2, ve kterém je na sobé zévislych
vice slozek, pro konkrétni ndhodny vybér X = (Xi,...,X10)". Priseciky s osou x znaéi pfislusné odhady
nezndmého parametru p € R, jehoz skutecnd hodnota pg = 4 je zvyraznéna cCerné carkované. Spolehlivostni
pasy znac¢i plochu mezi minimy a maximy skérovych funkci a pseudo-skérovych funkci v bodech 2,4,6,8 a 10
linedrné interpolovanymi pres 1000 Monte-Carlo simulaci.

zmensuje a odhady jsou pro vyssi n kvalitnéjsi. Pro rozsah nahodného vybéru
n = 10 situaci ilustrujeme také na grafu na obrézku [2.2] Lze nahlédnout, Ze pro
konkrétni pozorované ndhodné vektory se od sebe ¢tyti odhady neznamého para-
metru p vyrazné nelisi. Rozdil pozorujeme mezi skérovymi a pseudo-skérovymi
funkcemi, kde Skérova funkce (1) klesa vyrazné rychleji nez ostatni funkce. Zaro-
ven ma nejsirsi spolehlivostni pas.
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Z.aver

V této préaci byla popsana metoda maximalni vérohodnosti, ktera slouzi k od-
hadovani neznamého teoretického parametru pomoci empirickych dat. Jeji apli-
kace byla ilustrovana na konkrétnich prikladech. Zadefinovana byla také kvazi-
vérohodost, pomoci niz 1ze najit odhad nezndmého parametru na zakladé znalosti
prvnich dvou momenti rozdéleni empirickych dat. Nasledovala kapitola vénujici
se pseudo-vérohodnosti, jez urcuje odhad neznamého parametru pomoci margi-
nalnich hustot nahodnych veli¢in a sdruzenych hustot dvourozmérnych nahodnych
vektort. Vyuziti kvazi-vérohodnosti a pseudo-vérohodnosti bylo, stejné jako u ma-
ximéalni vérohodnosti, ilustrovano na konkrétnich ptikladech. Zavérem teoretické
¢asti byl strucny popis profilové, empirické a podminéné vérohodnosti.

V empirické ¢asti prace byly pomoci simulacnich studii porovnany odhady
zalozené na maximalni vérohodnosti a kvazi-vérohodnosti a nésledné na maxi-
malni vérohodnosti a pseudo-vérohodnosti. Kvalita odhadi byla porovnana po-
moci stredni ¢tvercové chyby prislusnych odhadu pres 1000 Monte-Carlo simulaci.
Vysledky jsou zaznamenany v tabulkach a a ilustrovany grafy na ob-
razcich a 2.2 V prikladu s Poissonovym rozdélenim mél nejnizsi stfedni
¢tvercovou chybu maximalné vérohodny odhad XML(U zalozeny na sdruzeném
rozdéleni ndhodného vektoru (Y;, X;)T, kde i € {1,...,n} (model 1.1). Stejné
hodnoty stredni ¢tvercové chyby byly obdrzeny i pro odhad zalozeny na kvazi-
vérohodnosti XKL. Zaroven s rostoucim rozsahem ndhodného vybéru dochazelo
ke zlepSovani presnosti vSech odhad. V prikladu s mnohorozmérnym normalnim
rozdélenim mél nejnizsi stfedni ¢tvercovou chybu odhad fip ;) zaloZeny na pseudo-
vérohodnosti z modelu 2.1. Zaroven s rostoucim rozsahem nahodného vybéru
dochazelo ke zlepSovani presnosti vsech odhad.

25



Seznam pouzité literatury

ALDRICH, J. (1997). R. A. Fisher and the Making of Maximum Likelihood 1912
— 1922, Statistical Science, 12(3), 162-176.

Cox, D. R. a REID, N. (2004). A Note on Pseudolikelihood Constructed from
Marginal Densities. Oxford University Press on behalf of Biometrika Trust, 91
(3), 729-737.

FISHER, R. A. (1997). On an Absolute Criterion for Fitting Frequency Curves.
Statistical Science, 12(1), 39-41.

Guo, D., Wu, Y., SHITZ, S. S. a VERDU, S. (2011). Estimation in Gaussian
Noise: Properties of the Minimum Mean-Square Error. IEEE Transactions on
Information Theory, 57(4), 2371-2385.

Huccins, R. M. (1991). Some Practical Aspects of a Conditional Likelihood
Approach to Capture Experiments. International Biometric Society, 47(2),
725-732.

KuricH, M. (2023). NMST}12/NMFM402 Generalized Linear Mo-
dels.  URL https://www.karlin.mff.cuni.cz/~kulich/vyuka/glm/doc/
glm notes_230216.pdf. Course Notes,

Datum ptistupu 19.7.2023.

MURPHY, S. A. a VAN DER VAART, A. W. (2000). On Profile Likelihood.
Journal of the American Statistical Association, 95(450), 449-465.

NAGY, S. (2023). NMSA332: MATHEMATICAL STATISTICS II. URL http:
//www.karlin.mff.cuni.cz/~nagy/NMSA332/NMSA332.pdf. Course Notes,
Datum pristupu 19.7.2023.

NELDER, J. A. a LEg, Y. (1992). Likelihood, Quasi-Likelihood and Pseudoli-
kelihood: Some Comparisons. Wiley for the Royal Statistical Society, 54(1),
273-284.

OWEN, A. B. (1988). Empirical Likelihood Ratio Confidence Intervals for a
Single Functional. Biometrika, 75(2), 237-249.

OWEN, A. B. (1990). Empirical Likelihood Ratio Confidence Regions. Ann.
Statist., 18(1), 90-120.

OWEN, A. B. (1991). Empirical Likelihood for Linear Models. Institute of
Mathematical Statistics, 19(4), 1725-1747.

SAKIA, R. M. (1992). The Box-Cox Transformation Technique: A Review. Jour-
nal of the Royal Statistical Society. Series D (The Statistician), 41(2), 169-178.

WiLcox, R. R. (2012). Introduction to Robust Estimation and Hypothesis Tes-
ting. 3rd edition. Academic Press is an imprint of Elsevier, The Boulevard,
Langford Lane, Kidlington, Oxford OX5 1GB, UK. ISBN 978-0-12-386983-8.

WOOLDRIDGE, J. M. (2001). Applications of Generalized Method of Moments
Estimation. Journal of Economic Perspectives, 15(4), 87-100.

26


https://www.karlin.mff.cuni.cz/~kulich/vyuka/glm/doc/glm_notes_230216.pdf
https://www.karlin.mff.cuni.cz/~kulich/vyuka/glm/doc/glm_notes_230216.pdf
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~nagy/NMSA332/NMSA332.pdf
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~nagy/NMSA332/NMSA332.pdf

	Úvod
	Teoretická část
	Maximální věrohodnost
	Kvazi-věrohodnost
	Pseudo-věrohodnost
	Další metody

	Empirická část
	Design simulace
	0.94Maximální věrohodnost vs. kvazi-věrohodnost
	0.9Maximální věrohodnost vs. pseudo-věrohodnost

	Závěr
	Seznam použité literatury

