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Tento dokument resi nékteré dulezité pripominky z oponentského posudku k ba-
kalarské praci Odhadovdni na principu veérohodnosti. Obsahuje upravy formulaci,
vypocti a néktera doplnéni ¢i upresnéni informaci.

1. Maximalné vérohodny odhad (str. 5, fadky 5 a 20)

Puavodni formulace: Polozime-li skérovou funkci rovnu 0, ziskdme tzv. vérohod-
nostni rovnict, jejimz fesenim je maximélné vérohodny odhad.

Oprava: Za splnéni podminek regularity je logaritmicka vérohodnostni funkce dife-
rencovatelnd jako funkce proménné . Derivovanim podle 6 ziskame skérovou funkei.
Tu polozime rovnu 0. Maximalné vérohodny odhad je fesenim této rovnice.
Pivodni formulace: MuZeme-li soustavu vérohodnostnich rovnic zapsat, pak ja-
kykoliv MLE 0,,. parametru @ € ® C RP, p € N, je jejim feSenim. Casto se proto
MLE hleda pravé jako feseni soustavy vérohodnostnich rovnic.

Oprava: Jsou-li splnény predpoklady regularity a vérohodnostni logaritmicka funkce
je tedy diferencovatelnd jako funkce proménné @ = (6y,...,0,)", pak je MLE O,
parametru @ € © C RP, fesenim soustavy vérohodnostnich rovnic.

2. Tvar logaritmické vérohodnostni funkce (str. 7)

Pro nahodny vybér X = (Xi,...,X,)" z normdlntho rozdéleni s hustotou
f(x; 6), kterd zdvisi na parametru @ = (u,0?)" ziskdme zlogaritmovanim véro-
hodnostni funkce L(X; €) =T, f(X;; ) logaritmickou vérohodnostni funkci
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Obé slozky polozime rovny nule. Ziskand soustava vérohodnostnich rovnic mé re-
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kde X, znadf vybérovy primér a S2 = =37 | (X; — X,,)? znadf vybérovy rozptyl.

3. Resitelnost pseudo-vérohodnostnich rovnic (str.13)

V definici 9 zavddime pro ndhodny vektor X = (Xi,...,X,)" jednorozmérnou
logaritmickou pseudo-vérohodnostni funkci ¢ (X'; ) a dvourozmérnou logaritmickou
pseudo-vérohodnostni funkei f5(X; 0). V obou ptipadech jde o funkce nezndmého
parametru § € © C R. Jednorozmérnou pseudo-skérovou funkei Uy (X'; 0) a dvouroz-
mérnou pseudo-skorovou funkei Uy (X; 0) definujeme jako derivace prislusnych loga-
ritmickych pseudo-vérohodnostnich funkci podle proménné 8 a pseudo-vérohodnym
odhadem rozumime feseni soustavy U;(X; 6) = 0 a Uy(X; 0) = 0. Jde o soustavu
dvou rovnic o jedné neznamé a existence feseni tak neni zarucena, soustava rovnic
je preurcend. K reseni preurcenych nelinearnich rovnic se vyuziva napriklad Gauss-
Newtonova metoda, vénuje se ji ¢lanek (Pratt a kol., 2010).

Specialnim pripadem je situace, kdy slozky nahodného vektoru X tvori ndhodny
vybér. Diky nezavislosti plati:

0L(X5 0) =X 0),
((X;0)=[(1—a)n—1)(X; ),

kde ¢(X; 0) znadi logaritmickou vérohodnosti funkci, jez je v praci zavedena v defi-
nici 3. Pseudo-skorové funkce budou v tomto pripadé tvaru

A(X; 6)
00
Un(X: 6) = [(1—a)n — 1]

Ui(X; 0) =

oU(X; 0)
a0

V pripadech, kdy a # 1 — %, jsou pseudo-vérohodnostni rovnice U;(X; ) = 0
a Uy(X; 0) = 0 ekvivalentni. Pseudo-vérohodny odhad tak hledame jako FeSeni
libovolné z nich.

V simulaé¢ni studii v kapitole 2.3 | kde hleddme odhad neznamého parametru p €
R, na kterém zavisi sdruzené mnohorozmérné normélni rozdéleni ndhodného vektoru
X, bychom fesenim rovnice U;(X; 1) = 0 ziskali odhad shodujici se s maximélné
vérohodnym odhadem, pti jehoz vypoctu jsme zanedbali zavislost slozek ndhodného
vektoru X a se kterym pseudo-vérohodny odhad porovnavame. Pro jednoduchost



jsme se omezili pouze na feSeni rovnice Us(X; p) = 0. Ta vychézi z dvourozmérné
logaritmické vérohodnostni funkce fo(X; ), kterd vychdzi ze sdruzenych hustot
dvojic slozek nahodného vektoru X a diky tomu odrazi zavislost mezi slozkami.
Pro zjednoduseni vypoctu vyuzivame pouze dvourozmérnou pseudo-vérohodnostni
funkei l5(X; 0) také v ilustraénim piikladu na strané 13. Dovolit si to muzeme
diky tomu, zZe existuje vice pristupt popisujicich pseudo-vérohodnost. Dalsi z nich
vyuzivaji sdruzend rozdéleni vétsiho mnozstvi marginalnich rozdéleni nebo rozdéleni
podminénd, napiiklad v ¢lanku (Arnold a Strauss, 1991) nebo (Gourieroux a kol.|
1984).

4. Odvozeni sdruzeného rozdéleni (str.17)

Chceme urcit sdruzené rozdéleni, ze kterého pochézi ndhodny vybér dvourozmér-
nych nahodnych vektort (Y1, X1)', ..., (Y, X,,)". Pro ndhodny vektor (Y;, X;)7, kde
i € {1,...,n} plati, ze ndhodné veli¢ina ¥; podminénd ndhodnou veli¢inou X; mé
Poissonovo rozdéleni s parametrem AX;, kde A > 0, a pro ndhodnou veli¢inu X;
plati X; ~ R|0, 1].

Pivodni formulace: Pomoci vztahii

PlY=kAX=2]=P]Y =k|X =2]- P[X =2,

PlY=k|X=2]= ()\]j) exp (—Az),

P[X =a] =), qy(z),

kde k € {0,1,2,...} a = > 0, uréime rozdéleni, ze kterého pochdzi ndhodny vybér
(lea Xl)T7 ) (Yn7 Xn)T
Oprava: Pivodné jsme zamysleli uvazovat ndhodnou veli¢inu X s diskrétnim rov-
nomérnym rozdélenim a vztahy byly urceny pro tuto situaci. Zménou rozdéleni na-
hodné veli¢iny X na R[0, 1] vznikly nepfesnosti, nebot ndhodna veli¢ina X ~ R[0, 1]
ma spojité rozdéleni a pravdépodobnost, ze nabyva konkrétni hodnoty z € R je
nulova. Prvni rovnost uvedena v praci plati trivialné, nebot obé strany jsou nulové.
V druhé rovnosti problém neni, avsak u treti, jak spravné upozornil oponent, doslo
k zaméné pravdépodobnosti a hustoty a spravné je zapis fx(x) = Iy 1)(x) prox € R.
Pii vipoctu sdruzené hustoty fy. x(y,z) ndhodného vektoru (Y, X)" véi refe-
rencni mite pux v, kde p je ¢itaci mira na Ny a v je Lebesgueova mira na R, vyuzijeme
vztah

. fY,X(y,fB) ) -
frix(y,x) = TR L0, 100) (fx (7)),

jehoz upravou ziskame

Fr.x(y,2) = frix(y, @) - fx (@) - Lo, 100 (fx (7). (1)



Hustota ndhodné veli¢iny X mé (vzhledem k Lebesgueové mite v) tvar fx(z) =
I}o,1)(z). Podminéna hustota ndhodné veliciny Y za X mé (vzhledem k mife p x v
tvar

(Az)Y
frix(y,») = )l exp (—Ax), y € Ny,z€[0,1],A> 0.

Dosazenim do vzorce (1)) ziskdme, Ze sdruzena hustota ndhodného vektoru (v, X)"
vzhledem k mite 1 X v, je tvaru

(M)

exp (—A\z), kdyzy € Ng,z € [0,1],
0, jinak,

frix(y,x; A) = {
kde A > 0 je neznamy parametr.

5. Odhad zaloZeny na kvazi-vérohodnosti (str. 20)

Kvazi-skérova funkce ndhodného vektoru Y = (Y1,...,Y,)", kde Vi € {1,...,n}
plati Y;|X; ~ Poiss(AX;) a X; ~ R|0, 1], ma tvar

Y - X
; v

i

Jejim TeSenim je A = L i
tvaru

a odhad ziskany pomoci kvazi-vérohodnosti je tedy

Pomoci simulace, ktera odpovida popisu na strané 20 v praci, porovname kvazi-
vérohodny odhad s odhady zaloZenymi na maximalni vérohodnosti. Vysledky jsou
zaneseny do tabulky [Il Odhady jsou porovnaviny pomoci nové sady dat oproti
tabulce v praci na strané 20. Je tomu tak z divodu chybéjici podminky pro jejich
moznou reprodukci. Nejvétsi zmény nastaly ve ¢tvrtém tadku, kde byly vysledky
urceny pomoci opraveného tvaru kvazi-vérohodného odhadu.

le

Tabulka 1: Porovnani kvality odhadi nezndmého parametru A > 0 pomoci maximéalni vérohodnosti v modelu

1.1 (/XML(l))7 modelu 1.2 (/XML(Q)) a modelu 1.3 (XML(3)) a pomoci kvazi-vérohodnosti (jkr,). Porovnani pro
rizné rozsahy ndhodnych vybéra n € N (s pfislusnymi smérodatnymi odchylkami v zévorce) pomoci mean square
error kritéria na zdkladé 1000 Monte-Carlo simulaci.

n=10 n =20 n =50 n = 100

i‘ML“) 0.803 ( 1.185) 0.401 (0.562) 0.171 (0.222) 0.075 (0.104)
A | 1167 ( 1.610) 0.678 (0.924) 0.262 (0.347) 0.121 (0.159)
i\ML(g) 4299 ( 2.284) 4.221 (1.689) 4.072 (1.039) 4.038 (0.717)
Ak 2.240 (10.321) 1.137 (5.921) 0.483 (1.921) 0.258 (0.781)




Nejnizsi stredni ¢tvercovou chybu ma odhad XML(l); ktery vychazi z modelu 1.3.
Vyrazné nejhorsi je pak odhad XML(S)) ktery vychézi z modelu 1.3. U odhadu A, Za-
loZzeného na kvazi-vérohodnosti lze pozorovat vysoké hodnoty smérodatnych odchy-
lek, obzvlast pro nizsi rozsahy nahodného vybéru. Pro vsechny odhady se s rostoucim
rozsahem nahodného vybéru n € N velikost stredni ¢tvercové chyby zmensuje a tedy
presnost odhadt zlepsuje. Nejvyraznéjsi zlepseni v zavislosti na rostoucim rozsahu
nahodného vybéru lze pozorovat u odhadu /A\KL zalozeného na kvazi-vérohodnosti.
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Hodnota neznamého parametru A>0

Obrézek 1: Porovnani skérové funkee zalozené na sdruzeném rozdéleni nahodnych vektort (Y7, Xi)T7 pro i €

{1,...,100} (ervend), skérové funkce zalozené na marginalnim rozdéleni ndhodnych veli¢in Y; pro ¢ € {1,...,100}
(zlutd), skérové funkce ndhodného vybéru z rozdéleni Poiss(\) (zelend) a kvazi-skérové funkce (modrd) pro kon-
krétni ndhodny vybeér (Y1, Xl)T, ..., (Y100, Xloo)T s rozsahem n = 100. Pruseciky s osou z znaci prislusné odhady
neznamého parametru A, jehoz skutec¢na hodnota Ao = 4 je zvyraznéna cCerné ¢arkované. Spolehlivostni pasy znaci
plochu mezi minimy a maximy skérovych funkci a kvazi-skérové funkce v bodech 2,4, 6,8 a 10 linedrné interpolova-
nymi pres 1000 Monte-Carlo simulaci.

Pro rozsah ndhodného vybéru n = 100 vysledek ilustrujeme také na obrazku [I}
(V préci je vysledek ilustrovan na obrazku na strané 21 pro rozsah ndhodného vybéru
n = 10. Spolehlivostni pasy pro upraveny odhad zalozeny na kvazi-vérohodnosti
by pro takovy rozsah byly moc Siroké. Lépe tak poslouzi ilustrace na nahodnych
vybérech vyssiho rozsahu.) I z néj je ihned patrnd vysoka nepresnost odhadu :\ML(3).
Lze si také vSimnout, Ze spolehlivostni pas kvazi-skérové funkce je oproti tém, které
prislusi skérovym funkeim, Sirsi.

6. Interpretace numerickych vysledku (str. 24)

V kapitole 2.3 porovnavame pomoci simulace odhady neznamého parametru p €
R zalozené na maximalni vérohodnosti a pseudo-vérohodnosti nahodného vektoru



X s n—rozmérnym normalnim rozdélenim N, (u, ), kde u = (u,...,u)" € R"
a 3 € R™" je popsana na strané 21. PTi vypoc¢tu maximalné vérohodnych odhadt
[y @& P zanedbavame vzdjemnou zavislost slozek nahodného vektoru X, coz
je dulezité dodat k interpretaci vysledkl, naptiklad v popisu tabulky na strané 24.
Kdykoliv tedy v kapitole 2.3 mluvime o maximalné vérohodném odhadu, mame
na mysli maximalné vérohodny odhad zalozeny na ndhodném vybéru z normalniho
rozdéleni N(p,1).

7. Vlastnosti odvozenych odhadu (doplnéni)

V piipadé kvazi-vérohodnych odhadu (kapitola 1.2) a pseudo-vérohodnych od-
hadu (kapitola 1.3) plati, Ze za splnéni urcitych technickych podminek regularity
jsou odhady neznamych parametri konzistentni a asymptoticky normalni. Vice
o chovani a statistickych vlastnostech odhadt zalozenych na kvazi-vérohodnosti lze
nalézt v ¢élanku (Douc a kol 2017). Vlastnostem odhadu zalozenych na pseudo-
vérohodnosti se vénuje ¢lanek (Coeurjolly a Drouilhet] [1998)).
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