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Uvod

Svetoznamy hlavolam Rubikova kostka byl vynalezen madarskym profesorem
Ernéem Rubikem v roce 1974. Ptivodni nazev znél Kouzelna kostka (v madarstiné
,Blvos kocka“), ten je ¢asto pouzivany dodnes napiiklad v Némecku. Nedlouho
po uvedeni kostky na trh byla vsak kostka prejmenovana po svém vynalezci a
pod timto nazvem ji zname dodnes.

Pocatky vicerozmérné Rubikovy kostky pochéazi uz z roku 1988, kdy Melinda
Green a Don Hatch vyvinuli prvni dolozenou ¢étyfrozmérnou rubikovu kostku (sa-
moziejmé jako pocitacovy program) a dali dohromady vzniknout relativné malé
skupiné nadsencu [I]. O prvenstvi se pozdéji v roce 2010 prihlasil rusky génius
Andrey Astrelin, ktery idajné naprogramoval a slozil Rubiktuv teserakt tésné pred
Melindou a Donem. Nemél vsak pro svoje tvrzeni zadny dikaz kvili ztraté zdro-
jového kédu. Od té doby vyrazné pomohl k vytvoreni nejriznéjsich hlavolama.
Rovnéz drzi dalsi prvenstvi, mezi néz patii naptiklad slozeni sedmirozmérné Ru-
bikovy kostky.

Resice Rubikovy kostky byly jiz nékolikrat pfedmétem vyzkumu, oviem vi-
cerozmérnym hlavolamtim se doposud povétsinou vénovala jen hrstka nadsencti.
Hlavolam Rubikovy kostky piedstavuje prostor fadové 10 riiznych pozic, oproti
tomu jeho ¢tyfrozmérnd verze jich ma fadové az 1020 [I], coZ je pro piedstavu
mnohondasobné vice nez odhadovany pocet atomt ve vesmiru. Z toho divodu muze
byt obtizné se spoléhat na algoritmy hledajici nejkratsi reseni, jako je napriklad
algoritmus A*.

Proto je cilem této prace prinést do problematiky vicerozmérnych hlavolamt
dalsi ihel pohledu pres evoluc¢ni strategie. Pokusime se vytvorit fesi¢ pro ¢tyiroz-
meérnou Rubikovu kostku na zakladé algoritmu M. Herdyho pro trojrozmérnou
Rubikovu kostku vylepSeném El-Souranim a Borschbachem [2] a vSe demonstrovat
pomoci grafické aplikace. Poté porovname jeho chovani s trojrozmérnou predlo-
hou.



1. Zobecnéni Rubikovy kostky

1.1 N-dimenzionalni krychle

Pro pochopeni Rubikova teseraktu je tfeba si nejprve ujasnit, co znamena
vicerozmérna krychle. Pro nase tcely si vysta¢ime s krychlemi jednotkové délky
hrany. Obecnou n-dimenzionélni krychli budeme znacit K,, a definujeme ji indukei
podle n.

Definice 1 (N-rozmérna krychle). N-rozmeérnd krychle je definovand induktioné
podle N.

o Ky je bod s jedinou sténou (rovnéz K ).

o K,y vznikne z K, tak, Ze zkopirujeme vsechny stény a posuneme je ve
smeéru nové dimenze o jednotkovou délku. Dadle kaZdou starou sténu Kj spo-
jime s jeji kopii novou sténou K.

Obrazek 1.1: Tvorba K,

Je jednoduché si vsimnout, ze kazda h-rozmérna sténa krychle K, je opét
néjaka krychle K, kde h < n. Nyni se podivame, kolik ma n-rozmérné krychle
m-rozmérnych stén. Jejich poc¢et budeme znacit S, .

Véta 1. Pocet m-rozmérnijch stén n-rozméerné krychle je ddn predpisem

S =2 e (™) = L prom s,
m m)’ m 0 Jinak.

Diikaz. Z definice [Il mame induktivni predpis pro Sy, .
1.Vm>0:5’m7020
2. SO,n - 2”

3. Vm>0,n>0:S,410+1 =2 Smt1n+ S

Prvni bod je pfimo z definice K, kterd ma pouze jedinou sténu, samu sebe.
Druhy hovori o O-rozmérnych sténdch (vrcholech) krychle. Na zacatku ma K
pouze jediny. Pti indukénim kroku se vrcholy zduplikuji a zadné nové nevzniknou.
Podobné treti vychazi z indukce. Necht mame K, a z ni vytvarime K, ;. Nejprve
se zkopiruji vSechny staré m + 1-rozmérné stény, kterych bylo S, 41 . Pak kazdou
starou sténu K, spojujeme s jeji kopii pomoci nové stény K,,.1, tedy za kazdou
sténu K, v puvodni krychli K, vznikne nova sténa K, .

Jelikoz je kazda hodnota S, ,, timto predpisem jednoznacné uréena, jsou tyto
tTi rovnosti postacujici podminkou pro hledany vzorec.
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1. Bod ma jedinou sténu

Necht m > 0,
S = 207" (?) =2"".0=0

2. Pocet vrcholi krychle

0
n

So7n:2"‘°< >:2”-1:2”

3. Indukéni krok
Necht m > 0,n > 0,

+1
S = o(n+1)—(m+1) n _
+1,n+1 m4 1

n—m m-+1
(722
n+1 n+1

(
[

o el
(

m+1 m

=2 Sm—‘rl,n + Sm,n

Uvedeny vyraz spliuje postacujici podminku pro pocety stén, tedy véta je doka-
zana.

[
Z explicitniho vyjadieni Sy, ,, je vidét, Ze pocet m-rozmérnych stén se s rostouci
dimenzi kostky exponencialné zvysuje. Riust mtizeme pozorovat v tabulce nékolika
prvnich hodnot S, ,

1.2 Rubikova kostka

Zékladem Rubikovy kostky je krychle rovnomérné rozdélend na 9 stejnych
mensich krychlicek zvané dilky. Stény dilkt, jez tvori povrch celé kostky maji
danou barvu (samolepku). Na poc¢atku ve slozeném stavu mé kazda strana Ru-
bikovy kostky stejnou barvu. Lze rozliSovat tii typy dilka podle toho, kolik maji
samolepek: mechanizmus, stfed, bok, roh. Stied je zajimavy tim, ze jeho poloha
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Tabulka 1.1: Hodnoty S,,

vici ostatnim stredim je neménna. To znamenad, ze spravna barva kazdé strany
je v libovolném stavu kostky dana barvou stredového dilku.

S hlavolamem lze provadét tahy tak, ze se vSech Sest dilkil na jedné strané
oto¢i 0 90° po nebo proti sméru hodinovych rucicek. Dohromady tak Rubikova
kostka nabizi 12 moznych tahi. Cilem je pomoci téchto tahti dostat hlavolam
zpatky do slozeného stavu.

1.3 Rubikuv teserakt

Podle norméalni Rubikovy kostky nadefinujeme obecnou n-dimenzionalni Ru-
bikovu kostku. Zakladem je n-dimenziondlni krychle K,,.Ta je v kazdé dimenzi
rozdélend rovnomeérné na tii c¢asti, ¢imz je rozdélena na 3" n-dimenziondlnich
dilk.

Kazdé (n — 1)-rozmérné stény dilku, které tvori povrch celé kostky maji svoji
barvu, tedy samolepku. Kazda S,,_1, ze zakladni krychle tvoii jednu stranu. Sa-
molepka je na dané strané, pokud sténa dilku, ke které je pritazena, je soucast
této strany. Dilek je na dané strané, pokud je na téze strané jedna z jeho sa-
molepek. Ve slozeném stavu maji vSechny samolepky na stejné strané shodnou
barvu. Podobné jako u Rubikovy kostky budeme rozlisovat typy dilki podle pocétu
samolepek, dilek s t-samolepkami budeme nazyvat dilek typu t.

S kazdou stranou lze otacet o 90° po nebo proti sméru hodinovych rucic¢ek
v ramci nadroviny spolecné strany, na niz lezi. Hlavolam je slozeny, opét pokud
jsou na kazdé strané stejné samolepky.

Rubiktv teserakt je jen n-dimenzionalni Rubikova kostka pro n = 4. Tvori
ho celkem 27 dilki, kde oproti tfem dimenzim mame novy dilek typu 4. Typy
dilki budeme v Rubikové teseraktu nazyvat postupné od t = 0: mechanizmus,
centrum, stred, bok, roh.

1.4 Zobrazeni Rubikova teseraktu

Clovék je bytost zijici v trojrozmérném svété a je prirozené obtizné predsta-
vovat si Ctyfrozmérné objekty primo. Proto si Rubiktv teserakt zobrazime do 3D
a budeme o ném nadale snaze uvazovat. Zpuisobii jak zobrazit objekt do prostoru
nizsi dimenze je mnoho, my ale pouzijeme centralni projekci. Budeme pouzivat
znaceni a znalosti ze skript prof. Mgr. Milana Hladika, Ph.D. [3].

Definice 2 (Centralni projekce). Méjme vektorovy prostor R"™, v ném stred pro-
jekce s a nadrovinu P = {x|x"p = b}. Potom centrdlni projekce Cy, je zobrazent
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Obrézek 1.2: Centralni projekce ¢tverce.

R™ — P takové, Ze bod a se zobrazi na bod a’, kde a’ je prisecik nadroviny P
s primkou prochdzejici body s a a.

Tvrzeni 2 (Vzorec centralni projekce). Necht (s —a)Tp # 0, potom je centrdlni
projekce Cy (a) dand predpisem

So(@) =Xda+ (1 —N)s,

Pro
b—slp

ECER

Diikaz. Mé&me tedy Cj,(a) pro néjaké s,p,a € R", b € Ra (s —a)’p # 0.
Piimku prochézejici body s a a si vyjadiime jako afinni kombinaci obou vektort
L = {Xa+ (1 — \)s|A € R}. Hledame bod a’, ktery lezi na primce i nadroviné
a ePnNL.

Musi tedy platit

Aa + (1 —)\)s =a’ azéroveni a’’p = b.
Dosadime a’ do druhé rovnice a vyjadiime A

alTp =b
Ma+(1-Ns"p=>b

zn:[)\a +(1—=MNslipi=0b
> \a - s)ipi + sipi] = b

AN (a—s)pi+ > sipi=b

i=1 i=1
Ma—-s)"p+s'p=>b
b—s'p
(a—s)Tp’

coz po dosazeni do rovnice primky presné dava hledany vzorec.

A:



Pozndmka. Samotnd existence vyrazu je podminéna pfedpokladem (s—a)’p # 0.
Kromé toho ma nutnost této nerovnosti i jednoduché geometrické vysvétleni.

Prvnim piipadem je, kdyz jeden ze dvou nasobenych vektort je nulovy vektor.
Pro prvni to znamend, ze s = a, coz zpusobi, ze se mame pokouset o primku
danou pouze jedingym bodem. Podobné p = o (pomoci o zna¢ime nulovy vektor)
neurcuje nadrovinu, do niz projektujeme.

Mize se ale také stat, ze ani jeden nebude nulovy, ale presto je vysledny
skaldrni soucin roven nule. V takovém pripadé jsou vektory ortogonalni a primka
L je s nadrovinou P rovnobéznd, tudiz spolu nemaji zadny prusecik. Konkrétné
toto plati pro vSechna a v nadroviné rovnobézné s P prochazejici s.

Pro snazsi pochopeni zobrazime timto zptisobem nejprve Rubikovu kostku
do roviny. Pti zobrazeni Rubikovy kostky centralni projekci by strana nejblize
ke stfedu projekce prekryvala vSechny ostatni. tak jako na obr. strana 'd’
prekryva zbylé tii projektované strany, z toho divodu tu jedinou vynechame a
dostaneme vysledny obraz ktery si lze predstavit jako zZe se divame dovnitt
kostky skrze vynechanou stranu.

T

THE
PEERN
[\ N\
/__/ __\ ___\

Obrazek 1.3: Rubikova kostka zobrazena centralni projekci.

Neni tézké si predstavit jednotlivé tahy kostky. Otoc¢ime-li zadni sténu, v pro-
jekci se oto¢i samolepky uprostied a s nimi i sousedni z boc¢nich stran. Kdyz
otoc¢ime levou, pravou, horni nebo dolni, mize se zdat, ze se najednou odnikud
objevila nova barva. Pozorného ¢tenare vsak toto neprekvapi, nebot jde o samo-
lepky ze strany vynechané béhem projekce.

Jesté je dulezité si uvédomit, jak se projevi otaceni celé kostky o 90°. Po-
kud oto¢ime celou kostku proti sméru hodinovych rucicek ve sméru nejmensi
zobrazené strany (z pohledu projekce zadni), otoéi se v témze sméru cely ob-
jekt.Zajimavéjsi je ale otocit kostku naptiklad vodorovné (podle horni strany).

Tutéz projekci pouzijeme pro zobrazeni Rubikova teseraktu do 3D.



2. Evolucni algoritmy

Jednim z tspésnych heuristikcych prohledavani stavového prostoru jsou tak-
zvané evolucni algoritmy. Jejich historii Jsou to algoritmy, které simuluji néjakym
zpusobem vyvoj podobné jako v prirodé podle Darwinovy teorie. Prvni napady
v tomto odvétvi prezentoval uz na konci ¢tyticatych let Alan Turing ve své praci
Genetical or evolutionary search [4]. K dalsimu vyvoji doslo az v Sedesatych letech
diky americantim Fogela, Owense a Walshe, jez dali zdklad Evolu¢nimu progra-
movani a pozdéji John Henry Holland stal za vznikem genetickych algoritmi.
Zaroven vznikaly i dalsi odnoze, mezi které patii napriklad evoluc¢ni strategie
nebo evoluéni programovani a vSechny tyto sméry, majici pivod v prirodé, se vy-
vijely nezavisle na sobé nez se pozdéji celd tato oblast sloucila pod nazev evolucéni
algoritmy.

Evolu¢ni algoritmy maji spole¢nou kostru a riznymi jejimi restrikcemi se pak
déli na ¢tyti hlavni sméry [5]:

1. Genetické algoritmy
2. Genetické programovani
3. Evolu¢ni strategie

4. Evolucni programovani

Algorithm 1 Obecny evoluc¢ni algoritmus
Inicializuj populaci nahodné
Ohodnot populaci fitness funkei
while neni konec do
Vyber rodice
Nahodné z rodicti vztvor potomky
Ohodnot potomky fitness funkci
Vyber podle fitness novou populalci
end while

2.1 Evolucni strategie

Mezi nejjednodussi ze zminéné Ctverice evoluc¢nich algoritmi patii evolucni
strategie (ES). V Sedesatych letech se inZenyti potykali s fadou multimodalnich
optimaliza¢nich problémil. Reseni piinesly pravé evolucni strategie [6]. Zalkadni
myslenka byla pouhd dvé pravidla:

1. Zmén ndhodné o kousek vSechny parametry.
2. Pokud nové hodnoty objekt nezhorsuji, nech je, jinak vratit staré.

Takto jednoduchy na doméné nezavisly algoritmus, dnes znamy jako (1 + 1)-

Vv

tfeba gradientni sestup, ktery byl vypocetné naroény na tehdejsi hardware, ¢i



dokonce pro slozitost problému nepouzitelny [6]. Evoluéni strategie se tak dostaly
do sirsitho povédomi.

Od ostatnich evolu¢nich algoritmii se odlisuje ¢tyfmi restrikcemi [5]:

1. Vybér pro reprodukci je nevychyleny.

2. Vybér do dalsi generace je deterministicky.

3. Meénici operatory jsou parametrizované.

4. Jedinci se skladaji z kandidatského feSeni a parametri pro operatory.

2.1.1 Znaceni

Postupnym zobecniovanim EA se rovnéz rozsirovalo i znaceni. Zakladni tvar
(utA) pouzival pouze dva parametry p a A a déle rozlisoval dvé varianty vybéru
jedinctt do nové generace.

e 1: pocet jedinct v populaci
e \: pocet nové narozenych jedincti béhem jedné generace

e +:vybér do nové generace se provadi na novych jedincich spolu se soucasnou
populaci (vybér z A + u jedinci)

e . vybér do nové generace se provadi pouze na novych jedincich

Prvnim rozsitenim byl parametr p. Je zavisly na operatoru rekombinace a
znaci pocet rodicl, kteri se uicastni jedné rekombinace.

Méné casto se pridava dalsi parametr x jako zobecnéni T notace a znac¢i ma-
ximalni stari jedince. Kazdy jedinec se narodi se stafim 0 a v kazdé generaci se
jeho stari zvysi o jedna. Pii vybéru kandidatt do generace nové se vybira pouze
mezi jedinci soucasné populace, ktefi nedosahli maximalni stari x, a novorozenci.
Algoritmus se pak oznacuje (u/p, K, ).

Algorithm 2 (u/p,x,\)-ES
Inicializuj populaci nahodné
while neni konec do
Zvys stari celé populace o 1
for i € {1,2,...,A\} do
Vyber p rodic¢i k reprodukei uniformné ndhodné
Zktiz rodice
Zmutuj nového jedince
end for
Zahod vsechny jedince staré k
Deterministicky vyber p novych jedinct
end while




2.1.2 Operatory

Jelikoz neni v evoluc¢nich algoritmech pevné predepsana reprezentace a jsou to
sip$ black-box principy, jejichz implementace zavisi na problému, neexistuje ani
zadna striktni kucharka na volbu operatorti. K velmi oblibenému poli vyzkumu
ES paftila spojita optimalizace, kde je obecné cilem najit vektor hodnot, jez
minimalizuji/maximalizuji danou redlnou funkci. Hansen a kol. uvadi nékteré
principy, jez se pro tento druh problému osvéddily [7].

Fitness

Fitness funkce slouzi k ohodnoceni jedincti, jak moc jsou silni, neboli jak
dobré predstavujou reseni. Podoba silné zavisi na daném problému, pro spojitou
optimalizaci to typicky byva hodnota funkce, kterou se snazime maximalizovat.

Rekombinace

Operator rekombinace vytvari nové jedince ze soucasné populace. Aby byla
splnéna prvni restrikce EA, vybere se typicky uniformé nahodné p rodi¢ti a z nich
se vytvori novy potomek s cilem zuzitkovat informaci z rodicii.

o Diskrétni (nékdy téz zvand dominantni), znaceno pp, prochézi vektor po-
tomka a pro kazdou slozku vybere z jeho rodi¢ti uniformé nahodné jednoho,
jehoz hodnotu na dané pozici vybere.

o Stredova (py) vytvori aritmeticky prumér rodica, jejich tézisté.

o Vazena (pw) je podobné stiedové s tim rozdilem, ze poc¢ita vazeny prumeér
podle fitness funkce.

Prvni zminénd je velmi blizka kiiZzeni v genetickych algoritmech a skutec¢né
nikdo nebrani pouziti naptiklad n-bodové kiizeni, nicméné se tento postup v ES
bézné nepouziva a castéji se voli po vzoru selekce deterministicky zptisob. Jednim
takovym je naptiklad vazenda rekombinace s p = pa x = 1. Tim, Zze kazdy potomek
je stejny, zustava odpovédnost za dostatecné rozmanitou populaci na mutaci.

V pocatcich se velmi ¢asto rekombinace nepouzivala. Nékteti lidé proto nabyli
dojmu, ze se v evolucnich strategiich klade vétsi diraz na mutaci nez na rekombi-
naci, ¢i dokonce ze ES rekombinaci nepouziva [5]. Naopak uz Rechenberg ve své
disertacni praci uvedl, Ze rekombinace mtuze vyrazné zrychlit evoluci co do poctu
generaci [0].

Mutace

Obecné v evolucnich algoritmech je cilem mutace zménit jedince jen trochu,
aby nebyl vysledny efekt ve fitness funkci prilis drasticky. Pokud bude mutace
prilis slaba, hrozi degenerace populace a snadné uviznuti v lokdlnim extrému,
vyhodnotit fitness funkci, proto bychom chtéli néco jako optimélni krok (learning
rate), ktery bude na zacatku pro Spatnou populaci vyssi, aby se neztracel cas
zbytecné malymi kricky daleko od optima, ale zaroven aby jedinci blizko optima
konvergovali a neoscilovali okolo ného. To vede k dulezité myslence ES, Ze operdtor
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mutace bude parametrizovany a parametry budou adaptovany spolu s jedinci (3.
a 4. bod restrikce ES).

Mame-li spojitou realnou funkci, pak lze pricist nahodnou veli¢inu z viceroz-
mérného normdlniho rozdéleni A/ (0, C') pro néjakou kovarianéni matici C' jakozto
parametr mutace.
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3. Resi¢ Rubikova teseraktu

3.1 Herdyho algoritmus

Pro normalni trojrozmérnou Rubikovu kostku publikoval M. Herdy (1, 50)
evolu¢ni strategii a El-Sourani s Borschbachem algoritmus lehce vylepsili dalsimi
mutacemi a pouzitim vétsi populace [2]. Jeho hlavni myslenka je pouzivat spe-
cialni predpocitané mutace, které budou dobfe fungovat s jednoduchou fitness
funkci. Algoritmus tak na jednu stranu nepotiebuje slozité predpocitavani veli-
kych tabulek pro poc¢itani funkce fitness, ale na stranu druhou je pracnéjsi spravné
nadefinovat mutace a vysledné feseni méreno na pocty tahti byva i pro kostku
jeden tah od slozeného tvaru velmi dlouhé.

3.1.1 Operatory Herdyho algoritmu
Fitness
Fitness funkce pocita vazeny soucet tii ¢ hodnot.
fitness(x) = qi(z) +4 - q2(z) + 6 - g3(x)
e ¢1: pocet samolepek s odlisnou barvou od stfedu, u kterého se nachéazi
e (o: poCet Spatné umisténych boku
e ¢3: pocet Spatné umisténych roht

Vahy jsou zamérné nastavené tak, ze vsichni tii sé¢itanci nabyvaji hodnot 0
az 48, aby béhem evoluce nebyl kladen vyssi diraz na jiny typ dilka. Kostka je
slozend prave tehdy, kdyz je jeji hodnota fitness rovna nule.

Mutace

Prvni, co by ¢lovéka mohlo napadnout je pouzit jako mutaci jeden z legalnich
tahti na dany stav kostky. Tento pristup vsak se zvolenou fitness funkci nefunguje
moc dobre, protoze samotny tah zméni témér tretinu kostky, coz se silné projevi
ve fitness jedince a povede k rychlému uviznuti v lokdlnim minimu.

7, toho duvodu prisel Herdy se souborem preddefinovanych sekvenci tahi,
které maji ve vysledku maly vliv na stav kostky a tim pddem i maly vliv na
hodnotu fitness [2]. Mutace ve vysledku ndhodné nato¢i celou kostku, vybere
ndhodné jednu sekvenci tahii a aplikuje ji na jedince. Konkrétné popuzil tyto
sekvence a jejich inverze:

e prohozeni tfech rohti

o prohozeni trech bokt

e prohozeni dvou bokti a dvou rohu
e otoceni dvou boki

e otoceni dvou roht

12



Selekce a rekombinace

Pro rekombinaci algoritmus vybere uniformé nahodné jednoho jedince z popu-
lace a zduplikuje ho. Borschbach a El-Sourani zkouseli rizné sofistikované metody
vybéru rodice, ale ukazalo se, ze oproti uniformnimu vybéru neprinasi zadnou
vyhodu [2]. Do dalsi generace se pak dostane p nejlepsich jedinct podle jejich
fitness.

3.2 ES pro Rubiktv teserakt

Nyni Herdyho algoritmus upravime pro Rubikiiv teserakt. El-Sourani a Bor-
schbach pouzivali ve své implementaci pro reprezentaci jedince pole 3 x 3 pro
kazdou ze Sesti stran krychle s hodnotami urcujici barvu jednotlivych samole-
pek [2]. Pro teserakt by to znamenalo mit pro kazdou z osmi stran pole 3 x 3 x 3
s hodnotami samolepek. V takovéto reprezentaci se pak musi popsat kazdy tah
zvlast, coz vede se zvySenim dimenze kostky k neprehlednému repetitivnimu kodu.

Misto toho jsme vSak zvolili reprezentaci blizsi linearni algebre. Jedinec (Ru-
bikuv teserakt) je pole 3 x 3 x 3 dilkt a dilek je pole 3 x 3 x 3 barev. Reprezentace
tak odpovida Rubikové teseraktu lezici stredem v pocatku kartézskych souradnic.
Budeme-li pole ¢islovat od —1, znamenaji indexy do pole vektory slozenych z nul
a £1 v prostoru R*. Samotny dilek pak pfedstavuje podobnou ideu. Mé&jme ho
v pocéatku soutadnic, pak kazda samolepka odpovida jednomu (+) jednotkovému
vektoru, ktery na ni sméruje.

Takovato reprezentace umoznuje popisovat tahy pomoci vektorii a matic, nao-
pak nevyhodou je zbytecné plytvani paméti, protoze kazdy dilek disponuje polem
27 prvki, ale vyuziva z nich nanejvys 4.

3.2.1 Uprava operatorii
Fitness

Oproti Rubikové kostce mame nové dilek typu 4. Fitness funkci proto obo-
hatime o novou hodnotu ¢4, ktera bude po vzoru ¢ a g3 pocitat pocet Spatné
umisténych d4. Bylo by mozné téz najit takové koeficienty hodnot ¢, aby vSechny
prispivaly do vysledné hodnoty fitness stejnym dilem, avsak jak pozdéji uvidime,
koeficienty hodnot ztrati vyznam, a proto je viibec nepouzijeme.

Mutace

Budeme mit pro kazdy typ dilku zakladni mutaci na prohozeni trojice, tj.
prohozeni trech stfedl, prohozeni tfech bokii a prohozeni tfech rohti a stejné tak
otoceni dvojice dilki jednoho typu.

Pri otaceni dilka vsak nastavaji komplikace. Nevystacime si pouze s otacenim
dvojic danych dilki, protoze mizou nastat stavy kostky, které v Rubikové kostce
nastat nemohly. V rubikové teseraktu je totiz mozné pomoci legalnich tahii otocéit
jediny bok ¢i roh. Kvili tomu musime pridat dalsi mutace na otoceni téchto dilkt.
Pouzité sekvence tahu jsou prevzaté od Mathologera [8].

Pouziti pouze zminénych mutaci vSak nestaci. Miuze se totiz napiiklad stat, ze
je tfeba prohodit tTi rohy, ale rohy takové, které jsou daleko od sebe a ne na po-
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zicich, které prohazuje sekvence na prohazovani trech rohti. Potom bychom uvizli
v lokalnim minimu, ze kterého se nedokazeme dostat. El-Sourani a Borschbach
tento problém fesili hlavné vétsi rozmanitou populaci. Bohuzel v Rubikové te-
seraktu je takovych pozic mnohem vice, a tedy by bylo tfeba o to vétsi populaci,
coz se v experimentech neukézalo jako efektivni feseni, protoze udrzovat populaci
dostatecné velikou je vypocetné prilisS narocné. Proto jsme zvolili cestu pridani
mutaci.

Pro kazdou zakladni mutaci jsme pridali dalsi tak, aby existovaly mutace (na-
toCeni a sekvence tahi) pro kazdou n-tici dilki. Tim paddem pokud neni fitness
rovna nule, tak existuje mutace, ktera ji snizi. Jelikoz jsme tak odstranili lokalni
minima, ve kterych bychom mohli uviznout, nepotfebujeme ani obrovskou popu-
laci a vystacime si s jednoduchou (1+1)-ES.

3.2.2 Vylepseni algoritmu

Vsechny operatory mutace pracuji vzdy jen s jednim typem dilki a také je bud
prohazuji, nebo otaceji. Z toho divodu je napriklad zbytecné zkouset mutace na
prohazovani roht ve chvili, kdy vSechny rohy jedince jsou jiz spravné umisténé.
Stejné tak je zbytecné po otoceni boku prepocitavat pocet Spatné umisténych
dilk.

Proto je tesi¢ rozdélen na Sest ¢asti: umisfovani stfed, umistovani boki,
umisfovani rohtli, otaceni stredii, otaceni boki a otaceni roht. V kazdé z nich se
pouzivji pouze patiicné mutace a relevantni hodnoty ¢. Pro otaceni dilki je ¢
rozdéleno podle typu dilkti na ¢,, kde t znaci typ dilki, jejichz samolepky se
kontroluji. Diky tomu je vybér zlepsujicich mutaci i vypocet fitness efektivnéjsi.

Jedinou vyjimkou je pripad, kdy je potifeba prohodit naptiklad dva stredy a
dva boky. V takovém pripadé nepomiize prohazovani trojice stredii a algoritmus
by se zacyklil. Pokud nastane tato situace, restartuju algoritmus a pohnu jednou
stranou o jeden tah. Toto feSeni se ukazalo jako lepsi, nez pridavani dalsi spoustu
mutaci, nebot Tesi¢ nejvice zpomaluje pravé cekani na zlepsujici mutaci. To vsak
lze provadét pouze v prvni ze Sesti fazi, kdy nevadi, ze onim tahem rozhodime
dilky jiného typu.

3.2.3 Porovnani obou algoritmt

Vytvoreny algoritmus jsme nechali slozit 100 ndhodné zamichanych kostek.
Méteni probihalo na procesoru Intel(R) Core(TM) i5-9300H, 8 GiB RAM, ope-
racnim systému Manjaro Linux x86_ 64.

‘ Rubikuv teserakt Rubikova kostka

Pramérny cas (s) 33,38 5,04
Primérny pocet generaci 113,15 18,20
Primérny pocet tahti 6122,16 234,60

Tabulka 3.1: Porovnani namétrenych dat s vysledky El-Souraniho a Borschbacha.
Vysledky jsou zachyceny v tabulce [3.2.3| spolu s vysledky métené El-souranim

a Borschbachem [2] a v grafu je zobrazena distribuce poétu potfebnych
generaci na slozeni. Vidime, Ze pocet generaci se pohyboval mezi 100 az 125
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pocet vyskytl hodnoty v méréni

T T T T T T
100 105 110 115 120 125
pocet generaci vysledného feseni

Obrazek 3.1: Distribuce poc¢tu generaci pro slozeni Rubikova teseraktu.

s prumérem 113,15, coz je zhruba Sestkrat vice nez u Rubikovy kostky. Stejny
narust byl pozorovan také pro celkovy cas sklddani.

Naproti tomu celkovy pocet tahti dosahuje az 26nasobného naristu. To je
mutace Rubikovy kostky nejsou delsi nez 14 tahii, sekvence pro otoceni jednoho
boku v Rubikové teseraktu jich mé napriklad 228.
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4. Prostredi Rubikova teseraktu

Soucasti této prace je interaktivni aplikace pro Rubiktv teserakt, které se
spolu s programatorskou dokumentaci nachazi v elektronické priloze.

4.1 Instalace a spusténi
Minimalni pozadavky:
e OS: Linux
« RAM: 100 MiB
o Hardware: monitor, mys, klavesnice
e OpenGL
e Python 3.10

Pted spusténim je treba nainstalovat potfebné knihovny pomoci instala¢niho
nastroje pip.

python -m pip install -r requirements.txt

Program se spusti pomoci hlavniho souboru ,maingui.py“, poté se otevie
okono s prostredim.

python maingui.py

4.2 Ovladani

V prostredi se uzivatel pohybuje pomoci mysi. Drzenim levého tlacitka a pohy-
bem mysi posouva v prostoru kamerou nahoru, dol1, doprava a doleva. Podobné
drzenim pravého tlacitka a pohybem mysi nahoru a dolt posunuje kameru do-
zadu, resp. dopredu.

Kliknutim levého tla¢itka mysi na samolepku stiedového dilku se otoci strana
u této samolepky proti sméru hodinovych ruc¢i¢ek z pohledu od samolepky smérem
k centru otacené strany. Pokud se drzi zmacknuta klavesa ctrl, otaci se ne jenom
jedna strana, ale cely teserakt v témze sméru. Zmacknuta klavesa shift pak otaci
smeér veskerého otaceni teseraktu.

Stisknutim klavesy R se spusti fesi¢ na aktudlni stav teseraktu. Jakmile do-
béhne, je uzivatel dotdzan na nazev souboru, kam se ulozi nalezené treseni. Pro
jeho provedeni a vizualizaci nejprve nactéte soubor klavesou A a zadanim néazvu.
Pak ho lze spustit klavesou S. Rychlost animace lze v priibéhu ménit posuvnikem.
Rychlost se pohybuje od jednoho tahu za sekundu az po jeden tah za vykresleny
snimek. Béhem animace lze s hlavolamem otacet, je ale velikda Sance, Ze se tim
rozbije vysledny stav hlavolamu.

Resic i zamichani pouzivaji generator nahodnych ¢isel. Jeho seed se d4 nastavit
pomoci bilého vstupniho okénka vepsanim celého ¢isla a potvrzenim enterem.

Vsechna tlacitka s jejich funkcemi jsou zachyceny v tabulce klavesovych zkra-

tek [4.2
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Klavesa Funkce

levé tl. m. tahy hlavolamu a posouvani kamery prostorem
pravé tl. m. priblizovéni/oddalovani kamery pohybem dolti/nahoru
prostfedni tl. m. otaceni hlavolamu
CTRL (drzeni) zméni tahy na otaceni celého hlavolamu
SHIFT (drzeni) oto¢i smér veskerého otaceni
ENTER potvrzeni nastaveni seedu ndhodného generatoru
spusténi resice na aktualni stav teseraktu
nacteni souboru s nalezenym resenim
spusténi animace nac¢teného reseni
ulozi stav teseraktu do souboru
nacte stav teseraktu ze souboru
nahodné teserakt zamicha
vytvori novy teserakt ve slozeném stavu
provede jeden dalsi tah z nac¢teného reseni

Oz >=cCwnxT

Tabulka 4.1: Klavesové zkratky a jejich funkce.
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Z.aver

Predmétem zkoumani byla vicerozmérna Rubikova kostka a tdprava Herdyho
resice pro Rubikiv teserakt. V této praci se povedlo zobecnit krychli do vice
dimenzi, prozkoumali jsme vlastnosti jejich stén. Diky tomu se nam podarilo
zobecnit hlavolam Rubikova kostka. Pro uvazovani o ¢tyfrozmérném hlavolamu
jsme vysveétlili obecné zobrazeni bodi do nadroviny pomoci centrélni projekce,
pro néjz jsem odvodily vzorec.

Nésledovala kapitola o evoluc¢nich algoritmech se zamérenim na evolu¢ni stra-
tegie, kde jsme ¢tenare seznamili s hlavnimi pojmy, znac¢enim a koncepty.

Ve treti kapitole [3| jsme dikladné vysvétlili Herdyho evoluéni strategii pro
skladani Rubikovy kostky. Tu jsme upravili pro Rubikav teserakt a vylepsili na
zakladé pozorovaném chovani. Vysledny algoritmus jsme pak popsali, naimple-
mentovali a porovnali jeho chovani ve 3D a 4D. Refi¢ funguje stabilné skladé
Rubikiv teserakt v relativné rozumném case.

Hlavni vyhodou Herdyho algoritmu byly jednoduché operatory mutace a fit-
ness, za které potom trpéla délka vysledného feseni. Toto se ukazalo ve 4D jako
jesté veétsi problém. Zaprvé s novymi dilky musely pfijit nové mutace a to jak
na prohazovani, tak na otaceni. Mutace vylepseného Herdyho algoritmu nezaru-
covaly v kazdé pozici existenci zlepsujici mutaci, coz ale diky velikosti Rubikovy
kostky slo dohnat vétsi populaci a Sirsim vybérem jedinct, takze uviznuti par
jedinctt v lokdlnim optimu nebyl problém. Totéz pro Rubiktv teserakt vsak jiz
nebylo mozné, protoze populace by musela byt natolik velika, Zze by Tesi¢ bézel
neunosné dlouho. Proto také vytvoreny resi¢ pouziva misto obrovské populace
mnoho predpocitanych mutaci. Tim se vsak ale ztraci jedna z jeho ptvodnich
vyhod, totiz jednoduché operatory bez gigantickych predpocitanych tabulek.

Pokud bychom chtéli tentyz algoritmus upravit i pro vyssi dimenze, popsany
problém by jenom exponencialné rostl. Navic mutace jsou specifické pro dany
hlavolam a ve vyssi dimenzi je tfeba ptilis mnoho tprav.

Hlavni cile byly zobecnéni algoritmu do 4D, jeho implementace a vizualizace.
Prestoze se pri zkoumani nakonec algoritmus neukazal jako nejvhodnéjsi, podarilo
se vsechny stanovené casti této prace splnit.

4.3 Prostor pro dalsi praci

Do budoucna je zde spousta mist pro vylepsovani.

Po teoretické strance by mohlo byt zajimavé zkusit vyresit problém s tipravami
mutaci pri prechodu do vyssi dimenze. Napriiklad zkusit popsat obecné mutace
pro n-rozmérnou Rubikovu kostku. Dalsi nezodpovézenou otazkou zustava, kolik
je minimalni pocet potfebnych taht na slozeni libovolné validni pozice obecné
n-rozmérné Rubikovy kostky:.

Co se praktické casti tyce, algoritmus by se dal jesté vice zefektivnit at uz
rychlejsi implementaci nebo optimalizaci operatora mutace. Pro ty by pravde-
podobné slo najit sekvence tahti, které povedou ke stejnému vysledku za mensi
pocet taht.

Aplikace by mohla byt déle rozsitovana o dalsi funkce jako jsou treba ukladani
vlastnich sekvenci nebo ménéni parametri projekce Rubikova teseraktu.
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