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Abstrakt: Diplomova prace se zabyva konstrukei a vlastnostmi tloh zaostrovani
obrazu spolu s pristupy k jejich feseni. Zamétujeme se na krylovovské metody
LSQR, GMRES a RRGMRES, jez jsou znamy svymi regularizacnimi vlastnostmi.
Analyzujeme konvergencni chovani metod, casovou efektivitu a kvalitu aproximo-
vaného feseni. Dale predstavujeme blokové krylovovské metody, v oblasti zpra-
covani obrazu neprilis probadané. Tyto metody Tesi soustavu linearnich rovnic
s nasobnou pravou stranou a vznikly zobecnénim krylovovskych metod, které
slouzi pro Teseni linearnich rovnic s vektorovou pravou stranou. V zavéru pak
provadime numerické experimenty zkoumajici vliv riiznych faktort na vysledky
zaostTovani obrazu a ¢asovou naroc¢nost jednotlivych metod a porovnavame blo-
kové a neblokové metody.
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subspace methods LSQR, GMRES and RRGMRES, which are known for their
regularization properties. We analyze the convergence behavior of the methods,
the time efficiency and the quality of the approximate solution. Next, we present
block Krylov subspace methods, which are not well explored in the field of image
processing. These methods solve a system of linear equations with a multiple
right-hand side and were created by the generalizing Krylov subspace methods,
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and we compare block and non-block methods.
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Uvod

V dnesni dobé se lidé setkavaji se zpracovanim obrazové informace na kazdém
kroku — pri platbé QR kdédem, pri prihlasovani otiskem prstu nebo treba pri
skenovani statni poznavaci znacky na parkovistich. Pro zpracovani obrazovych
dat je stézejni mit k dispozici data v dostatecné kvalité, predevsim co se tyce
ostrosti obrazu. Jen tak je mozné obraz spravné segmentovat ¢i v ném detekovat
objekty. Zatimco v nékterych pripadech je postacujici mit k dispozici kvalitni
fotoaparat a spravné nastavenou cocku, jindy neni z technickych ¢i financénich
diivodt mozné dostatecné ostry obraz ziskat. Lze vSak proces rozmazani obrazu
modelovat a zpétné pak s pomoci numerickych metod hledat co nejvice ostrou
podobu rozmazaného obrazu, viz napriklad [I}, 2].

Tuto ulohu zaostrovani obrazu lze zaradit mezi inverzni problémy, které mu-
zeme definovat jako problémy, jez se snazi rekonstruovat vstupni data, vlastnosti
nebo parametry systému na zdkladé pozorovanych dat [2]. Zatimco u béznych
problémii zname vstupni data a hledame odpovidajici vystup, u inverznich pro-
blémii vstupy nezname a snazime se ziskat jejich aproximaci. Numericky Ize tilohu
chapat napriklad jako soustavu linearnich algebraickych rovnic

Ax =b, (1)

kde A oznacuje matici rozmazani, b reprezentuje zaznamenany rozmazany obraz
a x odpovida hledanému zaostfenému obrazu. Obecné v inverznich tlohach muze
byt A obdélnikova, v nasem pripadé vsak bude vzdy redlna ctvercova. Matice
rozmazani ma zhlazujici vlastnost, tedy prenasobeni vektoru matici A zpiisobuje
tlumeni vysokych frekvenci.

Vlivem rtznych okolnosti je vektor b zatizen Sumem. Zaroven je matice A
typicky Spatné podminéna, tedy i malé chyby ve vstupnich datech mohou prispét
k velmi nepfesnému rteseni. Ackoliv matematicky muze byt A regularni, nume-
ricky je kvili malym singularnim ¢islim blizko singularni matici. Pokud bychom
resili dlohu primymi metodami, napriklad metodou nejmensich ¢tvercii, doslo by
k zesileni sSumu. Proto se pro feseni diskrétnich inverznich tloh vyuzivaji takzvané
reqularizacni metody, které implicitné tlumi vliv Sumu a malych singulédrnich ¢isel
[T, 2, 3]

Regulariza¢nich metod existuje celd fada a pro kazdy typ tloh se hodi jina.
V tlohéach zaostfovani obrazu je matice A husta a velkych rozmérti. Na druhou
stranu jeji specificka struktura umoznuje rychlé nasobeni. Nabizi se tedy vyu-
ziti metod, které vyzaduji pouze nasobeni s matici A. Takovou skupinou jsou
naptiklad krylovovské regularizacni metody, ve kterych navic lze diky zhlazujici
vlastnosti A generovat Krylovovy prostory s dominantnimi hladkymi vektory. Pro
zékladni principy krylovovskych metod viz [4], pro jejich regularizacni vlastnosti
viz [2, B, 6].

V prvni kapitole se sezndmime s modelem rozmazani obrazu. Ukazeme si, jak
se model sestavuje, jaké mé vlastnosti, jak velkou roli hraje pritomnost sumu,
a pro¢ k jeho feseni potrebujeme sofistikovanéjsi pristup. Zaroven se podivame
na to, jak strukturu matice rozmazani obrazu ovliviiuje volba okrajové podminky
a jak lze vyuzit téchto struktur pii nasobeni matice s vektorem [IJ.



Druhéa kapitola pojednéava o krylovovskych regularizacnich metodach. Pred-
stavime si metody LSQR [7], GMRES [8] a RRGMRES [9]. Tyto metody patii
mezi zndmé pristupy pro feseni diskrétnich inverznich tloh a o jejich aplikaci
pojednava rada publikaci [2, [3, 5]. UkéZeme si jejich algoritmy, vlastnosti a kon-
vergenc¢ni chovani.

Ve treti kapitole se pfesuneme k blokovym krylovovskym metoddm, které byly
ptuvodné navrzeny v |10 [T1] k feseni klasickych soustav linedrnich algebraickych
roviic s nasobnou pravou stranou. Pred ¢asem byla v [12] prezentovana myslenka,
jak lze téchto metod vyuzit pri feseni tloh zaostrovani barevného obrazku, kdy
jedna prava strana odpovida jednomu barevnému kanalu. Proto se dale zamérime
na rozsiteni blokovych metod pro feseni inverznich tloh. Predstavime si blokovy
LSQR, o jehoz vyuziti pii regularizaci pojednava prave [12]. JakoZto rozsiteni této
idey odvodime a popiseme blokovy GMRES a budeme diskutovat jeho tpravu
na blokovy RRGMRES.

Na zavér pristoupime k numerickym experimenttim s vyuzitim prostiedi MAT-
LAB, vybranych toolboxu a vlastnich implementaci vsech diskutovanych krylo-
vovskych metod. Podivame se na konvergenc¢ni chovani predstavenych algoritmii
v zavislosti na hladiné Sumu a vybrané okrajové podmince. Zhodnotime jejich ca-
sovou narocnost a vzajemné porovname blokové a neblokové krylovovské metody.



1. Ulohy zaostfovani obrazu

Abychom mohli regularizacni metody pro tlohy zaostfovani obrazu analyzo-
vat, je tfeba porozumét tomu, jak vibec pocitac s obrazky pracuje.

Zatimco teoreticky koncept obrazu je spojity, pocita¢ dokaze pracovat jen
s konecénym poctem c¢isel. Nezbytnym krokem je proto digitalizace. Tento pojem
oznacuje prevod spojitého analogového signalu na signal digitalni. Tim ziskame
digitalni obraz, ktery nyni mizeme numericky reprezentovat.

1.1 Numericka reprezentace obrazu

Digitalni obraz se sklada z pixeli. Hodnota jednoho pixelu odpovida jeho
intenzité. Uvazime-li obrazek ve stupnich Sedi (viz obrézek [L.1), intenzita kore-
sponduje s mnozstvim vyzareného bilého svétla. Nejnizsi znaci ¢ernou barvou,
nejvyssi bilou barvou. V nasem pripadé jeden pixel zabird 8 biti paméti, tedy
intenzita nabyva hodnoty z mnoziny {0, ..., 255}.

Obraz ukldaddme ve formé nezaporné matice, kterou si nyni definujeme.

Definice 1 (Nezaporna matice a matice obrazu). Matice X = (X ;)mn € R™™
se nazyvd nezapornd, pokud pro vsechna i € {1,...,m}, j € {1,...,n} plati:

X;; > 0.

Matici obrazu nazveme nezdpornou matici z R™™  wve které je jeden pixel ob-
razu reprezentovan jednim prvkem matice.

Pri praci s RGB obrazkem ukldddame informaci do trojice matic (resp. troj-
rozmérné matice). Kazdému kanélu ptislusi jedna matice, jeden pixel nyni zabere
3 bajty paméti (viz obrazek . Hodnota pixelu odpovida intenzité cerveného,
zeleného, resp. modrého svétla. Mimo RGB existuje i fada dalsich barevnych
forméti, reprezentace obrazu vsak bude analogicka.

Na zaveér této sekce jesté poznamenejme, ze existuje vice moznych formati pro
reprezentaci jednoho pixelu. Velmi ¢asto se miizeme setkat s reprezentaci v inter-
valu [0,1]. Pro ilustraci si ukazeme preskalovani prvki matice obrazu z mnoziny
{0,1,...,255} do intervalu [0,1] [

0 255 0 255 O 0 1 0 1 0
255 102 255 102 255 1 04 1 04 1
0 255 0 255 O — 0 1 0 1 0
255 102 255 102 255 1 041 04 1
0 255 0 255 O 0O 1 0 1 0

1Vice informaci naleznete v kapitole
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Matice obrazku 5 x 5 pixel ve stupnich Sedi.
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Obrazek 1.2: Matice barevného obrazku 5 x 5 pixela reprezentovaného v RGB.

1.2 Linearni model rozmazani obrazu

Ve chvili, kdy vime, jak reprezentovat diskrétni obraz v numerické podobé, se
muzeme presunout k interpretaci tlohy zaostrovani obrazu — nejprve ve stupnich

sedi, pozdéji RGB. Motivaci ndm bude nasledujici priklad:

Priklad 1. Mame obrazek ve stupnich Sedi zachyceny béznym fotoaparatem. Vli-
vem §patné zaostiené ¢ocky je vsak rozmazany a zasumény. Ulohou je ke vstup-
nimu obrazku nalézt matici obrazu, kterd reprezentuje zaostfeny obraz (viz obra-
zek. Obréazek ma 594 x 594 pixell a je zasumény gaussovskym bilym Sumem

s hladinou $umu 107! O Sumu pojednévé sekee [1.2.1]

i

o

Obrazek 1.3: Vlevo zaznamenany obrazek, vpravo presné feseni piikladu



1.2.1 Sestaveni maticového modelu

Pro nalezeni aproximace nezndmého ostrého obrazu nyni sestavme matema-
ticky model procesu rozmazani. Necht B € R"*" oznacuje matici naseho rozma-
zan¢ho obrazku a X € R™*™ matici hledaného zaostieného obrazku. Predpokla-
dejme apriorni znalost modelu rozmazani, ktery je navic separabilni. To znamena,
ze v modelu je rozmazani radkl a sloupcti na sobé nezavislé. Potom existuji ma-
tice A, € R™™ a A, € R™", které urcuji vztah mezi ostrym a rozmazanym
obrazkem [1]:

AXAT =B. (1.1)

Point spread funkce

Rozmazéani obrazku lze modelovat point spread funkci (PSF), ktera popi-
suje, jak je bodovy zdroj svétla upraven a zkreslen optickym systémem. Jinymi
slovy: PSF popisuje, jak je svétlo z jednoho pixelu v obrazku X rozprostieno
na urcity pocet pixeli v rozmazaném obrazku B (viz obrazek .

Obréazek 1.4: Point spread funkce. Vlevo bodovy zdroj svétla, vpravo jeho out-of-focus
blur.

Matematicky lze tento proces popsat pomoci diskrétni 2D konvoluce [2]:

(m—1)/2 (n—1)/2

Bij= > > PrpjaXu (1.2)

k=1 =1

kde B, j, Vi,e€ {1,2,...,m}, Vj € {1,2,...,m}, oznacuje prvek matice obrazu B
na pozici ,j. Pro vizualizaci viz obrézek[1.5 V praxi ma point spread funkce mensi
rozmeéry nez prislusny obraz, proto pro sestaveni matice P je potieba ji doplnit
nulami tak, aby PSF byla vycentrovana. Zaroven prostfedni prvek odpovida Fy .
Bez Gjmy na obecnosti predpokladame, ze B a P jsou rozméru alespon 3 x 3
a m, n jsou liché |

2V opaéném piipadé by matice PSF nemohla byt vycentrovina. Jde tedy o piedpoklad pro
zjednoduseny zapis, prakticky mize byt velikost obrazku libovolna.
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Obrazek 1.5: Vizualizace diskrétni konvoluce [13].

Zméme-li zptisob, jak k rozmazani obrazu doslo, je mozné sestrojit PSF expli-
citné. V piikladu [I] doslo k rozmazéani kvuli Spatnému zaostieni ¢ocky. Tento jev
je oznacovan jako out-of-focus blur a lze jej modelovat predpisem

1 . .
{W’ i2 4 52 < p?

Pi‘_
S0, 2+

kde r oznacuje polomér PSF. Dalsim castym zptisobem je rozmazani pohybem,
pripadné atmosférickou turbulenci. O téchto a dalsich zptisobech se lze vice docist
v [1].

Jak jiz bylo zminéno, nasim predpokladem je, Ze rozmazani je separabilni,
tedy existuji vektory ¢ € R™, r € R" splnujici

C—(m-1)/2
P=cr’ = : (7’7(%1)/2 t 'r(nfl)/2)' (1.3)
C(m—1)/2

Vyuzijeme-li tohoto rozkladu v rovnici (|1.2)), dostaneme

(m—1)/2 (n—1)/2 rj-1
B;; = Z Z CimkTjm1Xpg = (Cio1, ... 7Ci—(m—1)/2) - X :
k=1 =1
Tj—(n-1)/2

Z tohoto vyjadreni a rovnice ((1.1)) je jiz mozné sestavit matice A, a A,.. Konkrétni
podobu matic rozebereme v sekci |1.2.5]

Sum

V dosavadni podobé se tloha zda byt pomérné jednoduchd, jenze zachyceny
obrazek je nejen rozmazany, ale zaroven obsahuje i Sum. Jeho zdrojem je prede-
vsim jiz zminéna digitalizace, pti které nelze namérené hodnoty pixelti ukladat
presné a dochazi k zaokrouhlovani. Sum mize vSak byt i jiného ptivodu v zavis-
losti na tloze, kterou modelujeme. Budeme uvazovat pouze aditivni Sum E, v feci
matic jde o matici spliujici rovnost:

B = B.,ou + E, kde (1.4)

T
Bezact = ACX61'CLCtA'r' .

B..«t 0znacuje matici obrazu bez sumu, kterou ale ve skute¢nosti nezname.



Zaroven se v nasich experimentech omezime na gaussovsky bily sum, coz
znamend, ze vSechny prvky matice E = (Ej;).,, budou nélezet stejnému Gaus-
sovtl normalnimu rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou a rozptylem n?, tedy

Ei;~N(0O,7) Vie{l,....m},je{l,....,n}

Podstatné je, ze mnozstvi Sumu je nezavislé na konkrétnim pixelu. Pro interpre-
taci mnozstvi sSumu v obrazku se nejvice vyuzivaji funkce signal-to-noise ratio
a hladina Sumu:

Definice 2 (Signal-to-noise ratio). Méjme matici B = (B, j)mn € R™™ oznacu-
jict matici obrazu a E = (E; j)mn € R™*™ oznacujici matici sumu. Potom

2
IBllE _ S X Bl

2 2
IBlm X8 X5 [Eil

SNR(B,E) =

nazveme signal-to-noise ratio (SNR).

Definice 3 (Hladina sumu). Méjme matici B € R™*™ oznacujici matici obrazu
a E € R™" oznacujici matici sumu. Potom

Ell,
B.E) =
HBE) =g

nazveme hladinou sumu.

Obé vyse definované funkce jsou zavislé pouze na Frobeniové normé matice
obrazu a matice Sumu. Je tedy postacujici pracovat dale s jednou interpretaci
mnozstvi Sumu, v nasem pripadé s hladinou sumu.

1.2.2 Obecny linearni model

Nyni si predstavime druhy zptsob, jak modelovat tlohu rozmazani obrazu.
Vychazi ze soustavy rovnic
Ax =D, (1.5)

kde A € R™*™" je ¢tvercova matice rozmazani a x € R™, b € R™ jsou
vektorizace matic X a B z predchoziho modelu. Vektorizace matice je definovana
nasledovné:

Definice 4 (Vektorizace matice). Méjme matici

X =(x1 X3 ... X,) € R™",

kde x1,Xs,...,x, € R™. Potom
X1
X2
vee(X)=1| . | eR™
Xn

nazveme vektorizaci matice X.



Obrazek 1.6: Maticova reprezentace versus vektorové reprezentace obrazu.

V praxi tedy vektorizace matice obrazu vznikne ,rozfezanim® obrazku po
sloupcich m x 1 pixel a néslednym ,slepenim*® (viz obrazek [1.6)). Matici A ziskame
z modelu (|1.1)) skrze Kroneckeruv sou¢in matic, ktery se tidi definict:

Definice 5 (Kroneckerv soucin matic). Méjme matice A, = (Af;)n, € R™"
a A. € R™™. Potom Kroneckeriv soucin matic A = A, ® A. odpovidd [T},
kapitola 2.1]

Aq,lAc A§,2Ac T A;,nAC
AL A, AL,A, - AL A,

Ar X Ac = 2’? 2’? . 2" c anxnm.
A;71AC A;,QAC A A:L,TLAC

Vyuzitim téchto poznatku prevedeme model ([1.1]) na model (1.5)):
(A, @ A,) - vec(X) = vec(B). (1.6)

Stejné jako u predchoziho modelu nesmime opomenout pritomny sum v obrazku,
proto

b = bewact + e, (17)
kde

bexact = VeC(Bexact> eRmn’
e = vec(E) e R™

a Begact, EE znac¢i matice z rovnice . Obecnost tohoto modelu tkvi v sirsim
vyuziti — mimo modelovani tilohy zaostfovani obrazu lze tento model vyuzit napri-
klad pti urc¢ovani gravimetrického profilu ¢i pii rekonstrukei signalu z pocitacové
tomografie [2].

Rozmazani barevného obrazu

Oba vyse zminéné modely 1ze poupravit pro zaostrovani barevného obrazu re-
prezentovaného RGB barevnym modelem. Uvazime-li obecny linedrni model (|1.5),
prislusna tloha zaosttovani barevného obrazu odpovida

AX = B, (1.8)



kde

A € ]Rmnxmn7
X = (XR Xa XB>ERmnX3,

B = (br bg bp)eR™,

pricemz by, bg,bp a Xg, Xg, Xp 0znacuji odpovidajici vektorizace matic obrazu,
které udavaji informaci o intenzité cerveného, zeleného a modrého svétla. Je
vhodné zminit, Ze tento model predpokladd identické rozmazani vsech tii ba-
revnych kanali. V opacném pripadé bychom museli definovat mnohem slozitéjsi
model. Tento jev vsak neni az tak casty, proto ziistaneme u tohoto modelu.

Obrazek 1.7: Priklad |1|s barevnym obrazkem.

1.2.3 Naivni reseni

Predpokladejme, ze matice A je regulérnﬂ Potom soustava Ax = b ma
natvni reseni
Xnaive = Ailbv (19>
jez by mohlo piisobit jako vektorizace matice hledaného zaostreného obrazku. Jak
ale ukazuje obrazek toto naivni feSeni ma k redlnému ptvodnimu obrazku
daleko. Pro¢ tomu tak je, nam ukaze analyza vlastnosti matice rozmazani.

Obréazek 1.8: Naivni feseni. Vlevo presné feseni piikladu |1} vpravo odpovidajici naivni
Teseni.

3V praxi je tento predpoklad ¢asto splnén.
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1.2.4 Vldastnosti matice A

Nejprve zavedme pro tuto sekei pifklad [2] jenz pracuje s fadové mensim ob-
razkem nez predchozi piiklad

Priklad 2. Mame obrazek 22 x 22 pixel vygenerovany funkci PRBlurGauss(22)
z toolboxu IRTools v Matlabu (viz [15]). K nému pridame aditivni Gaussuv Sum
s 11 =10"* s out-of-focus blur s r = 17 (viz obrdzek [1.9).

> [

Obréazek 1.9: Vlevo piivodni obrazek vygenerovany IRTools, vpravo rozmazany a za-
sumény obrazek.

Pro samotnou analyzu matice A budeme potiebovat vétu o singularnim roz-
kladu:

Véta 1 (Singularni rozklad). Necht A € R™" je matice hodnosti r. Potom
existuji ortogondlni matice U = (uy,- -+ ,uy) € R™™ a V = (v, -+ ,v,) € R¥",
které splnuji

_ Er O T d —
A_U<O O)V —iz::lo-zuzvi7

kde 3, € R™" je diagondlni matice s 01 > o9 > ...0,. > 0 na diagonale. Vektory
Uy, Uo, ... se nazyvaji levé singuldrni vektory, vy, va, ... pravé singuldrni vektory
a skaldry oy, 09, ... singuldrni ¢isla [16, kapitola 2.5].

S vyuzitim tohoto rozkladu muzeme nyni vyjadrit naivni feseni ((1.9):

m ul'b
Xnaive = A_lb = VE_IUTb = Z ;_ *V;
i—1 i
1.10)
mn T mn T mn T ( '
_ u; (bexact + e) - u; Dexact u; e
Xnaive — Z ‘ V; = Z — -V —+ Z A * V.
i=1 Ti i=1 i i=1 i

Ve vyjadieni dostavame dvé sumy. Prvni z nich koresponduje s presnym
feSenim X,pqct, druhd s A~'e oznacovanym jako inverzni sum. Je tedy na misté
prozkoumat podil tohoto inverzniho Sumu v jednotlivych komponentach naivniho
feseni v zavislosti na rostoucim indexu i. Zavedme nejprve definice, které poslouzi
pro potieby analyzy.

Definice 6 (Diskrétni Picardova podminka). Necht T oznacuje droven strojové
presnosti. Potom rekneme, Ze diskrétni Picardova podminka (DPC) je splnéna,

okud pro kazZdou singuldrni hodnotu vétsi nez T plati, Ze prislusné koeficienty
f klesaji k nule (v praméru) rychleji nez o; [2].

T
U,L» be:vact
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Definice 7 (Kovarian¢éni matice K). Necht's € R® = (sy,82,...,8,)" je ndhodny
vektor a Si,Sa,...Sy jsou ndahodné veliciny s konecnou stredni hodnotou a roz-
ptylem. Potom kovariancéni matice K(s) je c¢tvercovd matice, kterd md na pozici
(i, j) kovarianci s; a s;,

K(8)i; = cov(si,s;) = E[(si — E(s:))(s; — E(s;))];
kde E znaci stredni hodnotu [17, kapitola 2.3].

Matice A ma zhlazujici efekt, nebof rozmazanim se v obrazku redukuji vysoké
frekvence, coz se projevuje eliminaci ostrych hran a detailti. Zhlazujicim efektem
mame na mysli vlastnost, kdy prenasobeni matici A tlumi ve vektoru vysoké
frekvence a vektor Ax je tak vyrazné hladsi nez vektor x. To mé vliv i na hladkost
vektoru begqet, ktery tak splnuje diskrétni Picardovu podminku [3].

Hodnota ;‘F exact| tedy s rostoucim ¢ klesd v primeéru k nule. Naproti tomu

hodnota ‘ug’e‘ je na indexu nezavisld a pohybuje se kolem hodnoty 7 (smérodatné
odchylka e), coZ je moZné ukdzat na kovariancni matici vektoru UZe [2]:

K(U”e) = U'K(e)U = U'E(e’e)U = n’UTU = 2’1,
kde n? znaéi rozptyl slozek vektoru e. Chovani vektoru UT'e tedy odpovid4 gauss-
ovskému bilému sumu. Vzhledem k tomu, ze o; klesaji k nule, koeficient J—[ roste
a se zvysujicim se indexem se postupne stava dommantm slozkou. V celkovem

souctu proto hodnota koeficientu ¢; = (viz obré-
zek [1 - 1.10] reprezentujici takzvany Picardiv graf pouzivany standardné k analyze
inverzni tlohy).

10° T . : : ;

10°

%ﬁ#ﬁ%{ﬁ %%ﬁ‘%*ﬁ%%ﬁﬁ}%r 1A

Al¥

10°F

1B

—*— \uTb

i exa
10710 1 1 I I 1 1 1 I I
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

iterace

al'7

10° . :

e, il W*ﬂ"“‘ ke
,.:ﬁ“ M 4

10-5 L

—+—|ub|

- Jubllo,

10.10 1 L L L L L L L L
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
iterace

Obréazek 1.10: Picardav graf. Horni graf odpovida obrazku z piikladu [2| bez pfidaného
sumu, druhy graf pak obriazku se Sumem.
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Nyni jesté provedme analyzu naivniho feseni maticového modelu pro lepsi
porozuméni chovani jeho komponent. Analogicky k ([1.10]) miuzeme vyjadiit X, 4ive

nasledovné:
mn uin

X naive = Z

i=1 Y

V., (1.11)

kde V; € R™ "™ oznacuji singular images, tedy matice, jez vznikly z pravych
singularnich vektora ,pferovnanim® z rozméru mn x 1 do m x n (neboli plati
vec(V;) = v;). Kazdy pravy singuldrni vektor ndm davé informaci o ur¢ité frek-
vencni oblasti. Vektory odpovidajici vyssim singularnim ¢islim odpovidaji nizsim
frekvencim a obdobné nizsi singularni ¢isla davaji informaci o vyssi frekvenci. To
vyplyva z toho, Ze singularni vektory se chovaji jako Fourierova béaze [1] (viz

,
obréazek [1.11)).
v, v, 0
g 01 g 01 m
005 0.05 0.05
0 0 0
0.05 0.05 -0.05
0.1 0.1 0.1
5 10 15 20 5 10 15 20 5 10 15 20
Vi
m 01
0.05
0
-0.05
0.1
5 10 15 20

V1G v32
Obréazek 1.11: Singular images V; z prikladu [2| Zelené jsou znézornény kladné prvky
vektoru, ¢ervené zaporné prvky. Se zvysujicim se indexem ¢ lze pozorovat ¢astéjsi stii-
dani znaménka.

Koeficient ¢; v rozvoji > ;"] (;V; udava mnozstvi obrazové informace z patficné
frekvence. Jelikoz od jistého i tento koeficient diverguje, v celkovém souctu budou
prevladat vysokofrekvencni singular images. To vysvétluje podobu naivniho feseni
na obréazku [L.8

Naivni feseni je v ulohach zaostfovani obrazu nepouzitelné. Proto se ve druhé
kapitole zamérime na moznosti, jak tlohy fesit 1épe. Jesté predtim se podivame
na konkrétni strukturu modelu.

1.2.5 Struktura modelu

V sekci jsme ukazali, Ze proces rozmazani lze ¢asto modelovat diskrétni
2D konvoluci, viz rovnice . Tuto rovnici lze preformulovat tak, ze vysledna
intenzita pixelu reprezentovaného B;; odpovida vaZenému souctu intenzit okolnich
pixeli. Problém tkvi v tom, Ze neni jednoznacné, jak pocitat konvoluci v krajnich
bodech obrazki, kde mame omezeny pocet sousednich pixeli.

Existuji vSak tri zdkladni okrajové podminky, které nam davaji feseni to-
hoto problému. Nejjednodussi je nulovd okrajova podminka, pri které predpo-
kladame, ze vnéjsi okraj obrazu je cerny, pixely maji nulovou intenzitu. Pokud
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jsou vsak okraje naseho obrazku svétlé, je treba zvazit vyuziti periodické nebo
reflexivni podminky. Podobu okrajovych podminek shrnuje obrazek [1.12]

Presunme se nyni ke strukture matice A. Abychom pochopili, jak bude matice
vypadat pri riiznych okrajovych podminkach, omezime se z ilustrativnich divoda
na nejmensi mozny model (pro vétsi modely je konstrukce analogickd). Méjme
model s X, B € R**? a point spread funkci P = (P, ;)3 3. Potom pii uziti
nulové okrajové podminky dostavame nasledujici vyjadieni matice rozmazani
(prazdné pozice odpovidaji nulam):

Poo  Po Py Pia
Py Poo Poa P Py Pia
Py_1 Pop P Py
Py Py Poo  Po Py P
A=|P, 1 P,y P, Po1 Poo  Po P P P
Py Py Po—1 Fop Py Py
P19 P_i) Poo Do
Py Py Py |Ry-1 Poo Foa
Py Py Po—1 Poo
(1.12)

Tato matice je toeplitzovskd blokova, pricemz jednotlivé bloky jsou také toeplit-
zovské matice. Tato struktura je pamétové velmi vyhodna, nebof kazdou toepli-
tzovskou matici je mozné plné popsat jejim prvnim sloupcem a radkem.

Pro periodickou podminku dostavame A v podobé

Poo Poi  Po— Py P P Pyo P13 P

Po—1 Pop  Pon Py Py Py Py P,y P,

Por Ro—1 Pop P, P Py P,y P Py
P.io P Py Poo Py Po-1 Py Py P
Py Py Py, Pov Rop  Poa Py Py Py ;
P, Py Py Pon  Po—1 Pop P, P Py

Py Py P P.io P.i1 P Poo FPoy  Po-

Py Py P P, Phoy Py, Po-1 Poo  Poa

P P P Py, P11 Py Por Po-1 Fop

(1.13)

tedy A je cirkulantni blokova matice s cirkulantnimi bloky. K ulozeni cirkulantni
matice postaci dokonce jeden vektor reprezentujici jeji prvni sloupec.
Pro model (1.1)) ziskdme matice A. a A, vyuzitim rovnice (1.3) a definice

Kroneckerova souc¢inu. Pro nulovou okrajovou podminku ziskdme matice

o T G O
Ar = |T-1 To 1 Ac = | CcC-1 C( C1
r—1 7o c_1 O
a obdobné pro periodickou okrajovou podminku
To T1 r_q Co C1 C_1
Ar=|ra1 ro m |Ac=|c1 o
T -1 To C1 C-1 Cp

Vv

(viz [1]), ale vlastnosti matice A (respektive A, A,) umoziuji u vsech okrajovych
podminek rychlé nasobeni s vektorem a pamétovou efektivitu.
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0 0 O

XOZ 0 X 0
0 0 O
X

Xho Xp Xpy
Xp=| X, X X,
th Xh th

Obréazek 1.12: Okrajové podminky. Shora: nulovd, periodickd a reflexivni okrajova pod-
minka. X zna¢i matici pavodniho obrazku, Xj matici horizontdlné prevraceného, X,
vertikalné prevraceného a Xy, horizontalné i vertikalné prevraceného obrazku.
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1.3 Algoritmus rychlého nasobeni matice s vek-
torem

Klasické algoritmy pro nasobeni matice rozméru n x n s vektorem délky n
vyzaduji O(n?) operaci. ProtoZe jsou matice ndmi uvazovanych modelt blokové
toeplitzovské (nebo dokonce blokové cirkulantni) se strukturovanymi bloky, pti
vhodné zvoleném algoritmu lze redukovat slozitost na O(nlogn). Prikladem ta-
kového algoritmu je nésobeni pomoci rychlé Fourierovy transformace (Fast
Fourier Transform, ddle FFT), které nyni popiSeme. Za¢néme klicovou definici
diskrétni Fourierovy transformace.

Definice 8 (Diskrétni Fourierova transformace). Necht T je téleso a w € T.
Diskrétni Fourierova transformace (DFT) s parametrem w je definovina jako
zobrazeni mezi vektorovymi prostory T* — T", které vektoru koeficientu priradi
vektor hodnot v bodech 1,w,w?, ... w" ' [18, kapitola 8.1].

Pro na$i aplikaci budeme déle uvazovat T = R a pfedpokladat n = 2! pro
[ € N. Dale si predstavme algoritmus FFT a rychlé nasobeni polynom, jez tvori
zakladni stavebni kdmen findlniho algoritmu nasobeni matice s vektorem. Jejich
vyuzitim dochazi k redukci poétu jednotkovych operaci.

Algoritmus 1: FFT(w) [I8, kapitola 8.2]

Input: (ag,a1,...,a,1)

Output: DFT(CU)(CL(),CH, e ,an_l) = (do, e 7dn—1)
1 if n=1 then
2 ‘ return ag
3 end
4 (bo, ..., byj2—1) SFFT(w?)(ag,az, ..., an_2);
5 (co, - Cn/g 1) SFFT(w?) (a1,as, ..., an_1);
6 fori=0,...5-1do
7 d; = b; + w'e;;
8 Aiynso = by —W'ec;;
9 end

Algoritmus 2: Rychlé nasobeni polynomu [I8] kapitola 9]

Input: p =30 a;x', ¢ = X0, b’ € R[z]
Output: p - g = X" fiz!

Zvol N =2F >m+4naw==+l;

C (w)(ao,al, 0,0, ..,0);

d FFT(M)(bo,bl, ce ,bm,O, ce ,0),
e=c-d= (Codo, Ce ,CN_ldN_l);

f = HFFT(w ) (e, ... .en_1);

[ N R

je rekurzivni algoritmus, jenz prevadi vektor redlnych ¢isel do DFT repre-
zentace a jehoz zdkladnim stavebnim kamenem je vyhodnoceni polynomu stupné

s < nv bodé a skrze vyhodnoceni polynomti stupiiti s/2 v bodé o?. |[Rychlé naso-
[beni polynomu| prevadi polynomy do DF'T reprezentace, vynasobi je mezi sebou
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a vysledny soucin prevede inverzni diskrétni Fourierovou transformaci zpét do
puvodni reprezentace.

Nyni miizeme pristoupit k findlnimu algoritmu rychlého nasobeni matice s vek-
torem. Uvazujme toeplitzovskou blokovou matici A z a vektor

T
V:<U11 V12 V13 V21 "'U33) .

Potom rychlé nasobeni matice s vektorem pomoci FFT vypada nasledovné:

Algoritmus 3: Rychlé nasobeni Toeplitzovské blokové matice s vekto-
rem [19]

Input: A, v

Output: Av =D

k=mn-1)/2

for7,7=1,2,...,ndo

Ai—k—l,j—k—l = (l’l +1—k— 2)(211 — ].) + (l’l +] —k— 2),
oy = 2n(n = 1) = (i = (20— 1) = (j - 1)

end

F(t) = S5 S5y Pyt

g(t) = 30y Xjy vyt

h(t) ﬁRychlé nasobeni polynomﬁk f(t),q(t));
for7,7=1,2,...,ndo

&Gi=2n(2n—1)—i(2n—1) —j;

d; j = coef(h(t57))

12 end

13 D = (dij)an

© 0 N O 0w N

1
1

o

[

Podstatou metody je prevedeni matice a vektoru na polynomy f(t) a g(t) a vy-
uziti rychlého nésobeni polynomu. Vysledny vektor A(t), respektive koeficienty
¢lent stupni §; ;, pak odpovida hledanému souc¢inu Av. Vice informaci naleznete
v [19], o algoritmu rychlého nésobeni polynomu a FFT pak v [I8, kapitola 8-9]
nebo v [20, kapitola 8].
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2. Krylovovské regularizacni
metody

V této kapitole si predstavime iteracni metody pro reseni problému ,
jez priblizné teseni hledaji v Krylovové prostoru a zaroven maji regularizacni
vlastnosti. Nejprve pristupme k samotné definici Krylovova prostoru, k definici
stupné vektoru vzhledem k matici a k lemmatu o dimenzi Krylovova prostoru.

Definice 9 (Kryloviv prostor). Necht A € R¥™" ro € R* an > m > 1. Potom
Km(A,ro) = span{rg, Arg, A’rg,..., A" 'ry}
nazveme m-tym Krylovovym prostorem matice A a vektoru ro [{)].

Definice 10 (Stupen vektoru rg vzhledem k matici A). Méjme matici A € RV
aryg € R*. Potom

d(A,rg) = min{k € N | dim(Ki(A, o)) = dim(Kry1(A,10))}
nazveme stupném vektoru rq vzhledem k matici A.

Lemma 1 (Dimenze Krylovova prostoru). Necht A € R™™" ry € R a k < n.
Potom pro dimenzi Krylovova prostoru Ki(A,ro) plati

ki k < d(A, )

(2.1)
d(A, I'()) k > d(A, I'()).

dim(Ky(A, ro)) = {

Z tedy plyne, ze dim(Ky,(A,rg)) < m. Déale v nasich odvozenich predpokla-
dejme plnou dimenzi zkonstruovanych Krylovovych prostorii, tj. presné m.

Velkou vyhodou krylovovskych metod je, ze nevyzaduji explicitni sestaveni
matice A, namisto toho pracuji pouze s nasobenim matice modelu s vektory a lze
tudiz vyuzit algoritmi rychlého ndsobeni matice A s vektorem (viz sekce .

Krylovovskych regulariza¢nich metod je cela fada. Principem jejich fungovani
je projekce ptvodniho problému do Krylovova prostoru mensi dimenze, pricemz
tuto dimenzi iteracné zvétsujeme. Prostor je konstruovan tak, aby mu domino-
valy hladké vektory a aby tak dochazelo k potlaceni vlivu sumu z ptivodnich dat.
Jelikoz projektovana tloha je velmi malé dimenze, je mozné ji pomérné snadno
resit. Toto TeSeni je pak projektovano do piivodni dimenze, ¢imz ziskavame regu-
larizovanou aproximaci hledaného Teseni X 4.

Jako zastupce zde popiSeme nejpouzivanéjsi algoritmy — metodu LSQR a me-
todu GMRES spolu s jeji variantou RRGMRES. Vysvétlime, jak pracuji a zmi-
nime se o jejich konvergenci.

2.1 LSQR

LSQR [7] je metoda pro feseni ¥idkych linedrnich soustav, linedrnich aproxi-
macnich problémi ¢i inverznich problému. Zaklada se na aproximaci feSeni pro
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projektovanou tlohu pomoci nejmensich ¢tvercti a hlavnim cilem je minimalizovat
normu rezidua.
Ozna¢me X, pocateéni aproximaci (¢asto se voli nulovy vektor) a

I’OZb—AXO

pocatecni reziduum. Projekéni prostor v LSQR odpovida Kn(ATA, ATr). Po-
catecni vektor zde predstavuje zhlazené pocatecni reziduum. Kazdy dalsi vektor
generujici projekéni prostor je ziskan ndsobenim s AT A, coZ zaru¢uje hladkost.
7 dtivodu numerické stability vsak nelze pracovat primo s generujicimi vektory.
Budeme proto konstruovat bazi ortonorméalni. To nam také umozni snadné vyja-
dieni projektované tlohy.

Algoritmus 4: LSQR [7]
Input: A, b, x
Output: x, € xg + Kn(ATA,ATry): Ax, ~ b
vo =0, 1o =b — Axq, B = |roll,, w1 =ro/b;
fori=12,...do
Q; Vi = ATUz‘ — Bivi_1, ||V1H2 =1;
Bitiliy1 = Av; — oy, ||ugq|l, = 1;
if o; = 0V ﬁi—i—l =0 then
m =1
prejdi na tadek 10;
end
end
Toiim = diag([aa, . .., an]) + diag([Bs, - - -, Bumt1], 1);
V= V1,...,Va);

Ym = argmin ||f1e1 — Ty my ||y
yer™

Xm = X0 + ViYm

© o N o G A W N R

[ R Y
N R O

=
w

Algoritmus 4] zac¢ind hledanim ortonormélni baze vi,vs,..., vy Krylovova
prostoru Kyn(ATA, ATry) a pomocné bdze u;, uy,. .., uy, prostoru Kn(AAT ry).
K tomu vyuzivd Golub-Kahanovu bidiagonalizaci [21], kterd probihd na fad-
cich 1-9. Kromé zminénych ortonormaéalnich bazi jsou vystupem bidiagonalizace

i kladné skalary aq, ..., am, Bi1,. .., Bus1, které tvori bidiagonalni matici
a1
B2 g
Tm+1 m = 63 s € R(m-l—l)xm
B O
Berl
splnujici

AVm = Um+1Tm+1,m

2.2
ATU, =V, T, (22)
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kde Uy, Uys1, Vi oznacuji matice s prisluSnymi ortonorméalnimi vektory. Je
vhodné zminit, ze cela konstrukce baze probiha vypocetné tsporné s vyuzitim
kratkych rekurenci. To ve vysledku znamend, ze pro ziskani dalsitho bazového
vektoru potrebujeme ortogonalizovat pouze proti dvéma predchozim bazovym
vektorim. Diky tomu je vypocetni naroc¢nost v kazdé iteraci konstantni.

Na zbylych fadcich hled4 algoritmus v prostoru xo+ K (AT A, ATrg) pFiblizné
reseni soustavy s minimalni normou rezidua. Vektor x, mizeme vyjadrit
pomoci baze V, jako

Xm = X0+VmYm (23)

a s vyuzitim rovnice ([2.2)) nalezneme vhodnou volbu y,, pro minimalizaci normy
rezidua:

b — Axull, = [Ib—A(xo+ Vaym)ll;

Ito = Uns1 Ty tmYmlly
||5V1 - Um+1Tm+1,mYm||2
= ||Um+1<5e1 - Tm+1,mym)||2
= [|Be1 = Tui1mYmlly-

Z toho vyplyva, ze pribliznym feSenim je vektor
Xm = X0 + VaYm,

kde

Y = argmin ||fe; — Tyl
yeR™

Projektovana tloha je tvaru
Tm+1,my ~ 561

a jeji Teseni hleddme ve smyslu nejmensich ¢tverci. Protoze m je typicky malé,
lze k tomu vyuzit jako vnitini fesi¢ pfimou metodu zalozenou na QR rozkladu
pomoci Givensovych rotaci [16), kapitola 5.1].

2.2 GMRES

Druhou metodou je GMRES (General Minimal RESidual) [8]. Jak ndzev napo-
vid4, i u ni je hlavnim cilem minimalizace normy rezidua b— Ax. Projekce se vSak
provadi jinym zpusobem a do jiného Krylovova prostoru, konkrétné do Kp(A,rg).
To s sebou nese riizné vyhody a nevyhody.

Podstatnym rozdilem je, ze na rozdil od LSQR lze tuto metodu pouzit pouze
pro modely se ¢tvercovou matici. Nase tloha zaostrovani obrazu vsak tento pred-
poklad splnuje. Dale pak vypocet baze Krylovova prostoru probiha v ramci Arnol-
diho algoritmu [22], ktery nevyZaduje ndsobeni s AT ale na druhou stranu pracuje
s dlouhymi rekurencemi. To ma za nasledek, ze vypocetni naroc¢nost kazdé dalsi
iterace roste a neni tak efektivni provadét vetsi mnozstvi iteraci.
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Algoritmus 5: GMRES [§]
Input: A b, xy, m
Output: x,, € xg + Ln(A,rg): Axy =~ b

119 =b—Axo, f=|rolly, vi=ro/B;
2 for j=1,2,...,mdo

3 W; = AVj;

4 for:=1,...,57 do

5 hij = (Wj,v;);

6 W =W; — hjjv;
7 end

8 | hipas = lIwilly

9 if h]‘+1,j = ( then

10 m=j;

11 prejdi na radek 15
12 end

13| v =w;/|lwl,

14 end

15 Hm+1,m = (hi,j)erl,m;

=
=]

V=V, ..., Va);

Ym = argmin ||fe; — Hup1my|ly;
yeR™

18 X = X0+ Vi¥m

=
3

Do radku 14 v algoritmu [5| probihéa Arnoldiho proces hledajici ortonormalni
bézi (v1,...,Vimi1) Krylovova prostoru Ky (A rg). Ortogonalizacni a normalizacéni
koeficienty se uklddaji do horni Hessenbergovy matice Hyt1m € Rm+1)xm - Jeif
prvni poddiagonala obsahuje pouze kladné prvky dané normami pomocnych vek-
tortt w;. Vysledné matice pak spliuji

AV, = VpuHpiim
Obdobné jako u LSQR je zbytek algoritmu vénovan hledani vhodného ptibliz-
ného feseni soustavy ([1.5)), v tomto pi{padé v prostoru xo+Ku(A,re). Vyjadrenim
X jako a upravou normy rezidua nalezneme minimalizator yy.
b~ Axal, = Ib= Al + Vayal,
= [lro — AVuyul,
= Hﬂvl - Vm+1Hm+1,mYm||2
= H‘/m+1(ﬁel“11m+Lmym)H2
= Hﬁel“I{m+LmYmH2
Pribliznym fesenim soustavy pro GMRES je tedy
Xm = X0 + V¥,

kde

Ym = argmin |[3e; — Hup1mY |,
yeR™

Projektovana tloha je tentokrat ve tvaru

Hm+1,my ~ Bel .

Opét ji lze tesit efektivné QR rozkladem za vyuziti Givensovych rotaci.
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2.3 RRGMRES

Algoritmus 6: RRGMRES [9]
Input: A b, xg,m
Output: x,, € x9 + Kin(A,Arp): Ax, = b

1r9g=b—Ax, f=|Ar, vi=Are/B, fi=(viro);
2 for j=1,2,...,mdo

3 w = Av;;

4 fori=1,...,7do

5 d; = (W, Vv;);

6 W =W — d;V;;

7 end

s | a=wly;

9 Vit = W/

10 | fiy1 = (Vir1,ro);

11 H(1:j,5)=Q(1:51:5)"d(1:);
12 if a =0 then

13 T=1;

14 oc=20

15 end

16 else if a > |H(j,j)| then
17 p=—H(jj)/ o
18 o=1/V1+ pu?
19 T =0,

20 end

21 else

22 1= —a/H(j.j):
23 7=1/V1+ p?
24 o= Tu;

25 end

26 | H(j.j)=7H(jj)—oa;
o | Q:jj:i+1)=Q(l:54) (T 0);
w | QU+1j:j+1)= (-0 7);
29 | W(,j)=(v;—=W(,1:5 - 1)TH(1:j—15)/H(5.5);
30 x; =x;-1+ (Q(L:7+1,5).f)  W(:,j);
31 end
Alternativou k GMRES je vyuziti obdobné metody — RRGMRES (Range

Restricted GMRES) [9]. Vysledné feseni soustavy (1.5 se nachdzi v takzvaném
shiftovaném Krylovoveé prostoru, jenz je definovan takto:
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Definice 11 (Shiftovany Kryloviv prostor). Necht A € R™*" je regquldrni, vektor
ro € R" je nenulovy a n > m > 1. Potom

Zm(A,ro) = span{Arg, A’rg, ... A"rg} = Kn(A,Ary)
nazveme m-tym shiftovanym Krylovovgm prostorem matice A a vektoru ro [2].

Vyuziti tohoto prostoru prinasi lepsi regulariza¢ni vlastnosti, nebot sum z ry je
zhlazen matici A jesté predtim, nez zacneme konstruovat projekéni prostor, a tak
jsou redukovany vysoké frekvence sumu [2].

Prvnich 9 radku algoritmu [6] odpovidd Arnoldiho procesu, zbyla ¢ést se vsak
na prvni pohled lisi od GMRES. V algoritmu [5| vidime na 17. fadku hledani
argumentu minima rozdilu dvou vektort, coz vede na problém nejmensich ctverci.
Ten ve skutecnosti fesime i v algoritmu [6] od 10. fadku, avSak zde jiz uvddime
variantu Tfeseni pomoci transformace Givensovymi rotacemi.

Maticové vztahy a tvar projektované tlohy pro RRGMRES zde jiz neuvadime.
Odvozeni bychom provedli obdobné jako u GMRES, avsak s vyuzitim shiftova-
ného Krylovova prostoru, viz [9]. Pro uplnost uvedme, ze RRGMRES pouziva
dlouhé rekurence, nebot baze se pocita modifikaci Arnoldiho procesu se startov-
nim vektorem Arg.

2.4 Konvergencni chovani

Vsechny vyse uvedené algoritmy ze své podstaty minimalizuji normu rezidua.
Miizeme pro né tedy vyslovit nasledujici lemma:

Lemma 2. Necht xt oznacuje Teseni soustavy metodou LSQR, x§ me-
todou GMRES a x£ metodou RRGMRES v k-té iteraci. Potom pro vsechna
ke{0,1,...} plati

b~ Asisa, < o - Axi],
b —Asaf, < [b—ax],
b~ Asctia, < o - Ax],

Uvédomme si, Zze minimalizaci normy rezidua provadime na projekénich pro-
storech rostouci dimenze. Lemma [2] implikuje, Ze pro reguldrni matici A existuje
k < oo, pro které Ax;, = b. Problém vsak tkvi v tom, Ze takové x; odpovida naiv-
nimu FeSen{ (1.9)), o némz vime, ze neni vhodnou aproximaci. Podivejme se proto
na skutecnou chybu ||Xezqet — Xk ||, abychom ukézali, jak ,vzdaleny“ je vektor x
od presného Teseni X yqct E]

Levy graf v obrazku potvrzuje oc¢ekavany pokles normy rezidua v LSQR
pro piiklad [I] Pravy graf vSak ukazuje, Ze skutecnd chyba aproximace FeSeni
nejprve klesa a od jistého indexu roste. Tomuto chovani se tika semikonvergence.
Pti¢inou tohoto chovani je fakt, Ze s pribyvajicim poc¢tem iteraci dochazi postupné

1V praxi Xgzqc: nezndme, takze tuto analyzu lze provést pouze s uméle vytvorenymi piiklady.
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Obrazek 2.1: Norma rezidua a norma chyby pro LSQR pouzité na prikladu

k pronikani Sumu z ptuvodnich dat do projekéniho prostoru a projektované tulohy.
Spoctena aproximace Teseni pak zac¢ina byt zanesena invertovanym sumem.

Obrazek nam ukazuje, ze obrazek s vektorizaci matice obrazu xy je ze za-
catku prilis hladky, postupné se zvyraznuji hrany, ale pak v obrazu zacina pre-
vladat sum. ,Nejlepsi“ aproximaci se zda byt x; pro k& = 9, coz koresponduje
i s minimem funkce chyby. Jenze jak takové k nalézt, kdyz nemiizeme prochazet
vsechny obréazky korespondujici s x; a hledat mezi nimi ten nejlepéi?ﬂ

Obrazek 2.2: Priblizna feseni inverzni tlohy z ptikladu |l| pfi vyuziti LSQR. Obréazky
odpovidaji aproximacim x;.

2Poznamenejme, e obecné pii fefeni inverznich tloh nelze dosdhnout piilis malé normy
chyby. Presnost je vzdy limitovana mnozstvim pfitomného sumu.
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Metod hledani vhodného parametru k je celd fada a nelze s jistotou ozna-
¢it jednu jako nejlepsi. Vzdy zalezi na konkrétnim typu tlohy. V praxi se lze
nejcastéji setkat s L-krivkou, zobecnénou cross validaci, normalizovanym kumu-
lativnim periodogramem a principem diskrepance [5]. Posledni zminény si nyni
predstavime.

Princip diskrepance

Princip diskrepance stoji na dvou zakladnich predpokladech — znamosti od-
hadu normy Sumu v obrazu a pouziti iteracni regularizacni metody, kde je norma
rezidua nerostouci. Pro metody, které tento predpoklad nesplnuji, 1ze princip dis-
krepance také pouzit, avsak implementace a konvergence takového postupu mize
byt obtizna.

Oznaéme ¢ jako odhad normy Sumu e. Norma Sumu odpovida normé rezidua
pro presné reseni:

||b - AXexactHg - ||bea:act +e— AXewactHQ - ||e||2

Chteéli bychom tedy nalézt takovou aproximaci x;, aby odpovidajici norma rezidua
byla rovna priblizné ¢q. Podminka nerostouci normy rezidua v iteracni metodé
zaruCuje existenci parametru k, pro ktery je ||b — Axyl, = |lell, = ¢ (viz
obrazek . Tato podminka je v pripadé vyuziti nasich regularizac¢nich metod
splnéna diky lemmatu [2|

9000

Norma rezidua
8500 = = =Norma Sumu

8000
7500

7000f - - " ——— = o = = - - - - - - - - - - -

Obrazek 2.3: Princip diskrepance. Graf ukazuje normu rezidua pro rostouci pocet iteraci
k u metody LSQR aplikované na piiklad

Hledany parametr k odpovida [23]:
k =max{l | |b— Ax,||, > vppqg > ||b — Ax11]],}, (2.4)
kde vpp > 1 oznacuje ,bezpecénostni faktor*. Cim vétsi vpp, tim silnéjsi regula-

rizace. Spolehlivost vybéru regularizacniho parametru budeme diskutovat v ka-
pitole vénované numerickym experimentiim.
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3. Blokové krylovovské
regularizacni metody

Doposud jsme se zabyvali ryze ¢ernobilymi obrazky, tedy obrazky s dvoj-
rozmérnou matici obrazu. V pfedchozi kapitole jsme v ramci dlohy zaostrovani
obrazu na jejich obecny linedrni model aplikovali krylovovské regularizacni
metody. U barevného obrazu s modelem lze zaostteny obraz hledat obdobné.
Staci model preformulovat jako soustavu tii linearnich rovnic

AXZ‘ = bz

pro i € {1,2,3}, kde kazda rovnice reprezentuje rozmazani jednoho barevného
kanalu. Kazdou z nich je mozno fesit samostatné a z vysledkii sestavit celkovou
aproximaci barevného obrazu. Nabizi se vSak zptsob, ktery dany model bere jako
celek, ¢imz se nevytraci souvislost mezi jednotlivymi kanaly.

Tim zptsobem je vyuziti blokoviych krylovovskyjch reqularizacnich metod, jez
si podrobnéji popiSeme v této kapitole. Zac¢néme definici blokového Krylovova
prostoru.

Definice 12 (Blokovy Kryloviv prostor). Necht A € R™" a Rg € R™? am > 1.
Potom

Ba(A Rg) = block span{Ry, ARy, A’Ry, ... A" 'Ry} C R™P, (3.1)
kde
m—1 )
block span{Ro, ARy, A’Ry, ..., A™ 'R} = { S AIRgS;, S; € RPXP}, (3.2)
=0
nazveme m-tym blokovgm Krylovovym prostorem matice A [Z])].

V piipadé modelu (1.8)) uvazujeme p = 3. Blokové krylovovské regularizaéni
metody vSsak mohou nalézt uplatnéni i jinde nez u RGB obrazku, proto model

AX =B (3.3)
nyni zobecnéme pro A € R™" X, B € R,

Kazdy sloupec matice, ktera nalezi prostoru By, (A, Ry), ndlezi podprostoru
Cu(ARg) =span{ry,...,ry, Ary,...,Arp, ..., A" 1y, ... A", } TR (3.4)

kde Ry = (r1 ro ... rp). Tato mnozina je ekvivalentni spojenim m-tych Kry-
lovovych prostortt matice A a r; proi = {1,...,p}, neboli

p
Co(ARg) = Kn(A,11) + -+ - + K (A, 1) = Span{ U ICm(A,ri)}. (3.5)
i=1
Blokovy Kryloviv prostor je tedy kartézskym soucinem Cy(A,Ry):
Bi(ARy) = Cu(ARg) X -+ X Cu(A,Rp) . (3.6)

p-krat

Pomoci Cy (A, Rp) nyni mizeme definovat stupen matice Ry vzhledem k ma-
tici A a vyslovit lemma o dimenzi.

26



Definice 13 (Stupen matice Ry vzhledem k matici A). Méjme matici A € RV
a Rg € R"P. Potom

IJ(A, Rg) = mln{k‘ eN | Ck(A,Ro) = Ck+1(A,R())}
nazveme stupném matice Ry vzhledem k matici A.

Lemma 3. Necht A € R™" Ry € RV a k < n. Potom pro podprostor Ci,(A,Ry)
a Bi(A,Ry) plati [24)]

1. dim(Ci(ARy)) < kp, k=1,....,v(ARy)
2. Ck(A,R[)) = CV(A,RO) (A,Ro), k= I/(A,Ro), V(A,Ro) + 1, PN
3. Bk(A,RO) = BV(A,RQ)(AaRO); k= I/(A,RO), I/(A,RO) +1,...

U neblokovych Krylovovych prostorti byla dimenze bud plna, nebo jiz do-
slo k dosazeni maximalni dimenze (viz lemma . U blokovych je situace jina.
7 je patrné, ze muZe nastat situace, kdy vektor A’r; je linedrné zavisly
na piedchozich vektorech, zatimco zbylé vektory AJry, i # k, jsou na nich li-
nearné nezavislé. V takovém piipadé vektory Aitir;, A7 2r; ... nepfinasi zddné
nové informace do Krylovova prostoru a nezptisobuji nartst jeho dimenze. Pri
zvétsovani indexu £ jiz nedochézi k ristu dimenze blokového Krylovova prostoru
o celé p, ale jen o ¢islo mensi dané poc¢tem nové pridanych linearné nezavislych
vektoru [25]. Tomuto jevu se ik deflace a podrobnéji se o ném lze docist v [26]
a [27].

K redukci dimenze Krylovova prostoru tedy mtize dojit postupné a po dosazeni
stupné matice Ry vzhledem k matici A se rist zastavi zcela. Jelikoz k deflaci
dochézi typicky v pozdéjsich iteracich, kterych v inverznich tlohach z divodu
semikonvergence nedosahujeme, budeme uvazovat pouze problémy, ve kterych
k deflaci nedochazi.

Maéame-li definovany prostory, muzeme je vyuzit ke konstrukci aproximaci pro-
blému . Samotny princip fungovani blokovych metod se od neblokovych me-
tod zvlasté nelisi. 1 u nich je zdkladem projektovani tlohy do prostoru mensi
dimenze s dominanci hladkych vektort a projektovani zde ziskané aproximace
reseni do puvodni dimenze.

Stejné jako v predchozi kapitole si nyni predstavime konkrétni metody — blo-
kovy LSQR, blokovy GMRES a blokovy RRGMRES. Zamérime se na jejich struk-
turu a konvergenc¢ni vlastnosti. Nez prejdeme k jednotlivym metodam, zavedme
definici blokové ortonormality.

Definice 14 (Blokova ortonormalita). Necht G = ( Gi|...|Gn ) € R™™ je
blokova matice. Potom rekneme, Ze G je blokové ortonormalni, pokud pro vsechna

i,j € {1,...m}

Z 0, i#j.

kde I, € RP? znaci jednotkovou matici a O, € RP*P nulovou matici.
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3.1 Blokovy LSQR

Blokovy LSQR byl predstaven dvojici Karimi a Toutounian v roce 2006, a to
pro obecné obdélnikovou matici A [10]. O jeho aplikaci v inverznich tlohédch se lze
docist v publikacich predstavenych teprve nedavno [12], pfipadné v [6]. Metoda
projektuje tlohu do prostoru B (ATA, ATRy), kde

RQZB—AXO

oznacuje pocatecéni reziduum a X, pocatecni aproximaci. Obdobné jako v neblo-
kové metodé je obvyklou volbou X, nulovd matice. VSimnéme si, ze i-ty sloupec
Xy reprezentuje vzdy pocatecéni aproximaci pro i-ty sloupec matice X, tedy plati

r, = bz — AX()eZ‘.

Algoritmus 7: Blokovy LSQR [10]
Input: A B, X,
Output: X,, € Xy + B, (ATAATRy): AX,, ~B

1 R(] =B - AX07

2 [Up, Ry| = QR(Ry);

3 [Vi,L{] = QR(ATU,);

4 for k=1,2,...,mdo

5 [Uk+1,Rk+1] = QR(AVk - UkLk) )

6 [Vir1, L] = QR(ATUp 1y — ViR{,);

7 end

8 Tuy1m = diag([Ly, ..., Ly)) + diag([Ry, ..., Ryl 1);
9Vm:(V1‘V2""‘Vm>;

10 Y, = argmin ||R;E; — Tmﬂ,mY’ F;

Y eRpmXp

11 X, =Xo+ Vi Ya

Algoritmus [7] zac¢ind Golub-Kahanovou blokovou bidiagonalizaci. Vystupem je
blokové ortonormélni baze Vi, ..., Vi, prostoru B,(ATA, ATRy) a blokové orto-
normélni baze Uy, ..., Uy, € BL(AAT Ry), jez je pomocna. Tento postup odpo-
vidajici tadktim 1-7 uvedeného algoritmu si nyni podrobnéji vysvétlime.

Pro konstrukci U; € Bn(AAT Ry) potfebujeme nalézt ortonormélni bézi
oboru hodnot Ry. K tomu je mozné vyuzit ekonomického QR rozkladu, jak je
tomu na rfadku 2 (QR znaéi vypocet rozkladu). Obecnou matici M € R roz-
klada na ortonormalni matici Q € R™? a horni trojihelnikovou matici R € RP*?
[16, kapitola 5.2]. Analogicky probiha konstrukce Vi € Bn(AAT Ry) rozkladem
matice ATU; na fddku 3. Kromé hledanych bézi ziskdme také trojuhelnikové
matice R; a Lj, které jsou regularni (dle predpokladu, Ze nedochdzi k deflaci).
Vidime, v ¢em je algoritmus komplikovanéjsi nez pivodni verze pro jeden star-
tovni vektor, ktery stacilo normalizovat (viz algoritmus . Poznamenejme, ze
jelikoz je p typicky malé (p << n), QR rozklad lze pocitat zpétné stabilné s ma-
lymi vypocetnimy naklady, napriklad pomoci Householderovych reflexi [28], [16]
kapitola 5.1].

Zbylé bloky bazi generujeme ve for cyklu na radcich 4-7 jako

[Uk+1a Rk+1] = QR(AVk - UkLk)
Vi, Lfy] = QR(ATUgyy — ViR, )

(3.7)
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pro k € {1,...,m}. QR rozklady jsou opét ekonomické, vypocetné nakladnéjsi

operaci ziistdva nasobeni s matici A a AT, které provadime pro tlohy se struktu-

rovanou matici z nasi aplikace pomoci FF'T analogicky jako pro vektorovy pripad.
Matice L, Ry dohromady tvori blokové bidiagonalni matici

Ly

R, Lo
R; L

Tm—i—l,m 3 ‘ 3 c R(m-‘rl)pxmp’

Run  Ln
Rm+1

kterd je zdroveii (p + 1)-diagondlnf] a zobeciiuje tak bidiagonalni matici z kla-
sické neblokové bidiagonalizace. Z popisu konstrukce je patrné vyuziti kratkych
rekurenci, které prinasi vypocetni asporu.

Rekurenéni vztahy lze prepsat i jako

A

U, RIE1 =Ry
Avm - ﬂm+1Tm+1,m (38)
A AT
ATUni1 = VaToiim + Vel Enga s

kde E; odpovida matici rozméru nx p, kterd ma na prvnich p tadcich jednotkovou
matici p X p a zbylé prvky nulové,

Vi = (Vi Vo] [V ) eRD™

IAJ_m+1 = ( U, ‘ U, ‘ ‘ Uni ) € R (mbp,

Diky blokové ortonormalité jednotlivych blokt a skutecnosti, ze kazdy tento blok
pochézi z QR rozkladu, maji matice V, a Uy, ortonormalni sloupce.
Matici X,,, mtizeme v prostoru Xg + By (ATA, ATRy) vyjadrit jako

X = X0+ VYo (3.9)
Vyuwzitim (3.9) a (3.8) dostévame
IB— AXyll; = |B—AXo+ VaYa)|,

= RO - Um+1Tm+1,mYmHF

= |Upp1(R1E; — TmHWYm)HF
= |RiE) — Tosim Y.

pricemz posledni rovnost plati diky ortonormalité sloupctt Uy, 1. Aproximované
reseni s nejmensi normou rezidua odpovida

Xm = XO + vama

L(p+1)-diagonalni matice se definuje podobné jako diagonéln{ (neboli ,,1-diagondlni“) a bi-
diagondlni (,,2-diagondlni®).
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kde
Y., = argmin HR1E1 — Tm+17mYHF.

Y eRpmxp
Jinymi slovy,

A

TorinY = RIE;

je projekei tlohy do prostoru B, (ATA, ATRy), feSeni tilohy hleddme ve
smyslu nejmensich ¢tvercia. Vyuziva se QR rozkladu pomoci Givensovych rotaci.
Oproti neblokové varianté metody LSQR, kde byla tfeba jedna Givensova rotace
v kazdé iteraci, zde budeme potiebovat obecné az p rotaci, tedy celkem m - p po
m iteracich.

3.2 Blokovy GMRES a RRGMRES

Druhou blokovou metodou, kterou zde popiseme, je blokovy GMRES. Gallo-
poulos a Simoncini jej predstavili v zakladnim tvaru pro reseni klasickych soustav
linedrnich algebraickych rovnic v roce 1996 [11]. Rozsireni pro feSeni diskrétnich
inverznich tloh nebylo doposud predstaveno a testovano. Proto nejprve metodu
zformulujeme a popiseme. Nésledné budeme studovat jeji numerické chovani. Pro-
jekénim prostorem je By, (A, Ryg) a hledani jeho baze je postaveno na Arnoldiho
algoritmu [29].

Stejné jako u blokového LSQR do hry vstupuje QR rozklad zarucujici orto-
normalitu baze. Prvni bazovou matici V1 a jeji blokovy koeficient R; dostaneme
z QR rozkladu pocatecniho rezidua Ry, tedy

[Vl, Rl] - QR(R(])

Algoritmus 8: Blokovy GMRES [30]
Input: A, B, X,
Output: X, € Xy + Ba(ARp): AX,, ~ B

1 Rg =B — AXj;
2 [Vl,Rl] = QR(R()),
s fork=12,..., mdo
4 Wk = AVk,
5 fori=1,2,...,k do
6 Hi,k = VZT . Wk;
7 W, =W, — ViHi,k;
8 end
9 | [Vist,Hiprx] = QR(Wy);
10 end
Hy;, |H| | Hin
Hy; [Hyo |- | Hypn
11 I:Im+17m = 0 |Hzp | --| Hzn :
0 0 e Hm+1,m
12 \Afm:(Vl‘Vg‘~~‘Vm);
13 Y, = argmin ||R;E; — IZImJFLmY’ o

Y eRPmXP

14 X, = X0+ Vi Y
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Zbytek baze konstruujeme jako

k
Vi1, Hey1 4] = QR(AV), — ZVin',k)> (3.10)

i=1

kdek=1,... m,i=1,.... ka
H;, = V] AV,.

Bloky H, ; jsou zékladem matice I:Imﬂ,m € Rp(‘“ﬂ)x”m, pricemz Hy 1 jsou z de-
finice QR rokladu horni trojihelnikové. Navic jsou regularni, nebof vylucujeme

deflaci. Vysledné bazové matice Vy,..., Vi1 jsou blokové ortonormalni a tvori
matici Viy1 € R™POFD pro kterou plati

AVm = Vm+1 Hm+1,m .

Matice VmH ma navic ortonormalni vSechny sloupce, jelikoz jednotlivé bloky jsou
vystupy QR rozkladu.
Vyjadienim normy rezidua jako

IB—AXull; = |B—AXo+ VaYa)|,
= |Ro— AV, Y|
= |[Vari(RiE: — HonYa) |,
= |RiE) — HpornYa,

dostavame priblizné feseni soustavy (3.3) v prostoru Xo+ Bn(A,Rp) s minimalni
normou. Tim je

Xm = XO + VmYma
kde

Y, = argmin
YERpmxp

RiE; — Hpn Y|

Projektovana tloha je ve tvaru

Hoy1nY = RiE;
a jeji feseni hleddme QR rozkladem pomoci m - p? Givensovych rotaci, pifipadné
pomoci m - p Householderovych reflexi [26]. Konstrukce je postavena na dlou-
hych rekurencich, coz s sebou prinasi stejné jako u neblokového GMRES problém
v podobé rychle rostoucich vypocetnich naklada s kazdou novou iteraci.

Blokovy RRGMRES je alternativou klasického blokového GMRES, predstaven
byl teprve v roce 2023 [31]. Tato varianta je zndmé jako l-shifted BGMRES pro
[ > 1, pricemz 1-shifted GMRES odpovida blokovému RRGMRES. Jako projekéni
prostor vyuziva shiftovany blokovy Kryloviv prostor gm(A,RO) = B (A, ARy).
Tento prostor umoznuje zlepsit regularizac¢ni vlastnosti tim, ze zhlazuje Sum v po-
¢atecnim vektoru Ry matici A jiz pred konstrukei projekéniho prostoru. Tim do-
chézi ke snizeni vysokofrekvencnich slozek sumu.

Stejné jako blokovy GMRES hleda ortonormalni bazi tohoto prostoru Arnol-
diho procesem, tentokrat vsak se startovni matici ARy. To znamenad, zZe i zde
vstupuji do hry dlouhé rekurence a s nimi spojeny problém s vypocetnimi na-
klady. Minimalizace normy rezidua se resi ve smyslu nejmensich ¢tverct, k cemuz
se vyuziva QR rozklad pomoci Givensovych rotaci.
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3.3 Konvergencni chovani

Konvergenéni chovani blokovych metod LSQR, GMRES a RRGMRES je ana-
logické k jejich neblokovym verzim. Chovani normy rezidua shrnuje nasledujici
lemma:

Lemma 4. Necht Xt oznacuje reseni soustavy blokové metody LSQR, X§
blokové metody GMRES a X1 blokové metody RRGMRES v k-té iteraci. Potom
pro vsechna k € {0,1,...} plati

|B-axt,|, = [B-axi,
HB N AX’?HHF < HB B AX?HF
|B-axi,|, = [B-axg].

Vsechny diskutované blokové metody opét minimalizuji (tentokrat maticovou)
normu rezidua. Dilezité vSak je se podivat na vyvoj skutecné chyby feseni. Levy
graf v obrazku znazornuje normu rezidua v blokovém LSQR pro priklad
s barevnym obrdzkem, coz koresponduje s lemmatem [4] Pravy graf pak ukazuje
chovani normy chyby, ktera obdobné jako v neblokovém ptipadé semikonverguje.
Konvergencni chovani blokové metody LSQR bylo diskutovano pro soustavy kla-
sickych linedrnich algebraickych rovnic v [32].

«10% Norma rezidua 06 X 104 Norma chyby
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Obréazek 3.1: Norma rezidua a norma chyby pro blokovy LSQR pouzity na prikladu
s barevnym obrazkem.

Na zavér sekce se jesté zastavme u zastavovacich kritérii. I u blokovych metod
je pottfeba podle poctu iteraci zvolit odpovidajici strategii vybéru regularizacniho
parametru, pro ktery je skutecna chyba || Xczaet — Xi|| - co nejmensi (bez znalosti
Xezaet)- Nabizi se moznost zobecnit jiz predstaveny princip diskrepance z vek-
torové varianty na maticovou. V pripadé znalosti odhadu Frobeniovy normy ¢
matice Sumu E lze zvolit vhodny pocet iteraci jako

k=max{l | |B - AX,||p > vppq > ||B — AX;1.]|},

kde vpp > 1 odpovida ,bezpecnostnimu faktoru®, jenz reguluje miru regulari-
zace. Tuto strategii budeme testovat dale v numerickych experimentech. Podobné
by bylo mozné zobecnit i dalsi metody vybéru regularizacniho parametru pro blo-
kové regularizacni algoritmy, jako napriklad GCV a L-ktivku. Jejich odvozeni se
vsak jiz vénovat nebudeme.
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4. Numerické experimenty

V této kapitole se dostavame k numerickym experimentiim. Experimenty byly
provedeny na ¢tyrjadrovém procesoru Intel Core i7-10510U se zakladni frekvenci
2,3 GHz a s 16 GB paméti RAM. Implementace probéhla v Matlabu R2021a
s Regularizations Tools [33] a IR Tools [15]. Zminéné toolboxy vsak byly vyuzity
pouze pro generovani piikladi 2 afdl V experimentélni ¢asti jsme implementovali
funkce a skripty vyhradné s vyuzitim zakladnich vestavénych funkei.

Obrézek reprezentujeme nezapornou matici s prvky z mnoziny

M ={0,...,255)

(vice viz sekce [L.1)). Kdyz ale matici obrazu vyndsobime matici (rozmazeme)
a pri¢teme matici (priddme Sum), mize se snadno stét, ze nékteré prvky této
matice rozmazaného obrazku nebudou v M. Tento problém je potieba oSetrit,
zvolime tedy pristup, jak tuto matici transformovat, aby odpovidala obrazové
reprezentaci.

Prvnim pristupem, ktery se pouziva v praxi predevsim, je prvky z matice
rozmazaného obrazku zaokrouhlit na celé cislo, zaroven vsechny zaporné hodnoty
prevést na nulu a hodnoty vétsi nez 255 prevést na 255. Formalnéji fec¢eno, vsechny
prvky b; ; matice B transformujeme funkei

f(b@j) = Lmln{l, max{O,bi,j}H, (41)

kde |-] znaé¢i zaokrouhlovani na celd ¢isla. Alternativou je pak preskdlovani —
oznac¢ime-li maximum matice B jako b,,,, a minimum jako b,,;,, preskalovani
odpovida funkci

big = bmin_ ] (4.2)

bij) = L255 .
f( 7]) bmaz - bmzn

Algoritmy LSQR, GMRES, RRGMRES a jejich blokové varianty jsme imple-
mentovali dle algoritmu [4], [5] [6] [7] a [§] Rozdil byl pouze ve vstupu, nebot namisto
matice A byla vstupem matice point spread funkce P. Tu jsme ve vsech ptikla-
dech generovali funkci fspecial s parametry ‘gaussian’, hsize = [17 17] a 0 = 4.

To odpovida jadru s matici rozméru 17 x 17 s predpisem

1 —i* +5°
Pij = meXI’(m - (43)

Nésobeni matice s vektorem jsme realizovali jako konvoluci s vyse popsanou
matici PSF za pouziti funkce conv2, respektive imfilter (pri pouziti jiné nez
nulové okrajové podminky). V ptipadé blokovych metod jsme se museli vyporadat
s nasobenim dvou matic. Jelikoz jsme A explicitné nesestavovali, algoritmus pro
nasobeni dvou matic obsahuje cyklus s jiz implementovanym nasobenim matice
s vektorem.
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4.1 Vliv okrajovych podminek

V prvnim experimentu se vratime k sekci [1.2.5] ve které jsme si predstavili
okrajové podminky. Porovname normu rezidua a normu chyby u aproximovanych
reseni prikladu [I] pro metody LSQR, GMRES a RRGMRES pii vyuziti nulové,
reflexivni a periodické okrajové podminky.

I kdyz béhem prvnich iteraci je norma rezidua vyrazné vyssi pri vyuziti nulové
okrajové podminky, po ptiblizné trech iteracich se ve vsech metodach dostava pod
troven norem pri vyuziti zbyvajicich dvou podminek (viz obrazky . Na
zakladé téchto vysledki by se mohlo zdat, ze volbou nulové podminky 1ze rychleji
ziskat dobrou aproximaci. Kdyz se vSsak zamérime na normu chyby, zjistime, Ze
tomu tak neni.

Norma rezidua 5 X 10° Norma chyby
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reflexivni reflexivni
periodicka 4 periodicka
8500
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Obréazek 4.1: Norma rezidua a norma chyby LSQR pro rtizné okrajové podminky.
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Obrazek 4.2: Norma rezidua a norma chyby GMRES pro rizné okrajové podminky.
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Obrézek 4.3: Norma rezidua a norma chyby RRGMRES pro rizné okrajové podminky.
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Chovani normy chyby vykazuje vice odlisnosti napfi¢ metodami, naopak mezi
jednotlivymi okrajovymi podminkami je rozdil nepatrny. Normu chyby nejlépe
ilustruje obrazek znazornujici aproximovand feseni po jednotlivych iteracich.
Zatimco reflexivni a periodicka podminka davaji podobné vysledky, u nulové pod-
minky je nejprve patrné tmavé zvyraznéni okraju, jez postupné snizuje intenzitu
svetlych ¢asti a zanechava dalsi viditelné stopy po umeéle vytvorenych okrajich.

Nulova Reflexivni Periodicka

i=1 i=1 i=1

100

200
300
400
500
100 200 300 400 500 100 200 300 400 500 100 200 300 400 500
i=2 i=2 i=2

100
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400
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100 200 300 400 500 100 200 300 400 500 100 200 300 400 500
i=4 i=4 i=4

100

300
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Obréazek 4.4: Priblizna feseni soustavy pii vyuziti LSQR s raznymi okrajovymi pod-
minkami. Obrazky odpovidaji vektorovym aproximacim z; pfevedenym do maticového
tvaru.

7 téchto pozorovani by slo pomérné snadno vyvodit zaveér, ze nejvyhodnéjsi je
volit reflexivni, pripadné periodickou okrajovou podminku, a ze nulova okrajova
podminka nedava idealni vysledky. Pokud bychom vsak méli na vstupu obrazek
s tmavymi okraji, byla by situace trochu jina. Podivejme se na nasledujici priklad:

Priklad 3. Mame obrazek spine.mat velikosti 975 x 975 pixeli z knihovny ob-
razkit Matlabu. K nému byl pfiddn aditivn{ Gausstv sum s p = 107! a rozmazan{
odpovida vzorci (viz obrézek [4.5)).

Jak ukazuji grafy na obrazku [£.6] norma rezidua i norma chyby se zde chovaji
pro vsechny podminky témér identicky. Zaosttovany obraz totiz obsahuje vyrazné
¢erné okraje, coz odpovida nulam na okrajovych pozicich v matici obrazu B. Zna-
mena to tedy, ze zde je potieba zvolit vhodnou okrajovou podminku na zakladé
jinych parametri.
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Obrazek 4.5: Vlevo zaznamenany obrazek, vpravo presné reseni prikladu

Obecné je lepsi pracovat s reflexivni ¢i periodickou podminku, nebot jsou ne-
zavislé na intenzité okrajovych c¢asti obrazu. Vyhodou periodické okrajové pod-
minky je moznost reprezentovat matici A velmi usporné (viz , CcOoZ ma za
disledek optimalizaci ¢asové naroc¢nosti. Naopak reflexivni okrajova podminka
se hodi v pripadé, kdy krajni prvky matice obrazu nabyvaji znacné rozdilnych
hodnot — tedy kdyz jeden nebo vice okraji obrazku jsou tmavé a ostatni svétlé.
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Obrazek 4.6: Norma rezidua a norma chyby LSQR pro piiklad

4.2 Casova naroénost

Kromé kvality vysledného zaostieného obrazu a poctu iteraci k tomu potieb-
nych je zadouci analyzovat i ¢asovou narocnost jednotlivych algoritmi. Porov-
name algoritmy LSQR, GMRES a RRGMRES pii hledani aproximovaného reseni
prikladu [1] s reflexivni okrajovou podminkou.

Tabulka [I.1] a graf [1.7) ukazuji, Ze s kazdou novou iteraci se zvétSuje rozdil
mezi jednotlivymi metodami. Zatimco pri prvnich deseti iteracich je ¢as potifebny
k vypoctu srovnatelny, pro 100 iteraci vyzaduje RRGMRES dvakrat vice ¢asu nez
LSQR. Tento rozdil se v dalsich iteracich jesté zvysoval.

Jeden z divodu, pro¢ tomu tak je, je ¢astecné rozebran ve druhé kapitole.
U LSQR se vyuziva kratkych rekurenci, nebot novy vektor baze Krylovova pro-
storu se stabilné pocita ze dvou vektorti. Naproti tomu GMRES a RRGMRES vy-
uzivaji ke konstrukei baze Arnoldiho algoritmus, ktery k vypoctu pouziva vsechny
predchozi prvky baze. To znamend, ze zatimco u LSQR je ¢as potiebny pro vy-
pocet kazdé nové aproximace priblizné stejny, u metod pracujicich s Arnoldiho
algoritmem vyzaduje kazdy novy vektor baze vice vypocetniho ¢asu.
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Pomérné prekvapivy rozdil je mezi GMRES a RRGMRES, nebot algoritmy
pracuji témér totozné, tedy casova narocnost by méla byt priblizné stejnd. Tento
fakt pravdépodobné plyne z rozdilné implementace metod. V ptripadé GMRES
jsme Teseni projektovanych tloh hledali s pomoci vestavéné funkce "\’ pro feseni
problému nejmensich ¢tverca Mx =~ y. Tato funkce je implementovana tak, ze
konkrétni algoritmus vybird na zakladé struktury matice M. Napriklad pokud
je matice hermitovska, pouziva LU rozklad, pokud je obdélnikova, automaticky
voli QR rozklad. Implementace rozkladtt matice bude rovnéz efektivnéjsi nez nase
,obycejné“ vyuziti Givensovych rotaci u RRGMRES.

Dulezité je vsak zminit, ze pri vybéru vhodné metody zéalezi predevsim na
poctu iteraci. Pokud tloha vyzaduje pouze par desitek iteraci (coz pri uloze roz-
mazani obrazu typicky byva), rozdil mezi ¢asovou naro¢nosti jednotlivych metod
je zanedbatelny. GMRES a RRGMRES ze zacatku nemaji prilis dlouhé rekurence,
prevlada tedy vyhoda pouze jednoho nasobeni matice s vektorem oproti LSQR,
kde v kazdé iteraci takto nasobime dvakrat.

| [10 [50 [100 [150 |200 |250 |300 |
LSQR 0.79 [ 4.86 [ 14.72 | 29.58 [ 42.06 | 57.29 [ 79.96
GMRES 0.58 | 5.73 [ 19.97 | 41.10 [ 69.80 | 99.25 [ 142.26
RRGMRES || 0.51 | 6.57 | 27.09 | 64.41 | 90.87 | 150.47 | 233.49

Tabulka 4.1: Casovd naro¢nost regularizace v zavislosti na po¢tu iteraci a algoritmu
(v sekundéach). Hodnoty odpovidaji aplikaci LSQR, GMRES a RRGMRES na pﬁklad
s reflexivni okrajovou podminkou.

250

—&—LSaRrR p
—&— CMRES
—8—RRGMRES

200

150 1

cas (s)

100 1

50 -

0 50 100 150 200 250 300
pocet iteraci

Obrazek 4.7: Grafické znazornéni tabulky

4.3 Princip diskrepance
V této cCasti se zaméfime na hledani regulariza¢niho parametru k. V sekcich

2.4 jsme se sezndmili s principem diskrepance, jenz parametr k hledd na
zakladé odhadu normy sumu ¢ a ,bezpec¢nostniho“ faktoru vpp > 1. Podivejme
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se nejprve na hodnoty parametru k pro priklad (1| pri vyuziti principu diskrepance

s vpp = 1. V nasich experimentech uvazujeme g = |e||.
| [ 0.1]0.01]0.001 |
LSQR 6 |25 |11
GMRES 5 19 79
RRGMRES | 4 18 78

Tabulka 4.2: Regulariza¢ni parametr k pro piiklad [1| v zavislosti na vyuzité metodé
a hladiné sumu.

Tabulka ukazuje, ze pfi nizsi hladiné Sumu dostavame z principu dis-
krepance vyssi k. Zatimco pro p = 107! nachdzime feseni s vyuzitim metody
LSQR béhem 6 iteraci, pro u = 1073 k tomu potiebujeme 111 iteraci. Nabizi se
vsak otazka, zda takové mnozstvi iteraci je skutecné potrebné pro ziskani vhodné
aproximace. Vyzkousejme proto i jiné nastavené vpp, jez zajisti diivéjsi zastaveni
procesu hledani aproximovaného reseni.

LSQR, k=111 GMRES, k=79 RRGMRES, k=78

pp =1

100 200 300 400 500 100 200 300 400 500 100 200 300 400 500

LSQR,k =56 GMRES, k=39 RRGMRES, k = 38

rJDP=1.2

100 200 300 400 500 100 200 300 400 500 100 200 300 400 500

LSQR, k =37 GMRES, k=25 RRGMRES, k =25

wpp=15

100 200 300 400 500 100 200 300 400 500 100 200 300 400 500

Obrézek 4.8: Reseni pfl’kladu s p = 0.1 nalezené pri k-té iteraci. K vybéru iterace byl
pouzit princip diskrepance s riznymi parametry vpp.

Obrazek ukazuje jednotlivé aproximované zaostiené obrazky v zavislosti
na vybrané metodé a bezpe¢nostnim faktoru vpp pro u = 1073, Na hornim fadku
jsou obréazky nejvice ostré a zaroven bez patrného sumu. Tento fadek odpovida
volbé vpp = 1. S vyssi hodnotou bezpecnostniho faktoru maji vysledné aproxi-
mace nizsi ostrost. Pokud vsak Teseni tlohy nevyzaduje nejjemnéjsi detaily, je
mozné volbou vétsiho vpp optimalizovat ¢asovou naroc¢nost.
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V prikladu [1} s nizsi hladinou Sumu by bylo vhodnéjsi zvolit vpp = 1,2, které
redukuje pocet iteraci na témér polovinu pii soucasném zachovani dostatecné
ostrosti.

4.4 Porovnani blokovych a neblokovych metod

V nasledujicich experimentech se zamérime na porovnani blokovych a nebloko-
vych metod. Provedeme experiment se zaostrovanim obrazku s riznymi hladinami
sumu a na zavér analyzujeme tlohu s barevnym obrazkem.

4.4.1 Obrazek ve stupnich sedi s riznym zasuménim

V prvni ¢asti vyuzijeme prikladu tomo z Regularization Tools, ktery vytvari
jednoduchou 2D tomografickou testovaci tlohu. Vygenerovany obrazek neni ba-
revny, Teseni této tlohy tedy spociva v Teseni soustavy s jednou pravou stranou.
Miizeme vsak tlohu pozménit a k vygenerovanému obrazku pric¢ist Sum s riznymi
1L
Priklad 4. Vygenerujeme pomoci funkce tomo matici A € R*00%400 5 vektory
x,b € R¥*. Vytvoifme matici B € R%%3 s vektory b + e; pro i = 1,2, 3, kde
e; je ndhodné generovany gaussovsky sum s g = 10* pro k = —4, -3, -2 (viz
obrézek [4.9).

Priklad [4] nyni odpovida tloze s p = 3. MtZzeme tedy aplikovat blokové
metody predstavené v kapitole [3] Za¢néme s metodou LSQR a blokovym LSQR
(BLSQR). Z grafu na obrazku je patrné, ze pro danou tlohu klesd norma
rezidua pti vyuziti BLSQR rychleji. Norma chyby v pocatecnich iteracich také
nabyva nizsich hodnot. Opac¢ny trend nastava az v pozdéjsich iteracich, které pro
nas nejsou relevantni.

Zajimavéjsi rozdil je u optimalnich hodnot regularizacniho parametru & dle
principu diskrepance. Pokud pouzijeme neblokovy LSQR, musime fesit jednotlivé
ulohy separatné, a jelikoz kazda z nich ma jinou hladinu Sumu, 1ze oc¢ekavat rtzné
hodnoty parametra ki, ko, k3. Jak ukazuje tabulka rozdil mezi hodnotami
je v tomto pripadé znacny. Zaroven je patrné, ze vyuziti blokové metody zde
prinasi vyraznou ¢asovou usporu. Z vlastnosti principu diskrepance plyne, ze B-
LSQR obecné nabizi efektivnéjsi feseni jedné tlohy zaostrovani obrazu s riznymi
hladinami $umu [

| Lk ke [ ks [ s |
LSQR | 20 | 102 | 443 || 22
GMRES || 377 | 397 | 399 || 127

Tabulka 4.3: Regulariza¢ni parametr dle principu diskrepance. k1, k2, k3 znac¢i vysledné
parametry pri pouziti neblokové metody, kp znaci vysledek blokového principu diskre-
pance.

1V pifpadném rozsifeni prace by bylo uZitecné otestovat i dalsi zastavovaci kritéria.
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Obréazek 4.9: Vlevo obrazek odpovidajici b, vpravo pfesné feseni x pro tlohu tomo, oba
velikosti 20 x 20 pixelt.
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Obréazek 4.10: Norma rezidua a norma chyby LSQR a BLSQR pro priklad .

Vysledky pro blokovy GMRES (BGMRES) naopak nevypadaji moc prizniveé.
Norma rezidua sice klesa podstatné rychleji, nas ale zajimé predevsim norma
chyby, ktera prezentuje kvalitu aproximovaného teseni. Norma chyby se chova
nepfedvidatelng, nejednd se o semikonvergenci (viz obrézek [£.11)). Optimalnim
regularizacnim parametrem kg je dle principu diskrepance kg = 127, coz odpo-
vida Sestindsobku iteraci oproti BLSQR. Navic norma chyby pfi této iteraci je
osmkrat vyssi nez u BLSQR.

3 Norma rezidua Norma chyby
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Obréazek 4.11: Norma rezidua a norma chyby GMRES a BGMRES pro ptiklad

V tento moment se ukazuje metoda BGMRES jako neptilis vhodna pro in-
verzni tlohy a regularizaci. Podivejme se vSak na zaostfovani barevného obrazu
se shodnym zasuménim vsech kanalu.
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4.4.2 Barevny obrazek

V zavéretném experimentu se vratime k piikladu [T tentokrat s barevnym
obrazkem. Pro hledani zaostfeného feseni pouzijeme metody LSQR, GMRES,
BLSQR a BGMRES.

Grafy na obrazku ukazuji, ze blokova varianta GMRES funguje v tomto
experimentu pomérné dobfe. Norma chyby sice vykazuje jisté vykyvy, ale jeji
chovani ptiblizné pripomina semikonvergenci. Pro optimalni regulariza¢ni para-
metr kp (dle principu diskrepance) je || Xezaer — Xil||p = 20720, coz pfedstavuje
v porovnani s normou chyby u BLSQR pouze 10% nérust a oproti GMRES rozdil
mensi nez 0,25 % (viz tabulka . Tato pozorovani ukazuji potencial vyuziti
BGMRES v dalsich inverznich tlohéch a regularizaci.

| | LSQR | BLSQR | GMRES | BGMRES |
| [ Xeaaet — Xillp || 18710 [ 18726 | 20066 [ 20720 |

Tabulka 4.4: Norma chyby pfti iteraci k odpovidajici optimalnimu regulariza¢nimu pa-
rametru v zavislosti na pouzité metodé.

L 10° Norma rezidua g X 104 Norma chyby
155 BLSQR BLSQR
15 LSQR 7 LSOR
— ——lElle
6
=
" =
= x5
% 15
2 .y
3
2
1
0 5 10 15 20 25 30
k
L 10° Norma rezidua 10 X 104 Norma chyby
BGMRES BGMRES
GMRES 12 GMRES
13 — ——lElle
_—
é_x 125
b

12

115

0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30

Obréazek 4.12: Norma rezidua a norma chyby LSQR, BLSQR, GMRES a BGMRES pro
piiklad [T| s barevnym obrazkem.

V této fazi by bylo namisté jesté ovérit casovou naroc¢nost blokovych algoritmu
a porovnat ji s vysledky pro neblokové algoritmy. Jak ale ukazal experiment
v sekei [£.2] bez znalosti presnych struktur zabudovanych algoritmi v Matlabu
neni mozné porovnavat mezi sebou algoritmy, které pouzivaji pouze zabudované
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funkce, a algoritmy, které pracuji s nami vytvorenymi funkcemi. Pro dalsi pro-
zkoumani by bylo potieba vytvorit alternativy k zabudovanym funkcim, jez by
nam umoznily komplexni vhled do struktury kédu.
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Z.aver

Cilem préce bylo detailné popsat ulohy zaostfovani obrazu a analyzovat kry-
lovovské regularizacni metody aplikované na tyto tlohy. Na tivod jsme predstavili
maticovy a obecny linearni model rozmazani obrazu a detailné popsali jednotlivé
komponenty a parametry téchto modeli. Na zakladé vlastnosti matice rozma-
zani a pritomnosti Sumu v obrazové informaci jsme dokazali, pro¢ je pro tlohu
zaostTovani obrazu potieba vyuzit regulariza¢nich metod.

V druhé kapitole jsme predstavili znamé krylovovské regularizacni metody.
Rozebrali jsme zédkladni kroky algoritmti LSQR, GMRES, RRGMRES a popsali
jejich vyhody a nevyhody. Zaroven jsme ukéazali, Ze norma rezidua je pro zminéné
algoritmy nerostouci a norma chyby béhem prvnich iteraci klesa a nasledné roste.
Z téchto duvodi je pri feSeni uloh zaosttovani obrazu nutné vyuzit zastavova-
cich kritérii, které na zakladé jistych parametri vyberou iteraci s co nejmensi
normou chyby. Z téchto kritérii jsme vybrali princip diskrepance, ktery vhodny
regularizacni parametr voli dle odhadu normy chyby,

Treti kapitola byla vénovana méné znamym blokovym krylovovskym meto-
dam. Definovali jsme blokovy Kryloviv prostor, popsali jeho zakladni vlastnosti
a problémy spojené s dimenzi prostoru. Nésledné jsme predstavili blokovy LSQR
a ukazali odlisnosti pri konstrukci ortonormalni baze prostoru spocivajici ve vyu-
ziti QR rozkladu. Obdobné jsme studovali blokovy GMRES a diskutovali ipravu
na blokovy RRGMRES. Zobecnili jsme princip diskrepance pro blokové metody.

Posledni c¢ast byla vénovana numerickym experimenttim. Ukézali jsme, Ze
volba okrajové podminky ovliviiuje normu rezidua a také normu chyby v pocatec-
nich iteracich krylovovskych metod. Nejhorsich vysledkii dosahla nulova okrajova
podminka. Zaroven vsak rozdil pti volbé okrajovych podminek zavisi na vstupnim
obrazku. Analyzovali jsme vyssi ¢asovou naroc¢nost pro metody pracujici s dlou-
hymi rekurencemi.

V dalsim experimentu jsme prozkoumali princip diskrepance pro rtizna na-
staveni bezpecnostniho faktoru. Ukazali jsme, Ze s nizsi hladinou Sumu roste
hodnota vysledného regularizacniho parametru. Pti vyssich hodnotach bezpec-
nostniho faktoru vpp dochazi k veétsi regularizaci, coz ma pozitivni dopad na
casovou narocnost, ale zaroven vysledny zaostifeny obrazek neobsahuje dostatek
detailii. Proto je potieba volit vpp individualné pro konkrétni typ tlohy.

Zbylé experimenty byly vénovany porovnani blokovych a neblokovych metod.
V prvni fazi jsme se zamérili na tlohu s obrazkem ve stupnich Sedi, ke kterému
byl pricten Sum s rtznymi hladinami. Porovnali jsme feseni tlohy jakozto reseni
separatnich problémii pomoci neblokovych krylovovskych regulariza¢nich metod
a Teseni ulohy pomoci blokovych metod. Vyuziti blokového LSQR s principem
diskrepance zde prindsi vyznamnou casovou usporu pri zachovani nizké normy
chyby. V druhé fazi jsme se pokusili Tesit lohu zaostrovani obrazu s barevnym
obrazkem, kde jeden sloupec matic B, X odpovida jednomu barevnému kanalu
z RGB. Zde jsme zaznamenali pomérné vyrovnané vysledky mezi blokovymi a ne-
blokovymi metodami.
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