MATEMATICKO-FYZIKALNI
FAKULTA

Univerzita Karlova

BAKALARSKA PRACE

Nikola Hlavacova

Testy dobré shody s exponencialnim
rozdélenim

Katedra pravdépodobnosti a matematické statistiky

Vedouci bakalaiské prace: RNDr. Sarka Hudecové, Ph.D.
Studijni program: Matematika

Studijni obor: Obecnd matematika

Praha 2023



Prohlasuji, ze jsem tuto bakalafskou préci vypracoval(a) samostatné a vyhradné
s pouzitim citovanych prament, literatury a dalsich odbornych zdroji. Tato prace
nebyla vyuzita k ziskani jiného nebo stejného titulu.

Beru na védomi, Ze se na moji praci vztahuji prava a povinnosti vyplyvajici ze
zékona ¢. 121/2000 Sb., autorského zdkona v platném znéni, zejména skutecnost,

ze Univerzita Karlova ma pravo na uzavieni licenéni smlouvy o uziti této prace
jako skolniho dila podle §60 odst. 1 autorského zakona.

Podpis autora



Timto bych rada podékovala vedouci mé bakalaiské prace RNDr. Sarce Hudecové,
Ph.D. za trpélivost, vstficnost a cenné rady, které mi pri zpracovani této prace
poskytla.

i



Nézev prace: Testy dobré shody s exponencialnim rozdélenim
Autor: Nikola Hlavacova

Katedra: Katedra pravdépodobnosti a matematické statistiky

Vedouci bakalaiské prace: RNDr. Sarka Hudecové, Ph.D., Katedra pravdépodob-
nosti a matematické statistiky

Abstrakt: Prace se zabyva testy dobré shody pro exponencialni rozdéleni. V prvni
casti jsou zavedeny zakladni pojmy véetné jejich vlastnosti. Poté se vénujeme tes-
tim dobré shody zalozenym na empirické distribuc¢ni funkci. Tyto testy délime
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Uvod

Exponencialni rozdéleni je spojité rozdéleni ndhodné velic¢iny, které se bézné
vyskytuje v teorii pravdépodobnosti a matematické statistice. Jako ndhodnou ve-
licinu zde typicky uvazujeme dobu, nez nastane néjaky pozorovany jev. Da se
tedy Tici, ze exponencialni rozdéleni modeluje dobu ¢ekani mezi dvémi udalostmi
anebo dobu ¢ekani na nastani néjakého jevu. Casto se toto rozdéleni oznaduje
jako rozdeéleni , bez paméti“, nebot nam cas od zacatku pozorovani nezvysuje ani
nesnizuje riziko vyskytu uddalosti v ¢ase. Exponencidlni rozdéleni mé své vyuziti
naptiklad pti vypoctech ¢asu radioaktivniho rozpadu, pri vypoctech doby zivot-
nosti néjakého predmétu, v pojistné matematice. Hraje taky velmi dilezitou roli
v Markovovych retézcich se spojitym casem. Jedna se o dobu ¢ekani na ,,poruchu®.

Testy dobré shody jsou statistické testy, které nam urcuji, zda pii pouziti
ur¢itého modelu nase pozorované hodnoty odpovidaji hodnotam, které oceka-
vame. Pomoci testit dobré shody mizeme naptiklad urcit, jestli je ndmi vybrana
skupina lidi skute¢né reprezentativni pro celou populaci. Mezi nejznaméjsi testy
dobré shody patii Kolmogoroviiv-Smirnoviv test, Chi-kvadrat test nebo Shapiro-
Wilktv test. Cilem této préace je popsat testy dobré shody pro jiz zminéné expo-
nencialni rozdéleni.

V prvni kapitole si zavedeme definici exponencialni rozdéleni. Ukazeme jaké
jsou jeho vlastnosti, mezi které patii naptiklad ,bezpamétovost®, rozdéleni mi-
nima nebo rozdéleni souctu. Zaroven s tim zavedeme empirickou distribuéni funkci
véetné jejich vlastnosti.

Poté se budeme vénovat testiim zalozenym pravé na jiz zminéné empirické
distribu¢ni funkci. Mezi tyto testy patii Kolmogoroviv-Smirnoviv test, Craméruv
von Misestiv test a Andersontiv Darlingtiv test. VSechny tyto tii testy budeme
jesté délit podle toho, zda parametr A > 0 je znamy a nebo neznamy. Pro neznamy
parametr A > 0 se setkame s metodou tzv. parametrického bootstrapu.

Kapitola 3 bude zameérena na testy dobré shody, které vyuzivaji nékterou
z vlastnosti exponencidlniho rozdéleni. Jedna se o test zalozeny na Giniho indexu
a testy zaloZené na stiedni zbytkové zivotnosti (Mean Residual Life).

Ve ¢tvrté kapitole udélame simulacni studii, kde vyuzijeme testy a metody
zminéné v teoretické ¢asti. Tyto testy mezi sebou porovname. Pro jednotlivé testy
se podivame na jejich hladiny za platnosti nulové hypotézy pro rizné rozsahy
vybéru a rtzné hodnoty parametru A > 0. Zaroven se zaméfime i na jejich sily
pro ruzné alternativy.

Vlastnim prinosem této prace je rozepsani a podrobnéjsi odvozeni nékterych
tvrzeni a vztaht tykajicich se prezentovanych testovych statistik a jejich vlast-
nosti. Doplnény jsou také ilustracni obrazky a priklady. V simulac¢ni studii jsou
porovnany jednotlivé testy z hlediska hladiny a sily pro riizna nastaveni. Pro né-
které testy bylo tfeba si prislusné kody v programu R naimplementovat.



1. Zakladni pojmy

Nejprve si uvedeme definici exponencidlniho rozdéleni a empirické distribucéni
funkce s prislusnymi charakteristikami. Tyto zavedené pojmy budeme pouzivat
v dalSich ¢astech prace.

1.1 Exponencialni rozdéleni a jeho vlastnosti

Zakladni poznatky o exponencialnim rozdéleni pochazi z knihy Dupac a Hus-
kova| (2005)).

Definice 1 (Exponencidlni rozdéleni). Necht X > 0. Necht ndhodnd velicina X

md hustotu
e ™ x>0,

Jx(z) = {O jinak.

Pak rikame, Ze X md exponencidlni rozdéleni. Znacime X ~ Exp(\).

Véta 1. Necht A > 0 a necht ndhodnd velicina X md exponencialni rozdéleni
s parametrem X\. Distribucni funkce md tvar

1—e ™ >0,
0 7tnak.

Pro stredni hodnotu dostdvdme, Ze E X = A\~ a rozptyl md tvar var X = \72.

Dikaz. K dikazu této véty pouzijeme definici [1l Distribuéni funkci spocteme
pomoci vztahu

Fx(x) = [ xoo J=(y)dy.

Je-li x <0, dostavame

Fe()= [ fulp)dy = Fx@) = [ ody =0,

Je-li x > 0, dostavame

T T 0 T
/_ fe(y)dy = /_ e A dy = /_ e Y dy + /0 e ¥ dy
=0+ /x e Ady =1 —e ™A
0

K vypoctu stredni hodnoty pouzijeme gama funkci a vztah

EX :/ xfx(x)dx.
Dostavame

EX= / rfx(z)dr = / e N = / —ue “du= -TI'(2) = —
—00 0 0 A A
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kde ve 3. rovnosti jsme zavedli substituci u = Az.

Zbyvé spocitat rozptyl. Ten spocteme pomoci vzorce var X = E X? — (E X )2
Vime, 7e (E X)? = % z vypoctu stfedni hodnoty E X. Nyni spo¢teme hodnotu
E X2. Dostavame

EX?= / 2 fx(z)dr = / e A dy = —/ wleMdu = =T(3) = —,
—o0 0 0 A2 A2
kde jsme opét zavedli substituci u = Ax. Celkem tedy dostavame, ze

, 2 1 1

2
var X = E X* — (E X) abvinbvinlvr

[]

Na obrézku [I.T] muZeme vidét porovnani hustot a distribuénich funkei expo-
nencialniho rozdéleni s parametry 1 a 2.

X ~ Exp()) X ~ Exp())

2.0
0

N o >

hustota f(x)
|
distribuéni funkce F(x)

|

0.0

00 02 04 06 08

Obréazek 1.1: Hustoty a distribu¢éni funkce pro exponencidlni rozdéleni Exp(1)
(zelend) a Exp(2)(rtzova).

Tvrzeni 2. Necht X je ndhodnd velicina s exponencidlnim rozdélenim, potom
plati
P(X >s+t|X >t)=P(X > s) Vs,t > 0.

Neboli se da rici, Ze exponencidalni rozdeleni je rozdéleni bez pameti.
Diikaz. 7 véty [1] vime, Ze

1—e™ >0,

Fx(r) = {

0 jinak.



Pravdépodobnost, ze X > z je rovna P(X > z) = e, kde z > 0 . Z definice
podminéné pravdépodobnosti dostavame

P(X>s+t,X>t) PX>s+1)
P(X >s5+tX >t)= PIX ST = —Px 1)

e—(s+t))\

=y =M =P(X 24),

coz jsme chtéli dokazat.

[]

Tvrzeni 3. Méjme ddany dvé nezdvislé stejné rozdelené ndahodnd veliciny X, Y
s exponencidlni rozdéleni X ~ Exp(Ax) a'Y ~ Exp(\y). Necht Z = min(X,Y) je
nahodnd veli¢ina. Potom Z ~ Exp(Ax + Ay).

Dukaz. K dikazu tohoto tvrzeni budeme potirebovat tvar distribuc¢ni funkce
pro exponencidlni rozdéleni zavedeny ve vété [ Budeme chtit najit tvar distri-
buéni funkce pro ndhodnou veli¢inu Z. Necht z > 0. Potom

Fz(2)=P(Z <z)=Pmin(X,Y)<z)=1-P(X >2Y > 2)
=1- P(X > Z)P(Y > Z) — 1 — e MNPy — 1 e—z(AxHy),

kde ve 4. rovnosti jsme vyuzili nezavislost nahodnych velicin X a Y. Dosta-

vame tedy, ze nahodna veli¢ina Z ma také exponencidlni rozdéleni s parametrem
Ax + Ay. Pokud z <0, tak Fz(z) = 0.
O

Tvrzeni 4. Méjme dany dve nezdvislé stejné rozdélené nahodné veliciny X, Y
s exponencidlnim rozdélenim X ~ Exp(A) a Y ~ Exp(\). Necht U = X +Y je
ndhodnd velicina. Potom U ~ T'(2, \).

Diikaz. Nejprve spocteme distribuéni funkei Fyy(x) ndhodné veliciny U. Pokud
u <0, tak Fyy(u) = 0. Necht u > 0. Potom

Fy(u)=PU <u)=P(X+Y <u)
= /OO P(X +Y <ulX =2)fx(z)dz
0
- P(X +Y <ulX = x)\e Mdx

o

P(Y <u—x|X = x) e Mdx

8
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(1 — e M) \e M2 dy

(1 —e™) = Aue™™™.

Zderivovanim distribuéni funkce Fy(u) podle parametru u, dostaneme hustotu
fu(u) = Nue™*. Odtud vidime, ze U ~ T'(2, \).
m



1.2 Empiricka distribucni funkce

V této kapitole si zavedeme definici empirické distribucéni funkce s prislusnymi
charakteristikami, které vyuzijeme pri popisovani testit dobré shody s exponen-
cidlnim rozdélenim.

Definice 2 (Empirickd distribu¢ni funkce). Méjme ndhodny vijbér Xy, ..., X,.
Funkce 1 .

> 1(X;<z), z€R,
=1

3

se nazyvd empiricka distribucni funkce.

Véta 5. Necht x € R a ﬁn(x) je empirickd distribucni funkce ndhodného vybéru
Xy, ..., Xy s distribucni funkei Fx(x). Potom plati:

(i) E Fu(x) = Fx(x),
(i) Fu(x) —— Fx(x),

(iii) sup |F,(z) — Fx(z)| —— 0.

Diikaz. Pro body (i) a (ii) je dobré si uvédomit, ze pro pevné x se da hod-
nota F,,(x) chapat jako relativni ¢etnost jevu [X; < x| pro danych n pozorovani.
Empirickou distribuc¢ni funkci tedy mizeme prepsat do tvaru

Néhodné veli¢iny Y; jsou nezavislé a stejné rozdélené s alternativnim rozdéle-
nim Alt(Fx(z)). Odtud a z vlastnosti relativni Cetnosti dostavame, ze E F,(z) =
FX (ZL‘) . _

K dikazu bodu (ii) vyuzijeme Cebysevovu nerovnost, kterou muzeme najit
v knize Dupac¢ a Huskova (2005). Necht € > 0, plati

Fx(z)(1 = Fx(z))

n62 n—oo

\

P(|Fy(z) = Fx(x)] > €) <

)

neboli F, () ﬁ Fx(z). Tato ¢ast dikazu se da ukézat i pomoci silného zédkona
velkych ¢isel pro veliciny Y;.
Bod (iii) se téz nazyva Glivenkova-Cantelliho véta a diukaz lze nalézt napri-
klad v knize Borokov]| (2019)).
[



2. Testy zalozené na empirické
distribucni funkci

Cilem nésledujicich dvou kapitol je predstavit testy dobré shody s exponen-
cidlnim rozdélnim. Mame dan néjaky ndhodny vybér a zajima nas, zda pochézi
z exponencialniho rozdéleni. V ivodu jsme si ukazali, ze exponencidlni rozdéleni
je dulezité, nebof méa nékolik specifickych vlastnosti a objevuje se i v ndhodnych
procesech jako naptiklad doba do dalsi udalosti. Jedna se rovnéz o zakladni model
modelovani doby do poruchy.

Méjmé dan nahodny vybér Xi, X, ..., X, nezavislych stejné rozdélenych na-
hodnych veli¢in se spojitou distribuéni funkci Fiy(z). PTi testovani budeme rozli-
sovat dvé moznosti: Bud mtizeme testovat nulovou hypotézu Hy proti alternativé
Hy, kde mame predem dany paramater Ay > O:

Hy: Fx(z) =1—e ™ Vo > 0, (2.1)

Hy:32x>0: Fx(z)#1—e

nebo testujeme tzv. slozenou nulovou hypotézu H, proti slozené alternative H 1,
kde A > 0 je nezndmy (predem nespecifikovany) parametr:

Hy:3A>0: Fx(z)=1—e" V2 >0, (2.2)

Hy:VA>032>0: Fx(z)#1—e ™

V této kapitole ukazeme aplikaci obecnych test dobré shody a v dalsi kapitole
predstavime testy, které vyuzivaji nékterou z vlastnosti exponencialniho rozdéleni.

2.1 Testy dobré shody se znamym parametrem

Nejprve se zamérime na testy dobré shody se znamym parametrem \g, kde
Ao > 0. Jako F zde budeme uvazovat distribuc¢ni funkci exponencialniho rozdéleni
se znamym parametrem \g, neboli Fyy = 1 — e~*%0,

2.1.1 Kolmogoroviv-Smirnovuv test

Kolmogorovuv-Smirnoviv test (KS) je test zalozeny na testovani shody em-
pirické distribu¢ni funkce s predem zvolenou distribucni funkci, v nasem pripadé
s distribuc¢ni funkci exponencialniho rozdéleni. Tvar distribu¢ni funkce pro expo-
nencidlni rozdéleni jsme si zavedli ve vété [I] KS test je odvozen za pfedpokladu
spojitosti rozdéleni distribu¢ni funkce Fx(z). Testové statistika, kterou KS test
vyuziva, je tvaru R

Ky = sup By (x) — Fo(a)].
zeR
kde }A?n(x) znac¢i empirickou distribucni funkci z definice . Se supremem se ome-
zime pouze na kladna x. V opacném pripadé je distribucni funkce exponencial-
niho rozdéleni rovna 0 a tedy i cely rozdil |E,(z) — Fy(x)| = 0, nebot F,(x) = 0.
Kdyby F,(z) # 0, znamenalo by to, Ze jsme napozorovali n&jaké zdporné hodnoty
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a to by automaticky znamenalo, 7Ze se nemiize jednat o exponencialni rozdéleni.
Dostavame tedy testovou statistiku ve tvaru

K, = sup |F,,(z) — Fy(z)). (2.3)

x>0
Méme, ze K,, = max(K,", K, ), kde

K = sup (Fy(x) — Folx)) a K = sup (Fo(a) — Fu(x)).
>0 >0
Testujeme hypotézu Hy proti alternativé H; uvedené v rovnici . Zajima
nas tedy, jak moc se empiricka distribucni funkce lisi od predem dané spojité dis-
tribuc¢ni funkce exponencialniho rozdéleni. K tomuto vypoctu potfebujeme urcit
hodnotu testové statistiky K,. Tato hodnota se nepocita pomoci vyse uvedeného
vztahu, ale pomoci nasledujici véty.

Véta 6. Je-li Iy spojita, tak plati

. i — 1
K: = max <Z — FO(X(z))>7 Kn_ = max <F0(X(l)) — ! )

1<i<n n

Diikaz. Dikaz lze najit v knize |(Gibbons a Chakraborti (2003, Kapitola 4).
[

Nulovou hypotézu Hy zamitame, pokud se empiricka distribuc¢ni funkce ptilis
list od Fp, neboli pokud je hodnota testové statistiky prilis velka, jak muzeme
vidét na obrazku 2.1 Naopak pokud data skutené pochézi z exponencidlniho
rozdéleni s parametrem )y, je hodnota testové statistiky mala. Tlustraci tohoto
ptipadu muzeme vidét na obrazku [2.2]

Spocitat presné rozdéleni testové statistiky za platnosti nulové hypotézy byva
casto obtizné, proto se Castéji pouziva asymptotické rozdéleni testové statistiky
za platnosti nulové hypotézy.

Véta 7. Necht X1, X, ...., X, je nahodny vybér ze spojitého rozdéleni s distribucni
funkci Fx. Potom

Vnsup|F,(z) — Fx(z)| = Z,
xGR n—o0

kde nahodnd velicina Z ma distribucni funkci danou predpisem
Gly) =1—=2 3 (—1)Fe™ y >0,
k=1

v opacném pripadé je G(y) = 0.

Pozndmka. Tato véta se nékdy také nazyva Smirnovova véta a jeji dikaz lze najit
v knize Hajek a Sidék (1967).

Nyni jiz miizeme urcit kriticky obor. Nulovou hypotézu zamitdme pro prilis
velké hodnoty testové statistiky, tedy pro

Hy zamitdme < /nK, > ki_a,

8
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Obrazek 2.1: Vyznaceni testové statistiky KS testu (modra) za platnosti alter-
nativy Hi, kdy mdme déna data Xi, X, ..., Xo0 generovand z ['(3,1) (razova)
a emprickou distribu¢ni funkci Fyo(z) (zelend). Testujeme, zda Ao = 1.

Ho
S
© _|
(an)
©
<
<
(an)
o EDF
S T — Fy
o —— test. stat.
e T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Obrazek 2.2: Vyznaceni testové statistiky KS testu (modrd) za platnosti nulové
hypotézy Ho, kdy mdme ddna data Xi, Xs, ..., Xo0 generovand z Exp(1) (razova)
a empirickou distribu¢ni funkci Fyg(x) (zelend). Testujeme, zda A\g = 1.



kde k1_, oznacuje (1-a)-kvantil rozdéleni s distribu¢ni funkei G. Tento test do-
drzuje hladinu a asymptoticky.

V praxi si zvolime kone¢nou hodnotu K, napt. K = 10000, ¢imz si aproximu-
jeme nekonecnou sumu v predpisu distribu¢ni funkce G a pak se da jiz numericky

resit rovnice
10000

1-2 3 (—1)MHe " =1 @,
k=1

S rostouci hodnotou « se kritickd hodnota k;_, snizuje (viz tabulka [2.1]).

o 0,01 0,05 0,1
ki_o || 1,6276 1,3581 11,2239

Tabulka 2.1: Kritické hodnoty k;_, pro riizné hodnoty a.

Pro nas test dostavame asymptotickou p-hodnotu danou predpisem

p=inf(a € (0,1) : v/nk, > ki_o) =1 — G(v/nk,),
kde k,, je pozorovana hodnota testové statistiky K.

Tvrzeni 8. Méjme ddn ndhodny vyber X; ~ Exp(Xg). Potom rozdéleni testové
statistiky KS testu za platnosti nulové hypotézy Hy nezdvisi na parametru Ao > 0.

Diikaz. Predpokladejme, ze plati nulovd hypotéza Hy (2.2). Z toho, ze X; ~
Exp(A\o) vime, Ze Fy(z) = 1 — e 2% pro z > 0. Oznaéme Y; = % Déle necht

)
Fl(y) = % » 1Y <), y € R, oznacuje empirickou distribuéni funkei veli¢in
Y; a Fj(y) = 1—¢Y pro y > 0 oznacuje distribu¢ni funkei Exp(1). Potom testovou

statistiku [2.3] mizeme pfepsat do tvaru

() =B (5] = sup 1F2) - )l

y>0

K, = sup

x
%>O

Tedy rozdéleni testové statistiky KS testu za platnosti nulové hypotézy H, sku-
tecné nezavisi na parametru Ag > 0.

]

Pokud nés zajimé, jak dobre funkce G z Véty [7| aproximuje empirickou dis-
tribuéni funkei testovych statistik /nK, pro riuzné rozsahy vybéru napiiklad
n = 20,30,50,100, si nagenerujeme N = 5000 vybéri o stejném rozsahu n.
Z téchto vybéru spocteme piislusné testové statistiky /nkK, a sestrojime jejich
empirickou distribuéni funkci a aproximacni funkci G. Z obrazku je vidét, ze
¢im bude hodnota rozsahu vybéru n vétsi, tim bude empiricka distribuc¢ni funkce
vice podobna funkci G a bude se tedy jednat o lepsi aproximaci. Pro n = 100
uz je to velmi rozumné.

Chceme-li urcit presné kritické hodnoty pro dané n, mizeme je dostat pomoci
simulace. Pro zadané \g a n nasimulujeme N = 10000 vybéri a pak kritickou
hodnotu uréime jako kvantil pfislusnych hodnot testovych statistik \/nK,. Z ta-
bulky [2.2]je vidét, Ze se kritické hodnoty blizi k hodnotdm v tabulce 2.1} Muzeme
si také vSimnout, Ze nejprve se zacnou podobat kritické hodnoty u o = 0,1,
nejpozdéji pak kritické hodnoty u o = 0,01.
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Obrazek 2.3: Graf empir. distribuéni funkce z hodnot testové statistiky /nk,
o rozsahu vybéru n = 20, 30, 50, 100 s parametrem \g = 1 a graf funkce G, ktera
ji aproximuje.

| Ao =1 |

ki_o n=20 n=30 n=>50 n=100
a=0,011 1,5774 1,5249 1,787 11,6272
a=0,05] 1,3172 1,3169 11,3372 1,3346
a=0,10 1 1,1844 1,1819 1,2001 1,2024

Tabulka 2.2: Nasimulované kritické hodnoty k;_, pro rizné hodnoty «,n a para-
metr \g = 1.
2.1.2 Testy zalozené na integralni vzdalenosti

Necht w? je tvaru:
w2 = [ (Bu@) = Fo(a)w(Fo(a)dFo(x), 24)

kde w je ndhodnd veli¢ina a w(y) oznacuje nezdpornou vdhovou funkci pro 0 <
y <1

Pokud w(y) = 1, jedna se o Cramériv von Misesuv test (CvM) (D’Agostino
a Stephens (1986, Kapitola 4)). CvM test je zalozeny na podobném principu jako
KS test. Opét testujeme shodu empirické distribucéni funkce s predem zvolenou
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distribuc¢ni funkei, v nasem pripadé s distribuc¢ni funkci exponencialniho rozdélent,
tj. Ho proti Hy. Pro w(y) = 1 dostavame, ze

Wi —/ (F,(x — 7)) 2 \ge N .

D4 se ukézat, ze testova statistika, kterou CvM test vyuziva, se da upravit do na-
sledujiciho tvaru:

2i —1\2
T, = nw, ——i-Z(Fo — 22n )

Tento tvar lze nalézt v knize |D’Agostino a Stephens| (1986], Kapitola 4).

Pokud vdhova funkce z rovnosti spliiuje w(y) = [(1 — y)y] ™, jednd se
o Andersontv-Darlingiv (AD) test (D’Agostino a Stephens (1986, Kapitola 4)).
Testova statistika, kterou AD test vyuziva, je tvaru:

[ B - @2
A= i R
LN E) U | N
=y - ey
22— 1

- -3

=1

(log(Fo(Xiy)) +log(1 — Fo(Xny1-4))))-

Tento tvar lze nalézt opét v knize D’ Agostino a Stephens| (1986, Kapitola 4).

Tvrzeni 9. Méjme ddan nahodny vgbér X; ~ Exp(Xg). Potom rozdéleni testové
statistiky (2.4]) za platnosti nulové hypotézy Hy nezdvisi na parametru Ao > 0.

Diikaz. Dukaz je analogicky dikazu ve Tvrzeni [8]
]

Podobné jako ve vété [7] se da ukazat, ze testové statistiky CvM testu a AD
testu konverguji v distribuci ke koneénému rozdéleni G(jiné nez u KS testu),
které je stejné pro vSechna spojita rozdéleni F'y (viz |Lehmann a Romano| (2005]
Kapitola 14)). Prislusné kritické hodnoty jsou tabelovany. Muzeme ale také pouzit
podobny postup, jaky je uvedeny v ¢asti o KS testu. Pro konecné n jsme schopni
si sami kritické hodnoty nasimulovat (viz tabulka a tabulka [2.4)). Kritické
hodnoty opét, jako u KS testu, nezavisi na parametru Ao (tvrzeni @ Tyto kritické
hodnoty muzeme najit také napiiklad v tabulkdch v ¢lanku [Stephens| (1974).
Pti porovnani je vidét, ze se nasimulované hodnoty lisi jen nepatrné od hodnot
tabelovanych.

2.2 Testy dobré shody s neznamym parametrem
Nyni se zaméfime na testy dobré shody s neznamym parametrem A > 0. Tento

parametr A\ si odhadneme pomoci metody maximéalni vérohodnosti. Pro exponen-
cialni rozdéleni bychom stejny odhad dostali i pouzitim momentové metody.
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| Ao =1 | tab |
n=20 n=30 n=50 n=100 || n — o0
a=20,011 0719 0,68 0,707 0,729 0,743
a=0,05] 0455 0,440 0,468 0,462 0,461
a=0,101 0,344 0,342 0,350 0,351 0,347

Tabulka 2.3: Nasimulované kritické hodnoty CvM testu pro rizné hodnoty a,n
a parametr \g = 1 a tabelované hodnoty tab pro n — oo.

’ Ao =1 \ tab ‘
n=20 n=30 n=50 n=100 || n — o0
a=0,011 3,893 3,569 3,719 3,740 3,857
a=0,051 2507 2,436 2,499 2,451 2,492
a=0,10 | 1,930 1,913 1,953 1,903 1,933

Tabulka 2.4: Nasimulované kritické hodnoty AD testu pro riazné hodnoty a,n
a parametr \g = 1 a tabelované hodnoty tab pro n — oo.

Meéjme nahodny vybér X, Xs, ..., X,, z exponencialniho rozdéleni s neznamym
parametrem \. Z Definice [I] vime, ze

e ™ x>0,

0 jinak. ’

fx(z) = {

takze

L\ x) =[] xe ™ 1(2; > 0) = A" 21 (mina; > 0),

i=1
kde x € R" je dané a

[(Ax) =nlog(A) = A _z; +c,
i=1

kde ¢ je konstanta nezavisejici na parametru A. Zderivujeme funkci [(A,x) podle
parametru A\ a resime rovnici

n n
A I
dostévame
" 1

Nalezli jsme tedy maximéalné vérohodny odhad neznamého parametru A. Je vidét,
ze nami nalezeny odhad je maximum. To plyne naptiklad z toho, Zze pokud udé-
lame druhou derivaci funkce [(A,x) podle parametru A, tak je zdpornd pro vsechna
A > 0. Funkce I(\,x) je tedy konkavni pro vsechna A > 0 a ndmi nalezeny maxi-
malné vérohodny odhad A = X%l je jejim maximem.
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Vsechny testové statistiky zminéné v c¢asti [2.1] se daji pouzit i pro testy dobré
shody s neznamym parametrem A. Misto dlstrlbucnl funkce Fy uvazujeme distri-
buéni funkei F5 (z) =1 — —Anz pro z > 0 s odhadnutym parametrem \,. Opét
nas zajima, jak se od sebe hSl empirickd distribuc¢ni funkce a distribué¢ni funkce
exponencialniho rozdéleni s parametrem M.

Testova statistika KS testu ma tvar

K} = sup| By () — Fy, ()], (2.6)

>0

Testova statistika CvM testu mé tvar
2@' —1\?
X i )
I 12n + ; ( ( 2n )

Testova statistika, AD testu ma tvar

AZ:—H—ZQZ_l

i=1

(log(F5, (X)) +log(1 — Fy (X(ni1-4)))

Podivame se blize na KS test. Pro CvM a AD test budou nasledujici postupy
fungovat opét stejné, jako tomu bylo v ¢asti[2.1]

Testova statistika (2.6) nema asymptoticky stejné rozdéleni, které je uvedené
ve Véteé[7] jako testovd statistika KS testu se zndmym parametrem A\g. Pokud by
se Véta [7| pouzila, byl by test konzervativni, neboli skutecnd hodnota « by byla
mnohem mensi nez bychom po testu chtéli, tim paddem by nam test nezamital,
i kdyz by mél. Napriklad méjme data X, Xs, ..., X100 z exponencidlniho rozdélent
s parametrem A = 1 a testujme slozenou nulovou hypotézu Hy : 3IA > 0 Vx > 0 :
Fx(x) = 1—e~** na hladiné a = 0,05. Tuto hypotézu by KS test nemél zamitnout.
Pokud bychom pouzili vétu [7] tak prislusnd p-hodnota je rovna 0,005, neboli p-
hodnota < a a tedy zamitame H.

Prislusnou p-hodnotu testu spocitame pomoci metody tzv. parametrického
bootstrapu (Omelkal (2022, Kapitola 8) nebo Stute a kol.| (1993)). Hlavni mys-
lenka je takova, ze mame nahodny vybér Xi, X5, ..., X,, a z néj odhadneme pa-
rametr \,. Chceme védét, jaké je rozdéleni testové statistiky . Postupné si
generujeme B bootstrapovych vybéra be)*, Xéb)*, oy X pro b =1, ..., B o stej-
ném rozsahu n, které maji exponencialni rozdéleni s parametrem An. Pro kazdy
bootstrapovy vybér si spocteme parametr S\;b)* (analogicky jako pro ndhodny

vybér X, Xo, ..., X,,) a pomoci tohoto 5\2))* spocteme testovou statistiku Kflb)*.
Zamitame pokud nase testové statistika bude vétsi nez vybérovy kvantil na hla-
diné 1 — o spocteny z K®* kde b = 1,..., B. P-hodnotu potom spo¢teme jako
relativni cetnost pripadi, kdy je hodnota testove statistiky K(®* vétsf nez hod-
nota testové statistiky K, neboli p-hodnotu mtzeme vyjadrit jako

#b: [KP* > K]
= :

Hodnotu testové statistiky K, spo¢teme z nahodného vybéru Xy, Xs, ..., X,, a od-
hadnutého parametru A,,.
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Priklad. M&me nagenerovand data X1, Xo, ..., X50 z Exp(2) (obrézek [2.4)).

Nejprve testujeme nulovou hypotézu Hy : Fx(x) = 1 — e ® pro x > 0,
tzn. data pochdzeji z Exp(1). Testujeme na hladiné a = 0,05. Tuto hypotézu
by mély vSechny tfi zminéné testy zamitnout. P-hodnota pro KS test je rovna
1 — G(y/nK,), kde n = 50 a G je funkce z véty [7 Pro KS test, CvM test a AD
test vychéazi p-hodnota < 0,001. Ve vSech trech ptipadech je p-hodnota mensi
nez o = 0,05, a tedy zamitame nulovou hypotézu Hy, data skuteéné nepochazeji
z Exp(1). -

Nyni se podivejme na test slozené nulové hypotézy Hy : IA >0 Vo >0
Fx(x) = 1—e~. Tuto hypotézu by viechny tfi zminéné testy nemély zamitnout.
Pro vypocet p-hodnoty se pouzije metoda parametrického bootstrapu zminéna
vyse, nebot parametr A je nezndmy. Uvazujme B = 1000 bootstrapovych vybért.
Pro KS test vychazi p-hodnota 0,156. Pro CvM test vychazi p-hodnota 0,090.
Pro AD test vychazi p-hodnota 0,103. Ve vsech tiech ptipadech je p-hodnota
vétsi nez a = 0,05, a tedy nemtzeme zamitnout slozenou nulovou hypotézu Hy,
ze data pochazeji z Exp(M).

Na Obrazku muzeme vidét rozdily mezi jednotlivymi distribu¢nimi funk-
cemi zminénymi v tomto pitkladé. Je vidét, Ze data skutecné nepochazeji z Exp(1).
Naopak nemuzeme zamitnout slozenou nulovou hypotézu Hy, jak je vidét na ob-

A

razku funkce Exp(A,) a Exp(2) jsou totozné.

o _|
o
o _|
8 N
© _|
&)
o _|
lo —
]
e - T T |
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
data

Obrazek 2.4: Histogram cetnosti dat X7, X, ..., X509 generovanych z Exp(2).
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Porovnani distribuénich funkci

- W W W W W W W W W W W W W W W W W M M M
[e 0]
o
©
o
S Exp(1)
N — Exp(2)
= — Exph)
= — EDF
© T T T T I
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X

Obrézek 2.5: Porovnan{ distribu¢nich funkef Exp(1), Exp(2), Exp(S\n) a empirické
distribuéni funkce Fyo(z) dat generovanych z Exp(2). Distribucni funkce Exp(2)

~

a Exp(A,) se prekryvaji.
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3. Testy vyuzivajici vlastnosti
exponencialniho rozdéleni

V této Casti prace se zaméfime na testy dobré shody, které vyuzivaji né-
kterou z vlastnosti exponencialniho rozdéleni. Méjme opét dan ndhodny vy-
bér X1, X, ..., X,, nezavislych stejné rozdélenych ndhodnych veli¢in s distribuéni
funkci exponencialniho rozdéleni Fy(z) s parametrem A > 0. Predpokladejme,

7e parametr A > 0 je nezndmy a necht \, = 1/X,, je jeho maximalné vérohodny
odhad spocteny dle (2.5)). Déle necht pro 1 < j <n

Y, = X\ = X;/X,.

3.1 Test zalozeny na Giniho indexu

Nasledujici test je zalozeny na Giniho indexu.

Definice 3 (Giniho index). Necht X1, Xs jsou nezdvislé stejné rozdélené ndhodné
veliciny z rozdeleni Px s konecnou nenulovou stredni hodnotou E X. Giniho index
rozdeleni Px definujeme predpisem

CLE X, - X

Gx =3 E X,

Poznamka. Ekvivalentni zapisy tvaru Giniho indexu mtizeme najit v ¢lanku Dor-
fman| (1979), odkud pochézi i nasledujici zapis vhodnéjsi pro vypocet. Necht
ndhodna veli¢ina X pochézi ze spojitého rozdéleni s distribucéni funkei Fx(z)

a konec¢nou nenulovou stfedni hodnotou E X, potom
Gx=1— —— [7(1 = Fe(a))d (3.1)

=1-— — x)) dx. .
X EXJo X

Spocteme si hodnotu Giniho indexu exponencialniho rozdéleni s parametrem
A > 0. Vime, ze Fx(x) =1—e ™ proz >0akE X = % Dosazenim do predpisu

(3.1) dostévame

GX=1—A/mu—u—@”ﬂﬁmz1—A/maﬂwx:1—x1:1_1:1
0 0 2\ 2 2

Definice 4 (Vybérovy Giniho index). Necht X1, Xs, ..., X,, je ndhodny vybér

ze spojitého rozdeleni. Vybérovy Giniho index definujeme predpisem

11 X — X
an(n)QZZX'

2 1<J n

Pozndmka. Formalné spravné bychom méli v definicifd]dodefinovat G, pro piipad,
kdy X,, = 0. Pripad X,, = 0 nastava s pravdépodobnosti 0, nebof data pochazeji
ze spojitého rozdéleni. Proto toto dodefinovani neprovadime.
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Vybérovy Giniho index zapsany pomoci ndhodnych veli¢in Y; je tvaru

1 n
= ——— S Y, — Vi,
2n(n —1) jgl ¥ = il

nebot ﬁ% = n(nl_l) a > >;|Xi — Xj| oznacuje scitani pres viechny rizné
2

. ) n e e . “ 1
dvojice, zatimco 37 _, |Y; — Y| oznacuje scitdni pres vSechny dvojice, téch je

dvakrat vice, proto dostavame jesté %

Lemma 10. Méjme dan ndhodny vyber X, Xo, ..., X,, z rozdeéleni s distribucni
funkci Fx s konecnou nenulovou stredni hodnotou E X a s konecnym rozptylem.
Potom pro statistiku

1

To= 75 221X = X (3.2)
() 7S
plati, Ze
ETn:E ‘Xl—X2|
a
2n —3 9
var T, = n D) [vaer + (n —2)E(| X1 — Xo|| X1 — X3]) — (ET,) .
n(n —

Pokud nahodny vybér Xy, Xa, ..., X,, pochdzi z exponencidalniho rozdeleni s pa-
rametrem \ > 0, potom

2(2n — 1)

T, =)

vat A23n(n — 1)
¢ 1
ET,=—.
A

Diikaz. Chceme ukézat, ze E T,, = E | X7 — X5|. Vime, Ze primér odhaduje stfedni
hodnoty. O veli¢inach 7,, muzeme fici, ze jsou zobecnény priumér, uvazujeme
totiz prameér pres vSechny dvojice, nebot (;) oznacuje pocet vSech riznych dvojic
a Y >, | Xi — Xj| oznacuje scitani pies viechny rtizné dvojice. Pokud pocitdme
stfedni hodnotu, mtizeme s ni jit dovnitt a dostavame

1
ETnZ(n)<Z>E [ X1 — Xof = E | X1 — Xs|.
2

Jedna se vlastné o prumeér vsech dvojic.
Pokud data pochézi z exponencidlniho rozdéleni s parametrem A > 0, tak
vime, ze Gx = % Neboli
1 TE|X; — X5 A A
2 T2 EX, 2 E 1= Xa =3
Odsud jiz snadno vidime, ze E T,, = %
Dtikaz pro obecny rozptyl a rozptyl, kdy data pochazi z exponencialniho roz-

déleni s parametrem A > 0, lze najit v ¢lanku |Zenga a kol.| (2004).
O
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Véta 11. Méjme dan ndhodny vgber Xy, Xo, ..., X, z rozdélent s distribucni funkci
Fx s konecnou nenulovou stredni hodnotou E X,. Potom pro Giniho index Gx
a vybérovy Giniho index G,, plati

1E | X; — X,
G, LGy =2l 3.3
n—00 X 2 E Xl ( )

o v e g~ s . , N ;v o S
Diikaz. Je ziejmé, ze % — % Ze silného zakona velkych ¢isel plati, ze X,, ——
n—00 n—o0

E X;. Uvazujme funkci g(t) = % Potom podle véty o spojité transformaci, s vy-
uzitim funkce g, plati

L s.7. 1
Xi,n n—o0 E)(1

Oznacme

T, = é)ZZPQ—le-

1<j

Podle lemmatu plati, ze ET, = E |X; — X3 a pro obecy rozptyl T,, plati

var T, = wobos [var Xo + (n — 2) E(1X1 — Xol[ X1 — X3]) — 252(E T5,)?] . Mame,
ze T, je nestrannym odhadem a varT, — 0. Odsud dostavame T, m
E | X; — X3|. Protoze konvergence skoro JlSte 1mp11ku3e konvergenci v pravdépo-
dobnosti
1 T, T
=1, — E |X .
<Xn’ ) n—yo0 (EX X = |>
Opét podle véty o spojité transformaci s funkei h(s,t) = st dostaneme
T, p E | X1 — X
X7n n—oo’ E X, )
Celkem tedy plati
1]X X! p  LE|X) — Xy
Z Z n%oo> 5 EX - GX’
( = 1
coz jsme chtéli dokazat.
m

Disledek. Podle véty [I1] plati, ze pokud ndhodny vybér X, Xo, ..., X,, pochdzi
z exponencianiho rozdéleni s parametrem A\ > 0, potom

Tvrzeni 12. Necht X1, X, ..., X,, je ndhodny vyber z rozdeleni s distribucni funkci
Fx, nenulovou stfedni hodnotou a E X? < 0o. Potom pro vijbérovy Giniho index
G, plati

G,—-EG, 4

7
Vvvar(G, n—o®

N(0,1).
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Diikaz. Dikaz tohoto obecného tvrzeni lze najit v ¢lanku Hoeffding) (1948)).
O

My budeme chtit toto tvrzeni dokdzat pro ndhodny vybér z exponencidlniho
rozdéleni s parametrem A > 0. Odvodit rozptyl a stfedni hodnotu GG, neni snadné,
a proto pouzijeme prepis tohoto testu pomoci tzv. normalizovanych rozestupti.
Setadime-li si hodnoty Xi, X, ...X,, od nejmensi po nejvétsi, dostaneme uspo-
fddany vybér. Symbolem X(;) rozumime j-tou nejménsi hodnotu mezi pozoro-
vanymi X, Xo, ..., X,,. Rozestupy mezi hodnotami X ;) jsou definovany vztahem
dj = X(j)— X(j-1), kde j = 1,2,...,n a X() = 0. Normalizovany rozestup ziskdme
z d; pfendsobenim ¢islem (n + 1 — j), neboli dostdvame

Dij=Mm+1-j)d;=n+1-7j)(Xy —Xj-1).

Déle spoc¢teme hodnoty
k n
j=1 j=1

Tvrzeni 13. Necht plati nulovd hypotéza Hy. Potom veliciny U, prok =1,...,n—
1 tvori usporddany ndhodny vybér z rovnomérného rozdéleni na intervalu (0,1).

Diikaz. Dukaz tohoto tvrzeni 1ze najit v knize D’Agostino a Stephens| (1986], Ka-
pitola 10).
O

Definujme si ndhodnou veli¢inu S, jako vyraz
n—1 9 n

Sn=> Uj=2n~ gzjy(j)-
j=1 Jj=1

Odvozeni tohoto vztahu lze najit v knize D’Agostino a Stephens| (1986, Kapitola
10).

Piedpoklddejme, Ze plati nulova hypotéza Hy, potom U; tvori uspofadany na-
hodny vybér. Nam ovsem nevadi, Ze U; tvori uspofadany nahodny vybér, nebot
s¢itani usporadaného ndhodného vybéru je to samé jako séitani neuspotradaného
nahodného vybéru. Pokud si toto uvédomime, tak muzeme pouzit centralni li-
mitni vétu pro vybér o rozsahu n — 1 z rovnomérného rozdéleni na intervalu
(0,1), ktera za platnosti nulové hypotézy déva

4 N(Oal)a

protoze pro rovnomeérné rozdéleni na intervalu (0,1) mame, zZe stfedni hodnota je
rovna 1/2 a rozptyl je roven 1/12.

Nasledujici tvrzeni ukéze spojitost ndhodné velic¢iny S,, s vybérovym Giniho
indexem G,,.

Tvrzeni 14. Plati{




Diikaz. 7 definice vybérového Giniho indexu miizeme psat

Pokud budeme dale tento vyraz upravovat, dostavame nasledujici

o2

n— R;)

1 n

Gn = 2n(n — 1);
1 n

- 2n(n — 1)]231

1 n

- 2n(n — 1)]2221

G =

_k:Yk <Y;

Y'<RJ -

J

n—l

Yj( >
L k:Yk<Y}

J

Y YVi=Y)+ Y (Vi-Y)

kY, >Y;

1)_

D

kY <Y;

n

S Y = Vil

1k=1

Y. Vit D Y-

kY <Yj kY, >Y;
Vit > Y-
kY, >Y;

kde R; oznacuje poradi nahodné veli¢iny Y;, neboli plati Y;

vSimnéme, ze plati

Y

~ Y(g,). Dile si

Zk 1 Xk
X,

Z YiR; =
j=1

k: Yk<Y

> Y

_Zn Vi+ Y Y+ ) Y

k: Yk>Y

S vyuzitim téchto pozorovani mizeme dale GG,, upravovat a dostaneme

G =

Pokud si rozmyslime, kolikrat zapocteme Y1), Y(2), ...,

n(n — 1
1
2n(n —1)
1
2n(n — 1)
1
2n(n — 1)

n

> |Yi(R; -

=1

<.

Vi -, -

SU2VR; —
Li=1

Z]Y —n—z Z Yy

J=1 kY <Yj

>y

J=1 kY <Y;

o Yi+tn-Y,— > Y, -

kY <Yj

2 Z Yk—l-n—

k‘:Yk<Y'

J=1k:Y;,<Y;

j= IkJYk<Y

m_ZY
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kY <Yj

Y, = Yin YR,

QZ]Y —2n—2z Z Yy + n? —n]

2ZY—Q:§:H+XM—ZYn

dostavame rovnost

n—R])




Upravujme dale G,

-1 > Yy —n— ZYJ

=1

= — JjYjy—n—> Yin— > Y;R;
n(n —1) _JZI (4) _]Zl J ]z:l Jt

1 [ y e
= — JYijy—n—n"=> Y
n(n —1) ; (4) jz:l (4)
:1_22]3/ —n—n?l.
n(n—1) =
Pro 1 — G, plati
1—Gn:; n2—n—2in(j)+n+n2
n(n —1) i i
Ll a3y,
n(n—l)_ s /
Pro S, /(n — 1) plati
Sn 1

n—1 n—1

20
= [2”— => Yy
n =

Dokézali jsme vztah

Nyni jiz mtzeme dokazat nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 15. Necht X1, Xs, ..., X,, je ndhodny vybér z exponencidlniho rozdeleni
s parametrem X > 0. Potom pro vyberovy Giniho indexr G,, plati

G,—1/2

1 n—00
12(n—1)

» N(0,1).

Dikaz. 7 pouziti centralni limitni véty na testovou statistiku 5, vime, ze plati

» N(0,1).
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Vytkneme-li z ¢itatele i jmenovatele vyraz (n — 1) dostdvame

Sn 1 J
n—1 2

2 1 N(0,1).
12(n—1)

Ve tvrzeni 14 mame uvedeny vztah (3.4) mezi S, a G,,. S vyuzitim tohoto vztahu
lze nyni jiz snadno odvodit rozdéleni pro G,,. Dostavame
1-G,—1/2 1/2-G, 4

1 1 n—00
12(n—1) 12(n—1)

» N(0,1).

Protoze normované normalni rozdéleni je symetrické kolem pocatku, mizeme psat

G,—1/2 4

I — N(0,1).
12(n—1)

O

Pro ndhodny vybér X, Xs, ..., X, z exponencidlniho rozdéleni s parametrem

A > 0 oznac¢me

CGn—1/2

- ==
12(n—1)

Testujeme nulovou hypotézu Hy proti alternativé H;. Spoc¢teme si hodnotu
vybérového Giniho indexu G,,. Za platnosti nulové hypotézy H, by tato hodnota
méla konvergovat v pravdépodobnosti k hodnoté Giniho indexu Gx = % Pokud
tomu tak je, tak vime, ze pro vybérovy Giniho index G,, plati, ze F,, konverguje
v distribuci k normovanému normalnimu rozdéleni. Nynf{ jiz mtzeme urcit kriticky
obor. Nulovou hypotézu zamitdme pro prilis malé a prilis velké hodnoty testové
statistiky, tedy

F, 12(n — 1)(G, — 1/2).

Hy zamitdme < |[F,| > u1_q/2,

kde u1_q/2 oznacuje (1 — a/2)-kvantil normovaného normélniho rozdéleni. Tento
test dodrzuje hladinu « asymptoticky. Pro néas test dostavame asymptotickou
p-hodnotu danou predpisem

p=inf(a € (0,1) : fr, < uas2 nebo fi, > ui_qy2) = 2min(1 — O(f,—), 2(f)),

kde f,, oznacuje pozorovanou hodnotu testové statistiky F,.

Test pro exponencialni rozdéleni zalozeny na .S, a G;, neni obecné konzistentni,
jak je zminéno v knize D’Agostino a Stephens| (1986, Kapitola 10). Test totiz
testuje, zda Giniho index je roven 1/2. Pokud bychom méli jiné rozdéleni, které
neni exponencidlni a ma také Giniho index roven 1/2, tak proti tomuto rozdéleni
nebude tento test fungovat.

3.2 Testy zalozené na stredni zbytkové zivot-
nosti

Mezi dalsi testy vyuzivajici nékterou z vlastnosti exponencialniho rozdéleni
patii testy zalozené na stfedni zbytkové zivotnosti (Mean Residual Life). Po-
jem stfedni zbytkova zivotnost si mizeme lépe vysvétlit napt. na zivotnosti vy-
robku. Stfedni zbytkova zivotnost je zbyvajici oc¢ekavana doba zivotnosti vyrobku
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za predpokladu, ze vyrobek byl funkéni do néjakého casového okamziku t. Zbyt-
kovou zivotnost lze také chapat jako dobu dalsiho trvani a je definovana vztahem

m(t) =E (X —t|X >t) prot > 0.

Tvrzeni 16. Necht X je nezdapornd nahodnd velicina s konecnou nenulovou stred-

ni hodnotou E X. Potom rozdeleni F'x nahodné veliciny X je exponencidlni prave
tehdy, kdyz

E(X—tX>t)=E X Vt>0. (3.5)
Dikaz. Predpokladejme, ze nezaporna nahodna velicina X pochazi z exponen-

cialntho rozdéleni s parametrem A. Z linearity stfedni hodnoty muiizeme psat
E(X —tX >t)=E (X|X >t)—t. Dale dostavame

E(1(X > t)X) [ ade Mdx e M5+t
(X]X > 1) - P(X <1{) 1 — (1= ) =Y
1
=—-=EX.
A

Naopak predpoklddejme, ze m(t) = E (X —t|X >t) = E X. Chceme ukéazat,
ze nahodny vybér Xi, X, ..., X, pochazi z exponencidlniho rozdéleni s konec¢nou
nenulovou stfedni hodnotou E X. S vyuzitim vlastnosti

1 - ey = MO e

m(t)
uvedené v clanku |Guess a Proschan| (1988), a definice m(t) muzeme psat
1—F(t) = EiXe_ Jo e
E
= e Elxt_

Odtud pak snadno plyne, ze F(t) = 1—e~ex!, neboli distribu¢ni funkce je ve tvaru
exponencidlniho rozdéleni s parametrem A = 1/ E X.
O

Tvrzeni 17. Podminka (3.5) uvedend ve tvrzeni|16 se dd zameénit za podminku
E(min (X,¢)) =E X - F(t) Vt > 0. (3.6)

Diikaz. Necht t > 0. Nejprve si rozepisme
E (min (X,t)) = E (min (X,t)|X <¢)P(X <t)+ E (min (X,t)|X > t)P(X > t)
E(X|X <t)P(X <t)+E(t|X >t)P(X > 1)
(X|X <t)P(X <t)+tP(X >1t)
(X|X < O)F () +H(1 - F(2))
)

~E
—E
CE(1(X <8)X)

() + (1 — F(t))

|
:‘3
+ 3
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Z dikazu tvrzeni [I6] méme, ze
E(L(X >t)X)=E (X|X >1t)(1—F(t)).
S vyuzitim této vlastnosti mizeme psat

E(min (X,t)) =E X —E (X|X >t)(1— F(t)) +t(1 — F(t))
=EX-(1-F()(E (X|X >t)—1)
=EX-(1-F@)(E (X —tX >1).

Chceme ukézat, ze plati (3.5)) prave tehdy, kdyz plati (3.6)). Predpoklddejme nej-
prve, Ze plati (3.5), tedy E (X —¢|X >t) = E X. Potom
E(min(X,t))=E X —(1—-F())(E (X —t|X >1t)
=EX-(1-F(t)EX
—EX-F(t)
Nyni predpokladejme, Ze plati (3.6)), tedy E (min (X,t)) = E X - F(¢). Potom
E(X—tX>t)=E(X|X>t)—t
(X > 0%) _,
F(t)
E (1 (X >H)X)—t(l1—F(t))
—(EX-E(Q(X>t)X)+t(1—-F(t) —EX)
= —(E(min (Xt)) — E X)
=EX-EX- F(t)
=E X(1-F()).

E (X —t|X > t)(1 - F(t))

Tedy dostdvame E (X —t|X > ¢) = E X. Tim je ekvivalence dokazéana.

m
Na zékladé ndhodného vybéru Xi, X, ..., X,, mizeme pro pevné ¢t > 0 levou
stranu (3.6) odhadnout vyrazem

1 n
— Y min (X;,t)
"=

a pravou stranu rovnosti (3.6)) odhadneme vyrazem

X, Eu(t) = ZX<t

Pro kazdé ¢t > 0 mizeme tyto dva vyrazy porovnat. Podobné jako v kapitole 2
se muzeme divat na jejich supremalni vzdalenost, anebo na integralni vzdalenost.
Nejprve se podivejme na supremélni vzdalenost

sup |—
>0




Vybérovy priamér X,, uvedeny pied supremem vynechame. Zavedme si substituci
y = t/X,, potom muzeme dale psat

_ 1> __
k,, = sup |— Z min (Y;,y) — = > 1(X; < yX,,)
y>0 n i=1
1 n
= sup |— me Viy) ——> 1(Y; gy)|
y>0 n i=1

V ¢lanku Baringhaus a Henze, (2000)) jsou zminény dvé testové statistiky vy-
uzivajici vlastnost (3.6). Prvni z nich je statistika Kolmogorovova-Smirnovova
typu, kterd ma tvar

= /nsup|—

y>0
= kov/n.

D4 se ukdzat, ze K, lze vyjadiit jako

Ky = vnmax (K7, K.,

TZ

1 n
Zmln j,y ﬁ21Y<y)
7j=1

kde

§=01,..n—1 |n

_ ) ]_ -
Kn = max |:']_(Y’(1)—|—+Yv(])) —}/Ej) (1—]>:|

j=0,1,..n=1 [N n n

Podobné jako u Kolmogorovovy-Smirnovovy testové statistiky uvedené v ¢asti
se sta¢i divat na vyraz .
J
Yii+1) (1 - n) )

ktery méa skoky v poradkovych statistikach.
Druhé statistika, kterda uvedenou vlastnost vyuziva je zalozena na integralni
vzdalenosti a jedna se o statistiku Cramérova von Misesova typu, kterd ma tvar

2
Tnzn/ (Zmin(Yj,y)—Zl(Yj S’y)) e Vdy.
0 n

=1 i=1

Tvrzeni 18. Plati

2
__ 00 12
Tn:n/ ( me (Y;y) — 21Y<y)) e Ydy
0 n
7j=1

Z [2 — 3~ in(Y3Ye) _ 9 mip (Y;, Yk)(e_Yj + e_Y’“) + e~ wax (YY) |
k=1

3\>—‘

.77

Diikaz. Rozepisme si
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2
Tnzn/ = min(Yyy) — > 1(Y; <y)| edy
o \niH n
(1 i 1 1
—n [T X min () | —2( =S min ()] 105 <y)
0 "= " =1 =1
L ’
+ (nzl(Yj < y)) ey
j=1
00 1 n n
= n/ ) Z min (Y;ay) min Yk’ay Z ]7y Yk‘ S y)
0 | k=1 k=
1 n
+ 5 2 WY <y(Ye<y)|eVdy
jk=1
(NN . .
== 3 [ fmin (¥;.y) min (Vi.y) — 2min (¥;.4)1(% < y) (3.7)

+ 1(Y; < y)1(Yy < y)] e dy.
Tento vyraz roztrhneme na jednotlivé integraly a dostavame

/OO 1(Y; < y)1(Ye < yle Vdy = /OO 1(max (Y;,Yy) < y)e ?dy
0 0

(e}

= e Ydy
max (Y;,Yy)
— o~ max (Y;,Yk)
Déle upravme prostredni integral
o o
/ 2min (Yj,y)1(Yy < yle Ydy = | 2min (Yj,y)e Ydy,
0 Yy

pro Y; <Y}, dostdvame

2Ye Ydy = 2Y;e” Ye
Yy

a pro Y < Y; dostavame

Y; 00
/ ’ 2ye Ydy —I—/ 2Yje Vdy = 2(—Yje_yf —e i p Ve g M) ZY}G_YJ'
i Y;
= —2¢7 Y 4 2V, e Yk 4 27k,

Zbyva upravit posledni vyraz

/ min (Y;,y) min (Yy,y)e Ydy,
0
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pro Y; <Y}, dostdvame

Y; Y 00
/ ’ yle Vdy + / ' yY;e Vdy + / YViYie Vdy =2 —Yie " — 27V — Ye 'k
0 Y; Vi

a pro Y < Y; dostdvame

Y Y; 0o
/ yie Vdy + / yYie Ydy + / Y. Yie Vdy =2 — Yie Ve —2e Ve — Ve Vi,
0 Yy Y

Dosazenim do rovnosti (3.7) dostaneme pozadovanou rovnost.
O

Tvrzeni 19. Necht X1, X, ..., X,, je ndhodny vybér ze spojitého rozdeleni s dis-
tribucni funkci Fx. Testova statistika K, konverguje v distribuci ke stejnému
rozdélend, jaké je uvedené ve vété[7, neboli

1 n d
nsu mln — 1(Y, — 7

kde nahodnd velicina Z md distribucni funkci danou predpisem

_1—22 1)FHle=2R > 0,

v opacném pripadé je G(y) = 0. Testovou statistika T, md asymptoticky stejné
rozdélent jako testovd statistika T,, uvedend v kapitole 3.

Driikaz. Dukaz tohoto tvrzeni lze najit v ¢lanku Baringhaus a Henze| (2000)).
[

Nulovou hypotézu zamitame pro prilis velké hodnoty testové statistiky, tedy
Hy zamitdme < K,v/n > ki_q,

kde k1_, oznacuje (1-a)-kvantil rozdéleni s distribuéni funkei G uvedena ve vété[i]
Tento test dodrzuje hladinu « asymptoticky. Pro testovou statistiku 7}, uvazujme
stejné kritické hodnoty jako pro testovou statistiku 7,, uvedenou v kapitole 2] kde
jsme si tyto hodnoty nasimulovali (viz tabulka ({2.3)).

Pro nas test dostavame asymptotickou p-hodnotu danou predpisem

p=inf(a € (0,1) : kpv/n = kia) = 1 — G(ka/n),

kde k,, je pozorovana hodnota testové statistiky K,. Analogicky bychom dostali
p-hodnotu pro testovou statistiku 7,.

Stejné jako pro drive zminény Kolmogoroviv-Smirnovav test a Cramériv
von Misestv test plati, Ze oba testy jsou konzistentni proti kazdé alternative,
coZ plyne z tvrzeni [16
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4. Prakticka cast

V této kapitole se podivame na porovnani testi zminénych v predchozich
kapitolach. Konkrétné se podivame na Kolmogoroviiv-Smirnoviv test s testovou
statistikou K,,, Cramériv von Misestv test s testovou statistikou 7}, z kapitoly
a na test zalozeny na Giniho indexu s testovou statistikou F),, na statistiku K,
Kolmogorovova-Smirnovova typu a statistiku 7, Cramérova von Misesova typu
z kapitoly 3 Jako prvni se budeme zabyvat hladinou téchto testi za platnosti
nulové hypotézy

Hy:3A>0:Fx(z) =1—e " Vz > 0.

V druhé c¢ésti se pak podivame na sily test za platnosti alternativy
Hy:VA>032>0: Fx(z)#1—e ™

Parametr A > 0 je v obou pripadech nezndmy (predem nespecifikovany). Simulace
jsou provedeny v programu R (R Core Team| [2022). K dilé¢im vypoctim je pouzita
i knihovna goftest (Faraway a kol., 2021)).

4.1 Porovnani hladin testi za platnosti H,

Predpokladejeme, ze nase data skuteéné pochazi z exponencialniho rozdéleni
s parametrem A > 0, neboli plati nulova hypotéza. Parametr A > 0 je neznamy.
Stejné jako v c¢asti si neznamy parametr A odhadneme pomoci metody maxi-
malni vérohodnosti. Vime, ze maximélné vérohodnym odhadem parametru A je
1/X,,. Piislusnou p-hodnotu opét spoc¢teme pomoci metody parametrického boot-
strapu, kdy z daného ndhodného vybéru Xy, X, ..., X, z Exp(A) odhadneme para-
metr \,. Postupné si generujeme B bootstrapovych vybéra X{b)*, X2(b)*, o X0
pro b =1,...,1000 o stejném rozsahu n, které maji exponencialni rozdéleni s pa-
rametrem \,. Pro kazdy bootstrapovy vybér si spoc¢teme parametr 5\?* (ana-

logicky jako pro ndhodny vybér Xi, Xs, ..., X,,) a pomoci tohoto S\S))* spocteme
prislusnou testovou statistiku. Jakmile budeme znat testovou statistiku, uréime
p-hodnotu. Cely tento postup opakujeme Nkrat. Dostaneme tedy N p-hodnot
z nichz uréime empirickou hladinu testu. Tu spoc¢teme jako relativni ¢etnost pii-
padi, kdy je p-hodnota mensi nez «a, neboli jako pocet p-hodnot, pro které zami-
tame nulovou hypotézu, vydéleny poctem opakovani N. Tento postup pouzijeme
pro Kolmogoroviiv-Smirnoviv test a Cramériv von Misestiv test.

Pro zbylé tii testy pouzijeme asymptotické rozdéleni uvedené v kapitole [3]

Nase data budou pochéazet z exponencialniho rozdéleni s parametrem A €
{1,5} o rozsahu vybéru n € {20,50,100}. Pocet bootstrapovych vybéru bude
B =1000 a pocet opakovani bude N = 1000. Testujeme na hladiné¢ a = 0,05.

7 tabulky je patrné, ze nam hladina testu jednotlivych statistik za plat-
nosti nulové hypotézy nezavisi na parametru A > 0. Pro vSechny testy je vidét, ze
s rostoucim rozsahem vybéru se hodnoty hladin pro jednotlivé testy prilis nelisi
a hladina testu je velmi podobné a blizkd nominalni hodnoté 5%.
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| =1 |
K, T, F, K, T,

n=20 || 0,05 0,06 0,06 0,06 0,06
n=50 || 0,04 0,05 0,06 0,05 0,05
n =100 0,06 0,05 0,06 005 0,05
| = |
K, 1T, F, K, T,

n=20 || 0,05 0,06 0,06 0,06 0,06
n=50 || 0,04 0,05 0,06 005 0,05
n =100 || 0,05 0,05 0,06 0,05 0,05

Tabulka 4.1: Porovnani hladin testt za platnosti nulové hypotézy pro data po-
chézejici z exponencidlniho rozdéleni s parametrem A € {1,5} o rozsahu vybéru

n € {20,50,100}.

4.2 Porovnani sil testl za platnosti H;

Uvazujme analogicky postup jako v pfedchozi éasti. Tentokrat ovSem nase
data pochdzi z gamma rozdéleni I'(a,1), kde a € {1/2,3/4,3/2}, neboli plati al-
ternativa Hj.

| [(1/2,1) |
K, T, F, K, T,
n=20 [ 045 0553 0,59 0,37 0,55
n=>50 || 0,84 090 088 0,81 0,88
n=1001 0,99 1,00 0,99 0,98 0,99

Tabulka 4.2: Porovnani sil testi za platnosti alternativy pro data pochazejici
z I'(1/2,1) o rozsahu vybéru n € {20,50,100}.

| ['(3/2,1) |
K, T, F, K, T,
n=20 || 0,16 0,19 0,18 0,19 0,17
n=50 [[037 042 044 0,39 0,42
n=100 [ 0,68 0,77 0,77 0,68 0,76

Tabulka 4.3: Porovnani sil testi za platnosti alternativy pro data pochazejici
z I'(3/2,1) o rozsahu vybéru n € {20,50,100}.

7 tabulek a je patrné, ze s rostoucim rozsahem vybéru se sila testii
zvétsuje. Pro parametr a = 1/2 je sila testu pro n = 50 priblizné rovna 0,9,
zatimco pro parametr a = 3/2 je sila testu pro n = 50 priblizné rovna 0,4. Tedy
pokud je skutecné rozdéleni gamma s parametrem a = 3/2, tak potfebujeme
vyrazné vice pozorovani, abychom byli schopni odhalit poruseni nulové hypotézy.
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| ['(3/4,1) |
K, T, F, K, T,
n=20 [ 0,10 0,12 0,16 0,08 0,13
n=50 [[0,23 026 031 0,19 0,28
n=100 042 049 0,51 037 0,47

Tabulka 4.4: Porovnani sil testi za platnosti alternativy pro data pochazejici
z I'(3/4,1) o rozsahu vybéru n € {20,50,100}.

Z definice |p| vime, Ze hustota gamma rozdéleni I'(a, p) je tvaru

_ 1 a—1_—x/p
f(..'lf) - par(a)w € )

kde I'(z) = [;°t*'e~'dt. My v této kapitole uvazujeme parametr p = 1. Pokud
bychom zvolili i parametr a = 1, dostavame hustotu exponencialniho rozdéleni
s parametrem A = 1. Exponencialni rozdéleni je specidlnim pripadem gamma
rozdéleni. Odsud plyne, Ze pro parametr a = 3/4 se dostavame blize nulové hy-
potéze nez pro parametr a = 1/2 a jak vidime porovnanim tabulek a ,
dostavame nizsi silu.

7 tabulky je vidét, ze pro n = 100 je jedno ktery z uvedenych testi
zvolime, nebot jejich sila je priblizné rovna jedné. Z tabulek a pron =
100 vidime, zZe nejsilngjsi je Cramértuv von Misestuv test, test zalozeny na Gi-
niho indexu a test s testovou statistikou Cramérova von Misesova typu zalo-
zeny na stfedni zbytkové zivotnosti. Predchozi véta plati i pokud uvazujeme
n € {20,50}.

Nyni predpokladejme, Ze nase data pochdzi z Weibullova rozdélent Wi(a,o =
1), kde a € {1/2,3/4,3/2}, neboli plati alternativa H;. Z definice Weibullova roz-
déleni [0] vidime, Ze exponencidlni rozdéleni je jeho specidlnim piipadem pro pa-
rametr a = 1.

\ W(1/2,1) \
K, T, F, K, T,
n=20 || 0,88 0,90 0,90 0,80 0,90
n=>50 || 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
n =100 [ 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

Tabulka 4.5: Porovnani sil testi za platnosti alternativy pro data pochazejici
z W(1/2,1) o rozsahu vybéru n € {20,50,100}.

V tabulce , kdy parametr a = 1/2, vidime, Ze pro rozsah vybéru n =
100 je sila testu rovna jedné pro vSechny nédmi vybrané testy. Podobné je tomu
i v tabulce ([4.6), kdy parametr a = 3/2. Naopak pokud parametr a = 3/4, tak sila
testu neni rovna jedné pro zadné n € {20,50,100}, v tomto piipadé potiebujeme
vice pozorovani, abychom byli schopni odhalit poruseni nulové hypotézy. Je vidét,
ze s rostoucim rozsahem vybéru se sila testii opét zvétsuje.
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W(3/2.1)

K, T, F, K, T,
n=20 || 0,38 0,50 048 045 0,46
n=50 || 0,80 0,90 0,93 0,88 0,92
n =100 0,08 1,00 1,00 1,00 1,00

Tabulka 4.6: Porovnani sil testi za platnosti alternativy pro data pochazejici
z W(3/2,1) o rozsahu vybéru n € {20,50,100}.

| W(3/4,1) |

K, T, F, K, T,
n=20 [ 027 027 036 0,19 0,31
n=>50 054 065 0,70 0,52 0,66
n=100 0,84 090 093 0,85 0,92

Tabulka 4.7: Porovnani sil testu za platnosti alternativy pro data pochazejici
z W(3/4,1) o rozsahu vybéru n € {20,50,100}.

Opét, jako tomu bylo u gamma rozdéleni, nejsilngjsi je Craméruv von Mise-
suv test, test zalozeny na Giniho indexu a test s testovou statistikou Cramérova
von Misesova typu zalozeny na stfedni zbytkové Zivotnosti.
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Z.aver

Cilem této prace bylo popsat testy dobré shody pro exponencialni rozdéleni
s parametrem A > 0.

Jako prvni jsme zavedli definici exponencialniho rozdéleni a empirické distri-
bucni funkce véetné jejich vlastnosti. Tyto vlastnosti jsme pak vyuzili v dalsich
castech prace. Nasledné jsme presli na testy dobré shody zalozené na empirické
distribu¢ni funkci se zndmym parametrem A > 0. Nasimulovali jsme si kritické
hodnoty pro jednotlivé testy a porovnali je s tabelovanymi hodnotami. VSechny
zminéné testy pro znamy parametr A > 0 jsme zobecnili i pro neznamy para-
metr A pomoci metody tzv. parametrického bootstrapu. Neznamy parametr A
jsme odhadli pomoci metody maximalni vérohodnosti. Zaroven s tim jsme uké-
zali i priklad. V dalsi ¢asti jsme presli na testy vyuzivajici nékterou z vlastnosti
exponencialniho rozdéleni. Jednalo se o testy zalozené na Giniho indexu a stredni
zbytkové zivotnosti. Odvodili jsme tvary jejich testovych statistik a rozdéleni
za platnosti nulové hypotézy.

Na zavér jsme zjisténé teoretické poznatky zkoumali v simula¢ni studii, kdy
jsme sledovali hladinu jednotlivych testii za platnosti nulové hypotézy a silu
testil za platnosti alternativy. Pro alternativu jsme uvazovali gamma rozdéleni
a Weibullovo rozdéleni, které maji exponencialni rozdéleni jako specialni pripad.
P1i zkoumani hladin test jsme zjistili, ze vSechny hladiny jsou blizké nominalni
hodnoté 5%. Naopak pokud jsme se podivali na sily nami vybranych testu, tak nej-
silnéjsi testy jsou Cramériiv von Misesuv test, test zalozeny na Giniho indexu
a test s testovou statistikou Cramérova von Misesova typu zaloZzeny na stredni
zbytkové zivotnosti.
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A. Prilohy

A.1 Gama rozdéleni

Definice 5 (Gama rozdéleni). Necht a > 0,p > 0. Gama rozdéleni I'(a,p) defi-
nujeme pomoct hustoty

1 a—1_,—x/p
flz) = {paf(a)x € x>0,

0 jinak,

kde T'(z) = [5° t"tetdt.

A.2 Weibullovo rozdéleni

Definice 6 (Weibullovo rozdéleni). Necht a > 0,0 > 0. Weibullovo rozdéleni
W (a,o) definujeme pomoci hustoty
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