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na prikladu jejiho vyuziti. Poté zavedeme definici strong mixing condition, jez
nam umozni dokézat centrdlni limitni vétu i pro zavislé nahodné velic¢iny. Déle
se zamérime na predpoklady, které jsou nutné k platnosti véty. Vétsinu prace
se budeme zaobirat jejim dikazem. Na zavér si predvedeme zminénou vétu na
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Uvod

V této bakalarské praci se budeme zabyvat centralni limitni vétou pro zavislé
nahodné veli¢iny. Standardni centralni limitni véta je jeden ze zdkladnich nastroju
jak pravdépodobnosti tak i statistiky, pro niz je nezavislost jeden z hlavnich
predpokladii. Nicméné my si zde pomoci tzv. strong mixing condition dokazeme,
ze neni nutnou podminkou pro platnost této véty. Zakladnim podkladem prace
je ¢lanek [Rosenblatt| (1956), ve kterém je danéd problematika skromné popséna.
Tudiz hlavnim cilem prace je ji detailnéji zpracovat a platnost véty dikladné
dokazat.

V prvni kapitole si pripomeneme standardni centrdlni limitni vétu pro ne-
zavislé ndhodné veli¢iny, kterd je nam jiz zndma ze zakladniho kurzu pravde-
podobnosti a matematické statistiky. Pro lepsi pochopeni si zde zminime jeden
motivacni priklad. Jedno z jejiho vyuziti je urceni intervalového odhadu pro nami
dany parametr. Ve statistice se téZ hojné vyuziva pro urceni rozdéleni testové
statistiky a nasledného kritického oboru.

Co se druhé kapitoly tyce, tvori vétsinu prace. V té formélné zavedeme zna-
¢eni, kterd jsou potieba k zadefinovani strong mixing condition, nacez ji dame do
souvislosti s diikazem centralni limitni véty pro zavislé nahodné velic¢iny. Poté se
seznamime s podrobnym dikazem této véty, ktera ma dulezité predpoklady na
strukturu zavislosti. Vysledkem této kapitoly je tudiz tvrzeni, ze asymptotickou
normalitu lze dokazat i pro ndhodné veliciny, které jsou zavislé.

V posledni podkapitole si dané vysledky predstavime na prikladu tzv. klouza-
vych prameéru. Ten nam priblizi pravé myslenku dokazované véty. V posledni
casti zavérecné kapitoly nalezneme simulaci vyse zminéného ptikladu pro kon-
krétni hodnoty posloupnosti predstavenych v priabéhu dikazu. Ziskané poznatky
dale porovname.



1. Centralni limitni véta

Nejdrive si zde pripomene definici konvergence v distribuci pro nahodné veli-
¢iny, kterd je zakladni pro znéni centralni limitni véty. Naslednou definici a znéni
véty nalezneme ve skriptech [Prokesovd| (2023).

Definice 1 (konvergence v distribuci). Bud {Y;,}°2, posloupnost nahodnijch veli-
¢in na libovolnych pravdépodobnostnich prostorech a budY také ndhodnd velicina.
Rekneme, Ze ndhodné veliciny Y, konverquji v distribuci k ndhodné veliciné Y,
pokud

lim Fy, (x) = Fy(x)

v kaZdém bodé x € R, ve kterém je Fy, distribucni funkce ndhodné veliciny Y,
spojitd. Znacime 'Y, 4y,

n—o0

1.1 Znéni CLV

Véta 1 (Centrélni limitni véta). Budte X1, Xo, ... vzdjemné nezdvislé, stejné roz-
delené ndahodné veliciny, EX; = p € R,var X; = 0 € (0,00),Vi € N. Potom pro
ndhodné veliciny

Y (X — p)

Lp =
2

no

plati Zy, —— Z, kde Z ~ N(0,1).

Véta nam vlastné 1iké, ze soucet rozdilu ndhodnych veli¢in a jejich stfednich
hodnot, ktery je vhodné podélen, ma asymptoticky normované normalni rozde-
leni.

Ekvivalentné mtzeme nahodné veli¢iny Z,, zapsat jako

7, = V(X — )

g

?

kde X,, zna¢i vybérovy primér ndhodnych veli¢in X, Xo, X3,X4...,
tzn. X, = % 1 X;. Tedy plati:

ﬁ(yn —[) 4 N(0,1).

o n—oo

1.2 Priklad

Pro lepsi predstavu si zminime jeden priklad na vyuziti centralni limitni véty.
Meéjme nédhodné veliciny X, X, ... ~ Alt(p) s parametrem p € (0,1), které
jsou nezavislé a stejné rozdélené. Tedy se jedna o rozdéleni, pro néz plati

P(X;=1)=p a P(X;=0)=1—-p.

Stfedni hodnota je EX; = p a rozptyl var X; = p(1 — p) pro Vi € N.



Vime, ze X, je nestranny a konzistentni odhad parametru p. Mame tedy
z definice konzistentniho odhadu

Yanv

n—o0

tudiz vybérovy primeér konverguje v pravdépodobnosti k parametru p.
Vyuzitim véty o spojité transformaci s funkei g(x) = z(1 — ) ziskdme

X,(1—X,) —== p(1—p).

n—oo

Z poznatku vyse plyne opét pomoci véty o spojité transformaci nasledujici:

7, centralni limitni véty dostavame
X, —
v p) n_dm> N(0,1).

p(1—p)

Plati tedy

\/ﬁ(yn —p) p(1—p) _ \/ﬁ(yn —p) d
| = = = = —— » N(0,1)
Vpa—p) \Xall=Xa) X, (1-X,) "7
z Cramer-Sluckého véty. Vysledek miizeme dale vyuzit ke zkonstruovani nasledu-
jictho asymptotického intervalového odhadu stfedni hodnoty

X, (1-X,)
Jn ;

kde u;—ga je (1 — $)-ty kvantil normovaného normalniho rozdélent.

(Xn + ul—%



2. CLV a zavislé nahodné veliciny

7, minulé kapitoly vime, ze dilezitymi predpoklady standardni centralni li-
mitni véty jsou nezavislost a stejné rozdéleni ndhodnych veli¢in. My si vsak
v té nasledujici ukazeme, ze nezavislost neni nutnou podminkou pro platnost
CLV a ze asymptotickou normalitu lze dokazat i pro zavislé ndhodné velic¢iny.
Avsak dulezité jsou urcité predpoklady na strukturu zavislosti. Pro dikaz vyu-
zijme tzv. strong mixing condtition. Proto si nejdfive zavedeme potfebné znaceni
a poté zadefinujeme danou podminku.

V této kapitole budeme vychazet predevsim z ¢lanku Rosenblatt, (1956)), ktery
si zde rozebereme vice do hloubky. Na zavér si uvedenou teorii predvedeme na
prikladu tzv. klouzavych pruméri.

2.1 Strong mixing condition

Teorii o strong mixing condition budeme ¢erpat z Bradley| (2005) a Wikipedia
contributors| (2023). Méjme posloupnost ndhodnych veli¢cin X = (X, k € Z) na
pravdépodobnostnim prostoru (€2, A, P). Zavedeme znaceni

Fl=0(Xp,a <k <b),

kde —oo < a < b < 0. Jedna se tedy o o- algebru, ktera je generovand ndhodnymi
velicinami X, Xo11,...,Xp—1, Xp.
Daéle si oznac¢ime funkci

a(s) =sup{|P(ANB)—P(A)-P(B)|: —co <t <o00,A € F

—0oQ)

B e Fx.},

kde Hoo = O'(...,thl, Xt) a 'F;fois = 0<Xt+37Xt+s+17 )
O posloupnosti ndhodnych veli¢in X = (X, k € Z) fekneme, Ze spliuje strong
mixing condition, pokud

a(s) =0 pro s — 0.

Takovou posloupnost nazyvame strong mixing.

Nyni se omezime na indexy k& € N. Pro obecné indexy bychom misto 1,2,...,:
pouzivali ....s — 2,4 — 1,4. Ekvivalentné posloupnost ndhodnych veli¢iny splnuje
strong mixing condition, pokud

P(X1, s X5) € AN (Xim, Xigmoir,enr) € Bl— (2.1)

~P[(X1, 0y Xi) € Al P[(Xism, Xitms,) € Bl < f(m)

pro vSechna i;m € N, mnoziny A, B a funkci f(m) — 0 pro m — oo.

Muzeme si ji predstavit nasledujicim zptisobem. Pokud vzdalenost mezi mno-
zinami indext je vétsi, pak rozdil pravdépodobnosti priiniku téchto mnozin a sou-
¢in jejich pravdépodobnosti se blizi k nule. Musime podotknout, ze v nasem pri-
padé vzdalenosti mame na mysli rozdil indext ndhodnych veli¢in. V pfipadé ([2.1))

tedy vzdalenost mezi mnozinami indexi A a B je m. Tuto variantu podminky
muzeme nalézt v |[LEHMANN] (1999).



2.2 CLV a strong mixing condition

Véta 2. Méjme ndahodné veliciny X1, X, ... a predpokladejme, Ze jsou centrované
(maji nulovou stredni hodnotu). Necht ddle jsou splnéné ndsledujici predpoklady:

E(ixj)Z ~h(b—a) (2.2)

a pro kazdé 6 > 0
b 2448 5
E(Z Xj) — o(h(b— a)**%) (2.3)
Jj=a

pro b —a — oo, kde h je neklesajici funkce m a h(m) — oo pro m — oc.
Ddle necht je splnéna strong mizing condition. Pak pro posloupnost nahodnijch
velicin Si, Sa,..., které jsou zadefinované jako S, = >77_; Xj, plati:
Sn LN
kh(pn> n—oo

kde k,pn a q, jsou posloupnosti prirozenych cisel spliujict k(p, + ¢,) = n,
DPns Gns k — 00, g—" — 0 pro n — 00 a Z ma normované normdalni rozdelent.

Symbolem ~ mame na mysli, Ze podil pravé a levé strany konverguje k jedné.
Toto znaceni budeme vyuzivat ve zbytku prace. Nyni se podivame na naznak
dikazu. Nejdiive si zavedeme nésledujici znaceni:

T(Pn+Qn)
‘/T = X])
J=rpn+(r—1)gn+1
kder=1,..., k.
Méjme tedy:
r=1:
U1 == ZXJ a ‘/1 == Z Xj7
j=1 Jj=pn+1
r =2
2pn+Qn 2(pn+£]n)
U2 = Z Xj a ‘/2 = Z Xj,
J=pn+tqn+1 J=2pn+aqn+1
r=k:
kprn+(k—1)gn k(pn+an)
Uk = Z Xj a Vk = Z Xj.
]:(kfl)(pﬂfi’qn)“rl j:kpn“r(k*l)%m‘i’l



Obrézek 2.1: Rozepsani souc¢tu ndhodnych veli¢in po ¢astech.

Jednd se tedy rozepsani souctu S, = 37 ; X; na jednotlivé casti, které jsou za-
vedeny ve znéni vyse. Mnozinu indexu 1,..., n rozdélime na k disjunktnich mnozin

po sobé jdoucich indext, které maji velikost (p, + ¢») (viz obrdzek [2.1)). Soucty
prvnich p, indexti v kazdém podintervalu oznac¢ime U, a soucty pres zbylé in-
dexy znac¢ime V, pro r = 1,..., k. VSimnéme si, ze ¢asti ¢, obsahuji asymptoticky
zanedbatelné mnozstvi indext oproti p,,. Déle plati

Sn L, oV,
BTN B ST
\VER(pn) =1/ kR(pn) =1 +/kh(pn)
Budeme tedy dokazovat konvergenci v distribuci pro

Xk: Ur b V;“ d

> 2. 24
=1 /kh(py) i ; \VEh(p,) " (24)

V prvni ¢éasti dikazu ukédzeme, ze

k
V.,  »p
>0
7;1 /kh(pn) n—oo

V té druhé predvedeme platnost

zk: Ur d

<
—

Tedy z Cramer-Sluckého véty dostaneme ([2.4]).

Diikaz. 'V dikazu budeme vyuzivat znaceni, kterd jsme si zavedli vysSe. Nejdiive
si ukazeme, ze
k
V.
3 " 0. (2.5)
=1 \/kh(p,) "7

2

2
Lo L, L b VE
ES — | — _ ES 2| <y V2
7;1 kh(p,) ;\/kh(pn) 7;1 kh(p,) _7; kh(p,)

kde prvni nerovnost plyne z Jensenovy nerovnosti pro funkci g(z) = y/z. Zérover
posledni ziskavame z Minkowského nerovnosti aplikovanou na stiedni hodnotu.



Déle mame z vlastnosti

ZP i% J ().

Pokud tedy vybereme posloupnosti k, q,,, p, — o0 pro n — 0o, které také splnuji

kh(qy)
— 0, 2.6
h(pn) (26)
dostavame
k
V.
E Z n—)oo\
r=1 k’h(pn)

Konvergenci v pravdépodobnosti budeme dokazovat z definice. Oznacme si

Y = Z \/manechte>0

EIY]  kh(ga)1 .
h(p,) & n—oe

P(Y|>e) =EQ[Y]>e]) <

Tedy plati (2.5]).
Nyni si zadefinujeme nésledujici znaceni, ktera nam budou usnadnovat zapis:

U
Gr,n ) =P | —— <z],
@ ( kh(pn) )

U
kh(pn)

kde m, € Z a § > 0. Funkce G, ,(z) znac¢i distribu¢ni funkci ndhodné velic¢iny
Ur

kh(pn) ‘
Poznamenejme, ze

> P((ij(r’n,mr,> (fj U’“pn) x) (2.7)

(m1+...+mp+k)é<z r=1

A(r,n,m,,d) = {mré < < (m, + 1)5} ,

< > P <rk] A(r,n,m,., 5)) : (2.8)

(m1++mk)6§x r=1

Ukéazeme si pouze platnost nerovnosti ([2.7)). Dikaz (2.8) je obdobny.

> P (ﬁ A<r,n,mr,6>>

(mi+...4+mp+k)é<z r=1

_ oy p(ﬁ{mM“g(mﬁm})

(mi+...4+mp+k)o<z

o v
(mi+..+mp+k)d<z r=1

=
——
3
(o9
AN
=
IA
3
+
=
(&%)
N——
N————



r=1/kh(py)
Suma
k U
s oA <)
(mi4..4+mp+k)6<z r=1 kh(pn)
nam 1ika, ze
U k
vre{l,.k} ——<(m,+1)§ pro > (m,+1)§ <=
kh(pn) r=1

Zarovel pro vSechny moznosti vibéru my, ma,...,my jsou (F_, A(r,n,m,,d) dis-
junktni. Tedy nam plati rovnosti a nerovnosti vyse. Nyni si ukazeme, pro¢ by
méla druhd nerovnost platit a celkovou myslenku dokazovanych nerovnosti.
V pripadé, ze bychom méli pouze dva scitance, dostavame nasledujici obrazek.

[0,x] [0,x]

[0,0] [x,0] [0,0] [x,0]

Obrazek 2.2: Obsah trojihelniku [0,0], [z,0], [0,x] vyuzit pfi nerovnostech.

Jednd se o obsah trojuhelniku [0,0], [#,0], [0,z], kde jednotlivé ¢tverce repre-

zentuji ]5;( ) pro jednotlivé moznosti vybéru my, ma,...,my (je zde vidét, ze jsou
Pn

disjunktni). Diagonédla nam urcuje hodnotu hranice z. Na obrazku vlevo je zna-
zornéna prave jiz dokazana prvni nerovnost. Poéitame tedy s celymi ¢tverci, které
jsou obsazeny v trojihelniku.

Co se tyce pravého, ten nam priblizuje p¥ipad zbylé nerovnosti (2.8)). Z plat-
nosti

Z P (ﬂ A(T,n,mr,5)>
)0<z

(m1+...+mk r=1

:P( U ﬁ{mT6<UT)§(mr+1)5}>

(mi+...+mg)é<z r=1
muzeme vidét, ze
(mi+...+mp)d <z =3 my,mo,...mg:(my+...+my+1)J > .

Tedy s¢itame-li pres vsechny k- tice my, ma,..., my, které maji vlastnost vyse, pak
mezi nimi nalezneme takové, ze (mj + ... +my +1)d > x. To jsou prave ty Ctverce
na druhém obrézku, které jsou trojihelnikem [0,0], [x,0], [0,2] zasazené.

9



Lemma 3. Pro znaceni, kterd jsme si zavedli vyse, plati

r

kh@ﬂ)

> tk> <eg, (29)

pokud t, = \/g a pro dostatecne velkd n.

Diikaz. Necht ¢ > 0. K ditkazu vyuzijeme CebySevovu nerovnost. Z ni vyplyva

nasledujici:
2
U, r :
Pl max |———=—|>1t | =P max ||| >
r=lek | Jkh(py,) =k | JER(pn)
- 2
<E| max | ——— = (2.10)
r=1,...k kh(pn) k
Dale nam plati, ze
e (e ||} <e|(3 |-
=Lk | Jkh(p,) r=1]1/kh(py)

Nerovnost ziskavame, jelikoz maximu pres nezaporné hodnoty je mensi nebo rovno
nez soucet téchto hodnot. Poté mame

E(i

r=1

-y v e B(1+on(1)),

kde 0,(1) znaci posloupnost jdouci k nule pro n — oo. Prvni nerovnost nam
plyne z Minkowského nerovnosti a prvni rovnost z predpokladu ([2.2)). To jest pro

dostatecné velkd n dostavame
2 2
k
U,
r=1

kh(pn)

r

kh(pn)

E | max
r=1,....k

Tudiz ziskavame z ([2.10))

10



Lemma 4.

Z P (ﬂ A(r,n,mr,5)> — Z H P(A(r,n,m,,d))| (2.11)
(

(mi+..4+my)d<z r=1 mi+...+my)d<z r=1

<k(ﬁﬂkﬂ%»+%,

pro € > 0.

Diikaz. Pravdépodobnost viech mnozin (_, A(r,n,m,,d), pro které je

> iy,

M1y kh(pn)

je nejvyse e. K vysledku jsme dospéli pomoci lemma 3 (2.2)), jelikoZz oba ¢leny
odhadneme pravé € . Méjme nyni posloupnosti mnozin, pro které plati

___r <t
"1\ kh(pn)

Opakovanou aplikaci strong mixing condition dostavame:

]P (A A108)) = TLPLAG 0080 < (6= D70 < K0, (212)

r=1

kde funkce f(m) je ze znén{ (2.1)). Abychom dokézali (2.12), vyuZijeme indukei.
Pro k£ = 2 se jednd o samotnou strong mixing condition. Budeme predpokladat,
ze plati pro k a chceme ukazat platnost pro k& + 1. Pro snadnéjsi zapis
budeme znacit A, = A(r,n, m,,?).

k+1 k+1
‘P (ﬂ Ar) - H P(A
r=1 r=1

‘P(AHIQF]AT) — P (Agsa) - <ﬂA>+P (Agir) - P(

r=1

SPQ%HOHAJ—PMHQP<6AJ

r=1

k+1

\P A) - (ﬂ A) TP < £(6) + (6= 1) P (i)
< f(Qn) + (k - 1)f(Qn) 1= kf(Qﬂ) < (k + 1)f(‘]n)

Druhou nerovnost ziskavame diky tomu, ze vzdalenost mezi jednotlivymi
Ui, Us,..., Uy je praveé q,, a indukénimu predpokladu. Tedy nam plati (2
7, obrazku vidime, Ze pro pravé jedno —Z=— maéme, ze takovych mnozin
V/ kh(pn)

je Ze My vsak poéitdme s ﬂ A(r,n,m,,0), tedy mnozin takového tvaru je

5
Tk) 7 poznatkl vyse nam Vyplyva nase nerovnost.

11



Obrazek 2.3: Interval pro jeden tvar mnoziny.

]

Nyn{ si zadefinujeme nahodné veliciny U,, kde U, m4 stejné rozdéleni jako
ndhodna veli¢ina U, pro v = 1,2,...,k (maji i stejné vlastnosti), avsak na roz-
dil od nich jsou vzajemné nezavislé. Oznac¢me si konvoluci distribu¢nich funkci
Gin(2), ..., Gen(z), kde se jednd postupné o distribu¢ni funkce ndhodnych velicin
le, 17;,..., [7;, nasledovneé:

Gin * ... ¥ Gp(x).

Zaroven plati, ze

G * oo Gpol(z) < > I P(A(r,n,m,,$)) (2.13)

(m1+...4my)0<z r=1

< Gip* oo % Gpp(r+ ko),

k

Gin* ... ¥ Gpp(r — k6) < > I1 P(A(r,n,m,,é)) (2.14)
(mi+...4+mp+k)d<zr=1
S Gl,n kX ..k Gk.m({[‘)

K dikazu vlastnosti vyse budeme vyuzivat nerovnosti (2.7)) a ([2.8)), kde si musime
uvédomit, ze Uy, Us,..., Uy jsou nezavislé, tudiz

Z [ (ﬂ A(r,n,mr,5)> = Z H P(A(r,n,m,,9))

(m1+...4my)0<z r=1 (m1+...4my)0<z r=1

a obdobné pro soucet pres (my + ... + my + k)0 < x.

Dokazeme si pouze a se dokaze analogicky. Konvoluce distribuc-
nich funkei nezavislych nahodnych veli¢in je rovna rozdéleni souctu téchto velicin,
proto nam plati

k il k
Gin*...xGpp(x) =P — << P < A(r,n, mr,5)>
' (Z‘; \kh(pn) ) (m1+..§nk)6<x Dl

= Z H P(A(r,n,m,,J)).

(m1+...+mk)5gm r=1

Zéroven mame pro z = x + kd z (2.7))

Gip*.. %Gl (2) =P (Z L < z) > > - P ((k] A(r,n, mr,5)>

=1 y/kh(py,) (m1+...+my+k r=1
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= > 11 P(A(r,n,m,,d)).

(mi+...4my)d<z r=1

Obdrzime tedy nakonec ([2.13)).

Daéle dostavame rovnosti

U 1 ( Tpn‘i’(il) n )
var L var X;
kh(pa) — Fh(pa) J=(r=1)(pntan)+1

1 rpn+(r—1)gn 2 1 1
— E X | ~ hp,) = —
kh(pn) ~ \ 2 o kh(pn) ) =5

=(r—1)(Pn+gn)+1

i
:varZW rmw ,

coz nam plyne z toho, ze U, pro r = 1,.... k jsou nezavislé. Zaroven z predpokladi

vime, ze
TPn+(r—1)gn
)+

J=(r=1)(pnt+an

Néahodné veli¢iny U, pro r = 1,...,k jsou tedy nezavislé a splnuji podminky vyse.
Ze standardni centralni limitni véty nam plyne

T,
Gin* .. * Gpp(z) =P — <z | —— (),
1 ’“ (Z Eh(pn) ) s

kde ®(z) je distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozdéleni.
Nyni chceme, aby platilo k, p,, ¢, — 00, kp, ~ n,kd — 0 pro n — oo tak, aby

k (?)k F(gn) — 0, (2.15)

kh(qn)
h(pn)
Podminku ([2.15)) ziskdavame z lemmatu 2 a druhd je potfeba dokézat z prvni ¢asti

dikazu (2.6)).
Nejdiive predvedeme dikaz (2.15). Polozme § = k% Vidime, Ze stale plati

ké — 0. Z naseho oznaceni

— 0.

plyne

k (%f)k _ k%ﬂ 2 _ < kSka’
52

kde C' = % Clen C* jde k nekoneénu pomaleji nez k%%, proto se budeme zaobirat
rychleji rostoucim ¢lenem. Chceme tedy

k5kf(qn) — (Okloghtlog f(an)  k*+log flan) _y ().
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Prvni nerovnost dostavame diky platnosti 5k log k < k2. Tedy obdrZzime

k2 + lOg f(Qn) <0 = k2 <= 10g f(qn) = k< - 10g f(Qn)

Vime z toho, jakym zptsobem jsme si zadefinovali funkeci f(x), ze f(qy) — 0.

Proto minus je pod odmocninou spravné (funkce log(z) je na okoli 0 zadpornd).
Tedy pro k

k </ —log f(gn),
nase podminka (2.15) bude splnéna a rozdil (2.11)) bude mensi nez 2¢ pro € > 0

a n,k,q,,p, — 00. Lemma 4 ndm vlastné 1ika, ze mensSenec a mensitel se nam
bude lisit o libovolné malé & > 0.
Pro dikaz (2.6) budeme vychézet z naseho predpokladu (2.2]). Vime, ze

n) ~ E(éX])z.

Zaroven z vlastnosti, které jsme si zminili v ivodu dikazu, plati tyto rovnosti

a nerovnosti:
n 2 k k 2 k 2 k 2
E(Z)g) = E(ZUTJFZV;) < E(ZUT) + E(ZV})
Jj=1 r=1 r=1 r=1 —1

k rpn+(r—1)gn 2 k r(pn+aqn) 2
S E( > Xj) s E( > Xj)
r=1 j )+1

j=(r—1)(Pn+gn r=1 J=rpn+(r—1)gn+1

~ 3+ 3 il = b () + (a0 < b (20

Prvni a druhé nerovnost vyplyva z Minkowského nerovnosti a vyjadieni U, a V.
podle naseho zadefinovani. Déle jsme vyuzili predpokladu (2.2) a toho, ze funkce
h(n) je rostouci pro n — oo a Z—Z — 0 (posloupnost g, roste pomaleji). Mdme

(i ) < 4Kh(py).

To jest obdrzime
1 < 4k*
h(pn) ~ h(n)’

a tim padem

kh(gn) _ 4K°h(gn)
h(pn) = h(n)
Tedy podminka ({2.6)) je splnéna pro h(g,) = o (h( )> jelikoz plati

)

h(?) n—)oo/
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Nyni si shrneme poznatky, které jsme béhem diitkazu ukazali. Budeme pred-
pokladat, ze posloupnosti splnuji &, p,,q, — o0, kp, ~ n,kd — 0 pro n — oo
a plati podminky (2.15)), (2.6 za zminénych predpokladi. Poté

PIY ——<z]< X P(ﬂA(r,n,mr,cS))
<T:1 \/W (m1+...+mp)d<z r=1

k
< > [T P(A(r,n,m,,8)) + & < Gip % o % Gz + k6) + &,

(mi+...+my)o<z r=1

U k
Py <s)> ¥ P(ﬂAmn,mr,a))
(7“:1 kh(pn) ) (m1+...4+mp+k)d<z r=1
k
> > [1 P(A(r,n,m,,8)) — & > G % ... % Gz — ko) — &.

(mi+..4+mp+k)o<z r=1

Postupné pouzivame lemma 4, (2.13)), (2.14)) a (2.10).
Déle jsme si dokazali, ze plati nasledujici:

Gin* ... % Gpp(r 4+ k6) + & — (x) + ¢,

G * ... ¥ Gpp(r — kd) — & — P(x) — &,

kde ®(z) je distribu¢ni funkce normovaného normélniho rozdéleni a & > 0 libo-
volné (tedy i libovolné malé). Musime zde téz podotknout, ze k6 — 0 a ®(z) je
spojita funkce. Déle vyuzijeme vétu o dvou straznicich. Nakonec nam tedy plyne

k
Ur d
D ——
—1 kh(pn) n—o0

Spolu s (2.5) a Cramér-Sluckého vétou ziskdvame

» N(0,1).

k k

S U Vv d
n _ r r N N
Tene 2 i 2 e =

0,1).

2.3 Priklad

V této kapitole si zminime priklad posloupnosti ndhodnych veli¢in, které spl-
nuji strong mixing condition a centralni limitni vétu pro zavislé nahodné veliciny
dokazané vyse.

Uvazujme ndhodné veli¢iny Y_;, Y ;. 1, Y ;10,..., které jsou nezavislé stejné roz-
délené nabyvajici hodnot +1 a [ € N. Pro pravdépodobnosti plati

1
PY,=1)== a P(Yi:—l):5 Vie{—l,-1+1,.}.
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Nyni si definujeme ndhodné veli¢iny nasledujicim zptsobem:

i+l

X,= >,

j=i—l

Néahodné veliciny X1, Xo, X3,... se nazyvaji klouzavé pruméry a jsou zavislé. Pro
lepsi predstavu si zde rozepiSeme par ¢lenti pro [ = 2.

1+2
Xi= ) V=Y +Y+ Y1 +Ys+Y;,

j=1-2

242

Xo= Y YV, =Yy+Yi+Ys+ Y347V,
j=2-2
342

Xs= > Y=Y+ Yo+ Vs +Yi+Ys,
j=3—2
442

Xo= Y V;=Yo+ Y3+ Yi+Ys+Y,

j=4-2

5+2
Z Y;=Ys+ Y, + Y5+ Y5+ Y7,

j=5-2

I
I

6+2
Xe= > Y=Y+ Y5+ Y +Y:+ Vs
j=6—2
Vidime, Ze pro [ = 2 jsou X; a X, nezavislé pro m > 6.
Pro obecné | € N mame, ze X; je nezavisla s ndhodnymi veli¢inami X, pro
m > 1+ 20+ 1. Znovu se podivame na ekvivalentni znéni strong mixing condition:

‘P[(Xb 0 Xi) € AN (Xigm, Xigmt1,-.) € B]—

~P[(X1,..., X;) € A] - P[(Xi1m. Xipmer,) € Bl < f(m),

pro vSechna i,;m € N, mnoziny A, B a funkci f(m) — 0 pro m — oc.

Z poznatku vyse vime, Ze pro m > ¢ + 2l + 1 jsou X,, nezavislé ndhodné
veli¢iny s X;. Tedy pravdépodobnosti v podmince se pro m > i + 20 + 1 rovnaji
a z toho nadm plyne, Ze rozdil bude roven nule (funkeci f(m) budeme moci polozit
nule). Vysledek je, Ze posloupnost ndhodnych veli¢in X, X, X3,... splituje nasi
strong mixing condition.

Nyni se zaméfime na vypocet sttednich hodnot X7, X5, X3,...:

1
EY; =1- 3 +(=1)-==0 Vje{-l,-l+1,.} =Y, jsou centrované,

i+1 i+l
EX,=E Z Y, = Z EY; =0 lieN —> X, jsou centrované.
j=i—l j=i—l

V této ¢asti budeme uvazovat | = 2 (pokud nebude feceno jinak) a podivame
se na vyse zminénych prvnich Sest ¢lenti. Pro jejich soucet plati

X1—|—X2+X3+X4+X5—|—X6:1Y,1+2%+3}/1+4}/2
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+5Y3 + 5Yy + 4Y5 + 3Ys + 2Y7 + 1Y5.

Dale ziskavame, ze
2
(ZX) E (1Y, + 2V, + 3Y; + 4Y, + 5Y; + 5Y; 4 4Y; + 3V + 2V7 + 1Y5)?

= EY? +4EYS + 9EY? + 16EY; + 25EY;? + 25EY, + 16EY;
+9EY? +4EY2 +EYZ = (2-30+2-25) - 1.

Druhou rovnost dostavame diky tomu, ze ndhodné veliciny Y_q,...,Yg jsou neza-
vislé, a posledni vyplyva z toho, ze
1

ES/;2:12'*
2

(ZX) oy (ZX) (e (ZX)) ~ 10

Nyni, kdyz jsme se podivali na soucet konkrétniho poc¢tu nahodnych velicin,
budeme mit lepsi predstavu, jak to bude vypadat pro obecny pripad. Z predpo-
kladu (2.2)) chceme spocitat

1
+ (_1)2 . 5 =1 Vi € {—1,0,...,8} .

Tedy mame

()

Pro vypocet funkce h(p,) vyuzijeme analogicky postup, ktery jsme si ukazali
vyse. Plati nasledujici

—4
DPn Pn

X =1V +2Y5 +3Y1 +4Ys +5Y5 + ... + 5Y,,

i=1

_’_4}/17”_1 + 3}/pn + 2}/pn+l + Y17n+2’
pn_4

Pn 2
E (Z Xi> = EY? +4EY{ + 9EY? 4 16EY; + 25EYZ + ... + 25EY,, 5

+16EY; | +9EY +4EY? | +EY) = (2-30+ (p, —4)-25) - 1,

kde zduvodnéni rovnosti je stejné jako u pripadu pro prvnich Sest ¢lent. Dosté-
vame tedy
h(pn) ~ (60 + (pn —4) - 25) —— oo.

Na obrazku muZeme vidét, jak bychom rozdélili soucet
Sp = >_j-1 Xj na Casti, které jsme si zavedli na zacatku dikazu véty.
V nasem prikladé dostavame pro ¢, = 6

Pn pn+6
=5% . w= S x,
jil ]:pn+1

17



Pn

k- krat n

Obrazek 2.4: Priklad.

2Py, +6 2(pn+6)
=Y X, a W= Y X,
J=pn+6+1 J=2pn+T7

Pevna volba g, = 6 je zde spravna a zaroven

6
— —— 0.

pn n—o0

Jelikoz vime, ze X; a X,,, jsou nezavislé pro m > ¢+ 5, dostavame, ze Uy, Us,..., U
jsou nezavislé ndhodné veliciny (viz obréazek [2.4)). V lemma 4 ndm dokonce plati

‘P (ﬁ A(T,n,mr75)> — rli[l P(A(r, n,m,,d))| = 0.

r=1

Z toho ndm téz plyne (a z poznatku vyse), ze posloupnost p, a ¢, spliuji pod-
minky a (2.15). Kdyz se vratime do diikazu véty, kterym jsme se zaobirali
v minulé podkapitole, zavadéli jsme si zde pomocné nezavislé nahodné velic¢iny
Ui,...,Ug. V nasem prikladé jiz U,...,Uy jsou nezavislé a mizeme na né aplikovat
standardni centralni limitni vétu.

Plati nam tedy centralni limitni véta pro zavislé ndhodné veliciny X, Xs,...

Sn .
RGO+ (p — 1) -25) "= N(0,1).

2.3.1 Simulace prikladu

Nyni vysledky vyse predstavime na konkrétnich ptikladech. Méjme n = 10000
a ¢, = 6. Budeme uvazovat tfi moznosti volby parametri p, a k, které by nam
mély 1épe priblizit, jaké hodnoty parametri je vhodné volit. Simulace budeme
provadét v programu RStudio.
Pruni moznost:
Gn _ 6

=10 = p,+¢. =10 — p, =949 — —=—,
Pn M

S S,
/100 (60 + (94 — 4) - 25) V231000

Vidime, ze podil ¢, a p, je malé ¢islo a vylucujeme pomérné vice tsek s indexy
dn (jedna se o ¢asti, které nam ,rusi“ nezavislost).

mé priblizné N (0,1).
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Druhd moznost:

W 6

=200 = puta.=50 = p=44 — D=2
Pn 44

il o m4 piiblizné  N(0,1).

/200 (60 + (44 —4) -25) V212000

V druhé moznosti jsme zvolili £ = 200, tudiz dostaneme vice ndhodnych veli¢in
U., méla by tedy lépe fungovat standardni centralni limitni véta. Na rozdil od
prvniho prikladu méame podil Z—: = 4%, coz je jiz pomérné veétsi cislo, nez jsme
meli vyse. Zaroven vylucujeme veétsi pocet ¢asti q,.

Treti moznost:

6
k=50 — potg,=200 — p,=194 — _ 2
Pn 194
S, S
m4 priblizné N (0,1).

\/30 - (60 + (194 —4) -25) /240500
Podil q—z a pocet vyloucenych c¢asti ¢, je v poslednim pripadu nejmensi. Co se
ndhodnych veli¢in Uy,...,Usy tyc¢e, mame jich nejméné. Tudiz nam z toho vyplyva,
ze pro centralni limitni vétu, aplikovanou na tyto nahodné velic¢iny, by tento
pripad mél byt nejméné vhodny ze vSech tii.
7 vlastnosti, které jsme si uvedli v ivodu ptikladu, dostavame
10000
Sp = Z X; =Y 1 +2Y) +3Y; +4Y5 + 5Y5 + ... + 5Y90s
j=1
+4Y9999 + 3Y10000 + 2Y10001 + Y10002

9998
=5- Z Y; + 4(Y2 4 Yogg9) + 3(Y1 + Yi0000) + 2(Yo + Yiooo1) + (Y=1 + Yiooo2)-
=3
Nasledné

1 1
Y, =2 (\4 — 2) =2V, —1 Vi~ Alt (2> Vi € {—1,...,10002}

k 1
— YV, =28~k , kde Bkaz’(k:,z)

i=1
—> S, = 5(2Bgggs — 9996) + 4(2By — 2) + 3(2By — 2) + 2(2By — 2) + (2B, — 2).
Priklad bude tedy simulovan generovanim 1000 nahodnych velicin S, ,...,9 00

které budou urceny binomickym rozdélenim. Vypocty provedeme pro vsechny tri
moznosti uvedené na pocatku zadani simulace. Dané vysledky nésledné porov-

name.
Pro zjednoduseni zapisu budeme nadéle uvazovat

S,
‘T /231000
R; = _ Sm
" /212000
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S,
/240500

pro Vi € {1,2,...,1000} . Poté jednotlivé Cetnosti spo¢tenych hodnot ndhodnych
veli¢in

Qi =

T, R;, Q; Vi € {1,2,,1000}

zaneseme do histogramu, ve kterych vykreslime téz graf hustoty normovaného
normalniho rozdéleni (Cervena kiivka v histogramu). Timto zptusobem muzeme
nejlépe rozhodnout, zda dané ndhodné veli¢iny maji ptiblizné rozdéleni N (0,1).
7, provedené simulace nize vyplyva, ze vSechny histogramy pro vSechny tti
moznosti se nam extrémné nelisi. Tedy pro vSechny tii moznosti nahodné veli¢iny
T;, R;, Q; konverguji k normovanému normalnimu rozdéleni. Avsak mirny rozdil
je vidét na obrazku [2.6] ktery ndm predstavuje pifpad druhy. Lze si v§imnout, ze
histogram je mirné posunuty doprava. Tedy stfedni hodnota ER; bude o néco malo
vétsi nez 0 a zaroven nez stiedni hodnoty zbylych nahodnych velic¢in T;, @;. Co se
rozptylu var R; tyce, ten bude také oproti rozptylu T;, Q; vétsi (viz tabulka .
Dale muzeme vidét z obrazku 2.5 [2.6] a [2.7], Ze ¢im bliZe jdeme k hodnoté 0, tim

se nam histogramy vice lisi.

H Stredni hodnota Rozptyl H

T; 0.0333 1.0269
R; 0.0348 1.0719
Qi 0.0326 1.0063

Tabulka 2.1: Tabulka stfednich hodnot a rozptyli ndhodnych veli¢in T;, R;, Q;.

Prvni moznost

il — N(0,1)
WTHITIN
N
5 & N
g \
8 « 7
o _|
o - s
[ [ [ [ 1
-4 -2 0 2 4

hodnoty velicin T_i

Obréazek 2.5: Cetnost vygenerovanych nahodnych veli¢in 7.
Pokud se nyni podivame na grafy empirickych distribu¢nich funkci ndhodnych

veli¢in T;, R; a Q; (obrazky [2.§] , zjistime, Ze velmi dobfe aproximuji

distribuc¢ni funkci normovaného normélniho rozdéleni. Ta je znazornéna v grafu
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Druha moznost

o _ — N(O,1)
< .\5 .
\,
o _| \|-
- ™ \
173 \
! \
8 & -
o _|
o - = -
[ [ [ [ |
-4 -2 0 2 4

hodnoty velicin R_i

Obrazek 2.6: Cetnost vygenerovanych nahodnych veli¢in R;.

modrou ktivkou. Tudiz i zde mame potvrzeno, Zze nahodné veli¢iny zminéné vyse
konverguji k rozdéleni A(0,1).

Z obrazku dostavame, Ze pro tuto moznost se ndm empiricka distribuéni
funkce nejméné priblizuje k distribuc¢ni funkci normovaného normalniho rozdéleni.
Pro vétsf podil £ nam tudiz ndhodné veliéiny R; pomaleji konverguji k N (0,1),
ale i presto je konvergence velice dobra.

Ze simulace nam vyplyva, ze ¢im mensi je podil g—:, tim rychleji ndm dané
nahodné velic¢iny konverguji k N (0,1).
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Treti moznost

— N(0,1)

cetnost
10 20 30 40 50
|

0
|

[ I I I |
-4 -2 0 2 4

hodnoty velicin Q_i

Obrazek 2.7: Cetnost vygenerovanych nahodnych veli¢in Q.

Embiricka distribucni funkce T_i

1.0

—— distribucni f. N(0,1)
| — EDFT.

distribucni funkce

0.0 02 04 06 08

hodnoty velicin T_i

Obrézek 2.8: Empiricka distribuc¢ni funkce vygenerovanych nahodnych velic¢in 7T;.
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Empiricka distribucni funkce R_i

1.0

— distribucni f. N(0,1)
_| — EDFR_i

distribucni funkce

0.0 02 04 06 038

hodnoty velicin R_i

Obrézek 2.9: Empiricka distribuéni funkce vygenerovanych ndhodnych velicin R;.

Empiricka distribucni funkce Q_i

1.0

— ditribucni . N(0,1)
| — EDFQ]

distribucni funkce

0.0 02 04 06 08

hodnoty velicin Q_i

Obréazek 2.10: Empiricka distribu¢ni funkce vygenerovanych ndhodnych veli¢in

Q-
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Z.aver

V praci jsme podrobné ukazali platnost centralni limitni véty pro zavislé na-
hodné veli¢iny. To jest za urcitych predpokladi zavislé nahodné veli¢iny maji
asymptoticky normované normalni rozdéleni. Diikaz byl ponékud rozsahly, proto
jsme si ho rozdélili na jednotlivé ¢asti. Clanek Rosenblatt| (1956), z néhoz jsme
predevsim cerpali, obsahoval nékolik malo preklepti a mensi chyby, které jsme
zaroven opravili.

Déle jsme ziskané vysledky ilustrovali na konkrétnim ptikladu klouzavych
primeéri. Zavérem prace jsme si nasimulovali t¥i moznosti volby posloupnosti,
které jsme si zavedli béhem dikazu. Zjistili jsme, zZe vSechny t¥i moznosti volby
posloupnosti velice dobte aproximuji hustotu normovaného normélniho rozdéleni.
Avsak pokud zvolime posloupnosti takové, ze podil Z—: je mensi, pak konvergence je
rychlejsi. Vysledky jsme ziskaly téz z porovnani empirickych distribuc¢nich funkei
a distribu¢ni funkce normovaného normélniho rozdéleni.
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