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Uvod

V realném svété casto nasbirame data a z vlastnosti problému predpokladame
néjaky model. Nasledné se snazime zjistit parametry daného modelu. Jedna z nej-
rozsitenéjsich metod na odhadovani nezndmych parametrii je metoda maximalni
vérohodnosti (ML). Existuji vSak zndmé parametrické modely, kdy tato metoda
selze, naptiklad posunuté log-normalni rozdéleni, viz motivacni priklad 1.2. Reakci
na tento problém vznikla metoda maximalniho sou¢inu mezer (MPS). Ta zacho-
vava dulezité vlastnosti ML a zaroven nema stejné problémy, viz kapitola 1.3.

V této praci si v prvni kapitole predstavime metodu ML. Poté si v motivac-
nim prikladu odvodime odhad metodou ML, ktery neni konzistentni. Nakonec si
podrobné vysvétlime metodu MPS obecné.

V druhé kapitole si v konkrétnich pripadech ukazeme, jak se odvozuji od-
hady metodou MPS. Poté si odvodime odhad metodou ML a budeme porovnavat
ziskané odhady.



1. Metoda maximalniho soucinu
mezer

Nejdiive si predstavime metodu maximalni vérohodnosti (ML), abychom poté
uvidéli podobnost s metodou maximéalniho souc¢inu mezer (MPS). Déle si na mo-
tivacnim prikladu ukédzeme odhad metodou ML, ktery neni konzistentni. Tento
a podobné priklady byly motivaci pro vznik metody MPS.

1.1 Metoda maximalni vérohodnosti

V této praci budeme pracovat pouze s nahodnym vybérem X, ..., X, z rozdé-
leni s hustotou f(z; @) vzhledem k jednorozmérné Lebesgueové mife, kde 8 € @ C
R? je neznamy parametr, ktery se snazime odhadnout.

Odhad metodou maximalni vérohodnosti (ML) je libovolny bod 8 € ©, ktery

maximalizuje funkci
n

L,(6) = H f(Xi;0).
i=1
Funkei L,,(0) nazyvame vérohodnost.
Protoze f(x;8) je hustota a logaritmus je rostouci funkce na (0, 00), tak argu-
ment maxima f(z; @) je stejny jako u log f(z; ). Tento poznatek ndm umoznuje
pri hleddni odhadu metodou ML maximalizovat logaritmus vérohodnosti

£,(6) = 10g L, (6) = Y. log £(X.;)

misto vérohodnosti. Funkeci £,,(0) nazyvame log-vérohodnost.
Pokud je vérohodnost diferencovatelnéd vzhledem k 8, vime, ze vérohodnost ma
v bodé libovolného odhadu metodou ML nulové parcialni derivace, neboli kazdy
odhad metodou ML musi byt fesenim tzv. systému vérohodnostnich rovnic
01,(6) 00,(6)

=0, ... = kde @ = (64,...,0,).
801 07 ) 80p 07 € (17 7p>

Toto je nejbéznéjsi zpusob hledani odhadu metodou ML.

Vétsina nasich prikladi bude mit nosi¢ zavisly na parametru, a tedy nase
funkce nebude diferencovatelnd vzhledem k 6. V takovém pripadé budeme ma-
ximalizovat vérohodnost, protoze se nam bude lépe maximalizovat nez log-véro-
hodnost.

1.2 Motivacni priklad

Kazdy odhad metodou maximéalni vérohodnosti nemusi byt konzistentni. Zde
ilustracné uvedeme zajimavy pripad, ktery ukazal Hill| (1963).
Meéjme posunuté log-normalni rozdéleni se 3 parametry, jehoz hustota je

fL({L‘,Oé,,u,O'Q) _ 1 —(10g($ — CY) — :U“)Q} > a

— X :
o(r —a)yv2m P { 202 -
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kde jeden z parametri, ktery se snazime odhadnout, je kraj nosice hustoty.
Méjme Xy, ..., X, ndhodny vybér z rozdéleni s hustotou f; a necht

X(l) < < X(n)

je odpovidajici usporadany ndhodny vybér.
Hustotu zapiseme pomoci indikétoru. Tedy v nasledujicim, indikdtor I[.X > «f
se rovna jedné, pokud X > a. Pokud nerovnost neplati, tak se indikator rovna 0.
Nejdrive upravime vérohodnost

n n

Ly, (O_/ H, o 2) = Hf (Xha M?O-Q) = HfL(X(i)va’M702)

=1 i=1

n n 2
2ro®) 7 [J(Xg) — @)™ H[X(I)Za} exp{ﬁZ(log(X(i)—a)—;O }
j=1 0”3
Druha rovnost plati, protoze v souc¢inu bereme cely nahodny vybér, a proto se
vysledek nezméni preusporadanim ndhodného vybéru. Ve tieti rovnosti jsme u in-
dikatoru vyuzili toho, ze tvrzeni vsechny nahodné veli¢iny jsou vétsi nez «, je
ekvivalentni s tvrzenim, Ze nejmensi ndhodna veli¢ina je vétsi nez .

Zacneme tim, ze polozime a pevné a podivame se na vérohodnost jako na
funkci proménnych ;1 a 02 a tu maximalizujeme. Tato funkce je diferencovatelns
podle i a 02, takZe budeme maximalizovat log-vérohodnost

—-n 1 & 2
balpt:0%) = 1og Lu(a, 1,0%) = " og(0%) = 55 3 (1og(X() — @)~ 1)
=1

“ n
= log(X(j) — @) — 5 log(27) + log <]I {X(l) > 04} )

j=1
Odhady budeme hledat pomoci systému vérohodnostnich rovnic, tj. spocitame
parcidlni derivace £, (u,o?) podle u a 0% a naslednd je poloZime rovné 0. Poté
systém rovnic vyfesime, a tim ziskdme odhady i, a 2. Tedy TeSime

My, 0% 1 & (
el ) 3™ (tos( @) 1) =0,
o > ; ()
ol,(u, o -n J R 2
oo g (K0~ =) =0

Nase odhady u a o2 jsou

fnl0) = = > log(X(y — ), 53(e) = + 3 (log(Xy @) — in(o))

i—1 n;3

Nyni dosadime nase odhady do vérohodnosti a dostaneme funkci

L3(0) = La(a, fin(a), 32(a)) = (2752 Sﬁ Xy —a)”




Vyuzili jsme toho, ze

-1 & 2 -1 —n
ex — lo Xi—a—~na) = ex — nel(a)y =ez.
o] gzt 2o (108050 = ) = (@) | =0 { ot o

Na dukazy nésledujicich tvrzeni odkazujeme ¢tenare na ¢lanek Hill (1963).
Zde pouze podotkneme, Ze nase funkce L («) se rovnd, az na multiplikativni
konstantu, tamni funkci L**(7y), a tedy tvrzeni naleznete formulované pro ni.

Plati, ze

lim L*(a) =400, lim fi,(a)=—o0, lim &2(a)= +oc.
Oc—)X<1> n< ) Oc—>X<1)ILL ( ) Oé—)X(l) TL( )
Prvni limita ndm dava, ze mtzeme dosahnout libovolné velké vérohodnosti po
kiivee (o, fin(c), 02 (v)) tim, Ze o pijde k X 1y. Takto dostaneme odhad maximalni
vérohodnosti (X (1), —00, +00).

Tento vysledek m4 par problémii. Zjevny problém je ten, Ze odhad p a o? ne-
zévisle na datech dava stejny vysledek. Tedy nemame konzistentni odhady u a o2.
Déle za pozornost stoji to, ze pokud si polozime 2 parametry pevné a vezmeme
limitu tretiho, tak dostaneme

lim Ln(oc,,u,a2) = 1_1>II1 Ln(Oé,/L,U2) = £im Ln(aa/%UQ) = 0.
p—+—00

OA—)X(U g“—00

Vidime, ze situace je velice komplikovana.

Celkové mame, ze nas odhad metodou maximalni vérohodnosti v daném pti-
padé nemé pozadované vlastnosti. Problém spociva v tom, ze existuje krivka
v parametrickém prostoru, po které vérohodnost jde do nekonecna, pro « jdouci
k X(1) a vysledné odhady x a 0 nejsou konzistentni.

1.3 Metoda maximalniho souc¢inu mezer

Nejdrive uvedeme pomocna tvrzeni, kterd nam pomohou metodu motivovat.

1.3.1 Pomocna tvrzeni

Metoda maximalniho soud¢inu mezer vyuzivd nasledujici vétu (viz Véta 1.4
Andel, 2007)).

Véta 1. Necht ndhodnd velicina X md rostouci spojitou distribucni funkci F.
Pak pro ndhodnou velicinu U = F(X) plati

0 pro u<O0,
P(U<u)= u pro 0<u<l,
1 pro 1< u.

Neboli F'(X) mé rovnomeérné rozdéleni na intervalu (0, 1). Déle jesté uvedeme
pomocnou vétu (viz Véta 1.2 |Andel, [1998)).



Véta 2 (nerovnost geometrického a aritmetického pruméru). Necht zq,..., z,
jsou mezdpornd cisla. Pak plati

a rovnosti je dosazeno prave tehdy, plati-li x1 = --- = x,.
Nyni si dokazeme jedno pomocné tvrzeni.
Lemma 3. Necht x4, ..., x, jsou kladnd cisla a >} ; x; = 1.

Pak z¢ = {IT, xi}% je mazimdlni prdvé tehdy, kdyz z, = -+ = x,,.

Diikaz. 7 véty 2| a predpokladu 37 ; x; = 1 méme, Ze

_ n AR 1
xG:{Hxi} Sﬁzf‘
i=1

n n

3=

Déle také z véty [2| vime, ze xg = % pokud zy = -+ = x,. A také 745 < %, pokud
existuje 4,j € {1,...,n} tak, ze z; # x;. To jsme chtéli dokazat.
]

1.3.2 Popis metody

Na zacatek je dulezité zminit, ze metoda maximalniho souc¢inu mezer (MPS)
funguje pouze pro nahodné velic¢iny, ale pro ndhodné vektory nikoliv.

Predpokladejme, ze mame hustotu f(x; @) vzhledem k jednorozmérné Lebes-
gueové mire s distribuéni funkei F'(z;@). Dale predpokladejme, Ze nosi¢ hustoty
je kladny pouze na intervalu (o, as), kde aq, as nejsou nutné znama.

Bud 6, € © skutecna hodnota parametru. Méjme ndhodny vybér X, ..., X,
z rozdéleni s hustotou f(z;6y) o rozsahu n a necht Xy < --- < X3, je odpovi-
dajici usporadany nahodny vybér.

Véta |I| nam fikd, ze pokud udélame transformaci Uy = F(X();6p), kde
0y je skutecnd hodnota parametru, tak dostaneme usporadany ndhodny vybér
Uny < -+ < Uy z rovhomérného rozdéleni na intervalu (0, 1). Déle vyuzijeme
znalost stiedni hodnoty a rozptylu i-té poradkové statistiky Uy (viz strana 115
Balakrishan a Nevzorov, 2003))

iln—i+1)
(n+ D20+ 2)

E U(Z-) = ! var U(Z-) =

n+1’

Vidime, Ze stiedni hodnota je fadu n~! a rozptyl je fddu n=2. Z toho plyne, Ze

realizace U(;) budou blizko své stiedni hodnoty. Posledni véc, které si vSimneme,
je, ze rozdil stiednich hodnot poradkovych statistik Ug;) a Ugyq) je pro vsechny
1 stejny a to n%rl Zjistili jsme, ze pokud transformujeme nahodny vybér pomoci
skutecné distribuc¢ni funkce, tak mtzeme ocekavat, ze dostaneme body, které déli
interval (0, 1) do priblizné stejné velkych ¢asti.

My se pokusime zvolit 8 € © tak, aby transformované body Y;(8) = F(X(;); 0)
mély od vedlejsich bodi stejnou vzdalenost. Pokud se nam to podari, tak to
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zhruba odpovida tomu, Ze se nam podatilo najit skutecny parametr. Tedy se
budeme snazit, aby vzdalenosti
X

D;(0) =Y;(0) — Y, 1(0) = /X f(z;0)dx, proi=1,...n+1,
(1)

byly stejné velké. Zde jsme dodefinovali X g, X(,41) tak, abychom také mohli
vyuzit vzdéalenost X1y (resp. X(,)) od pocatku (resp. konce) nosice hustoty. Tedy
Yb(e) = F(X(O);O) = 0, X(O) = 1 a Yn+1(0) = F(X(n_H);O) = 1, X(n+1) = (9.
Je ztejmé, ze soucet vzdalenosti je roven 1.

Metoda spociva v tom, zZe se snazime maximalizovat geometricky primér vzda-

lenosti )
n+1 nti
o=-{llom}".

Myslenka je ta, ze za podminky Y""' D;(6) = 1 geometricky primér maximali-
zujeme prave tehdy, kdyz vsechny D;(0) jsou stejné velké, viz lemma .

Zde stejné jako u ML nds zajimé pouze argument maxima, a protoze D;(8)
pochdzi z intervalu (0, 1), mizeme maximalizovat jeho logaritmus

n+1
H,(0) =1ogG,(0) = —— Z log D;(0

protoze argument se nezmeéni.
Celkové mame, ze odhad 6, metodou MPS je

n+1

Z log Di(0), kde D;(0) = F(X(:);8) — F(Xi_1);6).

0,, = arg max
6c®@ N+

V motivacnim prikladu jsme vidéli, ze u metody maximéalni vérohodnosti miize
nastat, ze pro néjaké pevné n metoda nebude fungovat, jelikoz vérohodnost ne-
musi byt shora omezena. Naopak u metody maximalniho sou¢inu mezer muzeme
diky rovnosti ' D;(0) = 1 a pomoci nerovnosti geometrického a aritmetického
praméru (véta [2) odhadnout H,(0) seshora:

n+1 n+1 7}+11 D(O) 1
H,0)=1 D;(0 <log ==L 72 —log—— = —1 1).
0 =10 {TT 00} <10 ZELO o L rogus
Tento horni odhad nam dava, ze ackoliv vérohodnost miize byt nekonecna, tak
H,,(0) bude vzdy konec¢na. Diky tomu muze byt odhad metodou MPS konzistentni
i v situaci, kdy odhad metodou ML konzistentni neni. V |Cheng a Amin| (1983)
zminuji, ze v prikladu, kde mame ndhodny vybér z posunutého log-normalniho
rozdéleni se 3 parametry, jsou MPS odhady «, i a 02 konzistentni a navic odhad
(i, 0?) je asymptoticky normalni.



2. Piiklady

Ukazeme si, jak se hleda odhad metodou MPS. Za¢neme s ndhodnym vybérem
z rozdéleni, jehoz nosic¢ hustoty zavisi na neznamém parametru. Divod je ten, ze
tato metoda vznikla, protoze v tomto pripadé obcas selhavaly jiné metody, viz
motivacni priklad. Chceme se tedy podivat na to, jak se nam s metodou v daném
pripadé bude pracovat. V kazdém prikladu nejdirive nalezneme odhad metodou
MPS a nasledné odhad metodou ML. Poté budeme porovnavat nékteré vlastnosti
ziskanych odhadi.

2.1 Posunuté exponencialni rozdéleni

Méjme Xi,...,X, ndhodny vybér z posunutého exponencialniho rozdéleni
s hustotou f(z;a) = e™*=®), 2 > «, kde a je nezndmé. Necht Xay < < X
je odpovidajici usporadany ndhodny vybér.

Nejdiive si ukdzeme odhad metodou MPS. Zde nase § = «, © = R. Dale
Xy = a a X(41) = 00. Spocitame vzdalenosti

X X,
Di(a) :/ Y f(aia)da =/ Y em@ma) gy = o~ (Xa-n-a) _ o~ (Xw-a)

X(i-1) X(i-1)
— (e*Xu—l) _ e*Xu’)) _
Vidime, ze logaritmus vzdélenosti je
log D;(«) = a + log (e’X@—U — e’X“)) .
Nyni si musime uvédomit, které X ;) zdvisi na nezndmém parametru «. V tomto

pifpadé madme Xy = o a X; nezavisi na a pro j # 0. Dostavame tedy (viz
kapitola 1.3)

1 n+1 ntl
o) = = (s tog (e =) 4 g o5 —e50)).

i=2
Hleddme maximum H,(«) tim, Ze derivaci polozime rovnou 0, tj.

1 —e ¢
/ _ _
H (o) =1+ S e i 0

Jednoduchymi tpravami dostaneme, ze odhad metodou MPS je

1
G = X1y — log <1 + ) .
n
Nyni si ukdzeme odhad metodou ML. Protoze indikator zavisi na « a neni
diferencovatelny vzhledem k «, budeme maximalizovat vérohodnost

L,(a) =] f(Xi;) = He_(X X, >a] =€ > 16"“H[a<X( )}

n
1=

1



Exponenciéla je rostouci funkce na R a indikator je konstantni funkce pro a <
Xq). Vérohodnost L,(a) maximalizujeme v « tak, ze maximalizujeme o. Jediny
pozadavek na a je a < X(j). Vidime tedy, Ze odhad metodou ML je

Porovname nékteré vlastnosti ziskanych odhadi. Nejdiive zjistime, zda jsou
odhady nestranné. ProtoZe oba odhady zavisi pouze na X(i), nejdiive spocitdme
stfedni hodnotu X(;), a pak dopocitdme stiedni hodnotu odhadi. Pied vypoctem
stfedni hodnoty zjistime rozdéleni X ;) pomoci distribuc¢ni funkce

P(X(l) < 33) =1- P(X(l) > .23) =1- P(VZ,XZ > .73)
=1-P(X;>2)" =1,
Zde jsme vyuzili toho, ze X, jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné veli¢iny
z posunutého exponencialniho rozdéleni. MizZeme si vSimnout, Ze X(;) ma jiné

posunuté exponencialni rozdéleni s hustotou fX(l)(:c) =ne @I x> q.
Jiz jsme schopni spocitat sttedni hodnotu

o0

E X :/_ fo(l)(x)dx:/

00 1 00
:a/ e_y"ndy—l——/ yne "ndy = a+
0 n Jo

o0

an e~ @I gy = / (y+a)ne " dy
0
1
.
Zde jsme ve treti rovnosti pouzili substituci y = x — a. Na vypocitani integralu

jsme vyuzili znalost, ze [;° 2" e =n! pron € N.
Staci nam uz jenom dopocitat stfedni hodnotu odhadt

1 1 1
Ea,=E {X(l)—log<1+n)]—a—l—n—log(l—l—n),

E&n:EX(l):Oé—l-l.
n
Vidime, ze zadny odhad neni nestranny, takze ani nemtize byt nejlepsi nestranny
odhad (NNO).

Nicméné si ukazeme, Ze X (1) je uplna statistika a z druhé Lehmann-Sheffého
vety (viz kapitola 7.4 |Andel, 2007) lehce ziskdme NNO. Tuto vlastnost budeme
dokazovat z definice.

Statistika X(1y je Gplnd, pokud pro kazdou redlnou méfitelnou funkci w plati
implikace

[Ew (X)) =0 prokazdé a € R| = [w (X)) =0 sj. pro kazdé a € R].

Pouzijeme jiz vypocitanou hustotu Xy pri vypoctu stiedni hodnoty

o0

Ew (X(l)) = / w(z) fx ) (7) do = / w(x)ne @I dy
= / w(z)ne™ e ™ dx =0 pro kazdé o € R.
Protoze ne™™ je kladna funkce pro kazdé o € R, tak rovnici mizeme vydélit

a resit

F(a) = / T w(@) e dr =0 pro kaidé a € R,

9



Pokud na dany integrdl budeme nahliZet jako na funkci «, nase funkce F(«a)
bude nulova (konstantni). Také jeji derivace bude vsude nulova. Déle vyuzijeme
zakladni vétu kalkulu a zderivujeme rovnici a dostaneme

F'(a) = —w(a)e™™ =0 pro kazdé a € R.

Protoze —e™"* je zaporna funkce pro kazdé o € R, tak s ni také mtizeme rovnici

vydeélit. Nakonec dostaneme, ze
w(a) =0 pro kazdé o € R.

A tim, Ze X(y) je uplnd statistika.
Predtim jsme vypocitali stfedni hodnotu E X1y = o + % Nyni polozime
g(z) =z — L. Vidime, Ze g(X(1)) je nestranny odhad a.
Poté, co si spoc¢itdme druhy moment X ;) a uvidime, Ze je konecny. Z vyjadieni
2 2 2 1
E l9(Xw)] =E [Xo] - ~E X+

vidime, Ze druhy moment g(X()) je také konecny.
Nyni obdobné jako u stiedni hodnoty spocitame druhy moment X

E [X(l)]Q = /_OO l’zfx(l)(l‘) dx :/a ZE2TL 6—(:v—a)n dr :/0 (y—l—oz)2n oy dy

= — (yn)’e y”ndy+—/ yne " ndy + o / e " ndy
0

Overili jsme vSechny predpoklady druhé Lehmann-Sheffého véty a dostali jsme,
ze nejlepsi nestranny odhad « je

1
X(l) - .
n
Dalsi vlastnost, kterou porovname, je stiedni ¢tvercova chyba. Muzeme si
vsimnout, ze

1
var(&,) = var <X(1) —log (1 + n>) = var(X(y)) = var(ay).

Jiz vime, Ze druhy moment X(;) je konecny, takze si miuzeme vyjadrit stiedni
¢tvercovou chybu
MSE(a,) = var(a,) + [bias(a,)]?.

Zde bias(a,,) znad¢i vychyleni odhadu, tj. E &, — a.
7, predeslého poznatku lehce spocitame rozdil sttednich ¢tvercovych chyb od-
hadi

MSE(G,) — MSE(&,) = var(ay) + [bias(d,)]* — (var(dn,) + [bias(a )]2)
_ [bias(@,)]? — [bias(@,)]? = (:L ~log (1+ ;)) ( >

(i) e (1))
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Zde jsme ve treti rovnosti vyuzili to, Ze jsme jiz spocitali stfedni hodnotu odhadi.
Protoze log (1 + %) je kladny pro vsechna n € N, tak nas zajima pouze rozdil

log (1 + %) — % Vyuzijeme nerovnost log(1 + z) < z, pro = > 0 a dostaneme, zZe

1 2 1 2 -1 .
10g<1+)—§—:<0, pro vsechna n € N.
n n-n n n

Rozdil je vzdy zéporny, takze MSE(a,,) < MSE(&,,). Dostali jsme, ze z pohledu
sttedni ¢tvercové chyby je odhad metodou MPS lepsi.
Posledni vlastnost, kterou porovname je konzistence odhadi. Ukazeme si, ze

an = X(1) —— . Potom pro kazdé e > 0
n— oo

P(|X(1) — Oé| > 6) = P(X(l) > o+ 6) + P(X(l) <o — 6)
=P(Xuy >a+e = / fX(l)(:r) dr = / ne” @ dg
a-+€

a+e
[ee]
= / ne"dy=e" ——0.
€

n—o0
Zde jsme ve druhé rovnosti vyuzili to, ze X1y > « skoro jisté a v paté rovnosti
jsme vyuzili substituci y = x — «.
Vime, zZe log(1 + %) — 0, zaroven je nendhodny, a proto trividlné splnuje
konvergenci s.j., a tedy i konvergenci v pravdépodobnosti. Z toho dostavame, ze

1
@n:X(l)—log(lJrn) ——a-0=a.

Celkové mame, ze oba odhady jsou konzistentni.

2.2 Rovnomérné rozdéleni I

Méjme Xi,...,X, ndhodny vybér z rovnomérného rozdéleni na intervalu
[y, aa] s hustotou f(x;0) = a;ap xr € |1, as], kde @ = (aq, ) je nezndmé.
Necht X1y < -+ < X(y) je odpovidajici uspofadany nahodny vybér.

Nejdifve spocitdme odhad metodou MPS. Vidime, Ze X (o) = a1 a X(,,41) = .

Spocitame vzdalenosti

v f(x;@)dx:/ v dp = 20— 2021

X—1) Q2 — Qg Oy —

D;(6) :/

X(i-1)
Vidime, ze logaritmus vzdalenosti je

log D;(0) = log (X(Z-) — X(i,l)) —log(as — o).
Pouze X (o) a X(,,41) zdvisi na 6, tudiz

1

Hnw) - n-+1

<10g (Oég — X(n)) + log (X(l) — a1>

n+1 n

_ Z IOg(OéQ — 0[1) + Z IOg (X(z) - X(l_l)) >
i=1 =2

11



Hleddme maximum H,,(80) tim, ze parcidlni derivace polozime rovné 0, tj.

0H,(0) -1 n+1
= —|— = O,
8061 X(l) — Qo — (1
0H,(0) 1 n+1 0
(9062 N Qg — X(n) Qg — (1 e

Sec¢teme rovnice a nasledné vyjadiime
Qg = X(l) + X(n) — Q.

Uz jenom dosadime do prvni rovnice, dopoc¢itame a dostaneme odhad oy, ay me-
todou MPS, ktery je

~

Qn1 =

~

nxo = Xm 5

n—1

nXw — Xa

n—1

Nyni spocitdme odhad metodou ML. Nosi¢ zavisi na 0, takze budeme maxi-
malizovat vérohodnost

L.(0) = ﬁf(Xz‘; 0) = ﬁ onioq
i= | =
~ (ag—ap)n

Méame 2 podminky na parametr: a; < X1y a ag > X,).
Nejdrive se na vérohodnost podivame jako na funkci a;. Jelikoz funkce

[y < X; < )

H [al S X(l) S X(n) S (1/2} .

1
(g—on)"
je rostouci v oy, tak maximalizujeme vérohodnost L, (1) tim, Ze maximalizujeme

ay. Z podminky na parametr dostavame odhad a,,; = X(1).

Nyni se podivame na vérohodnost jako na funkci ay. Analogicky vidime, ze
L, () je klesajici v an, takZe vérohodnost maximalizujeme tim, Ze minimalizu-
jeme ay. A z podminky na parametr dostaneme odhad &, = X().

Ziskali jsme odhad a1, as metodou ML, ktery je

&n,l = X(1)> &n,Q = X(n)

Nyni zjistime, zda néktery z nasich odhadu je nestranny. Necht Y7,...,Y,, je
nahodny vybér z rovnomérného rozdéleni na intervalu [0,1] a Y5y < --- < ¥y
je odpovidajici usporadany nadhodny vybér. Na vypocitani stiedni hodnoty od-
hadt vyuzijeme jiz uvedené (viz kapitola 1.3) stfedni hodnoty E Y(y) = %H
a E Yy = ;7 a nésledujici myslenku. Pokud je ndhodna veli¢ina Y; z rovno-
mérného rozdéleni na intervalu [0, 1] a polozime ndhodnou veli¢inu

Zi:Oél—F(OéQ—Oél)Y;, proizl,...,n+1,

potom Z; mé rovnomérné rozdéleni na intervalu [aq, as], tedy stejné jako X;. Déle
si muzeme uvédomit, ze ndhodna velic¢ina

Zipy =01+ (g — )Yy, proi=1,...n+1,

ma stejné rozdéleni jako X(;). Z vyjadieni vyse mizeme spocitat stfedni hodnoty

g — Q1 n 1
(1) 1) = o1 + (2 — aq) (1) = o1 + n 1 n+1061+n+1042;

g — 1 n
E X, =EZ,, = — EY, = = — Q.
(n) (n) a1+(a2 041) (n) =01 +"n 1 n+1041+n+1052

12



Vidime, ze odhad metodou ML neni nestranny. Nicméné po kratSim pocitani
dostaneme, ze
nX(l) — X(n) n E X(l) —E X(n) _

Ea,, =E —
A1 n—1 n—1

aq.

Analogicky dostaneme, Ze E &, 2 = ay. Tedy odhad metodou MPS je nestranny.

2.3 Rovnomérné rozdéleni 11

Méjme Xi,...,X,, ndhodny vybér z rovhomérného rozdéleni na intervalu
k6, (k + 1)) s hustotou f(z;0) = 67!,z € [k0, (k + 1)0], kde & > 0 zndmé
a 0 > 0 neznamé. Necht X(;) < -+ < X(,) je odpovidajici usporadany nahodny
vybér.

Na zacatek si uvédomime, ze z nosic¢e hustoty plynou nerovnosti

X(l) 2 kO a X(n) S (k’ + 1)€

Pokud by tomu tak nebylo, znamenalo by to, Ze ndhodny vybér nemohl pochéazet
z predpokladaného rozdéleni. To nam dava, ze odhad 6 by mél splinovat nerovnosti
7 X0 5 s A
0, <——= a bt,>——.
e S
Nejdifve spoc¢itame odhad metodou MPS. Zde mame Xy = kb0, X(41) =
(k4 1)6. Prvni spoc¢itame vzdéalenosti

X Xwy 1 Xy — Xie
D)= [ flaoyde= [V Zar=Z0Z2ED

X(i-1)
Déle dostavame logaritmus vzdalenosti
log D;(0) = log(X (i) — X(i-1)) — log(0).

Pouze X (o) a X(41) zdvisi na 6, tudiz

H,(6)

= - 1 <log (X(l) — kQ) + log ((k + 1) — X(m)

n+1

— Z 10g(9) + Z lOg (X(i) — X(i,1)> >
i=1 =2

Pokusime se najit maximum tim, Ze polozime derivaci rovnou 0, tj.

-1 1 —k k+1
H/ () = — =0.
n( ) 0 +7’L—|—1 (X(l)—k9+ (k+1)0—X(n)>

Po delsim pocitani dostaneme rovnici
sz(k + 1)(n — 1) — G(n(k + 1)X(1) + nk‘X(n)) + (n + 1)X(1)X(n) =0.
Zde si oznacime

a= k(k+1)(n—1),
b=—n(k+ 1)X(1) + nkX(n),
c= (n+1)X0)Xm.

13



Reseni kvadratické rovnice jsou

—b b\° ¢
09 = — %+ — ] - -
1,2 2a (2@) a

Pokud si ozna¢ime A = g—é’ dostaneme:

—b n X(l) X(n)
Aziz
2a 2(n—1)<k +k+1 ’
¢ _ —(n‘f‘l)X(l)X(n) _ _n+1 X1y X@m)
a k(k+1)(n—1) n—1 k k+1°

Nase mozné odhady jsou

n+1X(1) X(n) 2
n—1 k k+1

O10=A+ {A2 —

Diky nasi numerické zkusenosti jsme zjistili, Ze prvni feseni nesplinuje nerovnost
X v ‘s v .
0 < % Celkove dostavame, ze odhad metodou MPS je

1
_ 1 X Xom )? n (Xa X
G e X Xep VP W, Xw)
{ i1 k kalf T\ e T

Tento vysledek je v souladu s predlohou, kde je tento odhad uveden bez odvozeni.
Nyni spocitame odhad metodou ML. Nosi¢ zavisi na #, takze budeme maxi-
malizovat vérohodnost

= k0 < X(1) < Xy < (k+ 1)0)]
Dostavame podminku na parametr: fi”l) <0< X,i”. Funkci 9% maximalizujeme

tim, Ze minimalizujeme 0. Z podminky na parametr dostavame, ze odhad 6 me-
todou ML je
G, —
kE+1
Zde nebudeme porovnavat odhady, ale pouze podotkneme, ze odhad metodou
ML zavisi pouze na X(,), ale odhad metodou MPS zavisi na X(,) i X(;). Intuice
nam 1ika, ze odhad metodou MPS by mél byt v néjakém smyslu lepsi. Skutecné,
v|Cheng a Amin|(1983) je uvedeno, ze pro velka k je asymptoticky rozptyl odhadu
metodou MPS priblizné poloviéni oproti odhadu metodou ML.

2.4 Exponencialni rozdéleni

Jiz jsme si ukazali metodu MPS v pripadé, kde jsme méli ndhodny vybér
z rozdéleni, jehoz nosic zavisel na neznamém parametru. Ukazovalo se, ze v takové
situaci metoda MPS funguje 1épe. Nyni si ukazeme, jak se situace zméni, pokud
nosi¢ nebude zavisly na parametru.
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Méjme Xi,..., X, ndhodny vybér z exponencialniho rozdéleni s hustotou
f(z;A) = Ae™*, 2 > 0, kde A > 0 je nezndmé. Necht X3y < --+ < X je
odpovidajici usporddany ndhodny vybér.

Nejdrive spocitame odhad metodou ML. Vidime, Ze log-vérohodnost

n

(y(\) = an log f(X;: \) = znjlog (Ae™%) = nlog(\) =AY X;

=1

je diferencovatelna vzhledem k A, proto budeme hledat odhad pomoci véro-

hodnostni rovnice
n

A
Ziskali jsme odhad metodou ML

n
ie1 Xi
n

A =1/X,, kde X, =
Nyni spocitdme odhad metodou MPS. Polozime X = 0 a X(,41) = +00
a spocitame vzdalenosti

X
e ™M dy = e M) — Mo,

D;(\) = /X(i> f(z; \) de :/

X(i-1) X(i-1)
Déle spocitame derivaci logaritmu vzdéalenosti

, o Xne M X0 — X e Ma-n
_ Y —AX(; _ () (i-1)
(108;(Dz‘()\))) = (10g (e -V —e “)) = e K1) _ oA X(h)

Odhad budeme hledat pomoci derivace, t;j.

- i
n(/\) - n4+1 ; e—AX(i—l) — €_>‘X(i)

Bohuzel pro obecné n odhad nedokazeme najit analyticky.

Pro zajimavost si zvolime ndhodny vybér o rozsahu 1, tedy mame pouze jedno
pozorovani X;. Mdme 3 veliciny Xy = 0, X; a Xy = oo. Rovnici H/(\) = 0
prevedeme na stejného jmenovatele, vynasobime jmenovatelem a dostaneme

2X16—2)\X1 o (X0+X1)6_>\(X0+X1) o (Xl+X2)6—>\(X1+X2)+(XO+X2)€—>\(XO+X2) — 0
Po dosazeni za X,y a X9 dostaneme
2X16_2>\X1 — X1€_>\X1 = 0.

A nakonec po mensi upravé dostane odhad metodou MPS

~  log(2) ~ 1
A= A= —.
1 Xl ) 1 X1

Zde jsme navic pro srovnani uvedli odhad metodou ML.
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Mohlo by nas zajimat pro jaké n jesté dokdzeme nalézt odhad metodou MPS
explicitné. Stejnym postupem pro usporadany nahodny vybér o 2 pozorovanich
X(1) a X(2) bychom dostali

(QX@) +X(2)) e—A(QX(1)+X(2)) — (X(1) + 2X(2)) e—A(X<1)+2X(2>)
_ (X(l) + X(g)) e—A(X(1)+X(2)) + 2X(2)e—/\2X<2) —0.

Tedy vidime, Ze explicitni vzorec pro odhad metodou MPS existuje pouze pro
nahodny vybér o jednom pozorovani.

Protoze nemame explicitni vzorec pro odhad metodou MPS, nemiizeme po-
rovnat nase odhady stejné jako v prikladu Posunuté exponencidlni rozdéleni (viz
kapitola 2.1). Nase odhady porovname nasledovné:

i) Zvolime si A = 1 a vygenerujeme ndhodné vybéry o rozsahu 10 a 100
z exponencialniho rozdéleni s parametrem 1.

ii) Napocitdme pro oba ndhodné vybéry odhad metodou ML pomoci vyse
zjisténého A, a odhad metodou MPS numericky z rovnice H’,(\) = 0.

iii) Nakonec to zopakujeme 1000x a empiricky odhadneme vychyleni, rozptyl
a stfedni ¢tvercovou chybu odhadt pro dané rozsahy vybért.

Vysledky mtzeme nalézt v tabulce Odhadnuté vychyleni zna¢ime BIAS,
odhadnuty rozptyl znacime VAR a odhadnutou stredni ¢tvercovou chybu znac¢ime
MSE. Tabulku jsme rozdélili do dvou ¢éasti podle rozsahu nahodného vybéru.
U nazvu metody znac¢ime rozsah vybéru spodnim indexem.

BIAS VAR MSE

MPS1o —0,0228 1,1171 0,1176
MLy 0,1015 1,1482 0,1585

MPS100 —0,0122 1,0104 0,0105
MLigo 0,0111 1,0109 0,0110

Tabulka 2.1: Vlastnosti odhadi MPS a ML pro rozsahy vybéra 10 a 100.

Miuizeme si vSimnout, Ze pro oba uvazované rozsahy vybérti metoda MPS
podhodnocuje a metoda ML nadhodnocuje. Také si mizeme vSimnout, ze pro
rozsah vybéru 10 metoda MPS mé odhadnuté vychyleni mensi nez metoda ML.
Dale si mtuzeme vsimnout, ze pro oba uvazované rozsahy vybéri také odhadnuty
rozptyl i odhadnutd stfedni ¢tvercova chyba je mensi u metody MPS, a tedy je
tato metoda o néco presnéjsi. Ale také vidime, ze u ndhodného vybéru o rozsahu
100 jsou tyto hodnoty skoro nerozeznatelné.

Celkové jsme zjistili, ze odhad metodou MPS je o néco presnéjsi nez odhad
metodou ML pri malém rozsahu vybéru, ale pri velkém rozsahu vybéru jsou
odhady skoro nerozeznatelné.

Pro maly rozsah vybéru doporuc¢ujeme metodu MPS, protoze vypocetni na-
rocnost nebude problém. Pro velky rozsah vybéru kvili vypocetni narocnosti
a tomu, ze odhady budou skoro nerozeznatelné doporucujeme metodu ML.
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Z.aver

V prvni kapitole jsme si predstavili metodu maximalni vérohodnosti. Nasledné
jsme si v motivac¢nim prikladu odvodili odhad metodou maximélni vérohodnosti
v pripadé, kde jsme méli posunuté log-normalni rozdéleni a vidéli, Ze tento odhad
neni konzistentni. Dale jsme si podrobné vysvétlili odhad metodou maximalniho
sou¢inu mezer.

V druhé kapitole jsme si ukazali, jak se ziskd odhad metodou MPS z konkrétni-
ho ndhodného vybéru. Déle jsme ukazali odhad metodou ML, abychom mohli
dané odhady porovnat. Na ndhodném vybéru z posunutého exponencialniho roz-
déleni jsme zjistili, Ze ani jedna metoda nam nedala nestranny odhad, a tak jsme si
ukazali nejlepsi nestranny odhad. Poté jsme vypocitali stfedni ¢tvercovou chybu
obou odhadt a zjistili, ze metoda MPS ji méla mensi. Na ndhodném vybéru
z exponencialniho rozdéleni jsme zjistili, Ze odhad metodou MPS se nedal ziskat
analyticky, a proto jsme nemohli porovnat metody standardnim zptisobem. Tento
problém jsme vyresili tim, ze jsme odhady porovnali empiricky.

Bylo by zajimavé se dale zabyvat obecnou konzistenci odhadu MPS,; ale to je
nad ramec této prace. Dale bychom mohli ptridat porovnani metod MPS a ML
pro dalsi konkrétni rozdéleni, napriklad pro norméalni rozdéleni.
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