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Uvod

Bodové procesy modeluji nahodné body rozmisténé v prostoru. Jedna se o di-
lezity obor prostorové statistiky nachazejici uplatnéni v nespoctu odveétvi, mezi
které patii napriklad epidemiologie, ekologie, lesnictvi, geologicky prizkum, sei-
smologie, astronomie a ekonomie. Pomoci bodovych procesi mizeme modelovat
napriklad stromy v lese, loziska minerali zmapovana pri geologickém priazkumu,
vyskyt riznych druhtt onemocnéni a podobné.

Mimo to mame casto k dispozici doplnujici informace o zkoumané oblasti jako
naptiklad nadmorskou vysku, pH pidy nebo znecisténi ovzdusi v jednotlivych
mistech. Tyto informace budeme v textu oznacovat jako kovaridty. Zamérime se
na bodové procesy zavislé pouze na jedné kovariaté.

Ve statistické analyze bodovych procest je casto dilezité zjistit zavislost bo-
dového procesu na prostorovych kovariatdch. Muze nas napriklad zajimat, zda
nadmotska vyska ovliviiuje mista vyskytu urc¢itého druhu stromu v daném lese,
¢i zda ma mira znecisténi ovzdusi vliv na vyskyt konkrétni nemoci v daném re-
gionu. Tyto zavislosti 1ze popisovat pomoci parametrickych a neparametrickych
modeltt. My se budeme zabyvat predevsim neparametrickymi modely.

Hlavnim cilem této prace je neparametricky odhadnout funkci, ktera popisuje
vztah mezi bodovym procesem a kovariatou.
funkci intenzity. Zamérime se na procesy, jejichz funkce intenzity lze vyjadrit
jako funkce kovariaty a budeme analyzovat funkci popisujici tuto zavislost. Na-
lezneme jeji jadrovy odhad a formulujeme vztahy pro stredni hodnotu a rozptyl
naseho odhadu. Na zavér pomoci simulacnich experimentii ovérime presnost to-
hoto jadrového odhadu.

V prvni kapitole se seznamime se zakladnimi pojmy a definicemi bodovych
procest. Zavedeme jejich zakladni charakteristiky s dirazem na funkci intenzity
a predstavime zakladni model bodového procesu bez interakci, takzvany Poisso-
nuv proces. Na zavér popiseme modely pro funkci intenzity.

V druhé kapitole uvedeme pomocné definice a tvrzeni Coarea formula. Apli-
kaci této véty ilustrujeme na jednoduchém ptikladu. Formulujeme a dikladné
odvodime dtlezity vztah pro funkci intenzity uvedeny v ¢lanku Baddeley a kol.
(2012, vzorec (6)).

Ve treti kapitole vyuzijeme vztahu pro funkei intenzity, formulovaného v pred-
chozi kapitole, a uvedeme jadrovy odhad funkce, kterd popisuje zavislost funkce
intenzity na kovariaté. Odvodime vztahy pro stfedni hodnotu a rozptyl tohoto
odhadu.

Ve c¢tvrté kapitole doplnime teorii o simulace Poissonovych bodovych pro-
cest. Vypocitame integrovanou kvadratickou chybu (ISE), stfedni integrovanou
kvadratickou chybu (MISE) a stfedni integrovanou relativni kvadratickou chybu
(MIrSE) vyse uvedeného jadrového odhadu funkce pro dané realizace bodovych
procest. Nakonec pro tyto realizace odhadneme roztyl tohoto odhadu.



1. Bodové procesy

1.1 Zakladni pojmy a definice

V této sekci se seznamime se zdkladnimi pojmy a pomocnymi definicemi,
diky kterym néasledné zavedeme bodovy proces. Vychazime predevsim z definic
uvedenych v knize Rataj| (2006).

Necht (S, p) je separabilni lokalné kompaktni metricky prostor. Zavedeme si
znaceni B(S) pro borelovské mnoziny na S, resp. By(.S) pro omezené borelovské
mnoziny na S. Pokud bude z kontextu patrné o jaky prostor se jedna, budeme
strucéné psat B, resp. By.

Definice 1. Mira p na (S, B) je lokdlné konecnd, jestlize je konecnd na By, tj.
w(B) < oo, VB € By.

Symbolem M = M(S) budeme znacit mnoZinu vsech lokdlné konecngch mér na
(S, p). Ddle oznacme

N=N(S)={ueM:puB)eNU{0,} pro kaZdou B € B}
mnozinu vsech lokdlne konecnych mér nabjvajicich pouze celociselnych hodnot.

Déle definujeme nejmensi o-algebru 9t na M, vii¢i niz jsou vSechna zobrazeni
p— p(B), B € B, méfitelnd. Podobné zavedeme o-algebru 91 na N.

Definice 2. Zavedme ndsledujici o-algebry na M a N':

M = o{p — p(B) méritelné, B € B}
=oc{{peM:uB)e0r)}:r>0,Be B},
N={MNN:MeMm}

Poznamka. Mnozina vSech lokdlné konecnych ¢itacich mér N lezi v o-algebie
M: N € M. Dikaz lze nalézt v knize Rataj (2006, lemma 2.3).

Nyni jiz definujeme ndhodnou miru a jeji specialni pripad bodovy proces.

Definice 3. Bud (2, A, P) pravdépodobnostni prostor. Meéritelné zobrazeni
U (Q,AP)— (M,0M)

se nazyvd ndhodna mira na S.

Definice 4. Bud (2, A, P) pravdépodobnostni prostor. Méritelné zobrazeni
Q:(QAP)— (N,M

se nazyvd bodovy proces na S.

Definice 5. Bodovy proces ® je jednoduchy, jestlize P(® € N*) =1, kde

N ={veN:v({z}) <1 pro kaidé z € S}
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Poznamka. Mnozina N* lezi v o-algebre MM a N: N* € M, N* € N. Dukaz lze
nalézt v knize Rataj (2006, lemma 4.2).

Déle budeme uvazovat pouze jednoduché bodové procesy. Jinymi slovy pred-
pokladejme, zZe kazda jednobodovda mnozina mé& miru mensi nebo rovnu jedné.

Existuji rizné interpretace jednoduchych bodovych procest. Na jednoduchy
bodovy proces lze nahlizet jako na nahodnou atomickou miru, kde kazdy z atomu
ma stejnou jednotkovou vahu. To odpovidéa definici vyse. Avsak jednoduché bo-
dové procesy lze také uvazovat jako ndhodnou lokalné koneénou mnozinu bodu
na mnoziné S. Mezi témito interpretacemi lze libovolné prechézet.

Necht ® je ndhodna atomicka mira generujici jednoduchy bodovy proces s no-
sicem miry supp ® = {1, xs,...}. Pak prvky nosi¢e muzeme uvazovat jako body
lokalné koneéné mnoziny x = {x, z,...} na S, které opét generuji jednoduchy
bodovy proces. Stejné tak lze body lokalné koneéné mnoziny uvazovat jako prvky
nosice nahodné atomické miry.

1.2 Charakteristiky bodovych procesi

V této sekci uvazujeme bodovy proces ® definovany na mnoziné S = R
Radi bychom zavedli zdkladni charakteristiky popisujici bodové procesy. Nejcas-
téjsimi charakteristikami pri analyzovani nahodnych veli¢in jsou momenty. Po-
dobné jako u ndhodnych velicin miuzeme pri studiu bodovych procesii definovat
analogie stfedni hodnoty, rozptylu, kovariance a momentt vyssich radi. My se
zamérime na charakteristiky prvniho a druhého radu. Vychazime predevsim z de-
finic a tvrzeni uvedenych v knihdch Baddeley a kol.| (2006, 2. kapitola), Moller a
Waagepetersen (2003, 4. kapitola).

1.2.1 Charakteristiky prvniho radu

Nyni si definujeme miru intenzity neboli prvni momentovou miru bodového
procesu ®. Mira intenzity nam udava ocekavany pocet pozorovanych bodi v dané
mnozine.

Definice 6. Necht ® je bodovy proces na R?. Mira A definovand predpisem
A(B) =E[®(B)], Be B
se nazyvd mira intenzity bodového procesu P.

Pokud existuje Radon-Nikodymova derivace pro miru intenzity A, nazveme ji
funkce intenzity bodového procesu .

Definice 7. Necht ® je bodovy proces na RY s mirou intenzity A spliiujici predpis
A(B) :/ Mu)du, B € B
B

pro nezapornou meritelnou funkci A. Pak funkci X nazveme funkce intenzity bo-
dového procesu ®.



Poznamka. Zépisem [ f(u)du rozumime integrél funkce f vzhledem k Lebes-
gueové mire spravné dimenze.

Dilezitou vétou pro bodové procesy, kterou budeme nasledné pouzivat v ka-
pitole |3, je Campbellova véta. Tu si nyni uvedeme pro charakteristiky prvniho
radu.

Véta 1 (Campbellova véta prvniho fadu). Necht ® je bodovyj proces na RY s mirou
intenzity A a f : RT — R je méritelnd funkce. Pak ndhodnd suma

T=>3 fx)

zed

je nahodnou velicinou se stredni hodnotou
EY J() = [ f@)Ada)

rzed R
Existuje-li funkce intenzity \ bodového procesu ®, tak

ES f(z) = /Rdf(x)/\(x) dz.

zed

Diikaz.  Jednotlivé kroky dikazu jsou popsany v préaci Baddeley a kol. (2006,
str. 28).
O

1.2.2 Charakteristiky druhého radu

Nyni se podivame na charakteristiky druhého fadu bodového procesu ®. Defi-
nujeme si momentovou miru druhého radu, faktorialni momentovou miru druhého
radu a soucinovou hustotu druhého radu bodového procesu ®.

Definice 8. Necht ® je bodovy proces na R Mira Ay na RY x RY definovand
predpisem
Ay(A x B) = E[®(A)®(B)], A, B € B(R?)

se nazyvd momentova mira druhého fadu bodového procesu .

Poznamka. Definici Ize ekvivalentné psat v feci sum jako

Ay(Ax B)=E Y 1{(z,y) € Ax B}, A, B € B(R").

z,ycd

Definice 9. Necht ® je bodovij proces na R?. Mira A na R? x R? definovand
predpisem

Ap(A x B) = E[@(A)®(B)] — E[®(AN B)], A, B € B(RY)

se nazyvd faktoridlni momentova mira druhého fadu bodového procesu .



Poznamka. Definici 1ze opét psat v feci sum jako

Ap(Ax B)=E|Y. ¥ 1{(r,y) € Ax B}
red yed: y#x
= i 1{(z,y) € Ax B}, A, B € B(R%).

z,yed

Definice 10. Necht A je faktoridlni momentovd mira druhého tddu bodového
procesu ® na R splriujici predpis

Ap(B) = /B oz, y) dedy, B € BR? x RY)
pro nezapornou meritelnou funkci Ay, Pak funkci Ay nazveme souc¢inovou hustotou
druhého radu bodového procesu ®.
Rozsitime si Campbellovu vétu pro charakteristiky druhého radu.

Véta 2 (Campbellova véta druhého iddu). Necht ® je bodovyj proces na R s mo-
mentovou mirou druhého ridu Ay a s faktoridlni momentovou mirou druhého rddu
Ap a necht f - R? x R? = R je méritelnd funkce. Pak

E S flay) = [, [y tade.ay),

z,yed

£
E > f(zy) :/Rd /Rdf(%y)/\[z](dx,dy)-

z,yed
Ezistuje-li soucinovd hustota druhého rdadu Ay bodového procesu P, tak
#
EY flay) = [, [ fay)iy)dedy.
z,yed Re JR

Obecnéjsi verze lze nalézt v knize Moller a Waagepetersen| (2003) sekce C.1.1).

1.3 Dalsi potrebné definice

Nyni si uvedeme priklad bodového procesu, konkrétné Poissontiv bodovy pro-
ces. Jedna se o nejjednodussi bodovy proces, mezi jehoz body nedochazi k zadné
interakci. Sviij nazev dostal model diky faktu, ze pocet bodu v libovolné kom-
paktni mnoziné je ndhodnd veli¢ina majici Poissonovo rozdéleni.

Definice 11. Bodovyj proces ® na R je Poissoniiv bodovy proces s mirou inten-
zity A, pokud splnuje ndsledujici podminky:

o pro kazdou kompaktni mnoZinu B C RY md ®(B) Poissonovo rozdéleni se
stredni hodnotou A(B);

e pokud jsou By, Bs, ..., By, m € N po dvou disjunktni kompaktni mnoZiny,
potom jsou ®(By), ®(Bs), ..., P(B,,) nezdvislé.



Nase pozorovana data mohou obsahovat prostorové kovariaty jako jsou na-
priklad nadmorska vyska nebo pH ptdy. Kovariaty nejsou predmétem zkoumani,
avSak obsahuji informace, jez mohou mit vliv na vysledné proménné a mohou
vysvétlit napriklad zmény v intenzité bodového procesu.

Definice 12. Necht W C R? je pevnd kompaktni mnoZina. Nahodné pole je
kolekce redlnych nahodngch velicin {X (u) : uw € W} definovangjch na pravdépo-
dobnostnim prostoru (Q, A, P).

Poznamka. Podle zavedenych konvenci budeme dale nahodné pole nazyvat ko-
variata.

V této praci se budeme zabyvat bodovymi procesy zavislymi pouze na jedné
kovariaté. Navic predpokladejme, Ze hodnoty kovaridty X (u) zndme ve vSech
bodech u € W, W C R%.

1.4 Modely pro funkci intenzity

Zavislost bodovych procesi na kovariatach lze popisovat pomoci paramet-
rickych a neparametrickych modeli tak, ze funkci intenzity bodového procesu
vyjadiime jako funkci kovariat.

Parametrické modely maji kone¢ny pocet parametrii. A jelikoz ndm pti hledani
odpovidajiciho odhadu neznamé funkce staci odhadnout pouze parametry daného
parametrického modelu, jsou tyto modely jednodussi nez neparametrické modely.
Diky jednoduchosti parametrickych modelt je také snazsi vysledky interpretovat.

Avsak pro pouziti parametrickych metod je potieba specifikovat model zavi-
sejici na konecném poctu parametri. V praxi se vSak casto setkavame s pripady,
kdy model pro data nedokézeme urcit, ¢i kdy rozdéleni dat neodpovida zadnému
béznému parametrickému modelu, a tedy parametrické metody nejsou vhodné.
Kdyz totiz pouzijeme parametricky model na data, ktera nemaji dané parame-
trické rozdéleni, nemizeme ocCekdvat smysluplny vysledek. V téchto pripadech
volime neparametrické modely.

V této préaci se budeme zabyvat predevsim neparametrickymi modely.

1.4.1 Parametricky model pro funkci intenzity

Castym parametrickym modelem pro funkei intenzity bodového procesu je
loglinearni model tvaru:

Mu) = exp(Bo + f1.X1(u) + BoXo(u) + - - - + BpXp(u), u e W

kde By, B1, ..., 0k € R, k € Ny jsou parametry.
Tento model je podrobnéji rozvedeny v knize Baddeley a kol.| (2015). My se
dale zamérime na neparametrické modely.



1.4.2 Neparametricky model pro funkci intenzity

Pokud nemtzeme nebo nechceme pouzit parametricky model, vyjadiime si
funkci intenzity bodového procesu jako funkci kovariaty pomoci nezaporné spojité
funkce. Budeme pouzivat znaceni prevzaté z clanku Baddeley a kol.| (2012).

Uvazujeme bodovy proces Y na kompaktni mnoziné W C R¢ s body v;
a s funkef intenzity \(u), u € W, zavisejici na kovariatni funkei X (u):

Au) = p(X (u), (1)

kde p je nezaporna spojita funkce. Pozdéji se budeme zabyvat neparametrickymi
odhady funkce p.



2. Funkce intenzity

V této kapitole odvodime vzorec pro funkci intenzity uvedeny v ¢lanku Bad-
deley a kol| (2012, vzorec (6)). Nejprve uvedeme pomocné tvrzeni a nasledné
zformulujeme vétu pro funkci intenzity. Na zavér ukdzeme samotny dikaz této
véty, ktery je v ¢lanku |[Baddeley a kol.| (2012 apendix A.2) uveden pouze velmi
strucné.

Tento vztah se nam bude hodit pti neparametrickych odhadech funkce inten-
zity zavislé na kovariateé.

2.1 Coarea formula

Nejdiive si zavedeme definice, kterych nasledné vyuzijeme pii formulaci tvr-
zeni Coarea formula. Aplikaci tvrzeni si ukazeme na jednoduchém prikladu. Tvr-
zeni poté pouzijeme v nasledujici sekci. Vychazime predevsim z definic uvedenych
v knize Evans a Gariepy| (1992).

Definice 13. (i) Necht A C R% 0 < s < 00,0 < § < 0o. Definujeme

diam C} > °

H;3(A) ::inf{za(8)< 5 |AC UCj,diaijgé},
j=1

J=1

kde
Hs/2
as) i = ———
TG
Tady T'(s) := [ e "z dx, 0 < s < 00, je gamma funkce.
(ii) Pro A a s jako vyse, definujeme

H*(A) := %i_r}réHg(A) = sup Hj3(A).

5>0
H* nazveme s-dimenzionéalni Haussdorfova mira na R?.

Definice 14. Necht ji je mira na mnoZiné X. Rekneme, Ze p-mérvitelnd funkce
f: X = [—00,00], je p-sCitatelnd pokud Lebesguetv integral z absolutni hodnoty
f existuje a je konecny:

/ | fldp < oo.
be
Budeme znacit f € Li(p).

Nyni si uvedeme tvrzeni Coarea formula prevzaté z prace |Evans a Gariepy
(1992, str. 117).

Véta 3 (Coarea formula). Necht f : R™ — R™ je lipschitzovskd, n > m. Potom
pro kaZdou funkci g : R" - R, g € Li(L™):

gly-1(z) € Li(H"™™) pro L™ s.v. 2

/]Rn g(x)Jf(x)dx = /Rm [/f_l(z) gdH”_m] dz,

kde Jf(z) = ||V f(z)| je 1-dimenziondlni Jakobian f v x, H"™™ je n —m dimen-
ziondlni Hausdorffova mira a L" je n-dimenziondlni Lebesgueova mira.
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Diikaz. Jednotlivé kroky diikazu jsou podrobné popsany v praci Evans a Gariepy
(1992, str. 117).
O

Obecngéjsi tvar Coarea formula lze nalézt v knize Federer| (1969, tvrzeni 3.2.22).
Pouziti Coarea formula si ilustrujeme na jednoduchém prikladu vychéazejicim

z ¢lanku Baddeley a kol.| (2012, apendix A.1).

Priklad. Uvazujme ndhodny vektor U s rovnomérnym rozdélenim na W,
W C R? a redlnou kovariatni funkci X : W — R. Pfedpokladejme, Ze X je dife-
rencovatelnd funkce s nenulovym gradientem VX (u) pro kazdé u € W. Chceme
zjistit rozdéleni ndhodné veli¢iny X (U) na R.

Pocitame distribu¢ni funkci G(z), z € R, ndhodné veli¢iny X (U):

G(z) =P(X(U) <z) =P(X(U) € (—00,1]) = P(U € X *((—o00,2]))
= E{l{U € X’l((—oo,x])}} = /Rd H{u € X H((~o0, )} frr(u) du

= [, 1X(w € (~o0,alb-

1
Wi 1H{ue W}ldu= i /W H{X(u) < zx}du,

kde || je d-dimenzionalni objem mnoziny W.
Nyni pouzijeme vétu [3[ (Coarea formula) a dostaneme:

1 / 1 -
— 1Xu§xdu:—// 1{ X (u) < 2 w(u)dH Y (u dz,
7, 1) < apdu = lez) (X () < rhufu) dH ()
kde X7 1(2) = {u € W : X(u) = 2} je mnoZina takovd, kde kovaridta nabyva
hodnoty z, w(u) = (|[VX(u)|)™!, kde JX(u) = ||[VX(u)| je 1-dimenzionalni

Jakobian X v u, H" ' je d — 1 dimenzionalni Hausdorffova mira.
Distribu¢ni funkei upravime:

G(x) |W|/l/ oy HX () < () B (u )]dz
= |I;/|/Rl{z < x} [/Xl(z)w(u) del(u)] dz

= /_ZOO [|I;/| /Xl(z)w(u) del(u)] dz
= /xoo g(z)dz

kde 9(2) 1= gt 20 w(u) AH (u).
Jelikoz je mtegral pres X~!(z) konec¢ny pro s.v. z, distribu¢n{ funkce G(x),
x € R je diferencovatelna skoro vsude s hustotou

g(x) = ]W\/ u)dH ' (u), v € R,

Tedy ndhodn4 veli¢ina X (U) mé rozdéleni dané hustotou g.
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2.2 Véta pro funkci intenzity

Vychézejme z predpokladi uvedenych v kapitole [II Déle uvazujme redlnou
kovariatni funkci X : W — R takovou, ze X je diferencovatelnad funkce s nenulo-
vym gradientem VX (u) pro kazdé u € W, s distribu¢ni funkei G a s hustotou g
z prikladu ze strany [10]

Definujme nenormalizované verze funkci G, g:

& (2) = W[G(a)
g (x) = |[W|g(x), x € R.

Ukazeme vztah pro funkce intenzit mezi ptivodnim bodovym procesem Y
s body 1; a s funkei intenzity A definovanym na kompaktni mnoziné W C R4
a novym bodovym procesem Z s body z; = X(y;) a s funkei intenzity f* de-
finovanym na R. Bodovy proces Z je vytvoreny z bodového procesu Y pomoci
kovariatni funkce X : W — R.

Véta 4. Hodnoty z; = X (y;) tvori bodovy proces Z na R s funkci intenzity f*(z)
danou predpisem:

fH(x) = plx)g*(z), z € R. (2)

Diikaz. Nejdrive si vyjadiime miru intenzity p* bodového procesu Z definova-
ného na R pomoci funkce intenzity A bodového procesu Y definovaného na W
a kovariaty X(u), u € W:

W(B)=E[Z(B)] = E[Y(X™(B)) = AX(B)) = AWNX"'(B))

= Jnor gy MW e = /W Aw)15(X (u)) du, B € B(R),

kde A je mira intenzity bodového procesu Y na W s funkei intenzity A(u), u € W.
V prvni, tfet{ a paté rovnosti vychdzime z definic [6] (mira intenzity), [7] (funkce
intenzity). Druhé rovnost plati, jelikoZ libovolny bod z € X~!(B) bodového pro-
cesu Y se po transformaci na bodovy proces Z zobrazi do mnoziny B diky pred-
pisu z; = X (y;), naopak pokud = ¢ X~!(B), pak X(x) ¢ B. Ve ¢tvrté rovnosti
vyuzivame vztahu X 1(B) = {u € W : X(u) € B}, tedy X 1(B) C W.

Z véty 3| (Coarea formula), pouzité ve treti rovnosti, dostaneme:

H(B) = [ Mw)lp(X())du
= | A 10X (w)w(w)w () dH ()
— / / X (u))w(u) dH (1) de
— / 1s(z / |y M) AH () e
—// w) dH* () dz, B € B,
kde X~(z) = {u € W : X(u) = z} je mnoZina takové, kde kovaridta nabyvé

hodnoty z, w(u) = (||[VX(u)]])™, kde JX(u) = ||[VX(u)| je 1-dimenzionalni
Jakobian X v u, H" ' je d — 1 dimenzionalni Hausdorffova mira.
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Z knihy Evans a Gariepy! (1992, str.70) vime, Ze v R?, d-dimenziondlni Hausdor-
ffova mira odpovida d-dimenzinalni Lebesgueové mite. Ve ¢tvrté rovnosti vyuzi-
vame vztahu X 1(z) = {u e W: X(u) = z}.

JelikoZ je integrdl pres X ~!(z) kone¢ny pro s.v.z, mira intenzity p* je dife-
rencovatelna skoro vsude. Tedy funkce intenzity f* bodového procesu Z existuje
a je dana predpisem:

Fr(z) = /X-l(@ AMu)w(w) dH (u), = € R.

Nyni do vzorce pro funkci intenzity f* dosadime vztah pro A a vzorec
upravime:

P = [ Muw) A ) = [ (X)) dH )

= pla) [, wl) A" () = pla)g(2), & € R,

kde ve tfeti rovnosti opét vyuzijeme vztahu X 1(z) = {u € W : X(u) = z}.
Ze strany |11] a z prikladu na strané [10| zndme predpis funkce g*(z), z € R.
Dostavame vzorec , coz bylo dokazat.
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3. Jadrovy odhad funkce
intenzity

Nyni bychom radi vyjadrili jadrovy odhad funkce p zavedené v sekei[1.4.2]

Jadrovy odhad je neparametrickd metoda vyuzivajici se nejenom pti odhadech
funkce intenzity bodovych procest. U jadrovych odhadti neni tieba, aby data
odpovidala konkrétnimu rozdéleni, 1ze je tedy aplikovat na Sirokou skéalu pripadi.
Jadrovy odhad funkce intenzity bodového procesu je inspirovan klasickou tilohou
jadrového odhadu hustoty rozdéleni na zédkladé ndhodného vybéru.

Opét uvazujeme predpoklady zavedené v predchozich kapitolach. Necht x;
jsou body bodového procesu definovaného na mnoziné W C R?. Jadrovy odhad A
funkce intenzity A prevzaty z knihy Baddeley a kol.| (2015, vzorec (6.8)) je tvaru:

Az) :e(lx)Zk(xi—a:),xGW/, (4)

kde k(z), 2 € R? je jddrova funkce — nezapornd méfitelnd funkce, jejiZ integral
pies R? je roven 1. Jadrova funkce zévisi na parametru — §ifce jadra bw. Sfikou
jadra bw rozumime smérodatnou odchylku rozdéleni s hustotou danou funkei k.
Sitka jadra mé vliv na rozpyl a vychyleni jadrového odhadu funkce intenzity,
proto je tfeba ji volit rozumné. Vhodnéa volba sitky jadra je komplexni problém,
jehoz TeSeni neni predmétem této prace.

Korekce okrajovych efektii e je dana vztahem:

e(r) = /W k(y —x)dy, v € W.

Jelikoz budeme jadrové odhady pouzivat v situaci, kdy po transformaci bodo-
vého procesu pozorujeme body na celém prostoru R, nemame omezené pozorovaci
okno, a tedy se nezabyvame korekci okrajovych efektti jadrového odhadu funkce
intenzity.

V kapitole [2| jsme dokazali diilezity vztah mezi funkci intenzity f* transformo-
vaného bodového procesu Z s pozorovanimi z; = X (y;) a funkei p (2)), po tprave
pro funkci p dostavame:

f(x)
plx) = 7(2) xz € R. (5)
Nyni predpokladejme, ze funkce g* je zndma, tedy ¢*(z), * € R pevné, uva-
zujeme jako konstantu.
Odhad p funkce p odvodime pomoci , , kde pro odhad funkce intenzity
f* pouzijeme jadrovy odhad f*:

fr@)  Siklz—a)  Sik(X(y) —2)
g*(x) g*(x) g*(x)

, v eR.

pla) =
Tedy pro pozorované hodnoty z; bodového procesu Z s funkei intenzity f*
a soucinovou hustotou druhého fadu f; definovaného na R dostaneme odhad:

1
g*(x)

plx) = Z k(zi —z), z € R, (6)
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Stredni hodnota jadrového odhadu p(z) funkce p(z), € R pevné, je z véty
(Campbellova véta prvntho fadu):

]E[Zk(zz—x)}: ! /Rk(z—:v)f*(z)dz.

g*(z)

Nyni zjistime rozptyl jadrového odhadu p(z), = € R pevné:

1
7 o "”)] = g V)
1 2 2
T @r IS o) - ([ o) "

Rozepiseme vztahy ze :
E[Z k(z; — x)r = ]E{Z k(zi — ) + > k(zi — 2)k(z) — x)}

i i

= ]E[Z k(z — x)ﬂ + E[Z > k(z — x)k(z; — x)}

i i
:/Rk'(z—m dz+// —x)k(z —z)f5(y,2) dy dz,
E[Xi:k‘(zi—x } :/Rk:(z—x)f () dz,

E[p(z)] =

Var [ﬁ(m)] = Var [g*(

kde pro E[Zi k(z — x)ﬂ ) E[Zi k(z — x)} pouzijeme Vétu (Campbellova véta 1.
2

radu), pro E[Zi Y k(2 — w)k(z; — x)} pouzijeme vétu [2
radu).
Dohromady:

]E[Z k(z — x)r - (E[Z k(z — x)D2 = /Rk(z — )% f*(2)dz

[ [k =)k = )30, 2) dydz - (/Rk(z—x)f*(z)dz)z
_/ 2 —a)? dz+// — ) fily, 2) dydz
— [ [ Ry =20k —a)f ) () dydz = [ Kz —2)f () dz
[ [y —a) z—x)(f;<y,z>—f*<y>f*<z>) dydz.

Dosadime do @ a pro x € R pevné dostaneme:

(Campbellova véta 2.

Var [ﬁ(x)] =

+ [ [ ky =k =) (£0.2) — £ @) () dy dz] B

Specialné, za predpokladu ze ptivodni bodovy proces Y s body y; je Poissontiv
proces na W, pak hodnoty z; = X(y;) tvori Poissontiv bodovy proces Z na R
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(Baddeley a kol 2012} sekce 3). Navic pro Poissoniv proces podle knihy Moller
a Waagepetersen| (2003} sekce 4.1.1) plati:

5y, 2) = W) f (), v,z €R.

Tedy
[ [ k= o)k = 2)(f5(0,2) — ) () dy d= = 0.

7 pro x € R pevné dostavame:
Var [ﬁ(x)} =——

Drobnou tpravou dostaneme vzorec uvedeny v ¢lanku |Baddeley a kol.| (2012,
vzorec (4)). Tedy ndmi uvedeny obecnéjsl vzorec (8], pro specidlni pripad Pois-
sonova bodového procesu, koresponduje s vysledky uvedenymi ve vyse zminéném
¢lanku.

Hodnoty ¢g*(z), z € R v8ak vzdy nemusime zndt. P¥i vypoctech v programo-
vacim jazyce R, (R Core Team| |2022), budeme odhad g* funkce g* implementovat
pomoci balicku spatstat podle knihy Baddeley a kol.| (2015).

Jako pozorovaci okno budeme uvazovat mnozinu W C R? na niz mame de-
finovany ptvodni bodovy proces Y. Na W vytvorime pravidelnou mrizku bodua
u; € W, ty jsou na W rozmisténé rovnomérné. Navic z predpokladu ze sekce
pro kovariatni funkci X : W — R zndme hodnoty kovariaty X (u) pro vsechny
body u € W, tedy muzeme definovat body v; = X (u;) na R.

Pomoci hodnot v; € R zjistime jadrovy odhad g* funkce g*:

G (x) =Y k(v —z), z R,

kde k'(2), z € R je jadrova funkce (nemusi odpovidat jadru k pro jadrovy odhad
funkce intenzity f*).

Na rozdil od jadrového odhadu funkce intenzity f*, kde je pocet bodu z;
(resp. y;) pozorované realizace bodového procesu Z na R (resp. Y na W) dany,
lze mnozstvi bodu v; na R (resp. u; na W) volit.
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4. Simulacni experimenty

V této kapitole ovérime presnost jadrového odhadu funkce p Poissonova bo-
dového procesu se znamym rozdélenim, a tedy s danou funkci p, pro rizné sitky
jadra bw. Sitkou jadra bw opét rozumime smérodatnou odchylku rozdéleni s hus-
totou danou funkci k. Jadrovy odhad funkce p znac¢ime p.

Konkrétnéji porovname funkce p jedné realizace Poissonova bodového procesu
pro ruzné sitky jadra bw. Dale funkce p pro jednotlivé hodnoty sitky jadra bw
porovname s funkci p. Vypocitame integrovanou kvadratickou chybu (ISE) funkce
p pro ruzné hodnoty sitky jadra bw z dané realizace bodového procesu.

Déle pro rtzné hodnoty sitky jadra bw spocitdme stfedni integrovanou kva-
dratickou chybu (MISE) funkce p a stfedni integrovanou relativni kvadratickou
chybu (MIrSE) funkce p z 1 000 nezavislych realizaci simulovanych z uvazovaného
modelu. Podivame se, jak se se zménou intenzity bodového procesu méni MISE
a MIrSE.

Nakonec empiricky a pomoci balicku spatstat odhadneme rozptyl funkce p
s konkrétni volbou sitky jadra bw z 1 000 realizaci. Tyto rozptyly porovname.

Pro vypocty pouzivame programovaci jazyk R, (R Core Team, [2022), odhady
implementujeme pomoci funkce rhohat z balicku spatstat podle knihy |Baddeley
a kol.| (2015| Sekce 6.6.3).

4.1 Jadrovy odhad funkce p a ISE

Simulujeme jednu realizaci Poissonova bodového procesu Y na okné W =
[0,1]> € R? s funkef intenzity A((az,y)) = exp (3 + 3X((:E,y)>), kde jako kova-

ridtu bereme funkci X((x, y)) = z (viz obrazek . A proto plati /\((x,y)) =

p(X((m,y))) = p(x), kde p(r) = exp (3 + 3r).

Vypocitame funkce p, jadrové odhady funkce p, pro sitku jadra bw s hodnotami
0,01, 0,04, 0,07, 0,10 a 0,30. Funkce p poc¢itame pomoci funkce rhohat z balicku
spatstat. Poté funkce p pro rizné sitky jadra bw z dané realizace porovname
graficky (viz obrazek . Vidime, ze ¢im vétsi sitku jadra bw volime, tim je
ktivka funkce p hladsi.

Déle jednotlivé funkce p s danou sitkou jadra bw porovname s funkci p (viz
obrézek [1.3). Vykreslime 95% interval spolehlivosti pro p(r) pro pevné r zalozeny
na asymptotickém rozptylu pro p za predpokladu, ze Y je Poissontiv proces, coz je
v tomto pripadé splnéno. Krajni body tohoto intervalu nam dava funkce rhohat.

Pro rizné hodnoty sitky jadra bw vypocitame integrovanou kvadratickou
chybu (ISE) funkce p dané realizace. Integrovana kvadraticka chyba (ISE) funkce
p je dana vzorcem:

1SE = [ (50r) — p(r))* .

kde p je jadrovy odhad funkce p s danou sitkou jadra bw a p je funkce popisujici
vztah funkce intenzity Poissonova procesu Y a kovariaty X.

Pozorujeme (viz obrézek, ze pro realizaci Poissonova procesu Y z obrazku
a ruzné sitky jadra bw je nejmensi integrovana kvadratickd chyba (ISE) funkce
p pro sitku jadra bw = 0,06, tato ISE ma hodnotu 355 (viz obrézek .
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Simulovana realizace Poissonova procesu Y
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Obrézek 4.1: Simulovana realizace Poissonova bodového procesu Y s funkei in-

tenzity e(3+3),
Jadrové odhady funkce p
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Obréazek 4.2: Jadrové odhady funkce p pro riizné sitky jadra bw pro realizaci
Poissonova procesu Y z obrazku .
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Jadrovy odhad funkce p s bw = 0,01
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Obrazek 4.3: Jadrové

razku .

Jadrovy odhad funkce p s bw = 0,30

—— jadrovy odhad funkce p
funkce p
95% interval spolehlivosti pro g

noanota tunkce
300
L

L1 IHH‘\H U1l
0.4
kovariata X(u) = x

0.6 0.8

18

odhady funkce p pro realizaci Poissonova procesu Y z ob-



Integrovana kvadraticka chyba (ISE)
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Obréazek 4.4: Integrovand kvadraticka chyba (ISE) funkce p pro ruzné sitky jadra
bw pro realizaci Poissonova procesu Y z obrazku .

4.2 MISE

Pro riizné hodnoty sitky jadra bw spocitame stfedni integrovanou kvadratic-
kou chybu (MISE) funkce p z 1 000 nezavislych realizaci Poissonova procesu Y na
okné W = [0,1]* s funkef intenzity exp (3 + 3z). Stfedni integrovand kvadraticka
chyba (MISE) funkce p je dana vzorcem:

MISE = [ () — p{r))"dr.

kde p je jadrovy odhad funkce p s danou sitkou jadra bw a p je funkce popisu-
jici vztah funkce intenzity Poissonova procesu Y a kovariaty X. Odhadujeme ji
pomoci vzorce:
— 1 M 1
MISE = =3 [ (i) = plr))* b,
M = Jo
kde p; je jadrovy odhad funkce p z i-té realizace s danou sitkou jadra bw a M je
pocet nezavislych realizaci. V nasem pripadé je M rovno 1 000.
Pozorujeme (viz obrazek , ze nejmensi stfedni integrovana kvadraticka
chyba (MISE) funkce p z 1 000 realizaci je pro $itku jadra bw = 0,08, tato MISE
m4 hodnotu 649 (viz obrdzek [4.6b)).

4.3 Vliv stredniho poctu bodi na MISE

Nyni se podivame jak se se zménou intenzity Poissonovych bodovych procesii
méni stfedni integrovana kvadraticka chyba (MISE) funkce p. Vypocitame stredni
integrovanou kvadratickou chybu (MISE) funkce p pro rizné sitky jadra bw z 1 000
nezdvislych realizaci Poissonova procesu Y na okné W = [0,1]? s funkei intenzity
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Stredni integrovana kvadraticka chyba (MISE)
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Obrazek 4.5: Stiedni integrovana kvadratickd chyba (MISE) funkce p pro ruzné
siiky jadra bw z 1 000 realizaci Poissonova procesu Y s funkef intenzity e®+3%),
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Obréazek 4.6: Miniméalni integrovand kvadratickd chyba (ISE) pro realizaci Poisso-
nova procesu Y z obrézku [£.1] a miniméln{ stfedni integrovand kvadratickd chyba
(MISE) z 1 000 realizaci Poissonova procesu Y s funkef intenzity e®+3%).
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a=1 a=2 a=3 a=4 a=5 a==~6

min MISE 53 194 649 2362 8721 30720
Sirka jadra bw 0,15 0,11 0,08 0,06 0,04 0,03

Tabulka 4.1: Hodnota minimélni stfedni integrované kvadratické chyby (MISE)
funkce p a odpovidajici sitka jadra bw z 1 000 realizaci Poissonova procesu Y
s funkei intenzity e(**3®) pro a =1,...6.

exp (a + 3z) pro a rovno 1, 2, 3, 4, 5 a 6 (viz obrazek . Pro lepsi nédzornost
hodnot MISE funkce p pro rizné sitky jadra bw z 1 000 realizaci maji jednotliva
poli¢ka z obrazku {4.7] jind métitka. Sitky jadra bw bereme z intervalu [0,01, 0,60]
s krokem 0,01.

Pro kazdé a =1, .. .6 dostaneme minimalni MISE funkce p s konkrétni sitkou
jadra bw z 1 000 realizaci Poissonova procesu Y s funkei intenzity exp (a + 3z).
Hodnotu minimélni stfedni integrované kvadratické chyby (MISE) funkce p a od-
povidajici sitku jadra bw z 1 000 realizaci Poissonova procesu Y s funkei intenzity
exp (a + 3x) pro a = 1,...6 zapiSeme do tabulky Vidime, Ze se s rostouci
funkci intenzity Poissonova procesu Y a tedy s rostoucim strednim pocétem bodu
Poissonova procesu Y snizuje sitka jadra pro minimalni MISE funkce p z 1 000
realizaci. Hodnota minimélni MISE funkce p z 1 000 realizaci se s rostouci funkei
intenzity Poissonova procesu Y zvétsuje. Zajimalo by nés, zda je rostouci hod-
nota minimalni MISE funkce p z 1 000 realizaci pti rostouci intenzité Poissonova
procesu Y déna zvétsujicimi se hodnotami funkce intenzity ¢i zda je miniméalni
MISE funkce p z 1 000 realizaci pro rostouci intenzitu Poissonova procesu Y méné
presna.

4.4 MIrSE

Definujeme stfedni integrovanou relativni kvadratickou chybu (MIrSE) funkce
p, aby se nam jednotlivé situace 1épe porovnavaly. Stfedni integrovand relativni
kvadraticka chyba (MIrSE) funkce p je ddna vzorcem:

MIrSE = E/Ol Wdr,

kde p je jadrovy odhad funkce p s danou sitkou jadra bw a p je funkce popisu-
jici vztah funkce intenzity Poissonova procesu Y a kovariaty X. Odhadujeme ji
pomoci vzorce:

1A G =0
MITSE = M;/O o

kde p; je jadrovy odhad funkce p z i-té realizace s danou sitkou jadra bw a M je
pocet nezavislych realizaci. V nasem ptipadé je M rovno 1 000.

Analogicky jako pro MISE funkce p vySetfime, jak se se zménou intenzity Po-
issonovych procestit méni stiedni integrovana relativni kvadratickd chyba (MIrSE)
funkce p. Vypodcitame stiedni integrovanou relativni kvadratickou chybu (MIrSE)
funkce p pro rizné sirky jadra bw z 1 000 nezavislych realizaci Poissonova procesu
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Obréazek 4.7: Stiedni integrovand kvadratickd chyba (MISE) funkce p pro ruzné
Sfiky jadra bw z 1 000 realizaci Poissonova procesu Y s funkei intenzity e(®+32)
proa=1,...6.
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a=1 a=2 a=3 a=14 a=>5 a==~6

min MIrSE 0,363 0,148 0,063 0,028 0013 0,006
$fika jadra buw 0,16 0,13 0,11 0,08 0,07 0,05

Tabulka 4.2: Hodnota minimalni stfedni integrované relativni kvadratické chyby
(MIrSE) funkce p a odpovidajici sitka jadra bw z 1 000 realizaci Poissonova pro-
cesu Y s funkef intenzity e(**3*) pro a =1,...6.

Y v R? s funkei intenzity exp (a + 3x) pro a rovno 1, 2, 3, 4, 5 a 6 (viz obrdzek
. Siiky jadra bw bereme opét z intervalu [0,01, 0,60] s krokem 0,01.

Pro kazdé a = 1, .. .6 dostaneme minimalni MIrSE funkce p s konkrétni sitkou
jadra bw z 1 000 realizaci Poissonova procesu Y s funkei intenzity exp (a + 3z).
Hodnotu minimélni MIrSE funkce p a odpovidajici sitku jadra bw z 1 000 realizaci
Poissonova procesu Y s funkel intenzity exp (a + 3x) pro a = 1,...6 zapiSeme do
tabulky [£.2] Analogicky jako u MISE funkce p z 1 000 realizaci vidime, ze se
s rostouci funkci intenzity Poissonova procesu Y a tedy s rostoucim stiednim po-
¢tem bodu Poissonova procesu Y snizuje sitka jadra pro minimalni MIrSE funkce
p z 1 000 realizaci. Hodnota minimalni MIrSE funkce p z 1 000 realizaci s ros-
touci funkei intenzity Poissonova procesu Y naopak klesd. Odtud tedy plyne, ze
rostouci hodnota minimalni MISE funkce p z 1 000 realizaci pfi rostouci inten-
zité Poissonova procesu Y je ddna zvétsujicimi se hodnotami funkce intenzity
Poissonova procesu Y.

4.5 Rozptyl jadrového odhadu funkce p

Nyni se podivame na rozptyl jadrového odhadu funkce p. Tento rozptyl vy-
poc¢itame dvéma zplsoby, nasledné vysledky porovname. Vychazime z 1 000 ne-
zavislych realizaci Poissonova procesu Y na okné W = [0,1]* s funke{ intenzity
exp (3 4 3z) a s sitkou jadra bw = 0,08.

Rozptyl Var;(p) odhadneme empiricky. Vyuzijeme hodnot funkce p pro kon-
krétni hodnoty kovaridty X(u) = x ziskané pomoci funkce rhohat z balicku
spatstat. Tyto hodnoty funkce p zname pro 1 000 realizaci. Nésledné z téchto
hodnot pomoci znamého vzorce pro empiricky rozptyl ndhodného vybéru odhad-
neme rozptyly p(x) pro jednotlivé hodnoty kovariaty z.

Rozptyl Vars(p) odhadneme pomoci funkce rhohat z balicku spatstat, kterd
pro kazdou realizaci vypocitd rozptyly pro konkrétni hodnoty kovaridty X (u) = z
podle vzorce (16) z ¢lanku Baddeley a kol| (2012). Tyto rozptyly jsou dény
asymptotickym rozptylem pro funkci p za predpokladu, ze Y je Poissontiv proces,
coz je v tomto pripadé splnéno. Takto vypoctené rozptyly pro konkrétni hodnoty
kovariaty X (u) = x opét zndme pro 1 000 realizaci. Na tyto rozptyly pro jed-
notlivé hodnoty kovariaty = pouzijeme vybérovy primér a dostaneme vysledné
rozptyly Vars(p)(z).

Rozptyly ziskané témito dvéma zpusoby porovname (viz obrazek . Vi-
dime, Ze oba postupy davaji podobné hodnoty rozptyli pro jednotlivé hodnoty
kovariaty. Tedy zvolend metoda pro vypocet rozptylu funkce p nema na konec¢ny
vysledek vliv. V pripadé Poissonova procesu se tedy jevi jako bezpecné pouzivat
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Obrazek 4.8: Stredni integrovand relativni kvadraticka chyba (MIrSE) funkce p
pro rtizné sitky jadra bw z 1 000 realizaci Poissonova procesu Y s funkei intenzity

€(a+3x)

proa=1,...6.
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Rozptyly jadrového odhadu funkce p s bw = 0,08
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Obrazek 4.9: Rozptyly funkce p Vari(p) a Vary(p) se sitkou jadra bw = 0,08
z 1 000 realizaci Poissonova procesu Y s funkci intenzity e®+3%),

hodnoty rozptylu odhadnuté z jedné pozorované realizace tak, jak je dava funkce
rhohat.
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Z.aver

V préci jsme se zabyvali zavislosti bodového procesu na prostorové kovariaté.
Nasim cilem bylo neparametricky odhadnout funkci intenzity bodového procesu
zavislou na kovariate.

V prvni kapitole jsme vybudovali teorii k bodovym procesim. Zavedli jsme
Soucasné jsme popsali modely pro funkci intenzity, které zavisi na kovariatach.
Dtiraz jsme kladli predevsim na neparametrické modely.

Hlavni ptinos této prace se vSak nachézi v druhé, tieti a ctvrté kapitole.
V druhé kapitole jsme uvedli pomocné definice a tvrzeni Coarea formula. Apli-
kaci této véty jsme ilustrovali na jednoduchém prikladu vychazejicim z clanku
Baddeley a kol.| (2012, apendix A.1). Formulovali jsme dulezity vztah mezi funkei
intenzity transformovaného bodového procesu, funkci intenzity zavislé na kovari-
até a hustotou kovariatni funkce, pomoci niz jsme transformovali ptivodni proces
na proces novy. Tento vzorec je uvedeny opét v ¢lanku Baddeley a kol (2012}
vzorec (6)). Na zavér jsme dikladné rozepsali vSechny diléi kroky dukazu, jez byl
v ¢lanku Baddeley a kol (2012, apendix A.2) zminén pouze okrajové.

Ve treti kapitole jsme definovali jadrovy odhad funkce intenzity. Vyuzili jsme
vztahu pro funkci intenzity, formulovaného v predchozi kapitole, a uvedli jadrovy
odhad funkce, kterd popisuje zavislost funkce intenzity na kovariaté. Pro odhad
této funkce jsme odvodili stfedni hodnotu a zobecnili vztah pro rozptyl opét
z ¢lanku Baddeley a kol.| (2012, vzorec (4)).

Ve ¢tvrté kapitole jsme teorii doplnili o simulace Poissonovych bodovych pro-
cesti. Vypocitali jsme integrovanou kvadratickou chybu (ISE), stfedni integrova-
nou kvadratickou chybu (MISE) a stfedni integrovanou relativni kvadratickou
chybu (MIrSE) vyse uvedeného jadrového odhadu funkce pro dané realizace bo-
dovych procesu. Tyto chyby jsme porovnali pro ruzné sirky jadra a pro ruzné
intenzity bodovych procesii. Na zavér jsme pro dané realizace porovnali dva od-
hadnuté rozptyly tohoto jadrového odhadu funkce.
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