MATEMATICKO-FYZIKALNI
FAKULTA

Univerzita Karlova

BAKALARSKA PRACE

Lucie Janeckova

Klasifikace zalozena na smésovych
modelech

Katedra pravdépodobnosti a matematické statistiky

Vedouci bakalarské prace: doc. RNDr. Arnost Komarek, Ph.D.

Studijni program: Obecnd matematika

Praha 2023



Prohlasuji, ze jsem tuto bakalafskou préci vypracoval(a) samostatné a vyhradné
s pouzitim citovanych prament, literatury a dalsich odbornych zdroji. Tato prace
nebyla vyuzita k ziskani jiného nebo stejného titulu.

Beru na védomi, Ze se na moji praci vztahuji prava a povinnosti vyplyvajici ze
zékona ¢. 121/2000 Sb., autorského zdkona v platném znéni, zejména skutecnost,

ze Univerzita Karlova ma pravo na uzavieni licenéni smlouvy o uziti této prace
jako skolniho dila podle §60 odst. 1 autorského zakona.

Podpis autora



Zde bych rada podékovala mému vedoucimu prace, doc. RNDr. Arnostu Komér-
kovi, Ph.D., za cenné rady a cas, ktery mi pfi psani prace vénoval.

i



Nazev prace: Klasifikace zalozend na smésovych modelech
Autor: Lucie Janeckova

Katedra: Katedra pravdépodobnosti a matematické statistiky

Vedouci bakalarské prace: doc. RNDr. Arnost Komarek, Ph.D., Katedra pravdé-
podobnosti a matematické statistiky

Abstrakt: Tato prace se zabyva klasifikaci zaloZzenou na smésovych modelech, a to
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Uvod

Uvazujme situaci, kdy mame populaci rozdélenou do predem znamého poctu
skupin, ale nevime, ktery jedinec patii do které skupiny. V kazdé skupiné pozo-
rujeme jiné vzorce chovani. Nasim cilem tedy bude kazdého jedince z populace
zatadit do prislusné skupiny na zakladé jeho pozorovaného vzorce chovani.

Tuto situaci modelujeme pravé pomoci konecné smési, kterou si v prvni ka-
pitole zavedeme. Dale se také zminime o jeji mozné interpretaci a matematicky
popiseme vyse zminény cil prace.

Pro spravné zatrazeni jedinc do skupin budeme potiebovat odhadnout ne-
znamé parametry. K tomu nam poslouzi metoda maximélni vérohodnosti, kte-
rou popiseme v druhé kapitole, véetné problému, které nam pouziti této metody
v kontextu konecnych smési miize ¢init.

Ke kone¢nému nalezeni odhadt pouzijeme EM algoritmus, ktery ve treti ka-
pitole popiseme a vypocteme konkrétni vzorce pro odhady nezndmych parametra
v normalni smési. Teoreticka ¢ast prace vychézi z knihy McLachlan a Peel (2000)).

V posledni kapitole pak vyuzijeme nabytych znalosti pro analyzu archeolo-
gickych dat. Konkrétné z nejvétsich délek mozkovny a tylnich hli budeme chtit
rozttidit lebky podle mista nélezu. K tomu nam poslouzi pravé EM algoritmus.



1. Konec¢na smes

Meéjme populaci sestavajici z g € N skupin, tu se budeme snazit popsat pomoci
konecné, resp. normalni smési, coz jsou pojmy, které si v této kapitole zavedeme.
Déle si uvedeme jejich zakladni vlastnosti a popiseme, jak lze smési interpretovat
a jak se daji pouzit ke klasifikaci.

1.1 Zakladni definice

Definice 1. Necht Yi,...,Y, je ndhodny vybér p-rozmérnych ndhodnijch vektori
o rozsahu n € N, kde p € N. Necht pro k € {1,...,g} jsou fr libovolné hus-
toty vzhledem k p-rozmerné Lebesqueové mire na RP, které odpovidaji rozdéleni
se stredni hodnotou g € RP a variancni matici 3 € RP*P. Pokud md ndhodny
vektor Y rozdéleni s hustotou danou

fly) = iwkfkw), y R, (L1)

vzledem k Lebesgueové mire na RP, kde

wp € (0,1), Vk=1,...,¢

g
Z Wy = 17
k=1

potom Tikdme, Ze Y; md rozdéleni, které nazjvadme koneé¢na smeés o g-slozkach.
Hustotu danou vztahem (1.1]) nazgvdme hustota smési o g-slozkach. Cisla wy,
nazyvdme vahy a hustoty f; komponenty smési.

Nabizi se otdzka, pro¢ uvazujeme véahy v otevieném intervalu (0, 1) a ne v uza-
vieném. Krajni hodnoty jsou totiz pro nas nezajimavé. Kdybychom uvazovali
hodnotu 0 u nékteré z komponent, pak bychom pracovali s g — 1 slozkovou smési.
Kdybychom uvazovali hodnotu 1, dostali bychom trivialni jednoslozkovou smés.

Tuto definici mizeme vylozit tak, ze celkova hustota populace Y; je f(y),
hustoty jednotlivych skupin jsou fx(y) a pomérné zastoupeni v jednotlivych sku-
pinach jsou praveé vahy wy.

V nésledujici vété urcime stiedni hodnotu a rozptyl ndhodné veli¢iny s hus-
totou konec¢né smési.

Véta 1. Necht Y je ndhodny vektor s hustotou danou vzorcem (1.1). Oznacme
'y matici druhigjch momenti k-té slozky. Pak plati

g
k=1

var(Y') = Zi: wpl'y — (zi: wk“k)(i wi ) -



Diikaz. Pro y € R? pocitejme

g g g
EY) = [y ity dy = 3w [ uhily)dy = 3w,

g g g
E (YYT) = /Rp ny Zwkfk<y) dy = Z Wy /Rp nyfk(y> dy = Zwkrka
k=1 k=1 k=1

kde pouzivame linearitu integralu.
Tedy celkem pro varian¢ni matici plati

var(Y) = E(¥YT) — (E(V)E(Y)) = Z T~ <ki wkukxki wote) .

O

Pokud v definici [1| vezmeme za f; hustoty normalniho rozdéleni, mizeme
definovat normalni smés.

Definice 2. Necht' Y, ...,Y, je ndhodny vyber p-rozmeérngch nahodnijch vektori
s normdlnim rozdélenim o rozsahu n € N, kde p € N. Necht pro k € {1,...,g9}
jsou ¢ (y; pr, X)) hustoty normdlniho rozdéleni se stredni hodnotou py, € RP a
variancéni matict 3y, € RP*P. Oznacme ¢ = (wy, ..., Wy, 1, - - -, gy 21, - - ., 2g)
sadu nezndamych parametri. Pokud md ndhodny vektor Y, rozdéleni s hustotou
danou

g
o(y; ) = wpdi(y; pe, Bi), Yy € R, (1.2)
k=1
vzledem k Lebesqueové mire na RP, kde

we € (0,1), Vk=1,...,¢g

g9
Z Wy = 1,
k=1

potom 7ikdme, Ze Y; ma rozdéleni, které nazyvime konec¢nd normadlni smés
o g-slozkach. Hustotu danou (1.2) nazgvime hustota normalni smési o g-
slozkach. Cisla wy, nazjvdme vahy a hustoty ¢ (y; px, ) komponenty nor-
malni smési.

Déle se v praci budeme zabyvat hlavné modelem homoskedastické norméalni
smési, tedy smési, kde jsou vsechny varianéni matice 3 stejné. Smeési heteros-
kedastické (smési s riznymi varian¢nimi maticemi ;) ndm totiz mohou délat
problémy pii odhadovani parametri pomoci metody maximalni vérohodnosti,
jak si ukdzeme v kapitole 2]



1.2 Interpretace konecné smeési a klasifikace

Zde si uvedeme dvé moznosti, jak 1ze konecéné smési interpretovat. Prvni z nich
je pomoci ndhodného vektoru, ktery ndm identifikuje, z které komponenty smési
nas ndhodny vektor pochéazi. Druhd ndm popisuje, ze chovani naseho nahodného
vektoru v celkové populaci lze popsat pomoci jeho chovani v rtiznych skupinach.

Jednou moznosti, jak konecnou smés interpretovat, je pomoci nahodného vek-
toru Z; = (Zyj,...,Zy;)" s multinomickym rozdélenim, kde
7 1, pokud ndhodny vektor Y; nédlezi do k-té komponenty smési,

Ea 0, jinak.
Jinymi slovy
Zj ~ Multg(l, ’lU),

kde w = (wi,...,w,)" je vektor vah. Nahodny vektor Z; tedy urcuje, z jaké
komponenty smési ndhodny vektor Y; pochazi.

Misto toho lze k interpretaci pouzit ndhodné veliciny U;, 7 = 1,...,n, které
nabyvaji hodnot 1, ..., g s pravdépodobnostmi

PUj=k)=wy, k=14

Pokud podminénou hustotu ndhodného vektoru Y; pii jevu U; = k oznacime fy,
pak pro nepodminénou hustotu Y; z véty o uplné pravdépodobnosti plati

g
Zf (y;|U; = k) P( Z k(Y)W

coz odpovidéd vztahu (1.1)).
Necht y; je napozorovana hodnota nahodného vektoru Y;. Oznac¢me 74(y;)

pravdépodobnost, ze Y; nalezi do k-té komponenty smési. Pro 7, (y,) pak plati

b1 wnfn(y;) ’ h—1 P(U; = h) fuly;)’
(1.3)

(Y;) =

coz vychazi z Bayesovy véty.
V samostatné klasifikaci pravé tyto hodnoty 7(y;) hraji klicovou roli. Ta
probiha nasledovné:

e Vezmeme pozorovanou hodnotu y; a spocteme pro ni vsechny pravdépo-
dobnosti 7,(y;), k=1,..., g.

 Spocteme argmax 7(y; ).
k=1,...,g

« Zafadime pozorovani y; do této skupiny.

Jinymi slovy uré¢ime predikce hodnot ndhodnych veli¢in Z;;, k=1,...,g,
) 1, pokud argmax7y(y;) =k,
j=1,...,n, neboli Z;; = k=1,..g
0, jinak.

Mohlo by se stat, ze by se nejvétsi pravdépodobnosti 74 (y;) mohli rovnat.
Potom bychom vybrali libovolnou z nich.



2. Metoda maximalni
vérohodnosti

Pro klasifikaci napozorovanych subjektt z populace popsanou v prvni kapitole
potrebujeme odhadnout nezndmé parametry. Jeden z néjcastéji pouzivanych zpi-
sobti hledani odhadt parametrii je metoda maximalni vérohodnosti, jejiz pouziti
pro model konecné normalni smési si v této kapitole popiseme. Pak si ukazeme,
kdy je vérohodnostni, resp. log-vérohodnostni funkce omezena a kdy nikoli.

Necht Y7,...,Y, je ndhodny vybér z rozdéleni s hustotou . Oznac¢me
Y = (wr,...,wg, P, ... ,p,g, 31,...,%,) sadu neznamych parametr, kde Wy
lze vynechat, nebot jej mizeme dopocitat z ostatnich hodnot jako 1 — > 1 W
Sestavime vérohodnostni funkci pro ¥ € ¥:

= ﬁ o(Yj;9) = ﬁ (292 wkeﬁk(lfj;uk,ﬁk)) :
j=1 k=1

Obdobné sestavime i log—vérohodnostni funkci pro :

((h) = log(L(%)) = log (ﬁ (Zg: wi (Y mﬂ@))

Jj=1

= i <10g (Z Wi (Y B, 2@)) :

=1

Odhad v metodou maximalni vérohodnosti oznacime jako 17), pokud existuje.
Nalezneme ho jako

A

1 = argmax L(1p) = arg max £()).

Pev PYew

2.1 Omezenost vérohodnostni funkce

Pro existenci 12) potfebujeme, aby vérohodnostni, resp. log—vérohodnostni
funkce byla omezené. To ale, jak ukazuje nasledujici tvrzeni, neni vzdy splnéno.

Tvrzeni 2. Necht Yi,...,Y, je nahodny vybér z rozdeleni s hustotou jednoroz-
merné normdlni smési o dvou slozZkdch, tedy

P(y; ¥) = w1 (y; pa, 01) + (1 — w) o (y; p2, 03),
kde 17b = (w ”1aﬂ2agla0‘2) ) S R w e (Ovl)a H1, K2 S R’ 0-%70-% € (0700)

Oznacme yi, . .., yn realizace Yy,...,Y,. Pokud p, = y1 a o3 — 0, tak je log—vé-
rohodnostni funkce neomezend.

Diikaz. Sestavime log—vérohodnostni funkei pro :

=> log (wcbl(yj;m, 03) + (1 —w)da(y;; pa, 0’3)) 7 (2.1)

j=1



kde

1 (y5 — t)”
Ok (yj5 rs07) = ——=—= exp (—»] . k=12
’ 210} 20}

Dosadime do (2.1)) u; = y; a dostavame

_yN 1 (y; — )? 1 (y; — p2)?
() = j;log (w Do exp <— 207 ) + (1 —w) Tm% exp (— 202 >) :

Chceme ¢(1p) zespoda omezit tak, aby nam vysel vyraz tvaru

—log(o?) + Z,

kde Z je funkce nezéavisejici na o?. Pak totiz

lim (— log(o?) + Z)

oo,
o‘%—>0

coz chceme dokézat.
V argumentu logaritmu vezmeme pro j = 1 pouze prvni ¢lenaproj =2,...,n
druhy ¢len, ktery na o? nezavisi:

1 (31 — 11)?
(7)) > log (ww exp (—M))

- 1 (y: — p2)”
+ ) log | (1 —w) exp (— :
i:ZQ ( 2703 203

Oznacime

pak mame

Il
7=
o

09
—
83
Q
=1
~—
~
N

coz je pozadovany tvar.
]

Naopak dalsi véta ukazuje, ze vérohodnostni funkce homoskedatické normélni
smesi, tedy smési, kde vSechny jeji slozky maji stejny rozptyl, omezena je.



Véta 3. Necht Yy,...,Y, je nahodny vybér z rozdeleni s hustotou g-sloZkové ho-
moskedatické normdlni smési, kde g < n, tedy s hustotou

g
oy ) = wedn(y; s, %),

k=1

7”970-2)T7 RS Rv Wi, € (07 1)7 ZZ:l Wy = 17

, Yn realizace Yq,...,Y,. Pak

kde ¢ = (wn, ... ,wy, i, - ..
pr €ER kE=1,...,9, 0% € (0,00). Oznacme yi,...

je vérohodnostni funkce shora omezend.

Diikaz. Sestavime vérohodnostni funkci pro 1:

L(¢) =] (i wk\/%eXp <—W>> :

j=1 \k=1
Plati: 5 1 s — )2
o o252

7 predpokladi véty mame vice pozorovani nez je slozek smési, a tedy:

>0 dngel,...,n Vel ....q: |Yny — | > 9.

Upravime zvlast prvni ¢len souc¢inu a zbylych n — 1 ¢lent.
Bez jmy na obecnosti necht ng = 1 (jinak bychom upravovali jiny ¢len zvI4st).

-1 (g1 —m)*) _ -1 Y _ g 6
;e"p<‘202 <2 oo | = oo o),
T(s 1 (y1 — p)® 21 02 _(g)”l
g(l;l exp<_ 20° <j1;[2 kzz:lanp " 22)) \o '

Celkem tedy

A plati
AN 0%\
aglinoo (U) P ( 20’2> N 0’

Y (9) A
2oo\a) TP\ T2 ) T

Z toho plyne, ze vérohodnostni funkce je shora omezena.



2.2 Dalsi vlastnosti

Odhad metodou maximélni vérohodnosti mtizeme také dostat jako feSeni veé-
rohodnostnich rovnic, tedy

o)
oY ’
¢1 ekvivalentné
o)
oY ’

a tak také budeme v kapitole |3| postupovat.

Zbyva nam odpovédét na otazku, zda existuje maximum pouze jedno. Jednou
z vlastnosti konecnych smési je to, Ze je invariantni na ,precislovani® slozek smési.
Tedy pokud mame g-slozkovou konecnou smés, existuje g! permutaci indext slo-
zek, neboli ¢! sad neznamych parametri 1, které reprezentuji stejné rozdéleni,
a tedy mame nejméné ¢! (stejné hodnotnych) maxim (to budeme nazyvat sada
maxim).

I pfesto ale maxim, respektive sad maxim, je vétsinou vice. Samotny EM algo-
ritmus, ktery budeme pro odhad maxim v praci pouzivat, zavedeny v kapitole [3]
se pouziva k nalezeni ne nutné globalnitho maxima. Presto se s timto vysledkem
spokojime, nebot 1ze ukazat, ze vlastnosti téchto lokalnich maxim jsou velmi po-
dobné.



3. EM algoritmus

EM algoritmus je jednou z moznosti hledani maximalné vérohodného odhadu.
Pochézi z anglického Expectation-Maximization. Je to iterativni algoritmus, ktery
postupné optimalizuje parametry modelu na zakladé pozorovanych dat. Déli se
na dva kroky: E-krok (vypocet stfedni hodnoty) a M-krok (maximalizace). V E-
kroku se vypocitavaji pravdépodobnosti prislusnosti kazdého pozorovani k jed-
notlivym komponentam. V M-kroku se pak aktualizuji parametry komponent
na zakladé téchto pravdépodobnosti. Tento algoritmus byl poprvé popsan v praci
Dempstera, Lairdové a Rubina (Dempster, Laird a Rubin, [1977).

V této kapitole si nejprve predstavime problém nekompletnich dat, poté si rek-
neme par potiebnych vlastnosti vérohodnostni funkce kompletnich dat a spoc¢teme
odhady neznamych parametri homoskedatické normalni smési. Nakonec si shr-
neme, jak EM algoritmus funguje.

3.1 Nekompletni data

Y, Y, \\ '
Uvazujme ndhodny vybér Y, = (( 21 ) o ( 7" )) kdeY = (Y4,...,Y,)T
1 n

je ndhodny vybér z rozdéleni s hustotou homoskedastické normalni smési a Z =
(Z],...,Z7)7 je tedy ndhodny vektor urcujici, z jaké komponenty smési na-
hodné vektory Y7, ..., Y, pochéz popsany v kapitole [1.2] Tento ndhodny vybér
nazyvame kompletni data. Nahodny vybér (Yi,...,Y,)" nazveme nekompletni
data.
-
Méjme y. = (( ?lel ) e ( :;I" )) potencidlné napozorovany kompletni
n

ndhodny vybér, kde z; = (21, ..., 24j) . Déle oznacme &€ = (py, ..., gy, X) sadu
vybranych nezndmych parametri a ¥ = (wq,...,wy, p1, ..., iy, %) sadu vSech
neznamych parametri.

Sestavime log-vérohodnostni funkci pro ¥ = (wy, ..., wy, @1, ..., g, X) & Da-
hodny vybér Yi,...,Y,

() = Y log (; (Y z>>.

Maximalizace £(1)) je obtiznd (nebot s logaritmem souctu se velmi Spatné
pracuje). Proto v této situaci pouzivaime pravé EM algoritmus. Déle také proto,
ze je schopen z maximalizace nekompletnich dat prejit na maximalizaci dat kom-
pletnich.

Nagim cflem je dostat ¢ = (Wi, ... Wy, foys -y by, ﬁ]) (maximalné vérohodny
odhad parametru 1) jako feSeni soustavy vérohodnostnich rovnic
o) _
oY '

10



(4

3.2 Vérohodnostni funkce kompletnich dat a jeji
vlastnosti

Zéasadni ilohu v EM algoritmu hraje log-vérohodnostni funkce pro ¥ z kom-
pletnich dat. Pro tu si nejprve vyjadiime hustotu ndhodného vektoru (YjT, Z JT )T,
proj=1,....n

g
=Y Z4;on (Y5 i, Z Ly Wi = H o (Y55 pe, B)wy,) .
k=1 k=1

Z toho pro log-vérohodnostni funkci pro v z kompletnich dat plati
g n
=> > Zij (logwy, + log (¢ (Y5; e, X)) -
k=1j=1

V nésledujicim lemmatu si shrneme zakladni vlastnosti ¢.(1), které budeme
dale potfebovat.

Lemma 4. Necht 71,(y;; ) = %, pak plati
1.
EyZiY; = y;] = 7(ys; ),
2.
Eplle(9)]Y =y] =
9. 1 1 , 1 1 e
>3 milai ) (log i — 5 log (277 = Slog S = Sy — ) (£) s — 1))
k=1j=1
kde || znaci determinant matice 3,
3.
g Ey[L(0)]Y = y] =
lzn:Tl (y;: 9 zn: 2(yj59), - liTg ()3
n — n.—
7j=1 = 7j=1
Sy )yy Yo Q(yj,¢)yj 1 Te(Ys )Yy
i m(y) X 172(yj;¢) T Y T(yyi)
- Z Z (Y5 %) (Y5 — ) (Y5 — ) ')
k 1j5=1
Diikaz.
1.

Ey[Zui|Y; =yl = Pp(Zy; = 1|Y; = y;) = (Y5 ),
kde druhd rovnost plyne ze vztahu (1.3]).

11



2. Vypocteme hodnotu této funkce a upravime do tvaru vhodného k derivo-
vani.
g n

Eylle()Y =yl = > EylZi|Y; = y,] (logwy, + log (61 (y;; pr, 2)))

k=1j=1
g n
=" > mly;3 %) (logwy, + log (dx(y;: . X))
k=1j=1

(5= ) () m)))

Il
Mae

n

eaps (

1j5=1

i

J
Te(Yj5 1) (log wy + log (

Il
Mm

° 1 1 1
(w5 9) (log e — 3 log (2m)7 — S 1og 5] — 5 (w5 — ) (%) (g — ) )

1j

£
Il
—

3. Chceme najit feSeni rovnice 1 = argmaxy E [.(1)|Y = y|. Parametr
Ize rozdélit na w = (wy,..., w,)" a & = (p1,..., 1y ). Stejné tak lze
Ey[lc()|Y = y] rozdélit na ¢ast zavisejici na w a ¢ast zavisejici na & jako

argmax E[(($)[Y = y] = S(w.) + T(Ew)

kde

g n

S(wap) => > 7i(y;; ) log wy

k=1 j=1

T(ewp) = 33 7y ) log (uyy: pon. ).

Tim muzeme maximalizaci E [l.(¢)|Y = y] rozdélit na dvé ¢asti. Maxi-
malizaci S(w,y) ziskdme novy odhad w a maximalizaci T'(&,4) ziskdme
novy odhad &.

Pro hledani w0, pouzijeme metodu Lagrangeovych multiplikatori s vazebnou
podminkou

g
Z Wy = 1.
k=1

Resime rovnici

’ (iiﬁc(ymb) logwwA(iwk—l)) =0, (3.1)

wy \ (=55 k=1
kde A € R je Lagrangetv multiplikator. Z (3.1]) plyne, ze

zn:Tk(yjﬂﬁ)

A

LA=0,

tedy
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a nebot
g
d =1
k=1

g n

Z ZTk(y]a,lp) =n,

k=1 j=1
tak
n+Axl1=0 = A= —n.

7 ¢ehoz dostavame

1S
wk‘:ﬁZTk(y]a?vb% k:177g
j=1

Pro hledéni fiy, zderivujeme T'(€,4)) podle g, polozime rovno nule a vyfe-
sime

Ty Y)S (Y — k) =0, k=1,....q,
1

n

J
a protoze je X regularni, upravime rovnici do tvaru

(Y5 V)Y = > (Y5 ¥) -

n n
—1 j=1

J

7 ¢ehoz dostavame

L XY Y)Yy

M = n 3 k:1a7g
> i (Y55 P)

Obdobné pro hledani 3 zderivujeme T'(€,2p) podle 71, polozime rovno
nule a vyfesime:

SO mly ) (3 - (y; — i) (yy — i) T) =0,
k=1j=1
7 toho Lo
3= =~ > Tl ) (wy — ai) (y; — fr) "
k=1j=1

3.3 EM algoritmus

Nyni si predstavime samotny EM algoritmus a jeho fungovani na zakladé
informaci uvedenych vyse.

Zaineme s po¢atecnim odhadem parametrii ¢, ktery volime libovolné z pa-
rametrického prostoru W. Provedeme jeden itera¢ni krok EM algoritmu (E-krok
a M-krok) a dostaneme 1" € W takové, ze L((?) < L(4p(V). Postupujeme déle
az do té doby, nez dostaneme 9™ takové, ze

[L(yp"™) = L™ V)| < @ (3.2)
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pro a € (0,00) predem dané dostatecné malé.

Definujeme funkei Q(1p,4p®)) jako

Q(p, ™)) = E y [Le(9h)|y].

V' E-kroku hodnotu této funkce spocteme a v M-kroku maximalizujeme

Q(p,pP)) pres .
Konkrétné je hodnota funkce Q(1),3®) je dle druhé ¢asti lemmatu 4 rovna

> 3 ey ) (log i — 3 log (27 — L log 81— (g, — i) (2) " (w; — )

V M-kroku chceme najit feseni rovnice ¥+ = arg maxQ (1), ®).
Ppew

Dle tfet{ ¢asti lemmatu [4 jsou odhady vah rovny
p+1 1 &
—z w(yp ™), k=1,...,¢.

To lze interpretovat tak, ze kazdé pozorovani prispiva k odhadu wy takovou
vahou, jaka je jeho pravdépodobnost, Ze do skupiny k£ patii.
Déle odhady priamért jsou rovny

(p+1) _ 2?21 (Y53 'l/)(p))yj
g S k(Y p®))

coz je vazeny prumeér pozorovani prislusicich ke skupiné k.
A nakonec odhad varian¢ni matice je

k=1,...,9,

1 g " 1 1
fzz (y5:9®) (y; — ™) (y; — w7,

3

coz je analogii vazené vybérové varianéni matice.

Za zminku stoji, ze pro odhady vah w,(cp 1) bychom se k tomuto vysledku
dostali i kdybychom uvazovali obecnéjsi pripad, tedy libovolnou konecnou smés.
Naopak ale pro odhady stfednich hodnot u,(f 1) 3 varianén{ matice XP+1 bychom
v obecném pripadé konecnych smési nijak derivaci funkce T'(& ,¢(p)) upravit ne-
mohli, a tedy ani dostat explicitni odhady. Pripad normélnich smési je jednim

z mala, kde zvladneme explicitné urcit odhady vsech neznamych parametri.
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4. Praktické pouziti

V posledni ¢ésti prace aplikujeme teorii popsanou v prvnich tfech kapitolach
na klasifikaci realnych dat.

Mame k dispozici archeologické popisy lebek z clanku Howellse (Howells,
1996)). Konkrétné se jednd o 156 zenskych lebek, u kterych jsou znamy jejich
nejvétsi délky mozkovny v milimetrech (gol) a tylni thly ve stupnich (oca). Déle
mame informaci o misté jejich nalezu: Austrélie, Berg v Rakousku nebo Burjati
na Sibifi.

Pro ilustraci klasifikace zapomeneme, Ze zname rozdéleni lebek dle mista na-
lezu a budeme se je snazit spravné zaradit do skupin pouze na zakladé dat o nej-
vétsich délkach mozkovny a tylnich thlech. Nasledné porovname nase vysledky
se skutecnosti.

4.1 Popis dat

Nejprve se podivame na zakladni popisné statistiky proménnych gol a oca jak
pro skupinu vsch lebek, tak pro lebky v jednotlivych skupinach. Tyto statistiky
jsou shrnuty v tabulkach [4.2] a [4.1]

Pro lepsi prehlednost rozdili mezi skupinami jsme vytvorili boxploty pro pro-
meénné gol a oca, které jsou prezentovany v grafech a 4.2.

Jak mtzeme vidét, skupina Australie ma vyrazné vétsi hodnoty nejvétsi délky
mozkovny nez skupina Berg a Burjati, které maji hodnoty podobné. U tylniho
uhlu pozorujeme mensi rozdily mezi skupinami, pricemz skupina Australie vyka-
zuje nizsi hodnoty nez skupiny Berg a Burjati.

Mizeme tedy predpokladat, ze se ndm nejlépe podari oddélit skupinu Austra-
lie od zbytku, ale mezi skupiny Berg a Burjati se ndm spravné klasifikovat nejspis
nepovede.

V neposledni radé si vykreslime graf 4.3 ukazujici vztah mezi gol a oca a ba-
revné oddéluje prislusniky jednotlivych skupin.

Na zakladé smérodatnych odchylek a kovarianci mezi proménnymi v jednot-
livych skupinach muzeme predpokladat homoskedasticitu.

kovariance
vSichni -19,95
Australie -12,76
Berg -22,44
Burjati -10,07

Tabulka 4.1: Kovariance mezi gol a oca.
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minimum median vyb. primér maximum smér. odchylka

Nejvetsi délka mozkovny [mm]

vSichni 155 175,0 174,3 196 7,64
Austrélie 169 181,0 181,1 196 6,36
Berg 155 171,0 170,5 181 6,51
Burjati 158 172,5 171,8 183 5,43
Tylni thel [stupné]

vSichni 103 117,0 116,3 129 4,89
Australie 107 115,0 114,7 125 4,06
Berg 103 118,0 117,0 129 5,56
Burjati 104 117,0 117,0 128 4,61

Tabulka 4.2: Zakladni popisné statistiky gol a oca.

Mejyétsi délka mozkovny

—
o i
L |
A 1
L]
mw — , !
= r 1 1
1
o i
r-\-\- ] _—l T
|
1 1
fn] 1 1
W — 1 RS
- | o
_—
| | |
Austrilie Berg Burjati
skupiny

Obrézek 4.1: Nejvétsi délka mozkovny v jednotlivych skupinach.
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Nejvetsi délka mozkovny
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Obréazek 4.2: TyIni thel v jednotlivych skupinach.
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Obrazek 4.3: Vztah mezi gol a oca.
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4.2 Klasifikace

Nyni zapomeneme, ze skutecnou prislusnost lebek do skupin zname a poku-
sime se ji ur¢it pomoci klasifika¢ni metody popsané v prvnich trech kapitolach.

Nejprve potiebujeme zvolit poc¢atecni hodnoty neznamych parametri. Za po-
cateéni odhady vah vezmeme pro vsechny skupiny stejnou hodnotu, tedy

Jak jsme uvedli v kapitole [4.1, u proménné gol se pohybujeme mezi 155mm
a 196mm a u proménné oca mezi 103° a 129°. Tyto rozsahy rovnomérné rozdélime
a zaokrouhlime na celé ¢isla, tim ziskame hodnoty

0 _ ( 186 o [ 176 © _ [ 165
M1 = 123 ) Ko™ = 116 ) M3 = 109 )

jako pocatecni odhady strednich hodnot. Koneéné za poc¢atecni hodnotu varianéni

matice vezmeme
$(0) _ 58,37  —19,95
~\ —19,95 2391 ’

kterou jsme sestavili pomoci kvadrati sméroatnych odchylek a kovariance pro
vSechna pozorovani.

Pro tyto hodnoty spustime EM algoritmus s a@ = 107 z a obdrzime
konecné odhady neznamych parametri.

Tabulka porovnava odhady se skute¢nymi hodnotami neznamych parame-
tri, kde odhad skutecné varianéni matice jsme spocitali nasledovné:

ni

- i 3 (Z(Yu — ) (Yi — )" + Z (Yoi — po) (Ya; — pa2)

i=1

+ Z Yz’n /1'3 1/231 NB)T)a

kde Y}, je i-té pozorovani prislusici k-té skupiné a ny je pocet pozorovani v k-té
skupiné, pro k = 1,2, 3.

parametr odhad skutec¢nost
w; 0,75 0,31
Wy 0,08 0,34
Wy 0,17 0,35
174,63 181,10
i 116,02 114,70
173,97 170,50
Ha 108,43 117,00
173,00 171,80
H3 121,21 117,00
5 ( 57,69 —18,90) ( 37,32 —15,12)
—18,90 14,58 ~15,12 23,05

Tabulka 4.3: Porovnani odhada se skutecnosti.
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Nakonec se podivejme na to, jak se ndm podarilo zaradit jednotliva pozorovani
do skupin.

Vzhledem k tomu, Ze metoda je schopna pouze rozdélit populaci na tti skupiny
a nikoli je rozradit do ,pravych® skupin, zvolili jsme pojmenovani jednotlivych
skupin jako takovou kombinaci odhadu a skutecnosti, kterd maximalizuje pocet
spravné zarazenych.

Tabulce [4.4] zachycuje kolik lebek se ndm podafrilo zafadit spravné. Z celkovych
156 lebek byla metoda tispésnéd u 58 z nich.

Skutecna
Odhadnuta KPR | Austrdlio Berg | Burjati
skupina
Australie A4 19 3
Berg 1 6 3
Burjati A 5 3

Tabulka 4.4: Porovnani zarazeni se skutecnosti.
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Z.aver

V této praci jsme se vénovali tomu, jak lze konecné smési vyuzit ke klasifi-
kaci populace do skupin. Diiraz jsme kladli na odhadovani neznamych parametr,
které jsou ke klasifikaci stézejni. Proto jsme popsali metodu maximalni vérohod-
nosti, a to i s problémy, které zde mohou nastat. Zjistili jsme také, ze hledat
maximalné vérohodny odhad pro smésové modely neni viibec snadné, a proto
jsme pouzili EM algoritmus, ktery je zde popsan. Zde by se mohla prace dale
rozvinout o urcité vlastnosti tohoto algoritmu, které by nam objasnily, proc¢ je
tak vyhodné ho v této situaci pouzit.

S pomoci EM algoritmu jsme se snazili rozttidit lebky na zakladé jejich nejvétsi
délky mozkovny a tylnich hli do spravnych skupin podle mista nalezu. Vysledky
ukazaly, ze tato metoda je velmi ptrinosna pro klasifikaci urc¢itého typu dat.

Veérim, ze tato prace ¢tenare obohatila a usnadnila mu vhled do problematiky
vyuziti konecnych smési ke klasifikaci.
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