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Uvod

Testy dobré shody s néjakym predem urcenym rozdélenim patii mezi nejzna-
mejsi statistické testy. V této praci se budeme zabyvat testovanim dobré shody
s Poissonovym rozdélenim, tedy rozdélenim, které nachazi mnoho vyuziti i v praxi
(napr. v modelovani poc¢tu pojistnych udalosti). Zamérime se pri tom predevsim
na metodu, kterd je zalozena na tzv. nulovém indexu. Jeji hlavni myslenka spo-
¢iva v ovérovani, zda plati urcity vztah mezi relativnim poctem nul v realizacich
néjakého ndhodného vybéru a jeho vybérovym prameérem.

Idea tohoto zptsobu testovani je popsana v c¢lanku [Weifl, Homburg a Puig
(2019), ktery je hlavnim vychozim bodem této prace. V souladu s timto ¢lankem
také definujeme jiz zminény nulovy index. VysSe uvedeny c¢lanek ovsem zavadi
tento index v trochu odlisném kontextu (INAR(1) modely ¢asovych fad). My se
zamérime na situaci, kdy mame k dispozici nahodny vybér z néjakého diskrétniho
rozdéleni, a zajimé nas, zda se jedna o rozdéleni Poissonovo.

V prvni kapitole formalizujeme zkoumany problém jako testovani urcité nu-
lové hypotézy a uvedeme zakladni vlastnosti Poissonova rozdéleni. Ve druhé se
potom budeme podrobné zabyvat testy dobré shody zalozenymi na nulovych inde-
xech. Odvodime si asymptotické rozdéleni téchto indext (za platnosti hypotézy)
a ukazeme, jak 1ze pomoci nich testovat dobrou shodu s Poissonovym rozdélenim.
To vse provedeme nejdiive obecné, a nasledné i pro konkrétni pripady. Ve treti
kapitole stru¢néji popiseme i dalsi typy testit dobré shody. Jednotlivé zpisoby
testovani poté porovname v simulac¢ni studii — podivame se, jak dobre dané testy
dodrzuji stanovenou hladinu vyznamnosti a ,spocteme* jejich silu proti konkrétni
alternativé (negativné binomickému rozdéleni).

Vlastni piinos této prace spociva predevsim v uvadéni vysvetlujicich komen-
tara, formulovani vlastnich vét a tvrzeni v kapitole tykajici se nulovych indext
(kapitola 2) a podrobném sepséni jejich dukazi. Dale potom v odvozeni asympto-
tického rozdéleni konkrétnich nulovych indext, z nichz dva (ign a 14,71) jsme si
sami zkonstruovali. Césteéné také v zamysleni se nad riznymi tskalimi testo-
vani zalozeného na nulovych indexech (sekce 2.4). Za vlastni prispévek lze rovnéz
povazovat simulacni studii ve ¢tvrté kapitole.



1. Uvedeni do problému

Pocet dopravnich nehod v Praze za jeden tyden, mnozstvi géli béhem jed-
noho fotbalového zapasu, pocet novych pripadt ndkazy danou nemoci za den — to
vse jsou priklady dat, na néz muzeme nahlizet jako na realizace urcitych nahod-
nych veli¢in s diskrétnim rozdélenim. Prestoze jejich konkrétni rozdéleni nezname,
mame k dispozici metody, které ndm umozni udélat si o ném lepsi predstavu.

1.1 Testy dobré shody

Jednou z moznosti je testovat, do jaké miry nase data odpovidaji hypotetic-
kym realizacim néjakého predem stanoveného rozdéleni. K tomu slouzi tzv. testy
dobré shody.

Uvedeny problém nyni trochu zuzime. Budeme predpokladat, ze data, ktera
mame k dispozici, predstavuji nahodny vybér z néjakého diskrétniho rozdéleni.
To znamena, ze udalosti, které zkoumame, nastavaji nezavisle na sobé a pravdé-
podobnost vyskytu je pro vsechny z nich stejna. Zde se navic nebudeme zabyvat
obecnymi testy dobré shody, ale pouze jejich verzi pro Poissonovo rozdéleni.

Matematicky formulovano, budeme uvazovat nahodny vybér X, Xs,..., X,
pochéazejici z urcitého diskrétniho rozdéleni. V nasi situaci dava navic smysl ome-
zit se pouze na rozdéleni, jejichz nosi¢ je podmnozina nezapornych celych ¢isel
(jak pozdéji uvidime, takovy nosi¢ m4 i Poissonovo rozdéleni). Budeme tedy pra-
covat s neparametrickym modelem

F = {vSechna diskrétni rozdéleni, jejichz nosi¢ je podmnozina Ny}.

Predmeétem testovani bude celé pravdépodobnostni rozdéleni naseho ndhodného
vybéru. Zajima nas, jak moc se toto rozdéleni shoduje s Poissonovym rozdélenim
s parametrem A, pro né&jaké blize nespecifikované (pevné) A > 0. Budeme tedy
testovat hypotézu Hy proti alternativé Hy, kde

Ho: 3 X € (0,00) takové, ze X7 ~ Po(\), (1.1)
Hy: # )€ (0,00) takové, ze X; ~ Po(\).

Misto X7 ~ Po(\) lze ekvivalentné psat X; ~ Po()), i = 1, ..., n, nebot uvazované
nahodné veliciny jsou dle predpokladu stejné rozdélené.

Nulova hypotéza tika, ze pro néjaké A ma ndhodny vybér X, ..., X, pozado-
vané rozdéleni. Konkrétni hodnota parametru A je ovSem neznamé a jeji urceni
ani neni predmétem tohoto testu. Naopak podle alternativy zadné A, pro které
by platilo X; ~ Po()), neexistuje. Zamitnutim nulové hypotézy ve prospéch al-
ternativy potom pouze tvrdime, ze dany nahodny vybér z Poissonova rozdéleni
nepochéazi, o jeho skutecném rozdéleni toho vsak stale mnoho nevime.

1.2 Poissonovo rozdeéleni

Jak jiz bylo zminéno, budeme se zabyvat predevsim testovanim dobré shody
s Poissonovym rozdélenim. V této sekci si pripomeneme definici tohoto pravdeé-
podobnostniho rozdéleni a podivame se na nékteré jeho vlastnosti.

3



Definice 1 (Poissonovo rozdéleni). Eekneme, Ze ndhodnd veli¢ina X md Pois-
sonovo rozdéleni s parametrem \ > 0, jestlize plati
. N
P(‘X:]):e_ 'Fa jGNO

Znacime X ~ Po(\).
Muzeme si vSimnout, ze P(X = j) > 0 pro vSechna j € Ny a

0 \J
- >‘_—)\>\

Z =e "-e" =1,

JOJ'

tedy se skutecné jedna o pravdépodobnostni rozdéleni. Z definice je dale vidét, ze
nahodna veli¢ina se zminénym rozdélenim ma kladnou pravdépodobnost vyskytu
u nekonecné mnoha riznych hodnot. Poissonovo rozdéleni je diskrétni rozdéleni,
nebot jeho nosi¢ Ny je spocetna mnozina. Obrazek 1.1 zachycuje toto rozdéleni
pro vybrané hodnoty parametru .

X ~ Po(})
~ ]
) @ A=t
B =3
o | @ r=7
o
X o
o
g — IO 0 'I I IO I o. o0 ooIooIoo'oo‘oo. ool
T T T T T T
0o 1 2 4 5 9101112131415

Obrézek 1.1: Poissonovo rozdéleni pro vybrané hodnoty parametru A

P1i praci s danym rozdélenim se rovnéz vyplati znat nékteré jeho momenty;,
predevsim stiedni hodnotu a rozptyl. Pro ndhodnou veli¢inu X ~ Po(A), A > 0,
spocteme jeji sttedni hodnotu snadno:

%) [e%S) )\k [e's] )\k—l 00 )\j
EX:ZkP(X:k):Zk'eiA—':Z)\ei)‘il:)\z:ef)‘il:)\’
k=0 k=0 k! k=1 (k_ 1)’ =0 J:

kde v posledni rovnosti vyuzivame, ze Poissonovo rozdéleni je pravdépodobnostni
rozdéleni, tedy je dand suma rovna jedné. Dale plati

o0 00 B )\k 00 B )\k—l
XQZZkQ-P(X:k):ZkQ-eA-E:ZAk-eA-m
k=0 k=0 k=1
> by > N & by
:)\Z(]+1) e_)\ ,|—>\<Zj'e_)\ 7|+Z - )Z)\()\+1)
=0 J: =0 Jo =0 J



Potom

varX = EX? — (EX)? = AA+1) - A2 =\

Vidime tedy, zZe stfedni hodnota a rozptyl ndhodné veli¢iny s Poissonovym roz-
délenim si jsou rovny. Pozdéji uvidime, zZe tuto specidlni vlastnost lze pouzit i
ke konstrukei test dobré shody zalozenych na tzv. indexu disperze.
Poissonovym rozdélenim se idi zejména veli¢iny, které udavaji poc¢ty néjakych
udalosti (napf. poc¢ty nehod, pojistnych udélosti, ...) za uréitou ¢asovou jednotku.

1.3 Neékteré pomocné véty a tvrzeni

V této casti uvedeme znéni nékolika dilezitych vét a tvrzeni, na néz se budeme
odkazovat v nadchézejicich kapitolach.

Tvrzeni 1. Necht X1, Xo, X3, ..., X,, je nahodny vybér z libovolného rozdélent,
které ma konecny proni moment.
(i) Vybérovy primer X, := % * X, spliuje

(ii) Predpoklddejme navic, zZe varX; € (0, 0o). Viybérovy rozptyl

1
n—1

i=1
splnuje
E(S?) =varX;, S2 # varXj.

(ii) Necht A C R je borelovskd mnoZina. Oznacme Y; := Lix,ca), t = 1,...,n, 1.

v — 1, pokud X; € A,
"o, pokud X; ¢ A.

Potom Y; md alternationi rozdéleni s pravdépodobnosti ispéchu p := P(X; € A).
Ddle pro relativni cetnost jevu [X; € A] definovanou jako Y, = %Z}Ll 1ix;eq
plati
EY,) =p Y, #) p.
Diikaz: Césti (i) a (ii) jsou dokazany v knize Dupa¢ a Huskova (2013, Véta 5.1)
s tim, Ze ta je oproti nasemu tvrzeni formulovand pro konvergenci skoro jisté.
Kyzeny vysledek tak plyne napriklad z (i) ve vété 2.7 v knize van der Vaart
(1998)).
(iii) je dusledkem casti (i), nebot z definice stfedni hodnoty

E(Y1) = E(1jx,cq) = P(X1 € 4) =p.

]

Nadchézejici véta je prevzata z |Andél (2007, Véta B.5). Jeji dikaz lze najit
naptiklad v knize |Andél (1978).



Véta 2 (Mnohorozmérna Lindebergova centralni limitni véta).

Necht X1, Xo, X3, ... jsou k-rozmerné nezdvislé a stejné rozdélené ndhodné
vektory, které maji rozdéleni se stredni hodnotou p a konecnou variancni matici
3. Potom pro n — oo plati

IZX 1) 2 Ny (0, ).

Pro potfeby nasledujic{ véty pfipomeneme, Ze pro x € R¥ znaéi Dg(x) Jaco-
biho matici, tj.

991 ... Ogq1
6951 Bmk
Dg(x) = | o
99p ... 99
8951 8xk

Véta 3 (A-véta).
Necht {T,}>, jsou ndhodné vektory splrujici \/n(T,, — ) # Nx(0, X)
pro néjaky vektor konstant p € R¥ a pozitivné semi-definitni matici ¥ € R¥*k,

Necht ddle zobrazeni g : RF — RP je spojité diferencovatelné na néjakém okoli
bodu p. Potom

V(g(T,) = g(p)) == N, (0, Dg(p)2(Dg(p)T) pro n — oo.

Diikaz: Viz van der Vaart| (1998, Véta 3.1).



2. Testy zalozené na nulovém
indexu

V predchozi kapitole jsme predstavili obecny koncept testi dobré shody. Nyni
se jiz podivame na konkrétni pripad téchto testl, ktery je zalozen na tzv. nulovém
indexu. PTi definovani nulového indexu budeme vychéazet z ¢lanku Weill a kol.
(2019)), kde je ovsem tento index zaveden v o néco obecnéjsim kontextu. Velka ¢ast
vét, tvrzeni a komentari, které budou nasledovat, se tak v ¢lanku nevyskytuje.

2.1 Nulovy index — definice a vlastnosti

V sekei 1.2 jsme odvodili, ze pokud X; ~ Po(\), pro néjaké A > 0, splnuje
stfedni hodnota rovnost EX; = A. Z definice Poissonova rozdéleni potom vyplyva,
ze pro nahodnou veli¢inu X s timto rozdélenim plati

P(X;=0)=e*=e 1,

Jedna z moznosti, jak testovat, zda rozdéleni nadhodného vybéru odpovida Pois-
sonovu rozdéleni, spociva praveé v ovérovani platnosti tohoto vztahu.

Skutecna hodnota parametru A\ i pravdépodobnosti na levé strané rovnosti
je pro nas neznama, budeme tedy potfebovat vyrazy na obou strandch néjak
odhadnout.

Ozna¢me py := P(X; = 0). Jako odhad pravdépodobnosti se nabizi pouzit
relativni ¢etnost

N 1 &
b=~ 1px=0)
n i

jevu [X; = 0], coz je podle (ii) v tvrzeni [l| nestranny a konzistentni odhad py.

Poznamka. Konzistenci odhadu p, rozumime platnost vztahu p, ﬁ Do-
Nékdy se v definici konzistence misto konvergence v pravdépodobnosti uvazuje
konvergence skoro jisté, v této praci vsak budeme vzdy chapat konzistenci odhadu
v souvislosti s prvnim zminénym typem konvergence.

Vhodnym odhadem stredni hodnoty je vybérovy pramér

X,
1

n
X, =
n iz
nebof na zakladé tvrzeni [1| opét disponuje zadanymi vlastnostmi nestrannosti
a konzistence. Zaroven se jednd i o nejlepsi nestranny odhad parametru A (viz
Andel, 2007, Priiklad 7.62), tedy odhad s nejmensim rozptylem mezi vSemi ne-
strannymi odhady .

Budeme-li opét uvazovat vztah py = e 5% miZeme levou stranu rovnosti od-
hadnout pomoci p, a pravou stranu jako e X, coZ je podle véty o spojité trans-
formaci (viz jvan der Vaart| (1998), Véta 2.3) konzistentni odhad e 5%1. Obecné
bude nase testovd statistika n&jakd funkce f(X,, y), u niz chceme, aby néjakym
zpusobem reflektovala, jak moc se hodnoty py a e X1 1isi. To vede k zavedeni

nasledujictho pojmu, jenz bude jeden z klicovych pojmi této prace.
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Definice 2 (Poissontv nulovy index). Necht (0, 00) x (0,1) C G a f: G —R
je funkce, jejiz predpis nezdvisi na neznamych parametrech, splnujict

(i) f(z,e®)=0proV¥ x>0

(i) f(x,y) #0, pokud y # e
Necht X,, a py jsou definované jako vyse. Potom statistika

f(XTn p0>7
je-li definovand, se nazyva Potssonidv nulovy index.

Véta ,je-li definovand® se v predchozi definici vyskytuje kvili tomu, ze bod
(X0, Po) T mitZe v nékterych pifpadech lezet mimo defini¢ni obor funkce f. Jak ale
uvidime v sekci 2.2, pokud je nosi¢em naseho ndhodného vybéru podmnozina Ny
a plati P(X; = 0) € (0, 1), pravdépodobnost, Ze je f(X,, p,) dobfe definovana,
se pro n — oo blizi k 1.

Pro funkeci f spliujici (i) a (ii) v definici [2| dostaneme, Ze pro libovolné A > 0:

fOup)=0 & py=ec™

Déle je dobré si uvedomit, ze Poissontiv nulovy index je skutec¢né statistika, ne-
bot X, ani p, nezavisi na neznamych parametrech. Nékteré jeho vlastnosti nyni
zformulujeme v nésledujicim tvrzeni.

Tvrzeni 4. Meéjme ndahodny vybér Xi, Xs, ..., X,, z libovolného diskrétniho roz-
déelent, jehoZ nosic je podmnozina Ng, s konecnou stredni hodnotou. Oznacme
po == P(X1 = 0). Necht f je funkce spliiujici (i) a (i) v definici[d, kterd je spojitd
v bod¢ (EX71, po)T € R? .

1. Plati B o
F(Xa, bo) ——— F(EX1, po),

tji. f(Xn, Do) je konzistentni odhad f(EX1, po).
2. Necht navic EX, > 0 a py = e X1, Potom
F(X s ) ———0.
Specidlné, vise uvedeny vztah plati pro X, ~ Po(\), A > 0.
3. Necht py # e ¥%1. Potom pro n — oo

Dukaz:

1. X, a P, jsou konzistentni odhady EX; a py. Prvni tvrzeni tak plyne z véty
o spojité transformaci, kterou lze pouzit diky predpokladu spojitosti f
v bodé (EXl, po)T.

2. Jedna se o dusledek predchoziho bodu. Oznac¢ime-li A := EX;, dostaneme
po = e *. TudiZ podle (i) v definici nulového indexu

FEXy, po) = fA, e) 2o,

Déle pro Poissonovo rozdéleni s parametrem X plati py = e a EX; = )\, a
tedy v tomto piipadé je rovnost py = e X1 zfejmé splnéna.
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3. Opét plyne z 1. Z ¢asti (ii) definice [2| totiz za této situace

J(EX1, po) # 0.

Z jednoznacnosti limity tak dostaneme pozadovany vysledek.

O

Za platnosti (1.1)) a pro dostatecné velky rozsah ndhodného vybéru bude tedy

podle 2. ¢4sti piedchoziho tvrzeni hodnota statistiky f(X,,, p,) blizka nule. Z po-
sledniho bodu naopak vidime, Ze pro ndhodné vybéry, které splnuji

P(X; =0) #e ™,

a tedy nepochdzeji z Poissonova rozdéleni, f(X,, p,) k nule v pravdépodobnosti
nekonverguje. V pripadé, ze hodnota tohoto Poissonova nulového indexu bude
vyrazné vyssi (nebo nizsi) nez nula, budeme tedy nejspis schopni zamitnout nu-
lovou hypotézu. Zde je ovSem dulezité podotknout, ze platnost f(EX7, pg) = 0
nutné neimplikuje, ze X; ma Poissonovo rozdéleni (vice v sekei 2.4).

Abychom mohli provést test nulové hypotézy, potfebujeme znat rozdéleni nasi
testové statistiky. Klicovym nastrojem k urcovani asymptotického rozdéleni né-
jaké transformace ndhodného vektoru je A-véta (véta [3| v predchozi kapitole).
Pri pohledu na predpoklady A-véty vidime, ze abychom ji mohli pouzit k ziskani
asymptotického rozdéleni f(X,, p,), potfebujeme znit asymptotické rozdéleni
ndhodného vektoru (X, p,)T. Tento vysledek ndm ddva ndsledujici tvrzen.

Tvrzeni 5. Necht X1, Xs, ..., X,, je ndhodny vybér z rozdéleni Po(\), A > 0.
Potom plati

Al ()~ (3) ==l o) e o))

Diikaz: Predpokladdme, ze X; ~ Po(\), ¢ = 1, ..., n. Pouzijeme mnohorozmérnou

verzi centralni limitn{ véty (jejiz znéni jsme si uvedli ve vété[2) na ndhodné vektory
T .

(XZ‘, l[XiZO}) , 1= ]_, .

7, predpokladu nezavislosti a stejného rozdéleni X;, ¢ = 1,...,n, dostavame,

T

ze i ndhodné vektory (Xi, 1[Xi:0]) , & = 1,...,n, jsou nezavislé a maji stejné
rozdéleni, nebof obé jejich slozky jsou méritelné funkce X;. Zbyva tedy spocitat
stfedni hodnotu téchto vektori a urcit jejich varianéni matici.

Pro libovolné i € {1,...,n} plati

E)(Z = )\, varXZ- =\

Podle tvrzeni |1l ma 1px,—q alternativni rozdéleni s pravdépodobnosti tspéchu
P(X;=0)=e" atedy

E(lix,—q) = e, var(lx,—q) =e (1 —e™).

Nyni spocteme kovarianci X; a 1px,—¢ pouZitim znadmého vzorce cov(X,Y) =
E(XY)—-EX-EY.

cov(Xi, Ljx,—0) = E(Xi - 1ix;—=q)) — EX; - E(1x,—q)) = E(0) = A-e™* = —Xe™™.
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Zde vyuzivame, ze pro libovolné w € Q bud X;(w) = 0, nebo X;(w) # 0. Druhy
piipad implikuje 1x,—q)(w) = 0, tedy jeden clen v soucinu X; - 1ix,—q je vzdy
nulovy.

X; . .
7, predchozich vypoctt plyne, ze nahodny vektor (1 ! >, 1 =1,...,n, ma
[X:=0]

ektor stfednich hodnot A a varian¢ni matici A —Ae?
Vi e—)\ V _)\e—)\ e—)\(l . e_)\) .

Dale vime, ze
1 & - IR N
ﬁ ;(X@ - A =vn(X,—\) a ﬁ ;(1[)(1:0] —e ) = Vn(py —e ).

Potom z centralni limitni véty dostavame dokazovany vztah.

Nyni jiz mizeme formulovat vétu, kterd rikd, jak vypadd za (|1.1]) asymptotické
rozdéleni obecného Poissonova nulového indexu.

Véta 6. Necht X1, Xs, ..., X, je ndhodny vgbér z rozdéleni Po(X) pro néjaké A > 0.
Necht ddle 1,, == f(X,, py) je Poissoniv nulovy index a f md spojité parcidlni
derivace na okoli bodu (X, e=*)T. Potom plati

Vi1, 2 N(o, Df(A, e )S(Df(A, e_’\))T> pro n — 0o,

kde

2= (L eten) o it = (YR 50

Diikaz: Tvrzeni véty je dusledkem véty [3[ (A-véta), predchoziho tvrzeni a toho,
ze za danych predpokladi
fe™) =0

diky (i) v definici Poissonova nulového indexu.
[

Poznamka. Rozptyl normalniho rozdéleni v predchozi vété je zapsan ve tvaru
linearni formy. Pomoci upravy

A —de A A AA — e B
(A B) (—)\e_’\ e M1 — e"\)> (B) o (A B) <—)\e_’\A—|—e_’\(1 —e"\)B> -
MA? =2 e *AB +e (1 — e ) B?
tak ziskame i jeho explicitni vyjadieni. Dostaneme
Df(X, e )BMfN, e )T =AA%2 — 2 e *AB 4+ e (1 — e ) B?,

kde

4= Oz y) . gy .
ox 2=\ Oy |a=x

y=e y=e

10



2.2 Priklady Poissonovych nulovych indexi

Uvedeme nyni nékolik zpusobi, které vedou ke konstrukci konkrétnich Pois-
sonovych nulovych indexti. Nejprve se zamérime na dva nulové indexy, které byly
zavedeny ve vychozim ¢lanku Weifl a kol.| (2019). Pro srovnani poté zminime i
nékteré dalsi varianty:.

Vyjdeme ze vztahu
po=e, (2.1)

ktery plati pro ndhodnou veli¢inu X s rozdélenim Po()). Podle definice Poissonova
nulového indexu potfebujeme najit funkci f, jejiz defini¢ni obor obsahuje mnozinu
(0, 00) x (0, 1) a kterd pro libovolné A > 0 spliuje

fAp) =0 & po=re"

Chceme tedy provést vhodné ekvivalentni upravy (2.1), tak aby na pravé strané
zustala nula.

Pokud jsou obé strany ({2.1)) kladné, muzeme je zlogaritmovat. Potom dosta-
neme

In(pg) = —A.

Nyni jiz staci vydélit vyraz na levé i na pravé strané rovnosti konstantou A > 0,
a poté k obéma ¢astem pricist ¢islo jedna.

In(po)
=—1 1

A [+

In(po)
1 p—
3 + 0
Oznacme
Il = fl()‘a p0)7

kde f; je zobrazeni definované jako

fi: (0,00) % (0,00) — R,

In(y) -

— 1
(z,y) +—

Potom pro libovolné A > 0 a py > 0 plati

In(po)
A

tedy fi splituje (i) a (ii) v definici 2} Z toho plyne, Ze statistika

A

fl()\,po):(] = =-1 & hl(po):—)\ & po=e 7,

il,n = fl(Xm ]A)O)

je Poissontiv nulovy index.

V praxi se miiZe stat, Ze pro nas ndhodny vybér ziskdme odhady X, = 0, nebo
Do = 0. Prvni moznost nastane praveé tehdy, kdyz X; = Xy = ... = X,, =0, a tedy
bude zaroven platit p, = 1. Druhou rovnost naopak dostaneme v situaci, kdy ani
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jedno pozorovani neni nulové. Pro tyto pripady je vhodné ,spojité* dodefinovat
I, ,,, napiiklad jako

1 + o) pro X, >0, p, > 0,

A X"L _
ILi,=10 pro X,, =0,
—00 pro Py = 0,
kde v ¢dsti pro X,, = 0 vyuzivime, Ze v tomto piipadé p, = 1 = € = e Xn.

Zarovei platf lim,_o(1 + 2 = Tim, (1 + =) = 0.

Je ovsem dobré si uvédomit, ze pri dostateéném rozsahu vybéru obvykle
k zadné z téchto ,extrémnich® situaci nedojde. Protoze X1, X5, ..., X,, jsou neza-
vislé a stejné rozdélené, snadno spocteme, ze

P(Xu=0)=P(X,=0,... X, =0) = (P(X, = 0))",

P(pg = 0) = P(Xy £ 0, ., X #0) = (P(X1 £0))" = (1 - P(X, = 0))".

Pokud je tedy P(X; = 0) € (0, 1), obé dvé pravdépodobnosti vyse konverguji
pro n — oo k nule.

A

Dalsf moZnost je vynasobit obé strany (2.1)) nenulovou hodnotou e* a nasledné

odecist ¢islo jedna.

po=¢e" /e
poet =1 /—1
poe’\—lz()

Polozime Iy := fa(A, po), kde
fo: R* = R,

(x,y) — ye' — 1.

Dostaneme opét
foAp)=0 & pe*—1=0 & pe*=1 & py=e?
tedy B
Lo = fo(Xu, Do) = Poe™" — 1

je podle definice 2 rovnéz Poissontiv nulovy index.

Mizeme si vsimnout, ze zde, na rozdil od predchoziho ptikladu, je zobrazeni
f2 dobre definované pro libovolné hodnoty X,, a p,.

V piedchozim piipadé jsme ([2.1]) délili &slem e~*. Alternativné bychom mohli
tuto rovnost vydélit hodnotou pg za predpokladu, zZe je kladna.

po=¢e" /: po
-

1= /-1
Po
-

0=°"——1
Po

12



Pro tyto tcely definujeme funkci

fs: Rx(0,00) — R,

— 1.

(z,y) =

Znovu obdrzime vztah
oA
I3:=fsA,po) =0 & 1=— & py=c™
Po
Ziskame tak treti nulovy index ig,n = f3(X,, Do), ktery podobné jako iLn osetrime
i pro pfipad p, = 0:

I3,n — Po

ot pro p, > 0,
%) pro p, = 0.

Jiny zpusob konstrukce nulového indexu opét vyuziva rovnost, kterou jsme
ziskali aplikaci prirozeného logaritmu na obé strany (2.1). Pro py € (0, 1) bude
logaritmus z pg rizny od nuly, a budeme jim tedy moci celou rovnost vydélit.

In(pg) = —A / : In(po)
—\ A

1= In(po) /+ In(po)
A

V tomto pripadé budeme uvazovat funkci

f41 RX(O, 1) — ]R,

Dostaneme opét

I4 = f4()‘7 pO) =0 & Po = e_)\7

coz nam dava dalsi Poissontiv nulovy index Lm = f4(X,,, Po)- Stejné jako u pied-
chozich indext ho dodefinujeme i pro hodnoty na hranici definicniho oboru.

R 1+ m)((i:;) pro ]A?O € (07 1)7
Li,=141 pro p, =0,

0 pro p, = 1.

Tvrzeniv sekci 2.1 nam tika, ze i;m = fi(Xn, Do) jsou konzistentnimi odhady
f(EX1, po), za predpokladu, Ze f, jsou spojité v bodé (EXi, po)T, pro k €
{1, 2, 3, 4}. Protoze zminéné funkce jsou spojité na celych svych defini¢nich
oborech, staéi pozadovat, aby (EXi, po)" bylo prvkem jejich definiéniho oboru.
Podle 2. bodu tvrzeninavic ikm; k=1, 2, 3, 4; za platnosti hypotézy konverguji
v pravdépodobnosti k nule.
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Tvrzeni 7. Necht X1, X, ..., X,, je ndhodny vybér z libovolného diskrétniho roz-
délent se stredni hodnotou EX; € (0, 00). Pokud po = P(X; =0) € (0, 1), potom

In(po)

A~ P s P EX
i, . 1 , Ty, —F s poeEXt 1,
L n — oo + E)(1 2, n — oo Po
—EX;
A e A EX
IS,n P » - 17 I4,n P > 1 + ! )
n — oo Do n — oo hl(po)

kde i,w, k=1, 2 3,4, jsou Poissonovy nulové indexy definované vyse.
Specidlné, pokud X, ~ Po(\) pro néjaké X\ > 0, plati

T # 0, k=12 3, 4.

Pro dalsi praci s nulovymi indexy se hodi znat jejich asymptotické rozdéleni
za platnosti hypotézy (1.1)). V néasledujici vété se proto budeme zabyvat jeho
odvozenim.

Véta 8. Uvazujme nahodny vybér Xy, Xo, ..., X,, z rozdéleni Po(\) pro néjaké
A > 0. Potom

1.
A
A~ D (§] _A_l
ﬁ-hmmN@ v)
2. .
n-ly, —— , et —A—1),
NG njoo N(0, e —A—1
3. A
Vi-tan =2 N @ -2 - 1),
4. N,
A~ D e’ — —1
ﬁ-hmmN(@ /\2>
Dikaz:
1. A
Vime, Ze I, = f1(X,, Do) je nulovy index. Funkce

fi (ﬂﬁ,y)HlJrM
i

je spojité diferencovatelnd na mnoziné (0, oo) x (0, co), a tedy i v okoli bodu
= (), eMT. Potom podle véty |§| plati pro n — oo

Vi1, =5 N0, DASMDAR)T), (2.2)

Y= <_)\2—,\ e—A?ﬁii—A)) a Dfi(z,y) = (‘ lnx(2y)7 ;y)

Nyni jiz staci dosadit konkrétni hodnoty.

Dfi(p) = (‘ ln(;A)’ )\el—k> - (i\’ )\el_A>

14
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Dale plati

A —de? A1
T_ (1 _1 —
Dfi () E(Dfi(p))" = (A )\ef>\> (—/\e’\ a1 — e/\)> (A;A)
.1 0 l—e e l—e?=Xe™™ e —1-2)
(X /\e*k) o 4 1f/e\‘A T N2 e r \2e-A - \2 :

~

Dosazenim do dostaneme /7 - I, - _D> — N (0, eA;;\_l), coz jsme chteéli
dokazat.

2.
Postupujeme analogicky jako v predchozi ¢asti, pouze uvazujeme zobrazeni fs.
Budeme se tedy drzet znaceni p a 3.

Funkce

fa: (xy) = ey —1

ma spojité parcialni derivace na R x R, a tedy i v okoli bodu p. Plati

DfQ('Ta y) = (exyv eac).

Podle véty [6] tedy pro n — 0o mame

Vi -Ton = N(0, DA () Z(Dfa()T): (2.3)
Déle
Dfa(p) = (e)\ ) e_)\’ e)\) = (1, e)\)'

Diky explicitnimu vyjadieni D fa(p)E(D fo(p))T (viz poznamka pod vétou[d) tak
stacCi spocitat

A12—2 e 1-ef e (l—eMEM2=A -2 +e M1l —eM)e? =
—AtreMl—eM =t A1

Potom dosazenim do 1) dostaneme /1Ty, — 0) ﬁ N(0, e* — X —1).
3.

Zobrazeni

—X

-1

f3 : (:E,y) =

je spojité diferencovatelné na intervalu R x (0, 0o), a tedy opét i v okoli bodu p.
Dale

e ” e ”

Dﬁ@&ﬁ=<— Z -

) 2 D) = (-1, — ).

Vsimnéme si, ze
Dfs(p) = =D fa(p),

tudiz rozptyl asymptotického rozdéleni bude stejny jako v predchozim bodé.
4.

Zmovu vidime, ze funkce

T

In(y)

fa: (zyy) — 14
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mé spojité parcidlni derivace na R x (0, 1), a tedy zfejmé i na okoli bodu p.

Dostaneme 1
x
Dfy(z, y) = (m(y)’ B yan(y)>

Potom

1 A 1 1
Dfll(/"’) = (hl(e_)‘)’ - e)\ln2<e)\)> = <_ X’ B e—A)\)a

coz nam da

142 1 1 1 \2
T _ - - Y
DAEDAW)T =A(—5) —22e(=1) (- 55) e 0= (- =5)
A 2xe ) 1 AN e
=7 et e mE T e e e e gy
A=2 +eMl—e?) er—A-1

]

Véta [§) ndm k4, Ze za nulové hypotézy a pro velké hodnoty n maji
veli¢iny /n - Tkn (pro k € {1, 2, 3, 4}) rozdéleni, které je blizké normélnimu
rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou a danymi rozptyly.

Miizeme si jesté vSimnout, ze pro libovolné 0 < A < 1 bude /\—12 < 1, tudiz

A A A A

avar(ly ,) = avar(ly,,) > avar(ly,) = avar(ls,),

kde avar(fkm) znaci asymptoticky rozptyl nulového indexu Tk,n za platnosti 1}
Naopak je-li A > 1, plati % > 1, a tedy asymptotické rozptyly nulovych indexii
splnuji nerovnost

avar(l,,) = avar(i47n) < avar(igyn) = avar(igyn).

Specialné, pro A = 1 budou vSechny ¢tyti asymptotické rozptyly stejné velké.

2.3 Testovani pomoci nulovych indext

V predchozich ¢astech této kapitoly jsme zavedli pojem Poissonova nulového
indexu a odvodili jeho asymptotické rozdéleni, pricemz jsme se podivali i na ¢tyti
konkrétni pripady. Nyni se zamétime na to, jak tyto poznatky vyuzit k nasemu
stanovenému cili — k testovani nulové hypotézy .

7, predeslych dvou sekci vime, ze asymptotické rozdéleni nulového indexu
(za platnosti hypotézy) obecné zavisi na hodnoté A, kterd je pro nds neznama.
Abychom mohli testovat , bude tedy nutné upravit statistiku I, tak, aby jeji
rozdéleni jiz na neznamych parametrech nezaviselo.

Pfipomenme, ze véta[p] nam 1ikd, ze za urcitych predpokladi ma nulovy index
za platnosti hypotézy asymptotické rozdéleni (pouZivame-li znaceni zave-
dené ve zminéné véte)

Vi T 2 N(0, Df () S(Df (1))T).

n —
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Jednou z vlastnosti normalniho rozdéleni je, ze
Z ~N(u, 0*) = c¢-Z~N(cu, to?),

kde ¢ € R je libovolna konstanta a Z je néjaka ndhodné velicina. Diky Cramér-
Sluckého vété, jejiz znéni lze nalézt napriklad v knize van der Vaart| (1998, Véta
2.8), tento vztah plati i v pripadé, kdy symbol ~ nahradime konvergenci v dis-
tribuci. Je-li Df (p)X(Df ()" > 0, miZeme poloZit

_1
2

i~ (DrwzEsGT) >0

a dostaneme tak

1
2 A
i (Df(u)E(Df(u))T> i, N, 1),

Vidime, ze za konverguje vyse uvedeny vyraz v distribuci k ndhodné
veli¢iné s normovanym normalnim rozdélenim, tedy rozdélenim nezavisejicim na
neznamych parametrech. Stale vsak nulovy index I, délime odmocninou z jeho
asymptotického rozptylu, kde se objevuje neznama konstanta \. K ziskani testové
statistiky budeme tedy muset tento rozptyl né¢jak odhadnout.

Z véty [0] vime, Ze za nulové hypotézy zavisi rozptyl asymptotického rozdélen{
I, na X ae?, tedy celkové jde tento rozptyl vyjadrit jako h(A), kde

h: (0, 00) — (0, 00),

a A je parametr daného Poissonova rozdéleni. Jednou z moznosti je tedy nahradit
neznamou proménnou A vybérovym prumérem X,. Plati totiz

X, " Ex, @

n — o

Pokud je funkce h spojita v bodé EX;, dostaneme z véty o spojité transformaci

h(X,) —F— h(EX) B hn),
a h(X,) je tak konzistentni odhad h(\).

Nyni jiz mtuzeme zformulovat klicovou vétu, kterd ukazuje, jakym zptisobem
lze pomoci nulovych indext testovat . Pro pripomenuti je dobré zminit, Ze pro
dané a € (0, 1) budeme symbolem u;_a znacit (1 — §)-ty kvantil normovaného
normalnfho rozdéleni. Plat{ u;_o« = 711 — ), kde @ je distribucni funkce

N(0, 1),

Véta 9. Necht Xy, Xs, ..., X,, je ndhodny vybér z néjakého diskrétniho rozdelent,
jehoZ nosic je podmnozina Ny. Necht « € (0, 1) je predem stanovené cislo. Uva-
zujme Poissonuv nulovy index

L, = f()?na ZA)())a
pro néjz za nulové hypotézy plati

vn -1, MLOJ N(o, h(EXl)),
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kde h je néjakd funkce, h : (0, 00) — (0, 00). Necht h, je konzistentni odhad
h(EXY), ktery nezavisi na nezndmiych parametrech.
Potom za platnosti hypotézy plati

A

L,
T, :=+/n- —2 5 N(0, 1).

\/a n — oo

Cla) = (—oo, —ul,%> U <u1,%,oo>,
potom test ridici se rozhodovacim pravidlem:

Polozime-li

zamitneme (Hy) <= T, € C(a)

ma asymptotickou hladinou vyznamnosti c.

Diikaz: T, 1ze rozlozit na soucin dvou vyrazi jako

pricemz z vlastnosti normalniho rozdéleni diskutovanych pred touto vétou méame

I,
N ® 5 N(0, 1).

Dale
VHEX) e
iL n— oo

coz plyne z konzistence hy a véty o spojité transformaci (druhd odmocnina je
spojita funkce). Potom podle Cramérovy-Sluckého véty

Tn#u-zzz, kde Z ~ N(0, 1).
K dikazu zbytku véty si nejdrive uvédomme, ze
P(|Tn| < ul_%> = P(—ul_% <T,< ul_%) = P(Tn < ul_%)—P(Tn < —ul_%).
Z definice konvergence v distribuci tedy mame (za platnosti hypotézy)

lim P(Tn < ul_%) = ®(u1—g 7) = P(ur-2),

n—oo

kde posledni rovnost plyne ze spojitosti funkce ® na celé realné ose, a podobné
lim P(T,, < —uy_g) = B(—u;_3g).
Diky tomu, Ze normované normalni rozdéleni je symetrické kolem nuly, dostaneme

@(—ul,%) =1- (I)(ul,%).
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Potom za platnosti ((1.1)

lim P(|T,| <uig) = ®(ur_g) — D(~u1_g) = P(ur_g) — (1 — B(us_g))

n—o0

Za (Hp) tedy

Jim P(T € C(0)) = lim P(IT| > wig) = 1 = lim P(ITu| <) = o
coz odpovida tomu, Ze test (Tm C (a)) ma hladinu a asymptoticky.
[

Zde je dobré pripomenout, ze Poissoniiv nulovy index Tn, ktery se vyskytuje
v ¢itateli T, je za blizky nule (tvrzeni . Ve prospéch alternativy tak svédéi
vysoké zaporné a kladné hodnoty statistiky T,,.

V souvislosti s testovanim je rovnéz dobré zminit p-hodnotu, ktera je defino-

vana jako
p=inf{a € (0, 1): t € C(a)},

kde t znaci realizovanou hodnotu testové statistiky T,,. Dosazenim kritickych hod-
not a drobnou tpravou ziskame, ze p-hodnotu vyse uvedeného testu jde vyjadrit
ve tvaru

3} =

p=inf{fa e (0,1): [t| >u_s} =inf{ae (0,1): [t|>>'(1-
2(1 = o(|t])} =

inf{a € (0, 1) : ®(Jt]) >1 -5} =inf{ac (0,1): a>
2(1 = @(Jt])).

U treti rovnosti zde vyuzivame, ze distribuc¢ni funkce ® je neklesajici.
P-hodnota podle své definice vyjadiuje nejmensi moznou hladinu, na které
bychom zamitali nulovou hypotézu. Pokud tedy pro nase data vyjde p-hodnota,
ktera je mensi nez predem stanovena hladina a € (0, 1), budeme moci zamitnout
. Alternativné tak lze pfi testovani hypotézy rozhodovat o jejim zamitnuti
pomoci pravidla
zamitneme (Hy)) <= p<a.

Analogii véty [0 miuzeme podobné jako jiné obecné véty zformulovat jesté
pro nulové indexy zavedené v sekci 2.2.

Véta 10. Necht X4, Xo, ..., X,, je nahodny vyber z néjakého diskrétniho rozdeélent,
jehoz nosic je podmnozina Ny, a o € (0, 1) je predem stanovené cislo.
Oznacme

iln iZn

Tl,n = —, T2,n = \/ﬁ . — — ,
eXn—X,-1 eXn — X —1

n(Xn)? !

ign i4n
Tgm = \/ﬁ — 77 s T4’n = e 77 .
eXn — X, — 1 Xn_X,-1

n(Xn)?2
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Potom za platnosti nulové hypotézy plati pro k € {1, 2, 3, 4}
Tin ———— N(0, 1).
Ddle statisticky test ridici se pravidlem:
zamitneme (Ho) <= [Thn| > u1-g

ma asymptotickou hladinu vyznamnosti o, k =1, 2, 3, 4.

2.4 Uskali testovani zaloZeného na nulovych in-
dexech

Testy dobré shody popsané v této kapitole jsou takzvané asymptotické testy,
coz znamena, ze dosahuji pozadované hladiny vyznamnosti o pouze asymptoticky.
Skute¢nd hladina pri daném rozsahu vybéru tak mize byt vyrazné vyssi.

Z tohoto hlediska by variantou na mozné vylepseni mohlo byt nahrazeni kvan-
tilu normovaného normalniho rozdéleni kvantilem Studentova t-rozdéleni s n — 1
stupni volnosti, kde n je rozsah vybéru. Pro zamitani nulové hypotézy bychom
potom pouzivali pravidlo:

zamitneme (Hy) <= [T,| >t,_1(1 = 9),

kde t,_1(1 — §) znaci (1 — §)-ty kvantil t-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti. Plati
totiz
tho1(1=9) N\ ui-g,

pro n — oo a libovolné a € (0,1). Protoze podle predchoziho je pro kazdé
prirozené n > 2
tn—l(l_%) > Ui—g,

zamitali bychom tak nulovou hypotézu pro mensi skalu hodnot statistiky T,,.
Vyhodou tohoto pristupu je, ze dany test by byl konzervativnéjsi nez test vy-
uzivajici kvantily N(0, 1), a tedy by mél, obzvlast pro malé hodnoty rozsahu n,
mensi skuteénou hladinu vyznamnosti a s tim souvisejici pravdépodobnost chyby
I. druhu (tj. pravdépodobnost zamitnuti platné hypotézy). Naproti tomu, test
pracujici s kvantily normovaného normalniho rozdéleni ma vyssi silu, a tedy i
mensi pravdépodobnost chyby II. druhu (pravdépodobnost nezamitnuti neplatné

hypotézy).

Jedna z dalsich nevyhod testii dobré shody zalozenych na nulovém indexu je,
ze testuji pouze jeden aspekt pravdépodobnostniho rozdéleni. Z tohoto divodu
je lze pouzit pouze k odhaleni toho, ze dané rozdéleni neodpovida Poissonovu.
Naopak nezamitnuti nulové hypotézy rozhodné nestaci k ukazani, ze néjaky na-
hodny vybér pochézi z Poissonova rozdéleni. Duvodem je, Ze existuji pripady (viz
pitklad nize), kdy P(X = 0) = e ¥ ale ndhodna veli¢ina X nemé Poissonovo
rozdéleni.
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Priklad. Nechf rozdéleni nahodné veliciny X je dané vztahy

1 2 1

Potom X maé diskrétni rozdéleni s nosicem {0, 1, 2} a stfedni hodnotou

2 2 1
EX=> k- PX=k=1-=+2--=1
(§]

k=0 €

Dale plati
P(X=0)=e ! =cFX

Zaroven vsak v tomto pripadé neexistuje konstanta A > 0, pro kterou by X
mélo rozdéleni Po(\), nebot napiiklad

P(X =3) =0,

ovsem pro veli¢inu s Poissonovym rozdélenim by tato pravdépodobnost byla
kladna.

Mizeme si vSimnout, ze v situaci, kdy by rozdéleni naseho nahodného vybéru
X1, Xg, ..., X, odpovidalo rozdéleni ndhodné veliciny X z predchoziho prikladu,
by nulova hypotéza (1.1)) neplatila (a tedy by platila alternativa (H;)). Zaroven
vsak pro libovolny Poissoniiv nulovy index

In = f(Xm ]50)7

kde funkce f je spojitd v bodé (EX1, po)T, plati podle druhého bodu tvrzent

5 P
I, ———o,
n — oo

nebotf v tomto pripadé EX; > 0 a

po = e T

Vzhledem k tomu, Ze u testi dobré shody zalozenych na nulovém indexu svédci
proti 1' hodnoty statistiky I, vyznamné vzdalené od 0, by zminéné testy
v tomto pripadé nejspis poruseni nulové hypotézy neodhalily.

Problém miize nastat rovnéz v situaci, kdy skutecné rozdéleni ndhodného
vybéru je Poissonovo s vyssi hodnotou parametru \. Pokud totiz neni rozsah
naseho vybéru dostatecné velky, muze se stat, ze zadné z napozorovanych hodnot
neni nulova. Potom ziskdme odhad

U nékterych nulovych index (napf. Tln) pritom pracujeme s logaritmem této
relativni ¢etnosti nebo ji délime. V takovych pripadech by hodnota testové sta-
tistiky T, byla —oo nebo oo, a tedy bychom zamitli platnou hypotézu.

V tabulce niZe miizeme vidét hodnoty e~ pro riizné hodnoty . Ty odpovidaji
pravdépodobnostem P(X; = 0), kde X; ~ Po(\). V pravém sloupci je potom
pro kazdé A\ uveden primérny pocet pozorovani, na které pripadne jedna nulova
realizace.
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A et et |
1 0,37 2.72
2 0,14 7.39
3 | 4,9810°2 20,09
4 | 1,83.1072 54,60
5 1 6,741073 | 148,41
6 | 2481073 | 403,43
7 1/ 9,12:1074 | 1096,63
8 | 3,35:1074 | 2980,96
9 | 1,23-107% | 8103,08
10 || 4,54-107° | 22026,47

Lze si naptiklad vSimnout, Ze jiz pro X; ~ Po(7) nabyvd ndhodné veli¢ina X
hodnoty 0 ptiblizné v jednom z 1000 ptipadi.

Obecné je tedy dobré pouzivat testy zalozené na nulovém indexu spise v pri-
padech, kdy chceme testovat hypotézu, ze nahodny vybér X, Xs, ..., X, pochéazi
z rozdéleni Po(\) pro néjakou malou hodnotu parametru A > 0. V situacich, kdy
oc¢ekavame, ze konstanta A bude vétsi ¢islo, by mohl byt vhodnéjsi jiny typ testu
dobré shody (viz kapitola 3).
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3. Dalsi varianty testil dobré
shody

Testy dobré shody zaloZzené na nulovém indexu, kterym jsme se podrobné
vénovali v kapitole 2, jsou pouze jednim z mnoha zpiisobti, jak lze nulovou hypo-
tézu testovat. Z tohoto diivodu se hod{ zminit i nékteré dalsi metody, které
se v této situaci také daji pouzit. Oproti predchozi kapitole vsak uvedené testy
popiseme daleko strucnéji, s tim, ze detaily lze nalézt v uvedené literature.

3.1 y’-testy dobré shody

Asi nejznaméjsi test pro testovani dobré shody s diskrétnim rozdélenim je
tzv. Pearsontv y2-test dobré shody, kterému je vénovdna napiiklad velkd ¢ast
kapitoly 12 v knize Andél (2007). Zde se pokusime nastinit jeho zédkladni princip.

Uvazujme nejprve situaci, kdy X1, X, ..., X, je ndhodny vybér z diskrétniho
rozdéleni takového, ze

P(X1 e{1,2, .., K}) =1,

kde K je néjaké znamé prirozené ¢islo. Zajima nas test nulové hypotézy
PXi=i)=pli=1,., K (3.1)

pro n&jaké piedepsané pravdépodobnosti p?, ..., p% spliujic Z] 1p] = 1, tj.
chceme testovat dobrou shodu s néjakym predem urcenym diskrétnim rozdéle-
nim, které ma konecny nosic.

Oznacime Y; := 370 1jx,—), ¢ = 1,...; K. Potom testova statistika bude mit
tvar )

ooy (immt)
=
Vyraz v ¢itateli zde néjakym zptisobem reflektuje rozdil mezi empirickymi cet-
nostmi vyskytu hodnot 1,..., K (ty udavaji veli¢iny Y;) a jejich ocekavanymi
cetnostmi. Za nulové hypotézy by tyto dvé kvantity meély byt podobné, tudiz
proti svédéi vysoké hodnoty testové statistiky.

D4 se ukazat, Ze za platnosti nulové hypotézy mé tato statistika asympto-
ticky x?-rozdéleni s K — 1 stupni volnosti (viz|Andél (2007), Véta 12.5). Pro zis-
kani asymptotického testu s hladinou vyznamnosti o tedy budeme zamitat ,
pokud x? > x%_;(1—a), kde x%_;(1—a) znadi (1 —a)-ty kvantil rozdéleni y% ;.

K aplikovani zminéné metody na nds problém (testovani (L.1])) brani skutec-
nost, ze nosi¢ Poissonova rozdéleni je nekoneéna mnozina. Tuto prekazku je ovsem
mozné ¢astecné odstranit tim, zZe si hodnoty, kterych veli¢ina s Poissonovym roz-
délenim nabyva, rozdélime do konecného poctu trid.
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Konkrétné si nejprve zvolime konstanty k£ > 0 a r > 0. Déale definujeme veli¢iny

Yii=) 0 1xg <,

=1

}/i = Z 1[Xj:'r+i—1}7 L= 27 ey k — 17
7=1

Vi =Y Lix,>rk-1]-

=1

Nase pozorovani jsme tak rozdélili do k tiid. Prvni z nich je tvoTena realizacemi
< r, a posledni realizacemi, které jsou > r+k — 1. Do zbylych k — 2 jsme zaradili
pozorovani, kterd jsou rovna ¢islim r + 1, r + 2, ..., r + k — 2. Veli¢iny Y7, ..., Y}
budou podle své definice udévat pocty realizaci v jednotlivych t¥idach (takzvané
empirické ¢etnosti). Dale pravdépodobnost, ze ndhodna veli¢ina X; spadne do i-té
tiidy (i = 1, ..., k) oznacime p;. Snadno ovérime, ze pro X; ~ Po(\) plati

plzija Pi = Qryi—1 PIO i:27"'7 k_la Pr = Z dj,
=0 j=r+k—1

kde

2 i=0,1,2,..
7!

Principem testovani bude opét porovnavani empirickych ¢etnosti Y; s teoretickymi
cetnostmi n - p;. Protoze pravdépodobnosti p; zavisi na neznamém parametru A,
je potreba tento parametr odhadnout. Podle sekce 12.3 z [Andél (2007) se odhad
A ziskd TeSenim rovnice

Xk: Yi o) _

Zpi(A) OA 7

kterd se obvykle Tesi numericky (iteracné). Muzeme si jesté vSimnout, ze

Op1(A) _ Z 9g;(A) Ope(N) _ i 94;(N)

o = on oA LS 0N
Ipi(N) N OGr+i-1(A)
a)\ - 8/\ ’ 27 ) k ]-7
a plati
N L . — ~ 1.
I\ S I r s

Oznacime-li jako A ziskany odhad A, pouzijeme testovou statistiku

k Yz—nzj\ ?
o (o)

i=1 npi()\)

Ta ma za nulové hypotézy asymptoticky x7_ , rozdéleni (odhadem A\ ztratime
navic jeden stupen volnosti). Abychom dostali test s asymptotickou hladinou
vyznamnosti a (pro pfedem zvolené o € (0, 1)), budeme se rozhodovat podle
pravidla:

zamitneme (Hy) <= x> > xi_»(1 —«a).
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3.2 Testy zalozené na indexu disperze

Jak jiz bylo zminéno v sekci 1.2, pro nahodny vybér Xi, X, ..., X,, pochézejici
z rozdéleni Po(\), pro néjaké A > 0, plati

EX1 =)\= vaer.

Z toho plyne, ze pokud jsou stredni hodnota a rozptyl néjaké ndhodné veli¢iny
rizné, dana velicina nemda Poissonovo rozdéleni. Jeden ze zpiisobi, ktery vede
k zamitnuti hypotézy , je tedy ukazat, ze rozdéleni naseho nahodného vybéru
ma rozdilny prvni a druhy centrovany moment.

Protoze skuteéné hodnoty stfedni hodnoty a rozptylu nejsou znamé, budeme
se opét muset spokojit s odhady téchto kvantit. K odhadnuti stfedni hodnoty
nahodného vybéru pouzijeme stejné jako v piedchozi ¢asti vybérovy primér X,, =
Ly | X;. Pro odhad rozptylu je obvyklou volbou vybérovy rozptyl

n

jakozto nestranny a konzistentni odhad varX; (viz (iii) ve vété [1)).

Statistika pouzivana k testovani nulové hypotézy bude v tomto pripadé né-
jaka funkce X, a S2, ktera dokéZe odrazet, jak moc jsou jejich hodnoty odligné.
Konkrétné se bude jednat o takzvany index disperze, jehoz definici jsme prevzali

z ¢lanku [Weif a kol.| (2019).

Definice 3 (Index disperze). Necht funkce fq : H — R, (0, 00)* C H, jejiz
predpis nezavisi na nezndmiych parametrech, splnuje

(i) falp, p) =1 pro¥ (u, p)7 € H;

(i) fa(u, o) # 1, pokud (p, 0®)" € H a p # o>.
Necht X,, a S?% jsou definované jako vijse. Potom statistika

fd(yna 5721)7
je-li definovand, se nazyvd index disperze.

Plati-li (i) a (ii), potom opét pro V (u, 0?)T € H:

falp, 0*) =1 & p=o"

Pouzitim veéty o spojité transformaci dostaneme, ze pokud je X7, X, ..., X, na-
hodny vybér z rozdéleni s konecnym druhym momentem a f; je spojita v bodé
(EXy, varX;)" € H, plat

Fa(Xn, S2) —— fa(EXy, varXy). (3.2)

Dosazenim p = EX; a ¢ = varX; do definice indexu disperze potom diky (3.2)
dostaneme vztah

(X, S —2 51 o EX) =varX,.

n — o

Za nulové hypotézy a pro vysoka n tedy bude hodnota indexu disperze fq(X,,, S)
blizka jedné. Naopak v situaci, kdy je zminénd hodnota vyznamné vzdalena
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od ¢isla 1, mizeme ocekavat, ze EX; # varXy, a tedy uvazovany nahodny vy-
bér nepochazi z Poissonova rozdéleni.
Jednou z nejintuitivnéjsich moznosti je zvolit funkei f; jako

fa: (0, 00) x (0, 0) — (0, ),

Y
x, — 2.
(z,y) .

Snadno ovérime, ze podminky (i) a (ii) jsou splnény, tudiz

. - S?

Lin = fa(X,, S5) = =~
je podle definice 3 index disperze. Ndhodny vybeér, jehoz nosicem je podmnozina
nezapornych celych ¢isel, navic v pripadé X,, = 0 ma i nulovy vybérovy rozptyl.
Pouzijeme-li konvenci % := 1, mizeme uvazovat index disperze I, i pro X,, = 0.
Z mdme, zZe pokud EX; > 0, plati

i _iﬁ P \Vaeré_]_
X, oo EXy A

D4 se navic ukdzat (viz Semjonov]| (2020)), Véta 7), ze za nulové hypotézy (1.1
% D
Vi(lan = 1) == N(0, 2),

coz je diky vlastnostem normalniho rozdéleni ekvivalentni s

n (id,n _ 1) — 2 L N(0, 1).

2 n — oo

Analogicky jako v dikazu véty @ dostaneme, zZe za (Hp) spliiuje testova statistika
D, = \/g (Id,n — 1) rovnost

lim P(|Dn| > ul_%) = .

n—oo
7 toho plyne, Ze test s rozhodovacim pravidlem
zamitneme (Hy) <= [Dy| > w2

mé asymptotickou hladinu vyznamnosti «, kde a € (0, 1) je néjaké predem zvo-
lené cislo.

Podobné jako testy zalozené na nulovém indexu, je vyse popsany test rovnéz
asymptoticky test, ktery testuje pouze jednu charakteristiku Poissonova rozdé-
leni. Nastane-li situace, kdy EX; = varX;, test dobré shody zalozeny na indexu
disperze obvykle potencialni neplatnou hypotézu nezamitne.
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4. Simulac¢ni studie

V dosavadni ¢asti prace jsme teoreticky popsali fadu metod, pomoci nichz Ize
testovat dobrou shodu s Poissonovym rozdélenim. Konkrétné se jednalo o testy za-
lozené na nulovém indexu, test vyuzivajici index disperze a y2-testy dobré shody.
Nyni se pokusime zminéné zpusoby testovani porovnat pomoci dat nasimulova-
nych v programu R Core Team (2021). VSechny testy si budeme implementovat
sami (nebudeme pouzivat zddné dodate¢né balicky).

4.1 Hladina testu

Jako prvni budeme zkoumat, jak moc dané testy dodrzuji predepsanou hla-
dinu vyznamnosti. Bude nas tedy zajimat, v jaké mife bude v jednotlivych pii-
padech dochéazet k zamitani platné nulové hypotézy. Z predchozich kapitol vime,
ze vsechny uvedené testy jsou pouze asymptotické. Miuzeme tak ocekavat, ze
zejména pro nizké hodnoty n (rozsahu ndhodného vybéru) stanovend hladina
prilis dodrzovana nebude, pro rizné testy se vsak mira jejiho dodrzovani muze
lisit.

N&s postup bude nyni spoc¢ivat v tom, Ze si nejprve vygenerujeme realizace
ndhodného vybéru X, X, ..., X, z rozdéleni Po()\), a ndsledné provedeme nékolik
dil¢ich testit dobré shody, pricemz si vzdy zaznamename, pro které z nich jsme
zamitli (v této situaci platnou) hypotézu (1.1)). Tento proces 1000krat zopaku-
jeme. Pro kazdy test tak dostaneme cislo N; udavajici pocet pripadi, kdy doslo
k zamitnuti . Pomoci néj spocteme odhad hladiny daného testu jako

N;
1000’

tj. pomér pripadi zamitnuti platné hypotézy ku celkovému poctu pokusi. Navic
rozlisime nékolik riiznych hodnot parametru A a rozsahu vybéru n.

Mezi zkoumané testy budou pattit v prvni fadé testy zalozené na nulovych
indexech ze sekce 2.2 popsané ve vété [10] déle test s testovou statistikou D,
zaloZeny na indexu disperze (viz sekce 3.2) a x*-testy dobré shody ze sekce 3.1.
U x*-testit budeme uvaZovat ptipady pro 4 a 6 kategorii (k = 4 a k = 6), pficemz
u obou zvolime r» = 0. Pro prvni volbu parametrt tak ziskdme statistiku

2o 24: (Y@- - npi(;\))2
1n z )

i=1 npi(/\)

kde

Vie=Y 1x,—0, Yo=Y lx,—1, Ysi=) 1, Yii=)Y lix,>3,
j=1 Jj=1

j=1 j=1

a je odhad A ziskany FeSenim prislusné rovnice (viz sekce 3.1). Hypotézu
potom budeme zamitat prave tehdy, kdyz X%,n > X3(1 — ). Testovou statistiku
prislusejici volbé & = 6 oznacime Xg’n. U testl, kde se v kritickém oboru vysky-
tuje kvantil normovaného normélniho rozdéleni (tj. testu zaloZenych na nulovych
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indexech a indexu disperze) navic vyzkousime i variantu, kde tento kvantil na-
hradime kvantilem t-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti tak, jak bylo diskutovano
v sekci 2.4.

VsSechny zminéné testy budeme vzdy provadét na hladiné a = 0,05.

V nésledujicich tabulkach jsou v jednotlivych sloupcich vypsany ziskané od-
hady hladiny pro test zalozeny na dané testové statistice. Pokud je testova statis-
tika oznacend hvézdickou, provadime test s kvantilem t-rozdéleni namisto N(0, 1)
rozdéleni. Pro prehlednost u téchto pripad uvadime pouze ty hodnoty, které se
od téch ptuvodnich lisi o vice nez 0,005.

Tabulka 4.1: Odhady hladiny jednotlivych testi pro pripad A =1

Lol Tun [ Ti, [ Tow | T3, | Tan [ T3, [ Tan | Ti, |
20 [ 0,080 | 0,058 | 0,056 | 0,045 | 0,105 | 0,092 | 0,057 | 0,036
50 || 0,071 | -+~ [0,055| --- | 0,083 0,077 | 0,057 | 0,050
100 || 0,052 | 0,043 | 0,051 | --- | 0,061 | --- | 0,050 ---
500 || 0,056 | --- | 0,053 | --- |0,056| --- |0,054
2000 || 0,047 | -~ 10,044 | -+ 0,047 | --- | 0,042

| o] D. | Dp ] . | X3 ]
20 [ 0,046 | 0,034 | 0,048 | 0,056

50 || 0,051 0,046 | 0,058
100 || 0,054 | --- | 0,051 | 0,047
500 || 0,049 | --- | 0,046 | 0,052
2000 || 0,048 | --- | 0,048 | 0,054

Tabulka 4.2: Odhady hladiny jednotlivych testii pro pripad A = 2
on | Tun | T, | Tow | T3 | Tsn | T5, | Tun | Tin |

1,n
20 || 0,121 | 0,111 | 0,051 | 0,033 | 0,189 | 0,176 | 0,100 | 0,087
50 || 0,089 | 0,082 | 0,051 | --- |0,141| --- ]0,061 | 0,053
100 || 0,077 | -+~ | 0,055| --- |0091| --- |0,060]| ---
500 || 0,061 | --- |0051| --- 0,059 --- |0,052
2000 || 0,051 | --- | 0,046 | --- | 0,056 | --- |0,046

L nll Do [ Do [ Xin | X |

20 || 0,056 | 0,047 | 0,047 | 0,036
50 || 0,040 | --- ] 0,041 | 0,046
100 |} 0,039 | --- | 0,059 | 0,053
500 || 0,053 | --- {0,044 | 0,052
2000 || 0,043 | --- | 0,043 | 0,047

Z tabulek 4.1 a 4.2 muzeme vidét, Ze zatimco testy zalozené na indexu disperze
a x>-testy dodrzuji stanovenou hladinu o = 0,05 pomérné dobie i pro nizké
rozsahy vybéri, u testu zalozenych na nulovych indexech (s vyjimkou testu se
statistikou Ty ,,) je pro mald n ziskany odhad hladiny mnohdy vyznamné vyssi.
Podobny zavér si mizeme udélat i z tabulky 4.3 nize.
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Tabulka 4.3: Odhady hladiny jednotlivych testt pro pripad A = 3
L [T [T

n ]

| Ton | T5, | Tan | T3, | Tun | T}

200,364 --- ]0,027[0019]037L] --- ]0,375] --
50 || 0,112 | -+ | 0,033 --- 0213 ] --- | 0,099
100 || 0,095 | -+ | 0,050 | --- |0,151 | 0,145 | 0,077
500 || 0,064 | --- | 0060 | --- |0,073| --- |0,063
2000 || 0,058 | --- | 0,051 | --- |0058]| --- | 0,052

7] Do | Dy [ X [ Xa |

20 [ 0,041 | 0,030 | 0,040 | 0,047
50 || 0,046 | -+ | 0,045 | 0,048
100 || 0,052 | --- | 0,050 | 0,050
500 || 0,044 | --- | 0,064 | 0,052
2000 || 0,041 | --- | 0,051 | 0,055

Lze si také vSimnout, Ze u vétsiny zkoumanych testi zalozenych na nulovych
indexech plati, ze ¢im vyssi je parametr (skutecného) Poissonova rozdéleni, tim
vice dat je potfeba k tomu, aby test dodrzoval pozadovanou hladinu. To mitize
souviset s tim, ze s rostoucim A klesd pomér nulovych pozorovani a castéji dochézi
k pfipadium, kdy jsou dokonce vsechna data nenulova (viz sekce 2.4).

7, definice jednotlivych nulovych indexti a néaslednych testovych statistik vi-
dime, ze pokud p, = 0, dostaneme bez ohledu na blizsi podobu dat

Ti,=-00 a Ts,=o00,

tedy nulova hypotéza bude pro testy s danymi testovymi statistikami (a k nim
nélezejici testy vyuzivajici kvantily t-rozdéleni) zamitnuta. V situaci, kdy generu-
jeme data z rozdéleni Po(3) o rozsahu 20, se pritom priblizné ve tietiné ptipadi
nevyskytne ani jedna nulovd hodnota.

U testl zalozenych na nulovych indexech TM a 14’,1 bude v pripadé absence
nulovych pozorovani platit ig’n =—1a Lm =1, a tedy

—1 1
Tgn: T4n_

) — Y ) - = — °
eXn—X,—1 eX":Xn—l
n n(Xn)2

Absolutni hodnoty danych testovych statistik tak v této situaci zaviseji pouze
na velikosti odhadu asymptotického rozptylu. Toto mize byt jeden z divodi,
pro¢ pro vyssi hodnoty parametru A vychazeji nékteré odhady hladiny naopak
vyrazné nizsi nez stanovenych 0,05.

Rovnéz je vidét, ze pouzivani kvantilti Studentova t-rozdéleni dava vyznamné
rozdilné vysledky pouze u nizkych rozsaht vybéru (v nasem piipadé n = 20).
P1i vétsim poctu dat je tak nahrazovani kvantilu normovaného normalniho roz-
déleni timto kvantilem vcelku zbytecné.

Na zakladé ziskanych odhadu se jako nejlepsi z hlediska dodrzovani hladiny
jevi test zalozeny na nulovém indexu izn, test zalozeny na indexu disperze se
statistikou D,, a oba y2-testy.
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4.2 Sila testu

Nyni nas bude zajimat sila zkoumanych test proti urc¢itym alternativam. Pri-
pomeneme, ze sila testu pri dané konkrétni alternativé je rovna pravdépodobnosti,
se kterou zamitneme (v této situaci neplatnou) nulovou hypotézu, pochazi-li nase
data z rozdéleni prislusného této alternative.

P1i odhadovani sily uvazovanych testti budeme postupovat analogicky jako
v predchozi ¢asti s jedinym rozdilem — data budeme generovat z rozdéleni rtizného
od Poissonova.

Jako alternativu budeme uvazovat takzvané negativné binomické rozdéleni
(pro rtizné hodnoty parametri). Pro pripomenuti, pro X ~ NB(y, r), kde u > 0
ar > 0, plati

P(X = k) = (HZ_l) <T1M>T<Tﬁu>k, ke No.

12

o
Jedna se tedy o diskrétni rozdéleni se stejnym nosi¢em jako méa Poissonovo roz-
déleni.

ZAaroven

EX =u a varX = p+

Poznamka. Toto je alternativni parametrizace negativné binomického rozdéleni.
Obvykle definujeme negativné binomické rozdéleni pomoci definice uvedené napr-.
v sekci 1.2.3 v knize |Andél (2007)), tj. jako rozdéleni s parametry r > 0 ap € (0, 1)
spliujici

r+k—1\ ,
Plati EX = T(lp%p) a varX = T(;;p). Vyse uvedeny zpusob parametrizace tak

r
r4p’

7 definice negativné binomického rozdéleni dostaneme, ze pro ndhodny vybér
X1, Xo, ..., X, pochézejici z rozdéleni NB(pu, ) mame

ziskame, pokud polozime p := EX = T(lp%p). Neni tézké ovérit, ze potom p =

P(Xi=0) = (TLL) , (4.1)

tedy obecné neplati py = e E¥1. MtiZeme si ovsem vsimnout, ze

lim P(X; =0) =e * =e =Y.

7—00
Je mozné ukéazat (viz Sir| (2020), 2.4) i silnéjsi vztah:

.

rli_glo P(X;=Fk)=e*- T k € Ny,
coz nam davéa lim, .. P(X; = k) = P(Y = k) pro Y ~ Po(u). Plati rovnéz
lim, . varX; = u = EXj.

Mizeme tak ocekavat, ze pro testy dobré shody zalozené na nulovém indexu,
x2-testy i test zaloZeny na indexu disperze bude s rostoucim parametrem r (a pev-
nym p) jejich sila vici alternativé NB(pu, r) klesat, nebot rozdily mezi rozdélenim
NB(u, r) a Poissonovym rozdélenim s parametrem g se budou zmensovat.
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Odhady sily testd pro rozdéleni NB(1, 3)
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Odhady sily testd pro rozdéleni NB(2, 3)
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Odhady sily testd pro rozdéleni NB(3, 3)
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Obréazek 4.1: Odhady sily jednotlivych testu vici alternativé NB(u, r) pro r = 3
a ruzné hodnoty p (prerusované cary znaci odhady pro testy, kde jsou kvantily
rozdéleni N(0, 1) nahrazeny kvantily t-rozdéleni)
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Odhady sily testd pro rozdéleni NB(1, 10)
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Odhady sily testd pro rozdéleni NB(2, 10)
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Odhady sily testd pro rozdéleni NB(3, 10)
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Obréazek 4.2: Odhady sily jednotlivych testt vuci alternativé NB(u, r) pro r = 10
a ruzné hodnoty p (prerusované cary znaci odhady pro testy, kde jsou kvantily
rozdéleni N(0, 1) nahrazeny kvantily t-rozdéleni)
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Na obrézcich a jsme mohli vidét, Ze u kazdého testu se odhad jeho
sily proti urcité konkrétni alternativé pro n — oo blizi k 1. Testy tak miizeme
povazovat za konzistentni (vici danym alternativam).

Porovnanim [.1] a [4.2] si mizeme vSimnout, ze odhadnuté sily test proti al-
ternativé NB(pu, 3) obvykle rostou pii zvétsujicim se rozsahu vybéru rychleji nez
odhadnuté sily proti alternativé NB(u, 10) (je-li 4 v obou pripadech stejné). To
odpovida poznatkiim diskutovanym v predchozi ¢asti, tedy zZe pro vyssi hodnotu
r je rozdéleni NB(u, r) ,,blizsi“ Poissonovu rozdéleni.

Trochu neobvykla situace nastava u nékterych testi zalozenych na nulovych
indexech, kde proti urc¢itym alternativim (napt. NB(3, 10)) dochézi pii zvySo-
vani rozsahu vybéru k docasnému poklesu jejich odhadnuté sily. Konkrétné to
Ize vidét pfedevsim u testi s testovymi statistikami T, ,, a T3,,. Jak ovSem vime
z predchozi sekce, tyto testy maji pro nizky pocet pozorovani (v nasem pripadé
n = 20) a vyssi A (stfedni hodnotu skuteéného rozdéleni) i velmi vysokou hla-
dinu vyznamnosti, kterd zrejmé souvisi s absenci nulovych pozorovani. Pomoci
vztahu miizeme nahlédnout, Ze pro vyssi hodnoty parametri p a r bude
pravdépodobnost P(X; = 0), kde X; ~ NB(y, ), rovnéz velmi mala.

Z dostupnych odhadu sily jednotlivych testi proti alternativaim NB(u, 7)
(pro dané hodnoty parametrii) lze jako nejsilnéjsi test (vici zminénym alternati-
vam) ze vSech zkoumangych testi dobré shody povazovat test zalozeny na indexu
disperze, tj. test s testovou statistikou D,,. Jako pomérné silné se jevi i testy zalo-
zené na nulovych indexech igm a i47n a x2-test dobré shody rozlisujici 6 kategorii
(test s testovou statistikou X%,n)‘ Naopak nejhtite v tomto ohledu dopadl test,
jehoz testovd statistika md tvar Ts,,.
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Z.aver

K testovani, zda rozdéleni urc¢itého ndhodného vybéru odpovida Poissonovu
rozdéleni, existuje cela fada metod. Jedna z nich — testy zaloZzené na tzv. nulovém
indexu — byla hlavnim predmétem této prace.

Nulovym indextim a jejich vyuziti pii testovani jsme vénovali celou druhou
kapitolu. Nejprve jsme obecné zavedli Poissontiv nulovy index jakozto urcitou
funkci vybérového priméru a relativni ¢etnosti nul v realizacich ndhodného vy-
béru. Poté jsme pomoci A-véty odvodili asymptotické rozdéleni téchto indext
za platnosti hypotézy, ze dany ndhodny vybér pochéazi z Poissonova rozdéleni, a
vyuzili jej ke konstrukci asymptotickych testii dobré shody. Pro lepsi predstavu
jsme vse provedli i pro ¢tyfi konkrétni priklady nulovych indext. Ve treti kapi-
tole jsme se podivali i na jiné zptisoby testovani dobré shody — variantu y2-test
pro Poissonovo rozdéleni a testy zaloZzené na indexu disperze. Vsechny zminéné
typy testi jsme potom porovnali pomoci simulaci v kapitole 4.

Mezi hlavni vyhody testu zalozenych na nulovych indexech patii jejich vypo-
¢etni jednoduchost (obzvlast ve srovnani s y?-testy). Na druhou stranu vsak tyto
testy nemaji tak vSestranné vyuziti, nebot nejsou konzistentni viici vSem alter-
nativam. Také se prilis nehodi pouzivat v situacich, kdy testujeme dobrou shodu
s rozdélenim Po(\) pro néjakou vétsi hodnotu parametru A. V takovém pripadé
je lepsi volbou napriklad test zalozeny na indexu disperze se statistikou D,, ¢
x2-testy dobré shody s vhodné zvolenymi kategoriemi.

Ze vsech zkoumanych testii lze na zakladé simulacni studie doporucit vyse
zminény test s testovou statistikou D, a test zalozeny na nulovém indexu se
statistikou Ty ,, nebot tyto testy pomérné dobie dodrzuji stanovenou hladinu
vyznamnosti a jevi se i jako nejsilnéjsi vuci zkoumanym alternativim (negativné
binomickému rozdéleni pro rtizné hodnoty parametrii). Naopak nejméné vhodny
se zdd byt test se statistikou T, (zalozeny na nulovém indexu), ktery ma obzvlast
pro nizsi rozsahy vybéru (cca n < 100) velmi vysokou hladinu a zdroven malou
silu proti danym alternativam NB(u, 7).
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