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Uvod

Méjme dvé uddlosti, které lze popsat formou diskrétni ¢asové tady (napft.
kurzy mén EUR:USD a CZK:USD). Zajima nés, jestli jedna z téchto udélosti
neovliviuje tu druhou: jestli napr. nartst hodnoty eura nezvysi narast hodnoty
ceské koruny.

V této praci si vysvétlime, jak matematicky popsat kauzalitu. Toto ndm pfi-
rozené rozsiri definici i pro vice udalosti. Toho vyuzijeme k definici mér kauzality;
kauzalita odpovida na otazku, jestli se udalosti ovliviiuji a jak moc. Nakonec uka-
zeme zpusob, jak z dat vypocitat miry kauzality (bodové i intervalové odhady)
a postup demonstrujeme na praktickém ptikladu.

V této praci se budeme opirat mimo jiné o funkcionalni analyzu, teorii prav-
dépodobnosti a matematické statistiky a teorii VAR procesii. Vétsina dikazt je
vytvorena autorem této prace, af uz jsou originalni, nebo prepsané a uvedené
mnohem podrobnéji.



1. Zakladni definice a vlastnosti

1.1 L? prostor

Definice 1. Bud m,n € N. Oznacme 0,, nulovy vektor dimenze m, 1,, jednot-
kovou matici dimenze m X m a O,,xn nulovou matici dimenze m X n.

Definice 2. Necht (Q,F,Q) je pravdépodobnostni prostor, kde Q je mnozina
vsech elementarnich jevi, F je o-algebra jevi z mnoZiny 0 a Q) je pravdépo-
dobnostni mira na F. Definujeme nahodnou velicinu y jako redlnou funkci na §2
splnugici podminku meéritelnosti

{weQ:ylw)<cleF
pro kazdé ¢ € R. Necht n je prirozené cislo, pak definujeme n-rozmerny nahodny

vektor jako n-rozmerny vektor nahodnich velicin. Budeme 1ikat, Ze nahodnd ve-
licina, resp. vektor vychdzi z prostoru (2, F, Q).

Definice 3. Bud n prirozené cislo. Definujeme n-rozmérny diskrétni nahodny
proces jako funkci

X:ZxR—R"

kde X(t,w) pro pevné zvolené t € Z nabjvd podoby n-rozmérného ndhodného
vektoru, zatimco pro dané w € ) generuje nahodny proces posloupnost, kterou
nazyvdme n-rozmérnou ¢asovou radou.

. . .,z . . def v v . .
ni . Vrdamci této definice, relace ekvivalence = prendsi i neexistenci, ted
Definice 4. V této d , rel kvival ,
je-li pravad strana nedefinovand, je nedefinovand i strana levd. Bud z a y ndhodné
veliciny. Symbolem E budeme rozumét stredni hodnotu t,

Ex d:d/Qx(w) dQ.

def

Necht x a y maji konecné stredni hodnoty. Symbolem cov(z,y) = E[(x — E x)(y—
— E )] budeme rozumét kovarianci ndhodngjch velicin = a vy, symbolem var(z) =
= cov (x,x) rozptyl nahodné veliciny . Vsimnéme si, Ze pro veliciny s konecnym
rozptylem kovariance splnuje podminky skalarniho soucinu.

Bud nyni = (x1, xa, ..., )" n-rozmérny nahodny vektor a y = (Y1, Y2, -, Ym)'
m-rozmeérny ndhodny vektor. Necht kaZdd sloZka vektoru x md stredni hodnotu.
Stredni hodnotu nahodného vektoru definujeme po slozkach:

Ex= (Ex,Ex,y,...Ex,).

Necht x a y maji konecné stredni hodnoty. Pak cov(z,y) bude znacit kovariancni
matici: matici n X m splnujici

(cov(z, y))i; = cov(x;,y;), Vie{l,2,..,n}, Vje{l,2,....,m}.

Nakonec definujeme rozptylovou matici vektoru x jakozto Var(z) = cov(zx, ).
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Definice 5. Necht X je vektorovy prostor. Necht || - ||: X — [0,00) je norma na

X. Pak dvojici (X, || - ||) nazgvdme normovanym linedrnim prostorem.
Necht < -, - >: X x X — R je skaldrni soucin nad X. Pak normu || - ||
splnugict

||| = V< z, x>, Ve e X,

nazyvdme normou indukovanou skaldrnim soucinem < -,- >.

Necht || - || je norma indukovand skaldrnim soucinem < -,- > a X je tuplny
v metrice prislusné (X, ||-||). Pak prostor (X,||-||) nazveme Hilbertuv a budeme
ho znacit (X, < -,- >).

Definice 6 (faktorizace). Bud = relace ekvivalence na mnoziné A. Bud a € A.
Zadefinujeme tiidu ekvivalence proku a jako [a) = {b € A : a = b}. Dovolme
znacit mnoZinu [a) libovolngm prukem mnoZiny [a]. Oznacme A~ = {[a] : a € A}.

Definice 7. Méjme dve ndhodné veliciny X a Y. Zadefinujeme relaci ekvivalence
=, kde X =Y, pokud X = Y + ¢ Q-skoro jisté pro néjaké c € R.

Definice 8. Necht A je prostor vsech ndhodnich velicin s konecnym rozptylem.
Pak £ = (Alo, cov(-,")).

Fakt 9. £? je dobre definovany Hilbertiv prostor.

Kovariance neni schopna rozlisit veli¢iny, které jsou v relaci =. To zpusobi, Ze
nékteré vysledky budou jednozna¢né az na =. Faktorizaci tento problém odstra-
nime. Prostor £2 se typicky definuje se skalarnim souc¢inem E [XY], nicméné my
potfebujeme prostor, kde je skaldrni soucin kovariance. Norma £? je odmocnina
z rozptylu.

Definice 10. £2 velicina je velicina s konecnym rozptylem. L* vektor je vektor L
velicin. Normou takovéhoto vektoru budeme rozumeét euklidovskou normu vektoru
L? norem jeho slozek (ly normu).

Definice 11. Rekneme, Ze n-rozmérny diskrétni nahodny proces X patri do L2
(je L?), pokud pro vSechny pripustné hodnoty t € Z je X (t) L* vektor.

Definice 12. Bud A matice.

1All22 = \/tr(AAY),

kde tr znaci soucet prvki na diagondle.



1.2 Kauzalita

Domluva 13. Pokud nebude receno jinak, t bude znacit cas, t € Z. Ddle n, m
budou prirozend c¢isla. X, Y a Z budou znacit diskrétni ndhodné L? procesy. Vek-
tory nebudeme vZdy vyznacovat polotucné. Jednotlivé slozky vektorového procesu
budeme znacit X(t) = (x1(t), x2(t), ..., x,(t)); analogicky pro Y (t) a Z(t). Procesy
budou mit pocatek v —oo.

Definice 14. Necht A je podmnoZina L*. Symbolem span(A) budeme rozumét
mnozinu {g: g=qfi + @fo+ ...+ @ufm,mEeN, ¢ €R, f; € A}. Uzdvérem
mnoziny A myslime nejmensi uzavrenou mnozinu obsahujici A. Plati, Ze uzdver
podprostoru je podprostor, span podprostoru je podprostor.

Necht proces X je dimenze n. Symbolem X(—oo,t] budeme chapat uzdver
span(B), kde B = {z;(s) :i,s € Z, —co < s <t, 1 <i<mn}.

Systém mnozin [ = {I(t) : t € Z} je konformni s procesem X, pokud

Vit > —oo, I(t) C X(—o0,t].

Definice 15. Uvazujme systém uzaviengch podprostori I = {I(t) : t € Z}, kde
jednotliva 1(t) spliuji ndsledujici vlastnost:

Vit > —o0, Vs € Z, s>t:1(t) C I(s).

Systém I nazgvime referencni informacni systém a jednotlivd I(t) referenéni in-
formacni mnoziny.

Definice 16. Budiz f € £% a A uzavieny podprostor L2. Ortogondlni projekci
fdo A (znacime P[f|A]) chdapeme takovou g € A, Ze cov(f — g,h) =0, Vh € A.

Budiz v L£* vektor dimenze m. Ortogondini projekci vektoru v do A (znacime

P[v|A]) chapeme jako vektor ortogondlnich projekci jednotlivijch sloZek vektoru v
do A: (P[v1]A)]), Plvs]A], ..., Plu,|A]).

Fakt 17 (Riesz). V Hilbertové prostoru ortogondlni projekce do uzavreného pod-
prostoru vidy existuje a existuje prdve jedna.

Tento fakt ndm Fika, %e ortogonalni projekce je dobfe definovand v £2. Orto-
gonalni projekce je jednoznacni az na =.

Lemma 18 (linearita projekce). BudiZ f, f1 a fo L2veli¢iny, r € R a P orto-
gondlni projekce do I — wzavieného podprostoru L£*. Pak P je linedrni operdtor

v L2 necht f = fi+ fa, pak P(f) = P(f1) + P(f2) a P(rf) =rP(f).



Diikaz. Necht h patii do I. Pak

cov(f = P(f1) = P(f2),h) =cov(fi+ fa— P(f1) = P(f2),h) =
= cov(fi = P(f1),h) + cov(f2 — P(f2),h) =0+ 0 =0.
Tedy P(f1) + P(fs) je ortogondlni projekei f do I.
Déle 0 = rcov(f — P(f),h) = cov(rf —rP(f),h). Tedy rP(f) je ortogonalni

projekei rf do I.
O

Definice 19. Necht A, B jsou podprostory a A, resp. B mnoziny vsech vektori
obsazengch v A, resp. B. Pak A+ B znacime uzdvér span(AU B).

Budiz I referencni informacni systém a X, Y procesy. Pak symbolem Ix rozu-
mime posloupnost spliujici Ix(t) = I(t) + X(—oo,t]. Ddle umoznime zapisovat
indezy indexi zprava do hlavniho indexu: Ix, = Ixy.

Definice 20 ((Grangerova) nonkauzalita). BudiZ X, Y L* procesy, I referencni
informacni systém konformni s X a h prirozené cislo znacici horizont kauzality.

Vv

Vt > —o0: P[X(t+ h)|I(t)] = P[X(t+ h)|Iy(t)].
Znacime Y4 X|I.

2) Rekneme, Ze Y nezapricini X do horizontu h vzhledem k I, jestlize Y X|I
k
prok =1, 2, ..., h. Znac¢ime Y/ X|I.
(h)
3) Rekneme, Ze Y nezapiicini X vzhledem k I, jestlize Y/ X|I pro k = 1,
k

2, 8, ... . Znacime Y/ X|I.

Kauzalita (pficina) je fyzikdlni vlastnost. Uvazujme (fiktivni) data o zasazich
pozarnikii a vyplaceni pojistného za poskozeni ohném. Z dat ndm vyplyva, ze
pritomnost pozarniki je vzdy nasledovana vyplacenim pojistného. Z dat se miize
zdat, ze pozarnici zpusobuji vyplaceni pojistky. Je to az fyzikalni zkusenost, ktera
nam 1ikd, ze ve skutecnosti oba jevy maji spolecnou (pro nas v datech skrytou)
pri¢inu. Data ndm tedy neumoznuji potvrzovat kauzalitu. Nicméné ji umoznuji
vyvracet — proto definujeme nonkauzalitu. Absence nonkauzality upozornuje na
mozny kauzalni vztah, nicméné ho negarantuje.

Lemma 21 (vnofovani projekci). BudiZ I, J uzavrené podprostory L£*, I podpro-
stor J. Necht f € L2, pak P[P[f|J]|I] = P[f|I].
Diikaz. f — [P[f|J] L J, o to vic f —[P[f|J] L I. Pak

PIP[fIJ]II] = PIf = f + P[fIJ]|1] =
= Plf|I] = PIf = PIf[JIU] = PLfII] = 0 = Pf[I].

V druhé rovnosti vyuzivame linearitu projekce.
]



Lemma 22 (charakteristika nonkauzality). Bud X, Y procesy L2, I referencéni
informacni systém konformni s X a h prirozené cislo. Pak ndsledujici je ekviva-
lentni:

e PIX(t+ WIIW)] = PLX (4 )| (0),
o X(t+h)— P[X(t+ h)|I(t)] je kolmé na Iy(t).

Dukaz.

1 = 2: Z predpokladu mame
X(t+h)—PX({Et+h)|I(t)=X(t+h)— PX(t+h)|Iy(t)],

tedy X (t+h)— P[X(t+h)|I(t)] je z definice ortogonélni projekce kolma na Iy (t).

2 = 1: Bud g € Iy(t). Pak cov(X(t + h) — P[X(t + h)|L(t)],g) = 0
z predpokladu. Pak ale z definice ortogonalni projekce je P[X(t + h)|Iy(t)] =
= P[X(t+ h)|I(t)].

[l

Lemma 23. Necht I je referencni informacni systém konformni s procesem X.
X je dimenze n, Y je dimenze m. Pak ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:

1. YA X|I
h

2. YA x|, Vie{1,2,...,n},
h

3.y A XL, Vie{l1,2,..,m),
h

4oy Al Vie{l,2,...m},Vje{1,2, .. n}.
h

Diikaz. Ekvivalence mezi 1, 2 a 3, 4 plyne z definice projekce vektoru jakozto
projekce jednotlivych slozek.

1 = 3:Plati I C I, C Iy. Tedy

PIX(t + h)[L, ()] = PIPIX(t + h) Ly ()] [y, (1)) = PIPIX (L + R[]y, (1)] =
= P[X(t+ h)|I(t)].

V prvni rovnosti pouzivame vnorovani projekci a v druhé predpoklad.
3 = 1: Z predpokladu a charakteristiky nonkauzality je
X(t+h)—[X(t+ h)|I(t)] kolmé na I,,(t), Vie{l,2,...,m}.
Je tedy také kolmé na Iy (t) = I + y1(—o00,t| + ... + ym(—00,t]. Tudiz z charakte-

ristiky nonkauzality je P[X (t + h)|Iy ()] = P[X(t + h)|1(t)].
[



1.3 VAR(p) a VMA(q) procesy

Definice 24 (VAR(p) proces). Bud'p € N'Uoo. (Diskrétni) L* proces W dimenze
m se nazyvd VAR(p) proces, pokud splriuje ndsledujici vlastnost:

Wi(t) = i'ﬂjW(t —J) +al(t), Vit > —oo, (1.1)

=1

kde m; jsou matice typu m x m a a(t) je m-rozmérny ndhodny vektor. Budiz 3,
rozptylovd matice typu m x m. PoZadujeme, aby a(t) L W(—o0,t), E a(t) = 0,,,
cov(a(t),a(s)) = Omxm a Var(a(t)) = X,, YVt € Z, s € Z, t # s. Navic, je-li
p nekonecno, Z§:1 mW(t — j) musi byt I* konvergentni sumou L* wvelicin. To
znamend, Ze

N
AK <00, YN € N« |[Var(3_ m;W(t — 5))||22 < K.

=1

Nazveme matice 7; autokovariancnimi maticemi procesu W a matici X, rozptylo-
vou matici sumu procesu W. Autokovariancni matice a rozptylovou matici Sumu
procesu. W nazgvdme parametry procesu W. O (1.1) budeme také hovorit jako
o VAR(p) reprezentaci procesu W.

VAR proces znamena Vektorovy AutoRegresivni proces. Podivame-li se na
data z VAR(p) procesu, suma je nendhodnou linedrni kombinaci p predchozich
hodnot a a(t) je ndhodny Sum. Rozptylova matice a(t) nesmi zaviset na t. Je-li
rozptylova matice a(t) reguldrni, a(t) se nazyva bily Sum.

Definice 25 (VMA(q) proces). Bud q € N'Uoo. (Diskrétni) L* proces W dimenze
m se nazgvd VMA(q) proces, pokud spliuje ndsledujici vlastnost:

W(t) = i@/)ja(t —7), Vit > —o0, (1.2)

kde v; jsou matice typu m x m, 1 je jednotkovd matice. Pozadavky na a(t)
jsou stejné jako v predchozi definici. Je-li q nekonecno, 23:1 pia(t — 5) musi byt
I konvergentni sumou L* wvelicin. O (1.2) budeme také hovorit jaké o VMA(q)
reprezentaci procesu W.

»,VMA process“ v anglictiné znamena ,,Vector Moving Average process“. Hod-
nota procesu v Case t je jakymsi vazenym primérem Sumu a(t) v g predchozich
krocich.

Definice 26. Bud (b(t))icz a ® = (7;)52, maticové rady. Oznacme MAT prostor
vsech maticovyjch rad indexovanych celym cislem. Definujeme operdtor posunuti
B: MAT — MAT nasledujicim predpisem.:

B"b(t) Zb(t—n), t€Z nehN.



Definujeme dosazent operdtoru do tady: m(B) £ o0 m;BY.

Meéjme VAR(p) proces W jako z definice . Zadefinujeme maticovou rTadu 0
nasledovné: Oy = 1, 0, = —m;, 5 € N, 1 < j < p ab; = 0pxm,j > p. Proces
W(t) muzeme prepsat jako

0(B)W () = iejvv(t —j) = a(t).

Za urcitych predpokladii existuje I* konvergentni tada v takovd, Ze v)(B)0(B) =
= 1,,B® — identita. V takovém pripadé miZeme 1)(B) vyndsobit zleva a dostat
VMA reprezentaci procesu W:

W (t) = ¢(B)a(t).

Definice 27. Bud W(t) proces. Rekneme, Ze proces je (slabé) staciondrni, pokud
splnugje nasledujici podminky:

E[W(t)?] < oo, Vt e N,
E[W(#)] = E[W(s)), Vt,s €N,
cov(W(t),W(s)) = cov(W(0), W(t —s)), Vt,s € N.
Dile, bud I referencni informacni systém. Necht ¥t,s € Z,t < s : W(oo,t] L
L I(s). Pak rekneme, Ze I je nekorelovany s procesem W a budeme znacit I L W.

Definice 28. Bud W(t) VAR(p) nebo VMA(q) proces. Rekneme, Ze proces je
requldrni, pokud det X, je nenulovy. Bud nyni W(t) VMA(q) proces. Rekneme,
ze proces W(t) je invertibilni, pokud ma VAR(p) reprezentaci.
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2. Kauzalita VAR(p) procesu

Definice 29. (Diskrétni) L* proces W(t) dimenze m se nazjvd zobecnény VAR
proces, pokud splnuje ndsledujici vlastnost:

W(t) = u(t) + f:ij(t —J) +a(t), Vit > —o0,

kde ; jsou matice m x m, a(t) a p(t) m-rozmérné ndhodné vektory. Oznacme
H uzavreny podprostor L£2. PoZadujeme, aby pro vsechny pripustné hodnoty t bylo
w(t) € H. Ddle poZadujeme, aby E a(t) = 0, cov(a(t),a(s)) = 0, a(t) L H +
+ W(—o0,t),Vt#s, t € Z, s € Z. Navic, Y32, m;W (t — j) musi byjt I* konver-
gentni sumou L? velicin.

Oproti VAR(p) procesu, v zobecnéném VAR procesu povolujeme, aby a(t)
mélo v ruzném case jinou rozptylovou matici a povolujeme existenci p(t) — ty-
picky konstanta. I kdyz poznatky z této kapitoly plati i pro zobecnéné VAR
procesy, v této praci se omezime na praci s VAR(p) procesy. Zdroj [2] uvadi verze
vét pro zobecnéné VAR procesy.

Pozorovani 30. Necht f je L? funkce a P ortogondlni projekce do I, uzavieného
podprostoru L2. Pak ||f]| > ||P(f)]|.

Diikaz. 7 Pythagorovy véty ||fI|> = ||P(N)|I? + ||f — P(f)||*>. Norma f — P(f) je
nezaporna.

[]

Lemma 31 (spojitost ortogondlni projekce). Bud ()%, posloupnost L* velicin
s limitou v f. Bud P ortogondlni projekce do I, uzavreného podprostoru L. Pak

lim, oo P(fn) = P(f).
Vzdélenost £2 funkei mé&fime pomoci £2 normy.
Diikaz. Zvolme ¢ a k nému N takové, ze ||f — fa|| < e pron > N. Pak
1P(f) = PO =P = fll < I = full <e.
V rovnosti pouzivame linearitu ortogonalni projekce, v prvni nerovnosti pozoro-

vani B0l
Il

Priklad 32. Uvazujme W — m-rozmérny VAR(p) proces a referencni informacni
systém I L W. Bud h € N. Spocteme P|W (t + h)|Iw(t)].

BUNO uvazujme p = co. Jinak rozsfi{me proces na VAR(c0) proces tak, ze
zvolime 7; nulové matice pfislusné dimenze pro j € {p +1,p+2,...}.

11



Uvazujme N € N, oznacime || 3232y m;W(t + h — j)|| = €. S rostoucim N
¢ konverguje k 0 (z konvergence sumy). Z pozorovani [31] je

IPLS w0 e+ = ) 0] < =

Z nekorelovanosti a(t + h) s W(—o0,t) a I dostavame
Pla(t + h)|Iw (t)] = Op,.
Nakonec, z konformnosti Iy, vici W je

PW(t —n)|Iw(t)] =W(t—r), Vr e Np.

Uvazujme h = 1.

P[W(t+1)|Iw(t) ij (t—j+1)+ ijW(t—j+1)+
N—
+a(t+ 1) Iy (t) Z W(t—j+1)|Lw(t) +PZ7TJ (t— 4+ 1) Iy (t)]+
B N—
+ Pla(t + 1)| Iy (t) Z W(t—j+1)+ Ple|Iw(t)] + 0.

Posleme-li N do nekonecna, Ple|I(t)] zkonverguje k 0,, a ze spojitosti ortogonalni
projekce dostavame

PIW(t + 1)|Iw(2) Zw] (t—j7+1). (2.1)

Nyni uvazujme h libovolné. Pro N > h mame

P[W (t+h)|Iw(t) Zw] (t—7+h)|Iw(t) +PZ7TJ (t—7+h) | Iy (t)]+
P[iij(t—jJrh)HW(t)]JrP[ (t+ 1) T (1) Z@P (t—j+ BT (D) +

+ Z W (t —j + h) + Ple|Iw (t)] + 0.
i=h
Analogicky jako vysSe dostaneme
PW(t + h)|Iw(t) Zw] W(t —j+ hlTw(t) +Z7rj (t—j+h). (22
Projekce musi byt (nekonecnou) linearni kombinaci W(t +1—j3), j = {1,2,..., }:
P[W(t+ h)|Iw(t) Zw W(t+1-—7). (2.3)

12



Dosazenim rovnice (2.3) do (2.1) a porovnanim koeficienti pred W(t + 1 — j)

dostavame 7Tj(1) = ;. Indukef, dosazenim do (2.2) a porovnanim koeficientti do-

stavame 7r]( D Tjth + El 1 Th— 1+17r . Bude se hodit dodefinovat 7r( ) = =1,
Plati, ze 7r(hJr Ize ekvivalentné definovat jako 7; (1) — j(}fr)l + 7T§h)71']

Definice 33. W(t), m-rozmérny VAR(p) proces, si rozdélime na tri podprocesy:
W(t) = (X(@),Y(t),Z(t)"). Budeme zkoumat kauzalitu procesu Y na X. Proces
Y mize na X pusobit neprimo pres Z. Oznacime si dimenze procesu X, Y, Z po
radé my, mag, m3, dale m = mi+ms+ms. Oznacime si bloky matice 7T(h) z prikladu

133 jako

h h h
Wg(;(j Wgﬂ)/j g()zj
(h) _ (hy — _(h) _(h)
j Tyx; Tyvy; Tyz;
(h) (h) (h)
Tzx; Tzy; Tzzj

Vyznam blokll nam osvétli nasledujici véta.

Véta 34. Méjme referencni informacni systém I. Necht W je VAR proces. Budiz
W L I. Pak podminka

T, =0,  YjieWN,

je postacujici pro YA X|Ixz.
h

Diikaz. Oznac¢me J(t) = W (oo, t]. Aplikaci postupu z prikladu [32| dostaneme
P[W (t + h)|J(t) th)Wt—l—l—])
j=1
O to vic plati
P[X(t+ h)|J(t) Zﬂh)Wt+1—]))
j=1
kde dolni index X znamend, ze bereme pouze slozky procesu X (prvnich m; slo-
zek). Pfepsanim matic 7; dle definice |33|a vyuzitim W (t) = (X (¢)", Y (¢)", Z(¢)")’
ziskavame
P[X(t+ h)|J(t) i (T X (1 — )+ 7y, Y (E+1—5)+
=1
J Ty 2+ 1 - ).

7, predpokladu nulovosti w%‘;j plati:

PIX(t+h)J(1)] = S (w¢h, X (E+ 1= j) + 7y Z(t+1 - ).
j=1

13



Postupnym vnotrenim projekci ziskame

PIX(t+ h)[xz(t)] = PIP[X(t+ h)[J ()] xz(1)] =

P n Xt +1—j) + a1y Z(t+ 1 — j)|Ixz(t)] =
j=1

o0
=Y m Xt +1—j) + Ay Z(t+1—j) =

V predposledni ekvivalenci vyuzivame, ze vSechny ¢leny sumy jsou prvky Ixz(t).
Korektnost zdmény nekonecné sumy a projekce muzeme odtvodnit podobné jako
v pifkladu 32

m
Za predpokladu regularity procesu plati i opac¢na implikace.

Matice 7T§h) mé (za urcitych predpokladi) vyznam projekce hodnoty W (t — j)

do W (t + h). Jak vidime z pfedchozi véty, ng),j mé (za urcitych predpokladit)
vyznam projekce hodnoty Y (¢ — j) do hodnoty X (¢ + h). Rozepiseme-li si druhou

definici WJ(hH) pouze pro wg?;jl ) po slozkach, dostaneme
ht1 h h h h
ﬂ—g(Yj) = Wg())/(jﬂ) + Wg(;ﬂWXYj + 7Tgﬂ)/ﬂTYYj + 7Tg()ZNTZYj- (2.4)

Definice 35 (kauzalni fetéz). Bud W = (X1, X}, .. X)) VAR(p) proces jako
z definice [24, N € N, i € {1,2,.,N}, k; € {1,2,...,p} a ji € {1,2,...,n}.
Definujeme univerzdilni relaci v { X}, X5, .. X! WV x {1,2,...,p}V =L, kterou budeme

v kl kg kN—l ~ v kl kz kN—l .
znacit X;, — X;, — ... —— Xj,. Rekneme, Ze X;, — X;, — ... — X, je

kauzalni vetéz z X;, do X, pres Xj,, ..., Xy, délky SN k;.

Z definice VAR(p) procesu je vidét, ze hodnota Y (¢) muze hodnotu X(t + h)
ovliviiovat pouze pres autokovarianéni matice. Kazda ,cesta“, jak muze Y(t)
ovlivnit X(¢ + h), odpovidd jednomu kauzdlnimu fetézu z Y do X délky h. Ana-
logicky, kazdy kauzalni fetéz z Y do X odpovida jedné ,cesté“, jak muze Y(t)
ovlivnit X(¢+ h). U nonkauzality z Y do X v horizontu h bychom predpokladali,
ze vezme v potaz vSechny kauzalni fetézy z Y do X délky h. Z prvni definice matic
7T](h) z prikladu [32| a z definice |33| je mozné nahlédnout, ze Grangerova nonkauza-
lita se tak opravdu chova. Existuje vice neekvivalentnich definic nonkauzality, né-
které prehlizeji nékteré kauzéalni fetézce, jiné naopak pozaduji silnéjsi podminky
nez ,neovliviiovani se pres kauzalni retézy“.

Véta 36. Necht VAR proces W = (X', Y', Z") je reqularni, bud I referencni
informacni systém I L. W a bud Y4 X|Ixz. PakVj € N plati
(h)

(h+1) (k)
Txyj — Tx1T2yj-

14



Dikaz. Zvolme j € N pevné. Z regularity a nonkauzality plati, Ze WE?)YZ = 0,
k=1,2,....h;i € N. O to vic nﬁ?&um = 0,7&3)/1 =0a7mxys = ng,l = 0.
Predposledni rovnost plyne z definice 7&2,1. Dosazenim do (2.3) dostaneme do-
kazovanou rovnost.

]

vV

Jak vidime, i kdyz Y nezapric¢ini X do horizontu h, nonkauzalita se mize po-
kazit v horizontu h + 1 ptisobenim pres podproces Z. Nastava otazka, jestli non-
kauzalita do néjakého horizontu h uz miize garantovat nonkauzalitu pro vSechny
horizonty. Ukazeme vétu, ktera tuto otazku zodpovi pro koneéné procesy.

Véta 37. Necht W = (X', Y, Z") je konecny VAR(p) proces. Necht I je refe-
rencni informacni systém, I 1. W. Oznacme mz dimenzi podprocesu Z. Necht ddle
Ty, =0, Vi € N,Vh € {1,2,...,msp+1}. Pak Y X|Ixz.

Dikaz je velice technicky a vétu nebudeme k odhadu meér kauzality potte-

bovat, proto ditkaz vynechdme. Véta je uvedena a dokdzéna ve zdroji [2] pod
nazvem Proposition 4.5.

Véta 38. Méjme invertibilni VAR(p) proces W(t) s VMA(q) reprezentact
q
t)=>_ vjalt —j).
j=1
Pak +; = 7T§j ),

Dikaz. Mé&jme fadu 0 jako v definici . Ukézeme, ze tada (W%j))j-zo je jejim
inverzem. Protoze inverz fady je jednoznacny, odtud plyne dokazovand rovnost.

Bud vzdy k,l € V.

zp:(eij)Z(ﬂj)BJ Zw] ) (Lo +Z7T1 BY) =

=0 j=0 j=1
- ) (5)1 12
=1,, + Z[le o Z mm | B =
j=1 ktl=j
any (k+1) F) 11
=1n+ Z Z m - 7Tl+1]BJ =
k=)
p+q

=1,, + Z[?ng) — 7T§j) + Wéj_l) Wéj Dy o+ 7T(1) 7Tj(-1)]Bj

=1
V prvni rovnosti dosazujeme do sumy a vyuzivame fakt, ze ﬂo) = 1,,. V druhé
rovnosti roznasobujeme sumgf Ve treti rovnosti pouzivame vysledek prikladu |32
ze T = 7Tj(1) a W%h)ﬂj = 7r]h+1 7T]+)1

]
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3. Miry kauzality

Definice 39. Necht X je proces, I referencni informacni mnozina, t € Z, h € N.
Definujeme ndsledujici znaceni:

UX(t+h)|It)] = X(t+h)— P[X(t+ h)|I(t)],
Y[X(t+ h)|I(t)] o Var([U[X (t + h)|1(t)]).

U[X (t+h)|I(t)] nazveme chybou predpovédi, X[ X (t+h)|1(t)] nazveme rozptylovou
matici chyby predpovédi. Ddle jesté zadefinujeme

o[X(t+ h)|I(t)] E var([U[X(t + h)|I(1)])

pro jednodimenziondlni X.
Priklad 40. Budiz W = (X', Y', Z')" invertibilni VAR(p) proces a I referencni
informacni systém, W L I. Chceme vyjadrit 3[X (t + h)| Iy (t)].

Zaobirejme se nejprve U[W (t+ h)|Iw (t)]. Zapiseme si proces W (t) v jeho MA
reprezentaci:

zzwja(t—] Zﬂ' a(t — j).
=0

V druhé rovnosti pouzivame vétu 38, Posunutim ¢asu o h kroku dozadu dostéavame
W(t+h)= Zwl (t+h— 7).

Necht s € Z, pak a(s) € Iy (t) pro s < t a a(s) L Iy(t) jinak. Tedy chyba
piedpovédi U[W (t + h)| Iy (t)] = S1=5 7r§ a(t + h — j). Nyni provedeme vypocet
S[W(E+ h)w (1))

7, definice mame

S[W(t+ h)|Lw(t)] = Var(U[W (t + h)|1(t)]) = Var(z_o a(t+h—7)) =
hzlhzlﬂl (t+h—7j)a (t—i—h—kz)/ﬂk)/):
—%f%in a(t+h - j)a(t+h—k))r" " =

—Zm S,

V treti rovnosti pouzivime nulovost stiedni hodnoty a(t), v posledni rovnosti
pouzivame nekorelovanost a(t) a a(s) pro rizna s a t.
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O to vic

SIX (4 Wl (0] = 3 (xm) Sy,

J=0

kde Jx = [Ln,Omy+ms) je matice, kterd z vektoru procesu W vrati pouze slozky
podprocesu X.

Definice 41 (restringce procesu). Bud N,m € N, ay, a9, ...,a, € {1,2,..., N},
a; < ay < ... < . Necht je W= (X1, X}, X3,..., X)) proces. Pak procesem

s / / / /
Wlix,, X1, Xy, TOZUMEME proces (X0, X0, X0 ).

Fakt 42. Bud W(t) stabilni requldrni invertibilni VAR proces. Pak jeho restringce
je také stabilni requldrni invertibilni VAR proces.

Definice 43 (mira kauzality v horizontu h vaéi I). Necht I je referencni infor-
macni systém, X, Y, Z procesy, h € N horizont a t € Z. Nadefinujeme miru
kauzality

detS[X (t + h)|Ix(t)]
detS[X (£ + h)|[Ixy (1)] ]

@Wﬁxmﬁm

kde 0/0 = 1.

Uvazujeme-li X a Y jednodimenzionalni podprocesy, mizeme zapsat relativni
rozdil rozptyli chyby projekce do Ixy naproti Ix jakozto

o[ X(t+ h)|Ix(t)] — o[ X(t + h)|Ixy(t)]
o[ X(t+ h)|Ix(t)]

Mira kauzality mtize nabyvat hodnot mezi 0 a oo a snazi se postihnout, jak moc
nam znalost podprocesu Y pomiize s predpovédi procesu X. Ve vice dimenzich
determinant pouzivame pro meéreni ,velikosti“ matice. Nevyhodou je, ze pokud
jsme schopni extrémné dobte predikovat jednu slozku podprocesu X v horizontu
h, determinant rozptylové matice chyby predpovédi bude velice blizko 0. Pokud
nam podproces Y pomitze skoro presné predikovat jednu slozku podprocesu X
v horizontu h a nepomtize s predikci ostatnich slozek X, mira kauzality nam
stale vyjde velice blizko co. Tento problém lze ovSem odstranit pocitanim mér
kauzality CL[Y - X;|Ix] pro vsechny slozky X; podprocesu X.

=1—exp[-CL[Y - X|I].

Lemma 44. Bud A symetrickd pozitivné definitni matice n X n a B nenulovd
symetrickd pozitivné semidefinitni matice n X n. Pak det(A + B) > det(A).

Diikaz. Bud A = LL’ a B = KK’ z Cholského rozkladu. Ozna¢me C = L~'BL'~1.
Pak (A+B) = L(1,, + C)L’ Matice C je pozitivné semidefinitni: bud v nenulovy
vektor délky n, pak

VLKK'L'w = (K'L'v) (K'L'v) > 0.
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Matice C je nenulova: matice L a L’ jsou regularni, tedy hodnost C je rovna
hodnosti B, ktera je nenulova. Oznacme g, ..., 4, vlastni ¢isla matice C. Tato
¢isla jsou vétsi nebo rovna nule. Pak vlastni ¢isla matice 1,, + C jsou vétsi nebo
rovna jedné. Protoze determinant matice se rovna soucinu jejich vlastnich c¢isel
a matice C m4 alespor jedno kladné vlastni ¢islo, det(1,, + C) > 1. Tedy

det(A+B) = det(L(1, + C)L’) = det(L)det(1,, + C)det(L’) =
= det(L)det(L")det(1,, + C) = det(A)det(1,+ C) > det(A).

[
Tvrzeni 45 (charakteristika nonkauzality II). Bud W = (X', Y’, Z’)', VAR(p)

proces, I referencéni informacni systém, I L. W a h € N horizont. Necht plati
ndsledujici podminka

det(S[X(t + h)|Ixy(t)]) > 0,
pak

PIX(t+ W) Lx(8)] = PIX(t 4 h) Ly (1)] <= Ci[Y — X|1] = 0.

Diikaz. Zacneme s implikaci zleva doprava.

PIX(t 4 h)|Ix(t)] = P[X (¢ + h)[Ixy ()]

UIX(t+ h)x(1)] i UX (1t + h)[Lxy (t)]

NX(E A+ h)|Ix(t)] i SX(E A+ 7)) Ixy (1)]
ColY - X1 i In(1) = 0.

Druhou implikaci dokdZeme nep¥fmo, necht
PIX(t+ h)Ix(®)] + f(t) = PX(t+ h)| Ly (1)),
kde f(t) € Ixy(t), f(t) # 0. Pak mame
UIX(t+ h)x ()] = f(t) = U[X(t + h)[Ixy ()],
A tedy

X+ M) xy ()] = Var(U[X(E + h)|[Ix ()] = f(t)) =
= Var(U[X (¢ + h) [ Lx (t)]) = 2cov(U[X (¢ + h)[Ix (t)], f(#)) + Var(f(t)) =
= X[X(t + h)[Ix (8)] + Var(f(1)),

kde

cov(U[X (t + h)|Ix (8)], f(t)) =0,
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protoze f(t) € Ixy(t) a U[X(t+h)|Ix(t)] L Ixy(t). Rozptylové matice jsou pozi-
tivné semidefinitni a z predpoladu je X[ X (¢ + h)|Ix(t)] regularni, tedy pozitivné
definitni. Dale f(t) je nunulova, tedy Var(f(¢)) je nenulova. Pak z lemmatu |44 je

det(S[X (t 4+ h)|Ixy (t)]) = det(Z[X (¢ + h)|Ix(¢)] + Var(f(t)) >
> det(X[X (¢ + h)|Ix(t)]
a tedy

detX[X (t + h)|Ix(t)]

A= X (¢ + W) I )]~

ColY — X[I] =1n
m

Piiklad 46. Budiz W = (X',Y', Z') invertibilni VAR(p) proces, Z VAR(q)
proces a I referencni informacni systém, (W, Z ) L 1. Predpokldadejme, Ze procesy
W a Z se navzdjem ovliviugi a (W, Z) tvori invertibilni VAR(r) proces. Ddle
h € N. Nejprve vysvétlime, jak miZeme pocitat miru kauzality v horizontu h,
pak si obohatime proces Z o proces Z a podivime se, jaky to mize mit efekt na
hodnotu miry kauzality.

Mira kauzality v horizontu h vuci I je funkci rozptylovych matic podprocestu
procesu W. Rozptylové matice muzeme ziskat aplikaci piikladu [40j na W [x a
W Ixy. Protoze W [x = (W’,Z,)' [x ana W [xy = (W’,Z,)' [ xy, znalost
procesu Z nam nezméni miru kauzality. Mira kauzality dokonce (primo) nezavisi
na procesu Z (i kdyz zména struktury Z muze zménit strukturu W [xy nebo

Wix).

Nyni uvazujme miru kauzality v horizontu h viéi 1.

detX[X (t + h)|Ixz(t)]
detE[X(t —+ h)‘[)(yz(t)]

CL[Y 7 Xllz] =In

Miru muzeme opét vypocitat aplikaci prikladu [0}, tentokrdt na W [xz a W.
Nyni obohatime proces Z o proces Z a uvazujme Cp[Y — X|I,]. Ukadzeme, ze

mira kauzality miize vzrist i klesnout.
Nejprve necht Z je generator $umu procesu X. Uvazujme konkrétni procesy,

dimenze ~)/( .Y a Z bud 1, dimenze procesu Z bud 0. Autoregresivni matice procesu
(X",Y', Z') bud

05 1 1
0 00
0 00

a rozptylova matice Sumu procesu (X', Y’ Z /)’

0
0].
1

o O =

0
1
0
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Muzeme si predstavit, ze Sum procesu Z ma rozdéleni rovné normalnimu (0, 1)
rozdéleni a hodnota Sumu X ma rozdéleni rovné normalnimu (0, 1) plus rozdéleni
sumu procesu Z v predchozim kroku.

Dopocteme, ze autoregresivni matice procesu (X', Y') je
0.5 1
0 0)°
0.5 1
0 0

Dopocteme, ze rozptylovd matice procesu (X', Y') je

2 0
0 1)’
2 0
01
(0)

Vypocteme miru kauzality v horizontu 1; vyuzijeme, Ze matice 7; ’ jsou rovny
jednotkové matici. Miry kauzality vyjdou

=~

procesu (X', Z') je

a procesu X je (0.5).

=~

procesu (X', Z') je

a procesu X je (3).

1-3-1

WG 6 e e

CL[Y —1> Xllz] =1In

e |(19) (o 1) (3 1) 0 1) o).
CulY 3 Xllzz] =1 100\ /LOO\/LO O /I
det(100)010 o1 o0|l|lo1o0]]fo0
00 1/\0oo0 1/\o o 1/\o

Nyni necht Z~ je generator sumu procesu Y. Uvazujme konkrétni procesy,
dimenze X, Y a Z bud 1, dimenze procesu Z bud 0.
Autoregresivni matice procesu (X’,Y”, Z') bud
05 1 0
0 01
0 00
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a rozptylova matice Sumu procesu (X', Y”, Z,)’

100
010
0 01

Dopocteme, ze rozptylova matice procesu (X', Y') je

o2)
o)

~1!

procesu (X', Z') je

a procesu X je (3).
Miry vyjdou

Co[Y = X|I,7] = m[2].

Mira kauzality vaci I nam rika, jak moc velky vliv maji data z podprocesu Y
na podproces X . Podproces Z nemé vliv na miru kauzality. V praxi nemusime mit
k dispozici parametry procesu W, jenom data z néj. V tomto pripadé nam data
z podprocesu Z mohou zlepsit odhady parametri procesu W. Mira kauzality
vici I, zanedbava kauzalni fetézce tustici z podprocesu Z. Podproces Y miize
stale plisobit na podproces X pres Z, ale naptiklad pusobeni Z — Y — X jiz
neprispiva k velikosti miry kauzality.

V praxi nelze jednoznacné tici, kterd z téchto mér je lepsi; i kdyz mira vici I
umozni odstranéni fetézce Z — Y — X (v analogii si miuzeme predstavit Y jako
pritomnost pozarniki, X jako vypldceni pojistky a Z jako pozar), Z mize byt
vyrazny generator Sumu X . Pak nadm muze vyjit mira kauzality Y na X vyrazna,
i kdyz ndhodnost podprocesu Z ovliviiuje hodnoty procesu X tadové vice nez
kauzalita Y na X. Je mozné obé miry kombinovat a brat miru kauzality vaci Iy,
kde U je podproces Z.

Definice 47 (mira okamzité kauzality v horizontu h vici I). Necht I je referencni
informacni systém, X, Y procesy, h € N horizont at € Z. Oznacme R=(X’, Y’)’
Nadefinujeme miru okamzité kauzality mezi X a Y jako

detS[ X (¢ + h)|Ixy (t)]detX[Y (¢ + h)|[Ixy (t)]
detX[R(t + h)|[Ixy (t)]

cmxzwﬂﬁm
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Pro ptipad, kde X a Y jsou jednodimenzionalni procesy, lze miru prepsat jako

CrlX - Y|I] = —In[1 — cor(U[X (¢t + h)|Ixy ()], U[Y (t + h)|Ixy (t)])?].

Tedy mira se snazi postihnout, jak moc jsou chyby projekce X (t+ h) a Y (t + h)
do Ixy(t) spolu korelované.

Definice 48 (mira zavislosti v horizontu h vuci I). Necht I je referencni in-
formacni systém, X a Y procesy, h € N horizont a t € Z. Nadefinujeme miru
zavislost Y na X jako

CLY XY = CLX — Y |I) 4+ ColY - X|I]+ Co[X — Y1)

Tato mira se snazi postihnout, jako moc jsou procesy X a Y v horizontu h
propojeny. Ozna¢me R = (X'Y’)". Pak miru zavislosti v horizontu h lze prepsat
jako

detS[ X (t + h)|Ix (¢)]detS[Y (¢ + h)| Iy (t)]
detS[R(t + h)|Ixy (t)]

cMX,Y|I] =In
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4. Odhady mér kauzality

4.1 Nastroje

Definice 49. Bud A matice m x m. Pak
VeC(A) dZEf (Alla A21> ceey Amh A127 AQQ, ey Am27 ceey Amm)/7
VeCh(A> d:ef (AH, A21, ceey Amh A22, A32, ey Amg, A33,..., Amm)/

Operator vec prepise prvky matice do vektoru, operator vech prepise do vek-
toru pouze prvky na a pod diagonalou.

Definice 50. Bud W(t) VAR(p) proces dimenze m a j € Z. Zadefinujeme
L(j) = EWOW(t+ )]

Dile Ty, bude znacit matici km x km, jejiz (i, j)-tg m x m blok odpovida T'(i — j).

Definice 51 (odhady nejmensich ¢tverct). Bud W(t) VAR(k) proces, T € N
a mejme k dispozici meéreni W (1), W(2), ..., W(T'). Zadefinujeme si ndsledujici
statistiky:

w(t) = (() W(t—=1), .. W(t—-k+1)),

poa Ly
k_f
T t=k
def 1 =1
L = }: W(t+1)
t k+1

T(k) = [Tk, Fogs oo ] = T Ty

Meéjme VAR(o0) proces a méfeni z néj. Checeme odhadnout jeho parametry.
Pouzijeme méfeni pro odhad parametri VAR(k) procesu metodou nejmensich
¢tvercu — fekneme, ze proces aproximujeme procesem VAR(k). Budeme doufat,
ze rozptylovad matice Sumu a autokovarianéni matice VAR(k) procesu dostatecné
dobte aproximuji rozptylovou matici a prvnich k£ autokovarian¢nich matic ptivod-
niho procesu. Tento napad formalizuje nasledujici véta.

23



Véta 52 ((slabd) konzistence odhadti nejmensich ¢tverct). Budiz W(t) inverti-
bilni stabilni VAR(oo) proces dimenze m jako v definici . BudT e N akeN;
T znaci pocet mérent, k je funkci T. Méjme k dispozici mérent W(1), ..., W(T).
Oznacme a(t) = (a(t)1,a(t)s, ...,a(t)m)". Ddle oznacme 7(j) = m,ms,...,m;. Na-
konec, necht jsou ndsledujici podminky splneny:

o Efla(t)ia(t)ja(t)qa(t).|] < oo, 1<i<j<g<r<m,
° hmTﬁoo k?’/T = 0,
o limp_,o k12 Y2 i |Imsll2,2 = 0.

Pak pro odhady nejmensich ctverci z definice |51 plati:

o |J7k) = 7(k)|l2 20 proT — oo,

. ||ia\k_2a||2722>0 proT — oo.

Symbol s smad konvergenci v pravdépodobnosti. Dikaz je uveden v Lewis,
R., Reinsel, G.C., 1985. Prediction of multivariate time series by autoregressive
model fitting. Journal of Multivariate Analysis 16, 393411, Theorem 1.

Véta 53 (o spojité transformaci). Necht X, X1, Xo, ... jsou k-rozmérné ndhodné
vektory a funkce g : R¥ — RP je funkce, kterd je spojitd s. j. (aZ na mnoZinu
miry 0). Pak

X, 4 X = g(X,) D g(X).

Véta 54 (Wold’s Theorem). Bud W (slabé) staciondrni proces. Pak md VMA(c0)
reprezentact.

4.2 Bodovy odhad Y[X (¢t + h)|Ix/]

V této podkapitole si predstavime simula¢ni metodu a ospravedlnime jeji po-
uziti pro vypocet parametri podprocesu VAR procesu. Upozornujeme, ze tato
podkapitola je pomérné technicka.

Bud W = (X", Y, Z')’ stabilni invertibilni konecny VAR(p) proces dimenze m
jako v definici [24] a mé&me jeho hodnoty W (1), W(2),...,W(n). Chceme odhad-
nout X[X(t 4+ h)|Ixz|. Nejprve budeme uvazovat proces S = W [xz, poté apli-
kujeme vysledek prikladu 40| na X[ X (t + h)|Is] = X[X(t + h)|Ixz]. Tim ziskdme
vyjadieni X[X (¢t + h)|Ixz] pomoci parametri podprocesu S. Oznaéime auto-
kovarianéni matice procesu S p; a rozptylovou matici Sumu Y. Déle oznacime
6 = ((vec(m ), vec(ms), ..., vec(m,), vech(X,))" parametry procesu W a nakonec
oznac¢ime ¢ = ((vec(py), vec(pa), ..., vec(pp—1), vech(X,))" parametry podprocesu
S, které potrebujeme k vypoctu X[X (t + h)|Ixz| (dale relevantni parametry).
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Zvolime-li k = p, vétu lze aplikovat na konecné procesy. Parametry
muzeme odhadnout tak, ze zahodime Y slozku nasich méreni a pouzijeme metodu
nejmensich ¢tverct. Zahazujeme data z podprocesu Z, toto ndm muze zpomalit
konvergenci, coz muze znacné zhorsit odhad pro mald n. Lepsi ptistup by byl
odhadnout parametry 6 procesu W a pokusit se vypocitat parametry 1 pomoci
nasich odhadi parametri #. Ozna¢me C mnozinu vsech parametrii 6, které mohou
byt parametry stabilniho invertibilniho VAR(p) procesu, a dimenzi parametru 1)
oznacme M.

Definujeme funkeci f(0) : C — RM, ktera pro kazdé pifpustné parametry 6
procesu W vrati relevantni parametry ¢ podprocesu S. Funkce f je slozenim
spojitych funkei a vlastnich autokovariancnich ¢isel matic. Vlastni cisla zavisi
spojité na prvcich matice (jsou kofenem polynomu, jehoz koeficienty jsou ziskané
nasobenim a s¢itdnim, koteny zavisi spojité na koeficientech, viz zdroj [7] Theorem
3.2). Funkce f je tedy spojita. Funkcei f je velice tézké vy¢islit primo. V této praci
uvedeme postup navrhovany ve zdroji [1] — simula¢ni metodu.

Méjme k dispozici generator ndhodnych ¢isel (nezévisly na datech). Pouzi-
jeme odhady parametri W a generator ndhodnych ¢isel k simulaci procesu W.
Tim ziskdme T méreni, které miizeme pouzit pro odhad relevantnich parametri
podprocesu S metodou nejmensich ¢tvercii.

Nejprve zformalizujeme vyse zminény postup. Mame pravdépodobnostni pro-
stor (2,4, @), ktery diktuje, jaké hodnoty W (t) dostaneme. Uvazujme pravdé-
podobnostni prostor (Z, B, R); ten reprezentuje generdtor ndhodnych ¢isel. Déle
uvazujme zuplnény soucinovy pravdépodobnostni prostor (2 x Z, A® B, Q ® R).
Oznacme w € ) a ¢ € =. Muzeme predpokladat, ze proces W (t)(w) vychazi z pro-
storu (2 x =, A® B, Q ® R). Definujeme ndhodné funkce fr(0)(€) : C x = — RM
nasledovné: fr nejprve vytvori posloupnost (w(1)(£), w(2)(§), ..., w(T)(£))’, konk-
trétni inicializaci VAR(p) procesu prislusnému parametrim 6 za predpokladu,
ze nastal jev £. Funkce poté zahodi slozky podprocesu Z. Poté funkce pomoci
(w(1)(&),w(2)(&),...,w(T))(&) metodou nejmensich ¢tverci odhadne parametry
Y podprocesu S. Parametr k je zvolen tak, aby spliioval podminky véty 52} Funkce
z téchto parametrii vybere pouze relevantni parametry; pokud metoda nejmen-
sich ¢tvercu nevrati nékteré relevantni parametry (k zvoleno moc malé), budeme
predpokladat, ze tyto parametry jsou rovny 0.

Ozna¢me pravou hodnotu 6 jako 6y, analogicky pro ¢ a L[X (¢t + h)|[Ixz].
Oznacme striskou odhady ziskané metodou nejmensich ¢tverct a do zavorky dol-
niho indexu napiseme, kolik méreni bylo pouzito k jeho vytvoreni. Tedy treba
odhad 6, pom001 n méreni oznacime G(n a odhad g ziskaného z 9(n pomoc1

T méreni ¢ nT)- SIX (¢ + h)|Ixz|mr) je spojitou transformaci ¢ 1) Je-li 7,0 nT)
konzistentni odhad g, z véty 53| je i S[X (¢ + h)|I xz)(nr) konzistentni odhad
Y[X(t + h)|Ixz]o. Stadi tedy ukédzat konzistenci @(nT) = fr(0,(w)(€)).

Lemma 55. Bud T € N. Necht f(nT) je reqularni R-s. j. Pak funkce fr je spojitd
(Q x R)-s. j.

Diikaz. Staci ukézat, ze pro libovolné 6 € C je fr spojita R-s. j. Pak je fr(6(w))(€)
spojita (Q x R)-s. j. (pro libovolnou hodnotu 6(w) je spojitd s pravdépodob-
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nosti 1). Prvni ¢ast funkce fr je spojitd, protoze hodnoty stabilniho invertibil-
niho VAR procesu zavisi spojité na parametrech. Druhd ¢ast funkce f7 je slozenim
kone¢né mnoha s¢itani, nasobeni, fetézeni vektori a inverzu matice. Bud I ¢tver-
cova matice, pak I'™! = Zii(p AdJ(F) je spojitd, detl(I‘) spojitd kromé nuly. Ale
z predpokladu je nase matice reguldrni, tedy determinant je nenulovy R-s.j.

O
Predpoklad regulédrnosti f‘(nT) R-s.j. je rozumny:

o Pokud matice vyjde singularni, dozvime se to, protoze vypocet selze.

e Pravdépodobnost, zZe vyjde determinant nula, musi konvergovat k nule, jinak
by véta [52| nefungovala na proces W [ xz, kde W ma parametry 6 (metoda
nejmensich ¢tvercit by v tomto pripadé vzdy selhala s kladnou pravdépo-
dobnosti, protoze by nebyla schopna spocitat inverz singuldrni matice).

o Kaugzalita procesu nezavisi na rozdéleni Sumu, jen na jeho rozptylové matici.
Muzeme predpokladat, ze Sum pochdzi z normélniho rozdéleni. Determinant
F(nT) je pomeérné hezkou funkei Sumu prlslusnemu &. Pokud cestou k F(nT)

nedojde k degeneraci, tedy determinant F(nT) vyjde nulovy jen pro mnozinu
¢ (Lebesgueovy) miry 0, pravdépodobnost, ze determinant vyjde 0, musi byt
nulova ze spojitosti normalniho rozdéleni.

Diisledek. Necht 6, (w) 2 0g. Pak fr(6im (@))(€) L5 f2(60)(€).

Diikaz. 7 0 (w) e, o mame (0, (w), &) —— 25

(00,€). Z 1emmatufT je spojitéa
(@ % R)-s. j., tedy 7 vty b3 fr(8n (w))(€) L5

LE Fr(B0)(€).
]

Lemma 56. Pro pevné 6 € C funkce fr bodové konverguji k funkci f v pravde-
podobnosti R.

Diikaz. Zvolme T € N a 6 € C pevné. Funkce fr(6)(¢) je odhad podmnoziny
parametr procesu W [xz metodou nejmensich ¢tverci za predpokladu, ze W
ma parametry #. Odhady vsech parametrii konverguji z véty [62] k jejim skutec-
nym hodnotam v pravdépodobnosti, o to vic konverguje jejich podmnozina. Tedy
fr(0) konverguje ke f(6) v pravdépodobnosti R.

[

Véta 57 (¢astecna konzistence @Yz(nT)). Bud 8, konzistentni odhad 0. Pak existuje

funkce r na prirozenych cislech takova, Ze je-li T > r(n), pak fT(én(w)(f)) je
konzistentni odhad f(60y).

Diikaz. Méjme € kladné a mensi nez 1. Zvolime N takové, ze pro n > N je
Q{w: |If(Bn) = F(B)I > €} <.

To muzeme diky spojitosti f a konvergenci 6, k 6y v pravdépodobnosti Q. Pro
kazdé n € N definujeme hodnotu r(n) tak, ze pro kazdé T > r(n) je

R{E || fr(0)(€) — FB)]| > } <e.
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To mizeme diky bodové konvergenci fr k f v pravdépodobnosti R. Pak pro
n> N aT >r(n) mame

(Q x R){(w, &) : || fr(0a(w)(€)) — f(Bo)|| > 2¢} <
< (Q x R){(w,) : [|fr(0n(w))(€) = f(Bn(w))]| > e}+

A

+(Q x R){(w, &) - [lf(On(w)) = f(Bo)l| > e} < 2e.

Tedy fT(@n) je konzistentni odhad relevantnich parametrii podprocesu S. Do-
konce plati, Ze s rostoucim T pri pevném n se asymptoticky zmensuje chyba
odhadu.

m

Pro odhady ostatnich rozptylovych matic predpovédi potifebnych pro miry
kauzality 1ze pouzit analogicky postup. Miry kauzality jsou spojité funkce roz-
ptylovych matic predpovedi. Jsou-li tedy odhady rozptylovych matic konzistentni,
jsou konzistentni i odhady mér.

Nyni bud W VAR(oo) proces. Budeme predpokladat, Ze se vlastné jedna
o VAR(p) proces W, kde p roste s po¢tem méfeni do co a spliiuje podminky
z vty . Na proces W poté aplikujeme postup popsany vyse. Tento predpo-
klad je rozumny: lze stale odhadnout parametry v z puvodnich dat. Pouzijeme-li
k ,vypoctu® 1 simula¢ni metodu, kde 7" je tadoveé vétsi nez n, odhad ¢ by mél
byt presnéjsi, protoze k jeho odhadu pouzivame i data z podprocesu Y.

4.3 Bodovy odhad mér kauzality

Méjme proces dimenze m W (t)* a n méfeni z n&j: W (1)*, W(2)*, ..., W(n)*.
Bud I referen¢ni informacni systém, I L W. Chceme spocitat miru kauzality
v horizontu h. Postupujeme takto:

0) Kdykoliv budeme pouzivat generator nahodnych ¢isel pro generovani mé-
reni z VAR procesu, budeme pozadovat nezavislost generatoru Sumu na meérenich

A

z W (t)*. Definujeme pomocnou funkci g(7(p), Xapp, b, m1, ma, ms, p) takto:

m:m1+m2+m37

71-%0) = 1I,, 71'](1) = 7/1\']», J=L12..p,
7T§1) = Omxms J=p
7Tj('i+1) = 7T](‘:)-1 + 7T§i)7rj('1)’ L= 17 2a ) h — 27] = 17 2’ o D
J == [Iml, 0m1 Xmo Oml ><m3]7
s (k)
r= det[Z(Jﬂl Ea\p(‘]ﬂ-l )/)]7
k=0
return 7.
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a pomocnou funkei h(7(p), f]a|p, h,my, ms, mg, p) takto:

m = mj + mg + ms,
(1) _ »

7T§0) = I,, 7" = 4, 7=12..p,
71-](‘1) = Omxms J=p
7Tj('i+1) = ](Z—‘y)-l + 7_[_51')7_[_](.1)’ L= 17 2a ) h — 27] = 17 2’ o D
J — [Oszm17 Imza Om2 ><WL3]7
h—1 R
r= det[z(Jﬂgk)za\p<‘]7r§k))/)]7
k=0
return 7.

1) Nejprve otestujeme stabilitu kazdé slozky procesu pomoci modifikovaného
Dickeyova-Fullerova testu. Pokud -ta slozka test nesplni, vezmeme diference je-

jich dat (W () = Wi(t)* — Wi(t — 1)*, zahodime W (1)*') a test pustime znovu.
Opakujeme tak dlouho, nez vSechny slozky test splni. Posuneme ¢as o d € N,
abychom v ¢ase 1 méli méreni vSech slozek. Ziskdme novy proces W(t) a novy vek-
tor dat. Déle budeme pracovat s procesem W (t) a novymi daty W (1), W(2),...,

W(n —d).

2) Predpokladame, ze W (t) je stabilni, protoze spliuje modifikovany Dickeytiv-
Fullertuv test. Dle Woldova tvrzeni ma W (t) VMA reprezentaci. Budeme predpo-
kladat, ze W (t) spliuje podminky pro invertibilitu a tedy ma VAR reprezentaci.

3) Pouzijeme Akaikeho informacni kriterium a zvolime p, které ho minimali-
zuje. Budeme predpoklddat, ze W (t) je VAR(p) proces.

4) Pomoci metody nejmensich ¢tverci odhadneme 7 (p) a f]a|p.

Nyni se postup lisi podle toho, kterou miru kauzality odhadujeme.

CLlY 7 X|1Iy]

5) Vygenerujeme T méreni VAR(p) procesu odpovidajicimu parametrim 7 (p)
a Ea‘p.

6) V méfenich z predchoziho kroku zahodime slozky podprocesu Y a pou-
zijeme je pro odhad parametr podprocesu S = (X', Z’)" metodou nejmensich
¢tverct pro k = p. Odhady oznacime 7(p) a X,
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7) Oznacme nas odhad miry kauzality C',[Y - X|Iz]. Pak

~ T i]u aha y 707
CulY = X|Iy] = n | SUER): Zutp: oy s, 3, 0, p)
h g(ﬂ-(p)uEa|pah7m17m27m3ap>

CulX —Y|I]

5) Ozna¢me nas odhad miry kauzality C';[X — Y'|I,]. Pak
h

A A

A T Ea 7h7 ) ) 9 hA ;Ea 7h7 3 3 5
CL[X —Y|Iz] = In 9(7(P), Zalp, hy 11, M2, M3, P)AUR (D), Lalp, 1 1, 122, M3, p)

g(ﬁ-(p)a Ea|p7 ha my + ma, 07 m37p)

CM[X,Y|I,]

5) Vygenerujeme 7' méreni VAR(p) procesu odpovidajicimu parametrim 7 (p)
a Za‘p.

6) Udélame kopii méfeni z kroku 5) a v ni zahodime slozky podprocesu Y.
Tuto kopii pouzijeme pro odhad parametrii podprocesu S; = (X', Z’)" metodou
nejmensich ¢tvercti pro k£ = p. Odhady oznacime 7(p) a .

7) V méfenich z kroku 5) zahodime slozky podprocesu X. Pouzijeme je pak
pro odhad parametr podprocesu S, = (Y”, Z’)" metodou nejmensich ctverci pro
k = p. Odhady oznacime 7(p) a .

8) Ozna¢me nas$ odhad miry kauzality C*(Lh) (X, Y|Iz]. Pak

é;h) [X, Y|Iz] —In g(ﬁ-<p)7 Z:u1|p7 h7 ml?P; m37p>g(ﬁ-(p>7 2’112\1)7 h7 ma, 07 m37p)

g<ﬁ'(p>7 Za\p; h7 my + ma, 07 m37p)

ColY — X1

5) Vygenerujeme T méreni VAR(p) procesu odpovidajicimu parametrium 7 (p)
a Mgjp- Zahodime slozky podprocesu Z.

6) Udélame kopii méteni z kroku 5) a v ni zahodime slozky podprocesu Y a Z.
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7) Pouzijeme Akaikeho informacni kriterum pro méfeni z 5) a 6). Ozna¢me
hodnotu kriteria pro méfeni z 5) pro k stupnu volnosti Ag; a hodnotu krite-
ria pro méfeni z 6) pro k stupnu volnosti Ays. Zvolime k, které minimalizuje

max {Akla Akg}

8) Méreni z kroku 5) pouzijeme pro odhad parametri podprocesu Sy =
= (X', Y")" metodou nejmensich ¢tverct pro k. Odhady oznacime 7 (k) a 2, .

9) Méfeni z kroku 6) pouzijeme pro odhad parametri podprocesu Sy = X
metodou nejmensich ¢tverct pro k. Odhady oznacime (k) a 3y, k.

10) Oznaéme nas odhad miry kauzality C'p[Y — X|1]. Pak

» 7(k), Suales B 2
Ll = X|1] = In | LER) Do by m1, 0,0, %) |
" g(ﬂ-(k‘%Eul\k7h7m17m2,0,kﬁ)

CLlX Y1

5) Vygenerujeme T méfeni VAR(p) procesu odpovidajicimu parametrim 7 (p)
a Yg|p. Zahodime slozky podprocesu Z.

6) Pouzijeme Akaikeho informacni kriterium a zvolime k, které ho minimali-
zuje.

7) Méfeni z kroku 5) pouzijeme na odhad parametrii podprocesu S = (X', Y”)’
metodou nejmensich ¢tverct pro k. Odhady oznacime 7 (k) a Xy .

8) Oznatme nas odhad miry kauzality C'1[X " Y'|I]. Pak

A ~ ) - 5
CL[X —Y|I]=In 9T k), Zugi, 1, 0, 13, 0, K)R(F(R), St by 11, 2, 0, F)
h g(7(k), Sk, hymy + mo, 0,0, k)

CPX, Y|

5) Vygenerujeme 7" méfeni VAR(p) procesu odpovidajicimu parametram 7 (p)
a Yg|p. Zahodime slozky podprocesu Z.

6) Udélame kopii méfeni z kroku 5) a v ni zahodime slozky podprocesu X a Z.

7) Udélame kopii méfeni z kroku 5) a v ni zahodime slozky podprocesi Y a Z.
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8) Pouzijeme Akaikeho informacni kriterum pro méfeni z 5), 6) a 7). Ozna¢me
hodnotu kriteria pro méteni z 5) pro k stupnu volnosti Ay, hodnotu kriteria pro
mérfeni z 6) pro k stupnu volnosti As a hodnotu kriteria pro méfeni z 7) pro k
stupni volnosti Ags. Zvolime k, které minimalizuje max {Ag1, Ao, Ars}-

9) Méreni z kroku 5) pouzijeme pro odhad parametrii podprocesu Sy =
= (X', Y’)" metodou nejmensich ¢tverct pro k. Odhady oznacime 7 (k) a 2, .

10) Méfeni z kroku 6) pouzijeme pro odhad parametrii podprocesu Sy =Y
metodou nejmensich ¢tverct pro k. Odhady oznacime (k) a 3y, k.

11) Méteni z kroku 7) pouzijeme pro odhad parametrii podprocesu S3 = X
metodou nejmensich ¢tverct pro k. Odhady oznacime (k) a 3y, .

12) Oznadme nés odhad miry kauzality C'v” [X, Y|1]. Pak

) t(k), Sugties b1, 0,0, k) g (7 (k) Sunies by 2, 0,0
g(ﬂ-(k)7 Euﬂk’a h7 ma + mQ, 0, 0, ]C)

Poznamky: Aby vypocet byl dostatecné presny, T' by mélo byt dostatecné velkeé,
napt. 7' = 1 000 000. VAR(p) proces ma stupen p. Duvod, pro¢ chceme, aby v
kazdém pripadé mély vSechny procesy stejny stupen, je ten, ze v mire kauzality
délime determinanty matice. Je lepsi porovnavat determinanty matic stejného
stupné.

Miry vaéi I lze pocitat tak, ze zahodime hodnoty podprocesu Z a dale po-
¢itdme miry vadi Iz, kde Z ma dimenzi 0. Pokud Z skoro neovliviiuje X a Y,
vyhneme se tim jednomu odhadu parametri podprocesu simula¢ni metodou (ne-
presnost) a Akeikeho informacni kriterium nebude ovliviiovino hodnotami pro-
cesu Z. Nicméné, pokud Z ovliviiuje X nebo Y a my méame k dispozici malé
mnozstvi dat, zahozeni dat z podprocesu Z mize znacné znekvalitnit nase od-
hady.

O tom, jestli se rozhodneme zahodit hodnoty podprocesu Z, se mizeme roz-
hodnout z fyzikdlnich zkuSenosti. Pokud nevime, jestli Z ovliviiuje X nebo Y,
mizeme porovnat prvky matic 7;, které transformuji hodnoty podprocesu Z do
X a Y s ostatnimi prvky téchto matic — pokud vyjdou vyrazné mensi, podpro-
ces Z muzeme vyskrtnout. Toto 1ze udélat i pro jednotlivé slozky podprocesu Z.
Pokud pouzijeme stejna data pro rozhodnuti, jestli ponechame hodnoty Z, a pro
vypocet miry kauzality, muze byt naruSena konvergence; predevsim chceme-li
data pouzit pro intervalové odhady.

4.4 Intervaly spolehlivosti

V této kapitole popiseme, jak ziskat interval spolehlivosti pro odhad mér
kauzality. Oznac¢ime miru kauzality, kterd nds zajima, C'. Méme VAR(p) pro-
ces W(t) (jako v bodé 4 v predchozi sekci), odhady jeho autoregresivnich matic
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(oznac¢ime 7), spolehlivost a € (0,1), bodovy odhad miry kauzality (oznacme C,
musi byt nezdporny, jinak volime C' = 0) a metodu G, kterd nam spocetla bodovy

odhad C (napf. metoda z predchozi podkapitoly).

1) Zvolme B € N, aby $B bylo piirozené ¢islo (nebo alespon pfi ,,malém*
zvétseni v byl vyraz prirozené ¢islo).

2) Zvolme K € N dostatecné velké.

3) Spocteme rezidua wu(t) procesu W(t):
u(t) =0, te{l,2,...,p},

p
u(t) =W(t) = > w_W(t—1), te{p+1,p+2, .. T}
=1

4) Opakujeme kroky 5) az 7) K-krat. Opakovani indexujeme indexem k.

5) Vygenerujeme bootstrapova residua u*(t), t € {p+1,p+2, ..., T}, nezdvis-
lym vybérem s vracenim z u(s), s € {p+ 1,p+ 2, ..., T}, tedy

Pla*(t) = u(s)] = =—— se{p+1lp+2,..,T}

6) Vygenerujeme bootstrapovy proces W*(t), tak, Ze

W*(t) =W (t), te{l,2,..,p},
P

W (t) =Y mo i W*(t — i) + u'(t), te{p+1,p+2,..,T}
i=1

7) Budeme predpokladat, ze W*(t) je VAR(p) proces. Odhadneme autoregre-
sivni matice 7} tohoto procesu metodou nejmensich ctverc.

8) Oznacme

K
Bias = —(>_m) — 7
k=1

9) Spocteme upravend rezidua a(t) procesu W (t):

a(t) = 0, t S {1727 "'7p}7

alt) = W(t) — i[ﬁt_i — Bias|W(t — i), te{p+l,p+2,..,T}.

i=1
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10) Opakujeme kroky 11) az 15) B-krat. Opakovani indexujeme indexem .

11) Vygenerujeme bootstrapova residua a*(t),t € {p+ 1,p + 2,...,T} neza-
vislym vybérem s vracenim z a(s),s € {p+ 1,p+2,...,T}.

12) Vygenerujeme bootstrapovy proces W*(t), tak, ze

W*(t) =W (t), te{l,2,..,p},
p

W*(t) =Y (f1—; — Bias)W*(t — i) + a*(t), te{p+1,p+2..,T}.
i=1

13) Budeme predpokladat, ze W*(t) je VAR(p) proces. Odhadneme autore-
gresivni matice #* tohoto procesu metodou nejmensich ¢tverci. Od téchto odhadu
odeéteme Bias:

—_—
A X

oAk .
;=17 Bias.

Tim ziskdme upraveny odhad 7*.

14) Pouzijeme upraveny odhad nejmensich ¢tverci pro odhad autokovariancni
matice procesu W*(t):

7=1
def 1 i
vE N G,
T - p t=p+1
a*(t) Ea*(t) — v,

3y def 1 & /
e a(t)a(t)

T— p t=p+1

15) Pouzijeme odhady #* a 3, a znalost p k odhadu miry kauzality metodou
G. Odhad oznac¢ime Cj. Vime, ze mira musi byt nezdporna; pokud by jeji odhad
vychézel mensi nez 0, budeme klast C; = 0.

16) Oznac¢me

— 123: .
bias ==Y C;—C.
B
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17) Uvazujme nasledujici odhad mér kauzalit:
C; = max{0,C, — bias}.

Zahodime § B nejmensich a § B nejveétsi odhadu Cf. Ve zbytku najdeme maximum
Cinaz @ minimum C,;,,. Pozadovany interval spolehlivosti je (Chuin, Crnaz )-

Poznamka: K a B mohou byt rizna. Rist B zvysuje vypocetni naroc¢nost
mnohem vice nez rist K, proto doporucujeme volit K vétsi nez B.

4.5 Aplikace odhadi mér kauzality

Z obdobi 1. 1. 2010 az 1. 1. 2011 vezmeme data o hodnotach ceské koruny
a eura v USD. Budeme zjistovat miry kauzalit hodnoty eura na hodnotu ceské
koruny. Data ziskdme z webu https://www.ofx.com/en-au/forex-news/historical-
exchange-rates/. Déle uvazujeme vektor Z hodnot mén zemi, které vyznamné
obchoduji s Ceskou republikou nebo Evropskou Unii (Svycarsko, Polsko, Velka
Britanie, Cina), opét v USD. Pusténim modifikovaného Dickeyova-Fullerova testu
na hodnoty kazdé mény zjistime, Ze je tfeba brat veskera data s prvni diferenci.
Akaikeho informacni kriterium fika, zZe je vhodné brat model VAR(1). Pocitali
jsme hodnoty mér kauzalit v horizontech 1 az 20. Viz nésledujici grafy.
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Modré ¢ary oznacuji interval o spolehlivosti 95 %, Cervend Cara uprostied je
bodovy odhad. Bylo zvoleno B = 600, K = 100 000, T = 100 000 a I prazdna
mnozina. Odhad miry kauzality je viceméné nulovy ve vSech horizontech. Z dua-
lity intervalového odhadu a testovani hypotéz (a z malého vychyleni nasich inter-
valovych odhadti) ovsem plyne, ze (s chybou 2,5 %) kauzalita v malém horizontu
existuje. Odhad miry okamzité kauzality roste a je velky; pro srovnani hodnota
miry 2 odpovida absolutni hodnoté korelace mezi P[X|I(t + h)] a P[Y|I(t + h)]
zhruba 0,93. Hodnota 4 odpovida uz absolutni hodnoté korelace 0,99. Toto zna-
mend, ze odhad rychlosti rustu eura je (po preskdlovani ne nutné nezdpornou
konstantou) také dobrym odhadem rychlosti rustu ¢eské koruny. Odhad miry za-
vislosti je skoro roven odhadu miry okamzité zavislosti, protoze mira kauzality
rychlosti ristu EUR na rychlost ristu CZK a mira kauzality rychlosti ristu CZK
na rychlost ristu EUR je skoro nulova.

Vysoka hodnota okamzité miry kauzality a existence miry kauzality v hori-
zontu 1 napovida, ze (vyznamnd) kauzalita existovat muze, nicméné pouze v ho-
rizontu mensim nez jeden den. Je rozdil mezi mirami vici I a Iz, hodnoty jsou
vétsi pro miry vaci I, predevsim pro vétsi horizonty. Toto miize znamenat, ze
¢ast informace o rychlosti ristu CZK dava jak rychlost ristu EUR, tak i rychlost
rastu jinych mén.
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Z.aver

Uvazovali jsme stabilni, invertibilni VAR procesy. Nejprve jsme definovali li-
nearni projekci téchto procesi, poté jsme definovali Grangerovu kauzalitu jakozto
zlepseni této projekce. Ukézali jsme souvislost mezi linearni projekci a VMA re-
prezentaci VAR procesu. Poté jsme ukazali, ze za drobnych predpokladu 1ze zlep-
seni linedrni projekce chapat jako snizeni rozptylu chyby této projekce. Toto nam
umoznilo vycislit miry kauzality.

Ukazali jsme zpusob, jak vypocitat miry kauzality jen ze znalosti parame-
trii VAR procesu. Plati, ze vétsina procest, se kterymi se v praxi setkavame, 1ze
(po dostateéném mnozstvi diferencovani) dobfe aproximovat VAR(p) modelem,
p € N. Kauzalita takovéhoto procesu také dobie aproximuje kauzalitu predcho-
ziho procesu. Nutné mnozstvi diferenci se da zjistit modifikovanym Dickeyovym-
Fullerovym testem a p lze zjistit z Akaikeho informac¢niho kriteria. Nyni miizeme
odhadnout parametry tohoto VAR(p) procesu metodou nejmensich ¢tverct, od-
tud uz lze vypocitat miry kauzality. Nékdy potirebujeme vypocitat parametry
podprocesu VAR(p), uvedli jsme zptisob vypoctu simula¢ni metodou. Interval
spolehlivosti jsme ziskali bootstrapovou metodou. Bootstrapova metoda vraci
vychylené odhady, ndmi uvedena metoda obsahuje korekce na nestrannost, které
znacné snizuji vychyleni.

Miry kauzality maji sirokd uplatnéni: nejenom nam umozni lépe zkoumat
a vycislovat pricinné vztahy, ale dokézi detekovat prekurzorni vztahy (= deteko-
vana kauzalita, i kdyz pric¢inny vztah nemusi existovat; nahla zména prekurzoru
mtze varovat pred nahlou zménou jiného procesu). Mira zavislosti mize ukazat
na mozné propojeni procest.
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Prilohy

Program na vypocet mér kauzality v R.
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