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Uvod

V tejto bakalarskej praci sa budeme venovat rekurentnej metéde najmensich
stvorcov. Jedna sa o Siroko pouzivany algoritmus, ktory je vyznammnou sucastou
adaptivnych systémov. Uvedieme si najskor koncept regresie a klasicky model
linearnej regresie, kedze rekurentna metoda najmensich stvorcov je zalozend prave
na tychto principoch.

Hlavnou zlozkou teoretickej casti bude odvodenie algoritmu pomocou odhadu
metody najmensich Stvorcov ako aj vysvetlenie potreby a vyhod rekurentnych
metod a menovite rekurentnej metédy najmensich stvorcov. Taktiez sa pozrieme
na volbu pociatoénych podmienok pre inicializaciu algoritmu ako aj vybrané
vlastnosti odhadov. Simulécie uvedené v praci ndm posliazia pre lepsie pocho-
penie metddy a na ukézanie roznych modifikacii a vlastnosti. Odhad rekurentnou
metddou najmensich Stvorcov budeme v simulaciach porovnavat s odhadom zis-
kanym klasickou metédou najmensich stvorcov ako numericky, tak aj na grafoch.

V praktickej ¢asti sa pozrieme na vyuzitie odvodeného algoritmu vo finanéne;j
sfére v teodrii portfolia. Konkrétne algoritmus pouzijeme pre odhadu faktoru
v CAPM modele, ktory slizi na vypocet ocakavaného zisku na investicii. Budeme
odhadovat faktory g pre tri akcie z akciového indexu S& P 500 na zaklade redlnych
historickych dat.



1. Rekapitulacia

Casti tejto kapitoly vychddzajt z knihy Ljung (1999) a taktiez z knihy Andél
(2007).

1.1 Koncept regresie

Koncept regresie sa v teodrii statistiky pouziva k modelovaniu vztahov me-
dzi nezavislymi premennymi a zavislou premennou. Zavisla veli¢ina je v tomto
pripade skaldrna (ndhodna) veli¢ina Y, ktori chceme, ¢o najlepsie vysvetlit pomo-
cou tudajov obsiahnutych v nezavislych (nahodnych) premennych x(1),... ,z(d).
Cielom regresie je ndjst matematicky model, ktory vhodne popisuje ich vzfah
a umoznuje nam vytvorit predikcie hodndt zavislych premennych Y zalozenych
na hodnotach nezavislych premennych. Regresia je pouzivana v roznych odvet-
viach vedy i spoloc¢nosti a to konkrétne napriklad v statistike, ekonémii, sociolégii,
ale aj v psycholdgii a inych. Jednoduchym prikladom méze byt napriklad predikcia
v¥sky platu osob na zéklade ich vzdelania, veku, dlizky praxe a lokdcie. Prislusny
model vytvorime pomocou regresnej analyzy z pozorovani, ktoré je mozné zis-
kat priamo z firiem alebo z réznych sStatistickych webov. Dynamické systémy su
jednou zo zloziek spadajicou do regresného konceptu, kde Y je vystup systému
v danom ¢ase a x(i) obsahuju informacie o ndhodnych veli¢inach Y. Uvedme si
model teda v matematickom znaceni. Ako prvé si zavedieme oznacenie vektoru x
ako:

z(d)
Regresny problém vieme teda interpretovat ako hladanie funkcie regresorov

g(x) tak, aby rozdiel
Y —yg(z)

bol ¢o najmensi (tzn., 7e Y := g(x) je dobrym odhadom Y). Ak Y a @ st ndhodné
veli¢iny mozeme sa napriklad pokusif o minimalizaciu

E[Y —g(=)]". (1.1)
Stredntt hodnotu (1.1) moézeme prepisat ako:

E[Y —g(®))* =E{[Y - E(Y]z)] - [9(x) — E(Y]z)]}"
=E[Y —E(Y|x)]” - 2-E{[Y —E(Y|z)][g(x) - E(Y]z)]}
+E[g(x) —E(Y|x)] = E[Y —E(Y]x)]” + E[g(x) — E(Y]z)],
¢o je minimalne prave pre:
g(x) = E(V]e) (1.2)

Je to teda podmienend strednd hodnota Y za podmienok x(1),...,x(d). Tato
funkciu (1.2) nazveme regresna funkcia alebo regresia Y na x. Regresnd funkcia
zabezpedi aby rozdiel Y — g(x) bol ¢o najmensi (minimélny).
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Iny sp6sob ako rozdiel minimalizovat je zalozeny na hladani funkcie g(x),
ktora ma maximalnu korelaciu s Y. Vysledkom pri pouziti tohto pristupu je ale
znovu regresnd funkcia (1.2), ¢o vyplyva z Ljung a Soderstrom (1983) zo strany
544. Regresna analyza je v podstate teda statisticka metdda, ktord skima vztahy
medzi zavislou premennou a jednou alebo viacerymi nezavislymi premennymi.

1.2 Linearna regresia

Linedrna regresia je jednou zo zakladnych a Siroko pouzivanych regresnych
analyz. Podstatou tejto metody je prelozenie ziskanych, ¢i nameranych dat vhod-
nou krivkou, ktora najlepsie vystihuje vzfahy medzi premennymi. Tato krivka
v urcitych aplikaciach byva jednoducha priamka, ale obecne to moze byt Iubo-
volny polyném n — tého radu, ktory lepsie dané vztahy vysvetluje. V regresii, kde
predpokladame, 7Ze tento existujtci vztah je priamy linearny a teda je parametri-
zacia omedzend na linedrnu sa nazyva linedrna regresia.

Vlastnosti velicin Y a « nemusia byt vzdy zname, ¢o je casto aj pripadom
v regresnych analyzach, ¢o sposobuje, Ze nie je mozné vopred stanovit regresnii
funkciu g(x). Regresna funkcia musi byt teda odhadnutd priamo z dostupnych
dat. Chceme teda namodelovat Y najvhodnejsim sposobom pomocou linearnej
kombinacie z(i) ako:

g9(x) = 6(1)z(1) + 5(2)x(2) + - - - + B(d)z(d), (1.3)

kde vektor (3(1),...,8(d))T je vektor nezndmych parametrov. Préve tieto para-
metre potrebujeme odhadnit, ¢o je cielom linearnej regresie. Ak pridame zave-
denie oznacenia vektoru

A(1)
o |7
3(d)
vieme vyjadrenie (1.3) prepisat ako:
g(x) =z"B. (1.4)

Uvazujeme, ze pozorované data pochadzaju z N nezavislych pozorovani vek-
tora (Y (), x(t)), kde t = 1, ..., N a pre kazdé x(t) plati, ze ma d < N zloziek
(z(t,1),....2(t,d))T. Ndhodnu veli¢inu Y (t) v tomto kontexte nazyvame odozva
(prip. zavisla premennd) a zlozky ndhodného vektoru x(t) si nazyvané regre-
sory (prip. nezavislé premenné). Formélne vieme potom model linedrnej regresie
zapisat takto:

Y(t) = B(1)x(t,1) + B(2)z(t,2) + ... + B(d)x(t,d) + €(t). (1.5)

Povieme teda, ze déata (Y (t), 2(t)), t = 1, ..., N, spliiaji linedrny regresny model,
ak sa riadia prave podla vyjadrenia (1.5). Ako uz vieme tak 8 = (3(1),...,8(d))”
je vektor nezndmych parametrov a €(1),...,¢(IN) st nezavislé rovnako rozdelené
ndhodné veli¢iny, ktoré s nazgvané chybové ¢leny a musia spliiat tieto predpo-
klady E €(t) = 0 a vare(t) = o2 pre vietky ¢. TaktieZ poZadujeme nekorelovanost



regresorov a chybového ¢lena. Zlozky vektora B nazyvame regresné koeficienty
pre dané regresory.

Model linearnej regresie vieme zapisat aj inym sposobom a to napriklad cez
vyuzitie podmienenych momentov a v tom pripade model nadobtiida tento tvar:

E(Y(t)|x(t) = B(1)z(t,1) + B(2)x(t,2) + ... + B(d)x(t,d),
var (Y (t)|z(t)) = o>

Ak méme dané x(t) tento zépis zdoraziuje, Ze linedrny regresny model vyjad-
ruje stredntt hodnotu Y (¢) pomocou linedrneho vztahu a taktiez predpoklada,
ze rozptyl Y (t) je konstantny a nezavisly na x(t).

Obvykle sa v regresnej analyze sa voli x(t,1) = 1 pre vsetky ¢. Parameter (1)
potom nazyvame absolutny ¢len. Takto zapisany model linedrnej regresie, ale este
nie je jej klasickym zapisom. Model je uzitoéné a mozné prepisat nasledujicim
maticovym sposobom, ktory je nam urcite znamejsi. Budeme uvazovat X ako
vektor, ktory moze pozostavat z jednej alebo viacerych spojitych ¢i diskrétnych
veli¢in. X teda bude maticou, ktord je zloZena z vektorov x(t). Prvy stipec tejto
matice X pozostava zo samych jednotiek, kedze sa prvy ¢len voli rovny 1. Budeme
teda pozerat na to, ktoré zlozky X ovplyviuju E Y a akym sposobom. Uvedme si
viac prehladny a pouzivany maticovy zapis, ktory model linearnej regresie uvadza
v tomto tvare:

Y = X5 +¢, (1.6)
kde
z(1,1)  x(1,2) z(1,d) 1 z(1,2) x(1,d)
z(2,1) x(2,2) x(2,d) 1 x(2,2) x(2,d)
X = : - :
N 2(N2) ... 2(Nd)) \1 2(N2) ... a(Nd)
T/;(l) Y (1) p(1) e(1)
| = (2) Cy- Y€2) 8 6(‘2) R €(2) |
z'(N) Y(N) p(d) €(N)

pricom X je matica (N x d), B je vektor (dx 1), e a'Y st vektory (N x 1). Matica
X sa nazyva regresna matica a jednym z predpokladov modelu linearnej regresie
je linedrna nezdvislost jej stlpcov. Vietky predpoklady si uvedieme na konci tejto
podkapitoly. Ako vidime tak model (1.6) je vlastne len vektorovo prepisany model
(1.5).

Niektoré predpoklady, ktoré charakterizuju tzv. klasicky model linearnej re-
gresie zapisovany ako (1.5), ¢i (1.6) sme si uz spomenuli popri zavedeni tejto
metddy. Uvedme si este vsetky teto predpoklady na jednom mieste pre lepsiu
prehladnost. Tieto predpoklady sa casto uvadzaju v nasledujicom tvare ako uva-
dza (Cipra (2008),str. 40):

e Ee(t) =0,

t.j. stredna hodnota rezidualnej zlozky je nulova pre vsetky t;

o vare(t) = 0% < oo,
t.j. rozptyl rezidudlnej zlozky je konstantny a konecny pre vsetky ¢;



o cov(e(s),e(t)) =0 pre s # t,
t.j. rezidudlne zlozky st navzajom nekorelované pre vsetky s # t;

o cov(xz(t,i)€(t)),
t.j. regresory su rovnakom c¢ase nekorelované s chybovou zlozkou pre vsetky
i a t (slabsia podoba tohoto prepokladu je uvedend v nasledujicom bode);

e 1(X)=d,
t.j. nenahodnd matica X ma linedrne nezavislé stipce (uplatni sa iba pri
nendhodnych regresoroch).

1.3 Odhad metédou najmensich stvorcov

Ako sme si uz v predchadzajicej podkapitole spomenuli vicSinou vopred ne-
vieme, aké presné vztahy medzi Y (t) a (t) existuji. Spdsob ako regresni funkciu
ziskame je pomocou historickych dat. Pouzijeme ku konstrukcii regresnej funkcie
pozorovania, ktoré sme namerali a st pre nas uz dostupné. Tato kolekcia predcha-
dzajicich pozorovani (dét) ndm urciti informaciu o Y a X déva, Co je pre nas
velmi uzitocné a potrebné. Je bezné tieto namerané hodnoty ocislovat postupne
takymto sposobom:

Y(t)ax(t) t=1,...,N (1.7)

Po ocislovani historickych pozorovani a taktiez odchyliek jednotlivych pozorovani
vieme (1.1) prepisat do tvaru:

1 N
T o))
t=1
Tento prepis jednoducho vyplyva z definicie strednej hodnoty. So zadefinovanym
vektorom (B a za pomoci vyjadrenia (1.4) v linedrnom pripade dostdvame (1.1)

ako:
1 N

Va(B) = ;[Y(t) -z (t)B]". (1.8)

Vhodnou volbou a vyberom vektora 3 je teda ten, ktory bude minimalizovat
argument (1.8):

B=a in V; ,
B = arg min V()
Ak sa na vyjadrenie pozrieme po castiach hladame jednoducho vektor 3, ktory

minimalizuje celkové rozdiely (Y (t) — =™ (t)8)? pre kazdé t.

Definicia 1. Odhad 8, ktory spliia B = arg minge ga Vv (B), nazyjvame odhadom
metodou najmensich stvorcowv.

Na zéklade predchadzajucich pozorovani sme sa postupne dostali k odhadu
vektora neznamych parametrov 8, ktory by sme v spolo¢ne s vektorom @ pouzili
ako prediként funkciu v takomto tvare:

z'B.

Tato metdda vyberania B ma zmysel s, ale aj bez, zavedenia stochastickej Struk-
tary pre dany problém, teda vyber vhodného odhadu funguje aj bez nutnosti
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y 8 Y (t)

Obr. 1.1: Metéda najmensich stvorcov

toho, ze Y a @ st nahodné veliciny. Parameter B je jednoducho ta hodnota,
ktora podava najlepsie vysledky pri pouziti na historické data.
Funkciu 1.8, ktort minimalizujeme, vieme prepisat ako

1 al T 2 _ 1 T
v 20 = BTe(t) = LY - XB)(Y - XB).

Vyjadrenie pre odhad [3 nasledne z prepisaného tvaru dostaneme jednoducho
pomocou maticovych derivacii ako:

01 01

g N Y —XB(Y = Xp) = o (YTY - 26"XTY + X" XB)
2 2 1 1
= XY+ SXTXB =2 XTY - ZXTXB).

Pri polozeni derivacie rovno nule, zistime, B riesi sustavu d linearnych rovnic
rovnic o d neznamych . .

T %\ A T
<NX X)B = NX Y.
Riesenie musi byt globalnym minimom, pretoze minimalizovand funkcia je kon-
vexnd v B. Kedze predpokladdme, Ze matica X mé plni hodnost d, matica X7 X
(Stvorcova d x d) ma taktiez plni hodnost d. Teda existuje préave jedno riesenie

danej sustavy
. 1 1
= (—=XTX)"'"—-XTy = (XTX)'XxTY.
B=(3X"X)"5 (X"X)

Ak sa vratime spéf ku vektorovému vyjadreniu dostaneme ,ze vsetky B spltiajice

X270 B =5 ey (19)

t=1
st globalnym minimom Vy(8). Této stistava linedrnych rovnic je vSeobecne zndma
ako normélne rovnice. Ak je teda matica na lavej strane invertovatelna, odhad
pomocou metdédy najmensich Stvorcov vektorovo je vo tvare:
—1
1 N

R 1 Y -
B = [Nz.’n(t)ac (t)] NZm(t)Y(t). (1.10)

t=1 t=1



Znacenie je v stlade so znacenim zavedenym v (1.6). Odhad B vyberieme tym
sposobom, aby bol vektor Y ¢o najblizsie vektoru Y v euklidovskej vzdialenosti.
V (1.8) st roznym pozorovaniam priradené rovnaké vahy, ale obcas je vhodné
uvazovat, ze kazdé pozorovanie ma ind vahu. Priradenie réznych vah danym
nameranym pozorovaniam moze maf signifikantny vplyv na vysledné odhady,
¢o moze byt na jednej strane velmi uzitocné a je v praxi casto pouzivané, ale na
druhej strane je preto volbu vah potrebné robit velmi opatrne. Vazené najmensie
stvorce su len doplnkom (1.8) o postupnost ¢isel oy a nadobtida takyto tvar:

Vn(B) = Z; Y (t) — " (t)B]*.

Redlne vahy a; mozu byt ako pozitivne tak negativne, ale aj nulové. V praxi
zvycCajne uvazujeme nezaporné vahy a to z toho dévodu, aby negativne vahy ne-
rusili efekt tych pozitivnych. Dalsou nevyhodou negativnych vah je to, Ze mozu
viest k zaujatym vysledkom a nestdlym odhadom. Vahy pozorovani je kvoli ich
vyraznému dopadu na vysledky potrebné volif opatrne a s ohladom na charak-
ter dat. Najcastejsie sa pokladanie roznych vah pre pozorovania v praxi uvazuje
v tychto dvoch pripadoch:

» Niektoré pozorovania Y () mo6zu byt viac zatazené chybovou zlozkou ako
iné, ¢o moze viest na rozne spolahlivé pozorovania. V takomto pripade je
potrebné menej spolahlivym pozorovaniam udelit mensiu vahu ako ostat-
nym.

o Ak linedrny model nepouziva celi skdlu x(t) tak sa tymto viac diskuta-
bilnym a teda menej zasadnym oblastiam priraduje mensia vaha. Je to
v principe rézna relevantnost danych Casti @(t).

Ku koncu tejto podkapitoly si eSte stru¢ne uvedme niektoré vlastnosti odhadu ,3
metddy najmensich Stvorcov, ktoré st z kapitoly 5 v knihe Andél (2007). Dané
vybrané vlastnosti si spiSeme do nasledujticej vety.

Veta 1. (Viastnosti odhadov metddou najmensich stvorcov)

1. E(B|X) = B, B je pri danom X nestranny odhad
2. var(B|X) = oX(XTX)!
3. plati, ze B|X ~ N(B,02(XTX)™1), ak si splnené predpoklady normality
a to, Ze € ~ N(0,0°I) a taktieZ, Ze Y|X ~ N(XB,0%I).
Dokaz.

1. aplikujeme strednii hodnotu na odhad, ktory nasledne rozpiseme a upravime

E(BIX)=E(X"X)"'X"(Y|X)=(X"X)'XTE(XB +¢)
=(X"X)"'X"XB=8



2. postupujeme podobne ako v prvom bode a pouzijeme pravidla rozkladu
rozptylu a upravime

var(B1X) = var(XTX) ' XT(Y|X)
=(X"X)7 X" (var (Y] X)) X (X' X) ™!
—(X"X)"' X T IX(XTX) " = o2 XTX) !

3. z predpokladov vyplyva, ze Y ma normélne rozdelenie a kedze B vznika
z Y linearnou transformaciou ma rovnako normaélne rozdelenie, ktorého
parametre sme si uz spocitali v bodoch 1. a 2. tejto vety.

]



2. Rekurentna metdoda
najmensich stvorcov

Casti tejto kapitoly vychadzaji z Ljung (1999) a taktiez z Ljung a Soderstrom
(1983).

2.1 Motivacia

Najskor sa v tejto kapitole pozrieme na motivaciu rekurzivnej metody najmen-
Sich stvorcov, jej vyhody a rozdiel oproti klasickej metéde najmensich Stvorcov,
kedze z nej prave rekurzivna metdda vychadza.

Predstavme si najskor vyrazy systém a model k danému systému, ktoré sa nam
zidu k lepsiemu pochopeniu metdédy. Pod pomenovanim systém rozumieme sSirokt
skalu viacmenej komplexnych objektov, o ktorych spravanie sa zaujimame. Mo-
zeme sa snazit o kontrolu daného systému alebo jednoducho o pochopenie jeho
struktir a fungovania. Prikladmi z praxe moze byt napriklad kontrola kvality pro-
duktu firmami, ktoré produkt vyrabaji na zaklade materidlov, teploty, hmotnosti
a podobne pre optimalny vyrobny proces. Dalsim prikladom st banky, ktoré sa
snazia dobre pochopit ako funguje zlyhavanie subjektov pri splacani na zaklade
veku, prijmu, financ¢nej situdcie a inych relevantnych indikatorov.

Je potrebna znalost vlastnosti systému pre spravne pochopenie jeho sprava-
nia. Urcité chapanie a znalost vlastnosti systému sa vseobecne nazyvaji modelom.
Je prakticky nevyhnutné poznat model systému, aby sme vedeli riesit problémy,
ktoré navazuju na systém. Ako sa dostat k modelu systému je zvycajne mozné
dvoma sposobmi a to bud modelovanim, ¢i identifikdciou. Modelovanie funguje
na principe, ze sa priamo pozrieme dovnutra systému na vztahy, ktoré v nom fi-
guruju, ¢o ale v spomenutych praktickych pripadoch tplne nie je mozné. Druhym
sposobom je identifikacia, ktorej zakladom je tvorba modelu pomocou vysledkov
daného systému. Teda vytvorime model z pozorovani, ktoré z daného systému
ziskame. V pripade bank to budu jednoducho data o klientoch, ktory mali po-
skytnuty tuver. Identifikacia sa eSte deli na on-line a off-line identifikaciu. Off-line
identifikdcia modelu funguje tak, ze zozbierame urc¢ity pocet dat a néasledne vy-
tvorime prislusny model. Naopak on-line identifikdcia s kazdym novym ziskanym
pozorovanim model aktualizuje a vezme do tvahy aj kazdé nové pozorovania,
¢o vedie k adaptivnejsiemu a presnejSiemu modelu.

Nevyhodou klasickej metédy najmensich Stvorcov pri jej pouziti pri on-line
identifikacii je to, ze spocitanie kazdého aktualizovaného odhadu s prichodom
nového pozorovania sposobuje, ze vypocty si pomerne ¢asovo narocné a taktiez
zaberaju velké mnozstvo paméte, kedze je potrebné mat ulozené vsetky dopo-
sial namerané pozorovania. Rekurzivna metdda ako uvidime funguje na principe
rekurzie a preto je mozné staré pozorovania postupne vypustat a nezatazovat s
nim proces. Taktiez je metdéda prakticky tuplne oslobodena od vécsich matico-
vych nésobeni, ¢i maticovej inverzie, ¢o je velmi uzitoéné ak potrebujeme, aby
sa model rychlo aktualizoval pomocou novych pozorovani a reagoval na dané
pripadné zmeny. Rekurzivna identifikacia so sebou prinasa aj dve nevyhody.
V prvom rade je to, ze pri on-line identifikacii je potrebné pred zacatim pro-
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cedury predpokladat a zvolit modelu urcitu struktiru, ¢o moze byt v niektorych
pripadoch pomerne zlozité. Druhou nevyhodou sa ukazalo zhorsenie presnosti
odhadov modelu pri rekurzivnych metédach v porovnani s off-line metédami.

2.2 Rekurzivny identifikacny algoritmus

V tejto casti si predstavime ako funguje rekurzivny identifikacny algoritmus,
ktorym je aj rekurzivna metdéda najmensich stvorcov. Zakladom pre vsetky algo-
ritmy, ktoré spadaju do tejto skupiny si ako uz vieme namerané data. Budeme
oznacovat ako z(t). Teda z(t) predstavuje data alebo skupinu dat (moéze byt
vektor pozostavajuci z viac pozorovani), ktoré sme obdrzali v ¢ase t. Budeme
uvazovat, ze akvizicia dat prebieha v diskrétnom c¢ase (prebieha v specifickych a
fixne danych intervaloch) a nie v spojitom ¢ase. To je kvoli tomu, Ze chceme, aby
sa model aktualizoval iba s prichodom nového pozorovania, ¢i skupiny pozoro-
vani. V case t mame teda k dispozicii postupnost pozorovani z(1), z(2), ..., z(¢).
Zvycajne sa uvazuje pre oc¢islovanie mnozina celych kladnych cisel. Podstatou je
teda odvodenie modelu, pre dany systém zo ziskanych dit z!. Budeme pouZivat
oznacenie 2 pre celkovit dostupnii kolekciu pozorovani do ¢asu t. Uvazujme teda,
ze: 28 = {z(t), z(t—1), ..., z(1)}. Odvodenie modelu poslizi pre stanovenie vek-
toru B, kedze to je prave vektor cez ktory sme uviedli parametrizaciu modelov
v prvej kapitole. Identifika¢ny problém teda prakticky spociva v uréeni zobrazenia
dat 2! k parametrom modelu. Matematicky sa tento vztah znadi ako:

2t — Bt ), (2.1)

kde hodnota B(t; z") je odhad parametrov vektora 8 vytvoreny na zaklade dostup-
nych pozorovani z'. Pri on-line a rekurzivnej identifikicii je nevyhnutné spocitat
odhad B pre kazdé t. Od tohoto momentu si, ale musime dat pozor na rozliSovanie
oznacenia B(t) a (). Ako sme si v (1.6) uviedli, tak vektor odhadovanych para-
metrov je d prvkovy vektor, ktoré prvky znacime ako: (1), ..., B(d). Povedali
sme si, ze pri rekurzivnom identifika¢nom algoritme musime pre kazdé nové pozo-
rovania spocitat odhad. Pomocou oznacenia B(t) mame teda na mysli ¢t —ty odhad
vektoru 8. Teda odhad, ktory bol vytvoreny zo z¢. Okrem spocitania postupnosti
odhadov taktiez pozadujeme, aby algoritmus nebol pocetne narocény a nezaberal
vela paméte, preto st na neho kladené urcité poziadavky (restrikcie). Obvykle sa
v off-line algoritmoch zozbiera N dat a nésledne sa vytvori odhad 8 = B(N ;2.
V nasom pripade sa prave potrebujeme vyhnut tomu, aby sme museli mat ulozent
mnozinu pozorovani 2. Pre tieto uéely budeme uvazovat samostatni premennt
S(t), ktord mé fixné dimenzie a bude sluzit ako funkcia obsahujica vsetky po-
trebné informécie o prechadzajucich pozorovaniach a odhadoch. Tento parameter
S(t) a B (t) bude postupne aktualizovany s prichodom novych pozorovani. Bude
v Case t postacujuce mat ulozené len hodnoty {S(t), B (t)}, ktorych hodnoty sa
budu aktualizovat vzhladom k tomu, ako bude algoritmus vyzerat. Pri odvodeni
kazdého algoritmu, ktory spliia tieto niroky potrebujeme ndjst vhodné a fixné
funkcie H(-,-,-) a F(-,-,-) tak aby platilo nasledovné:

B(t) = F(B(t —1),5(t),2(t)), (2:2a)
S(t) = H(S(t — 1),B8(t — 1),2()). (2.2b)



Uréenie vhodnych funkcii H(-, - ,-) a F(-, - ,-) je dalSou podstatnou castou
tvorby vhodného rekurzivneho algoritmu. V praxi existuje viacero pristupov ako
sa k odvodeniu pouzivanych metéd dostat. Pomoze nam k tomu aj predoslé vy-
svetlenie, ¢o znamenaju pojmy systém a aj prislusSny model k danému systému.
V tejto praci pouzijeme pristup, ktory sa nazyva: Modifikacia off-line identifi-
kacnej metody. Ako uz z nazvu vyplyva pristup funguje na baze, ze zoberieme
Tubovolny off-line identifikac¢ny algoritmus, ktory modifikujeme a upravime tak,
aby spliial obmedzenia pre rekurzivny identifika¢ny algoritmus. PouZijeme teda
klasickii metdédu najmensich stvorcov, ktort modifikujeme tak, aby spliiala spo-
menuté restrikcie a bolo ju mozné povazovat za rekurzivny identifikacny algorit-
mus. Konkrétne obmedzenia, ktoré je potrebné splnit sme si zadefinovali v (2.2).

Este predtym ako sa pustime na odvodenie rekurentnej metédy najmensich
stvorcov, by v tejto casti prace bolo vhodné spomenut takzvany Kalmanov fil-
ter, ktory je odvodeny zo stavového modelu. Na rekurentni metédu najmensich
stvorcov je mozné pozerat ako na Specidlny pripad Kalmanovho filtra za urcitych
podmienok. Hlbsie sa, ale tymto pripadom Kalmanovho filtra a ani Kalmano-
vym filtrom nebudeme zaoberat kvoli pomerne dlhému odvodeniu a potrebnému
vysvetlovaniu. Viac o Kalmanovom filtri je mozné najst v knihe Cipra (2008)
v podkapitole 12.7.

2.3 Odvodenie metody

Uvazujeme znovu model linedrnej regresie (1.5), ktory sme predstavili v prvej
kapitole ako:
Y(t) = B x(t) + €(t).

Uz vieme, ze vektor B je mozné odhadnit z nameranych pozorovani Y (t) a x(t),
kdet =1,...,N. K ziskaniu tohoto odhadu vyuzijeme minimalizaciu chybovych
¢lenov €(t) v tomto tvare:

V(8) = ooy (1)~ 870, (23

ktort ako uz vieme nasledne minimalizujeme vzhladom k 8. Vo vzorci taktiez vy-
stupuje deterministicka realna postupnost ¢isel oy, ktora ako sme si uz spomenuli
slizi na to, aby sme mohli davat rézne vahy réznym pozorovaniam. Vo vacsine
pouziti tejto metddy je ale zvykom volit koeficient oy rovny 1. V tomto pripade
minimalizaciou Vy(8) sa dostavame k odhadu pomocou metédy najmensich v
tomto tvare:

N N
BIN) = [>_awa(t)” ()] Y awa(t)Y (1), (2.4)

t=1 t=1
ak prislusny inverz existuje. Podme sa teda pozrief na to, ako prepisat tento

algoritmus na rekurzivny algoritmus spliiajuci restrikcie (2.2). Najprv si pre zjed-
nodusenie zavedieme nasledujice oznacenie

R(t) = kz_: apx(k)x’ (k). (2.5)
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Potom pomocou vyjadrenia (2.4) pre B (t — 1), malou tpravou a pouzitim prave
zadefinovaného oznacenie dostaneme:

t—1
> agz(k)Y Zakm k)B(t —1).
k=1
a nasledne -
S (k)Y (k) = R(t — 1)B(t — 1). (2.6)
k=1
Z definicie R(t) taktiez vyplyva, Ze:
R(t —1) = R(t) — ayz(t)x” (t). (2.7)

To mozeme jednoducho vidiet z nasledujicej upravy:
t
R(t—1) Z apz(k)x” (k) = > arz(k)z” (k) = —aux(t)x” (t).

PrepiSme si este (2.6) na sumu do t a vyjadrenie prendsobme ]_%_l(t) zlava. Z ¢oho
nasledne tpravami dostaneme:

A

BmzR*@;pmwww> (2.8)

Il
ny]l

-l t)[Z:: (k)Y (k) + a(t)Y (2)

R_l(t)[R(t — DBt - 1)+ az®)Y ()]
R O{RMB( — 1) + aw(t)[~aT (Bt — 1) + Y (1))}
=Bt 1)+ R (Dxt)a]Y (1) — B (t - D (t)],

kde druh& rovnost je len rozpisanie sumy, tretia rovnost je dosadenie vyjadrenia
(2.6), v Stvrtej rovnosti sme pouzili rozpisanie pomocou (2.7) a posledny krok
spociva v zjednoduseni a miernom preusporiadani vyrazu. Prehodenim stran vy-
jadrenia (2.7) dostaneme nasledujuci ekvivalentny vyraz:

R(t) = R(t — 1) + cuz(t) 2" (2). (2.9)

Ak si zadefinujeme este oznacenie R(t) ako

Pomocou tohoto vyjadrenia pre R(t) aplikovaného na (2.9) a jednoduchou tpra-
vou a dosadenim ziskame:

R(t) = SR(t) = 1[1‘3(15 1)+ a2 () (2.10)
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Ak sa pozrieme na koncové vyjadrenia v (2.8) a (2.10) moézeme si vSimnut,
ze obe vyjadrenia v case t potrebuju len hodnoty, ktoré st z prechadzajiceho
a sucastného kroku. Tieto vyrazy vieme zhrnit takymto spdsobom:

B(t) =Bt —1)+ 1R1(t)ac(t)at[Y(t) — BTt - Da(t)] (2.11a)
R(t)=R(t—1)+ 1[atw(t)acT(t) — R(t—-1)], (2.11Db)

kde vidime, 7e v Case t potrebujeme maf ulozené len hodnoty B(t),R(t),Y (t)
a x(t), ¢im tento tvar rovnic naberda podobu rekurzivneho algoritmu. Pri akvizicii
dalsich dat a teda novych pozorovani nam postacia tieto hodnoty pre aktualiza-
ciu odhadu. Vyjadrenia spliiaji dané restrikcie a potrebné data si ulozené, preto
vsetky prechadzajice data mézeme zabudnuf.

Problém nadalej spociva v tom, ze rovnice (2.11), ktoré uz mame v tvare re-
kurzivneho algoritmu st pomerne narocné na pocitanie, kedze v kazdom kroku
je potrebné spocitat inverz matice R, comu sa chceme, ak je to mozné urcite
vyhnit. Hlavnym doévodom je ¢asova naroc¢nost invertovania matic pri kazdom
prichode novych pozorovani. Existuje moznost, ako sa danému problému vyhnut
a to pomocou zavedenia matice P, ktorti bude mozné aktualizovat priamo a bez
potreby maticového nasobenia, ¢o by vypocty pomerne zjednodusilo. Definujme
si maticu P takymto sposobom:

-1

Pt)=R (t) = 711?—1(75).

To ako nam zadefinovanie tejto matice pomoze a ako to bude fungovat si hned
ukazeme, ale k tomu je potreba si najprv zaviest lemma o maticovej inverzii.

Lemma 2 (Lemma o maticovej inverzii). Nech A, B, C' a D si matice, ktoré
maji vhodné a kompatibilné dimenzie. To znamend, Ze nasobok BC'D a scitanec
A+ BCD existuju a taktieZ nech existujiu prislusné inverzy A,B,C'" a D. Potom
plati nasledujiice:

[A+BCD] ™' = A" -~ A'B[DAT'B+C']"'DA™! (2.12)

Doékaz. Dokaz si ukdzeme jednoducho a to tak, ze prendsobime tdajny inverz
matice samotnou maticou, ¢im overime, ze je lemma pravdivé, ak bude vysledkom
jednotkova matica. To vychadza jednoducho z toho, Ze sti¢in matice a jej inverznej
matice je rovné jednotkovej matici. Prendsobenim pravej strany (2.12) sumou
A+ BCD sprava dostavame vyraz:

(A'=AT'B[DAT'B+ C'"'DA ) (A + BCD)

=A"'A+ A'BCD — A7'B[DAT'B+C7'|"'DATA

— A'B[DA'B+C Y1"'DA'BCD
=I+A"'BCD - A"'B[DAT'B+C7'|"'D

— A'B[DA'B+C7'|"'DA'BCD
=]+ A"'B[DA'B+ C'"{[DA'B+C~'|CD — D — DA'BCD}
=l +A'B[DA'B+C'"Y{DA'BCD + C~'CD - D — DA™'BCD}
=1+ A'B[DA™'B+C'"Y{DA™'BCD — DA™'BCD + D — D}
=+ A'B[DA'B+C {0} = I,
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¢im sme dokazali (2.12).

]
So zavedenim lemma o maticovej inverzii (2.12) a jeho aplikdciou v trefom riadku
nasledujiceho odvodenia s tymto preznacenim

A=Pt—1),B=x(t),C=a, D=2x"(t)

a naslednou tpravou dostavame

P(t) = R'(t) = (R(t — 1) + ap()a™ (1)) (2.13)
[P Nt — 1) + ()’ (1)
— P(t—1) — P(t — )a(t) |27 () P(t — D)a(t) + ot x' (t)P(t — 1)

) [«
B Pt — Ve(a ()Pt — 1)
= P =) = S TP - Da(t)

Ako uz vieme tak vyhodou kone¢ného(2.13) je to, ze nie je potrebné v kazdom
kroku invertovat maticu velkosti dim B, ale postac¢i nam invertovanie skalaru.
Oznacenie dim predstavuje dimenziu nejakého vektorového priestoru, ktora je
rovna poc¢tu prvkov baze daného vektorového priestoru. V tomto pripade je vek-
torovy priestor matica R, ktorej inverzii v kazdom kroku rekurzie sa snazime vy-
hnut.

Je to v podstate iba urcita aktualizacia P. Taktiez sa pozrieme na to ako vy-
zerd, oy P(t)x(t), kde za pomoci (2.13) dostavame, ze:

Pt —xt)z' ()Pt — 1)
1oy + 2" (1) P(t — 1)a(t)
a Pt — Da(t)z” () P(t — 1)=(t)
1oy + 2T (t)P(t — 1)x(t)
Pt —1)x(t) o P(t — Da(t)xT (t)P(t — 1)a(t)
1/04,5 + 2T (t)P(t — Da(t) 1oy + 2T (t)P(t — Da(t)
Pt = Da(a ()P - Da(l)
1/ay+xT(t)P(t — 1)x(t)
I (0
1oy +xT(t)P(t — 1)a(t)

aP(t)x(t) =a4 |P(t —1) — x(t) (2.14)

= P(t — 1)a(t) —

Tento ¢len sa nam zide pre lepsi zapis (2.11), kedze prave ¢len (2.14) v nom
vystupuje. Odhad metédou najmensich stvorcov B(t), ktory sme definovali v (2.4)
moze byt teda rekurzivne spocitany. Ak vyuzijeme odvodenia, ktoré sme si teraz
odvodili, je mozné odhad rekurzivne spocitat prostrednictvom tychto vzorcov:

B(t) =Bt — 1) + L)Y (t) — B (t — Da(1)), (2.15a)
Pt —1z(t)
) = 2 P - e (2.15D)
Pt —Dz()z (t)P(t—l)
/oy +xT(t)

P(t) =P(t —1) — (2.15¢)
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Tieto vzorce definuju algoritmus, ktory je znamy pod nazvom rekurentnd metoda
najmensich dtvorcov. Z (2.8) a (2.13) mézeme vidiet odvodenie pre B(t) a zéro-
ven pre P(t), L(t) sme si odvodili v (2.14). Kvoli jej vyhodam je tento algoritmus
jednou z najviac pouzivanych rekurzivnych identifika¢nych metéd. Dalej v préci
budeme casto pouzivat skratku RLS odhad, ktora oznacuje odhad rekurentnou
metédou najmensich stvorcov a taktiez OLS odhad teda odhad klasickou me-
todou najmensich stvorcov. Musime sa eSte povenovat tomu ako je algoritmus
a rekurzia spustena. Potrebujeme maf urcené pociatocné podmienky pre zaca-
tie rekurzie. Problematikou inicializacie algoritmu sa budeme zaoberat konkrétne
v nasledujtcej sekcii 2.4.1, kde sa pozrieme aj na niektoré z vlastnosti rekurent-
ného odhadu.

2.4 Pociato¢né podmienky algoritmu a vybrané
vlastnosti odhadov

2.4.1 Pociatoéné podmienky

Ako kazdy rekurzivny algoritmus aj rekurzivna metdéda najmensich stvorcov,
ktort sme predstavili v podkapitole 2.3, vyzaduje typicky jeden alebo viac pocia-
toénych hodnot. Pri rekurzivnej metdéde najmensich Stvorcov definovanych ako
algoritmus (2.15) potrebujeme hodnoty B(0) a P(0). Tieto hodnoty st nevy-
hnutné pre definovanie pociato¢ného stavu systému, ¢i na urcenie pociatoc¢nych
podmienok pre rekurzivny proces. V algoritme (2.11) st pre spustenie nevyhnutné
taktiez dve hodnoty a to B(0) a R(0). Ak sa znovu pozrieme na vyjadrenia
z prechddzajicej kapitoly, vidime, Ze sme (2.15) odvodili z (2.4) za predpokladu,
7e R(t) = Yt (k)2 (k) je mozné invertovat. Z toho jednoducho vyplyva to,
ze spustenie algoritmu (2.15) je mozné len vtedy, ak je zapocaty v case tg, kde
to je hodnota taka, Ze R(ty) je invertovatelna. Typickym pripadom je, Ze R(t)
mozné invertovat az od ¢asu ty = dimx(t) = dim 8. Vhodné spustacie hodnoty
pre algoritmus (2.15) su také, ze zacneme rekurziu v ¢ase tg, pre hodnoty

P(ty) = Lﬁ:l akaz(k:)mT(k;)] N , (2.16a)

B(to) = P(ty) ﬁj (k)Y (k). (2.16b)

Nevyhodou tohoto pristupu je prave to, ze je algoritmus mozné spustif az v case
tg. Vo vela pripadoch, ale je potrebné a vyhodné zacat rekurziu uz od prvého
ziskaného pozorovania. Beznejsie je preto zacat rekurziu v case t = 0 s nejakou
invertovatelnou maticou P(0) a vektorom 3(0). Odhady vychadzajice z (2.15)
pomocou tohoto pristupu potom vyzeraju takto:

Bt) = P-1<o>+;akm<k>wT<k>] [P-1<O>B<o>+;akw<k>y<k> @)

¢o dostaneme z toho, ak overime, ze (2.17) spliia rekurziu (2.15) s vyssie spo-
menutymi pociatoénymi podmienkami. Ak porovndme (2.17) s (2.4) mozeme si
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vsimnut, ze dolezitost pociatoénych hodnot s ¢asom upada s tym ako narastaju
dané sumy. Tato moznost ndm pomoze hlavne v tom, Ze spustenie algoritmu bude
mozné skor ako v ¢ase ty, bez potreby mat najprv zozbieranych t, pozorovani pre
vytvorenie (2.16). Taktiez ako P~1(0) — 0 tak sa rovnako aj rekurzivne odhady
blizia k off-line odhadom. To moézeme chapaf tak, ze pokial sa jednotlivé prvky
matice P~1(0) limitne priblizuji k nule tak sa RLS odhady priblizuju OLS od-
hadom. Pri alternativnom spdsobe s volbou invertovatelnej matice a vhodného
vektora sa vyuziva volba pre start algoritmu tak, ze volime tieto hodnoty ako
P(0) = c¢- I, kde ¢ > 0 je nejaké velkd konstanta a I je jednotkova matica vhod-
nej dimenzie. Odhad vektoru 3 pre spustenie algoritmu sa voli ako nulovy vektor,

teda B(0) =

2.4.2 Asymptotické vlastnosti

V tejto podsekcii sa pozrieme na niektoré z vlastnosti odhadu vytvoreného
pomocou rekurentnej metédy najmensich stvorcov. Predpokladajme teda v tejto
casti, ze data boli generované pomocou modelu

Y(t) = Bla(t) + €(t), (2.18)

kde €(t) st nezavislé rovnako rozdelené nahodné veli¢iny s nulovou strednou hod-
notou a kone¢nym rozptylom. Budeme skimat ako sa odhad (2.4) sprava so zvy-
Sujucim sa N (po¢tom pozorovani). Pouzitim vyjadrenia (2.18) pre Y (t) v (2.4)
dostavame celkovo:

-1 N

BN)= | ax(t)z" (t) Z; ax(t)Y (t) (2.19)

Lt=1 i
-1 N

= Z atw(t)mT(t) Z OétCC BO + 6( )]

Lt=1 J

= Y azt)2" (t) lzat (t)Bo + x(t)e(t)]

Lt=1 i

= By + l; atm(t)acT(t)] ;alﬂ(t)e(t)

1 T 1 &
=By + lN;atm(t)m (t)] N;%@@)d@

Vo vyjadreni sme pouZili jednoduché prepisanie a to konkrétne, 7Ze Bl x(t) =
x'(t) By, kedZe oba vektory st rovnakej velkosti. Z konecného vyjadrenia (2.19)
mozeme pozorovat niektoré vlastnosti odhadu B(N). Konkrétne si teda takéto:

« odhad B(N) je dostatocne blizko B,
o odhad konverguje k By s N idtacim do nekonecna.

Ak je chybovy ¢len e(t) v (2.18) maly v porovnani s :(t) moZzeme vidiet, ze B(N)
bude blizko By. Podla zakona velkych ¢isel bude suma (1/N) SN, oy (t)e(t) kon-
vergovat k jej strednej hodnote s N iddcim do nekonecna. Spomenuta strednd
hodnota zavisi na koreldcii medzi chybovym ¢lenom €(t) a vektorom dat a(t).
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Stredna hodnota je nulova jedine v tom pripade, ak €(t) a x(t) si nekorelo-
vané. To nastava napriklad v tom pripade, ak je postupnost {e(t)} postupnos-
tou nekorelovanych nahodnych veli¢in s nulovou strednou hodnotou a konstant-
nym kladnym rozptylom. Takto definovana postupnost je taktiez nazyvana biely
sum. Potom €(¢) nie je zavisla s ni¢im, ¢o sa stalo do ¢asu t — 1 a preto plati,
ze E e(t)x(t). Nekorelovanost x(t) a €(t) ako vieme je jednym z predpokladov kla-
sickej regresie. Pre N idice do nekonec¢na teda rozdiel OLS odhadu a RLS odhadu
ide k nule, ¢o si ukdazeme neskor v tejto praci na simulacnej studii. RLS odhad
sa od OLS odhadu lisi hlavne v tom, ze ho je mozné spocitat rekurzivne a vyza-
duje pociatocné podmienky. Okrem toho sa asymptotické vlastnosti tychto dvoch
odhadov zhoduju, prave kvoli tomu, ze RLS algoritmus je odvodeny z klasickej
metody najmensich Stvorcov. Ostatné tieto asymptotické vlastnosti st ukazané v
kapitolach 8 a 9 v knihe Ljung (1999).

2.5 Modifikacie

V prvej kapitole sme si uviedli koncept regresie od ktorého sme sa postupne
prepracovali k linedrnej regresii a nasledne odhadu pomocou metédy najmensich
Stvorcov. Neskor v motivacii pri rekurentnej metdde najmensich Stvorcov sme si
ukazali ako dolezité je pouzitie rekurzivnej identifikacie v praxi a ako podstatné
je mat modely, ktorych dynamika sa meni v ¢ase. My sme si ukazali ako z off-line
modelu, ktory je konstantny (nemenny) sa vieme dostat k adaptivnemu modelu.
V tejto casti skisime adaptivny a dynamicky systém, ktorym rekurzivna metdda
najmensich stvorcov je, modifikovat tak, aby model este lepsie reagoval na zmeny,
ktoré sa s prichodom novych pozorovani deju.

Jeden sposob ako to je mozné dosiahnut je pomocou takzvanej diskontacie
pozorovani. Konkrétne sa tato modifikdcia nazyva rekurzivna metéda najmen-
sich stvorcov s diskontovanymi meraniami. Budeme sa v podstate snazif zachytit
trend vyvoja modelu cez postupné vypustanie starSich pozorovani, ktoré st menej
relevantné. Této postupnost bude v nieom podobné ako postupnost véh «f(t),
ktoru sme si zaviedli uz na zaciatku prace. Bude to v principe len vylepsenie tejto
postupnosti pre nase potreby. Pri klasickej metdéde najmensich Stvorcov vieme,
ze je potrebné minimalizovat (2.3), teda sumu

Vv (B) = ]1[ Sy (1) - B"a(r) (2.20)

Thato suma je nasledne minimalizovana cez vektor B, aby sme sa dostali k vyjad-
reniu odhadu daného vektora. Ak sa na vyjadrenie kritéria (2.20) dobre pozrieme
mozeme vidiet, Ze je to v podstate len priemerné spravanie odhadu pocas c¢asu
1 <t < N. V niektorych aplikaciach, kde je potrebné do modelu zahrnut vsetky
pozorovania rovnomerne je tato vlastnost vyuzitelna. Ak, ale mame pomerne
rychlo meniace sa data, ktorych trend chceme modelom zachytit mali by sme
uvazovaft nad vytvorenim odhadu, ktory viac reprezentuje momentéalne vlastnosti
systému v realnom case, kedy prislusny odhad vytvarame. V tomto pripade by
bolo pre nas logické uvazovat diskontovanie starsich pozorovani. To dosiahneme
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takymto sposobom:

=2 AN[Y(t) - B (1)), (2.21)

t=1

kde ﬁ(N t) sa typicky zvacsuje s t pre dané N. Pozorovania bliiéie k casu N
algoritmu. Kedze V ~(B) je stale kvadratlcka v B postup pri minimalizacii tohoto
vyrazu je totozny s minimalizaciou (2.20) este z podkapitoly 1.3. Tym padom
vieme odhad 3 spocitat nasledovne:

=D ANz D oAN @)Y (1)) (2.22)

t=1 t=1

Toto vyjadrenie predstavuje vychodisko k vypoctu off-line odhadu daného vektora
s pouzitim 7(V,t). Ak chceme postupnost odhadov pocitat rekurzivne za pomoci
vyssie uvedeného vyjadrenia pre off-line odhady musime uvazovat, ze aj J(N,t)
je v ur¢itom tvare. Odhady je mozné spocitat rekurzivne, ak zavedieme 7(t,k)
v Specidlnom tvare, aby platilo, Ze tento koeficient je zavisli na poradi daného
pozorovania v ¢ase. Predpokladajme preto, Ze tento koeficient je mozné vyjadrit
v nasledujicom tvare:

(tk) = At)y(t — 1,k), 1<k<t-1 (2.23a)

Co vieme prepisat ako:

SER) = MO — LE) = MO — DAt - 2.k) (2.23D)
t t
= [ 11 )\(J)] Y(k k) = [ 11 /\(J)} a,
j=k+1 j=k+1
kde vidime, ze plati rovnost 7(k,k) = o« a to pri zohladneni konvencie,

zZe H§:k+1/\(j) = 1. Zvycajne je taktiez dané, ze A(k) < 1. Ak A(k) = X pre
vsetky k, tak to znamena jedine to, ze tento koeficient je konstantny pre vsetky
t a preto z (2.23b) dostaneme:

F(t,k) = Xy, (2.24)

¢o pri pouziti v (2.21) ddva danému vyjadreniu takzvany exponencidlne zabtda-
juci tvar. Takze v tomto tvare si pociatocné pozorovania postupne vypustané
a to tak, ze k nim je priradeny mensi koeficient. To sme chceli touto modifikaciou
dosiahnut. V takom pripade, kde plati (2.24) nazyvame A ako forgetting factor.
Zavedieme si znovu rovnaké oznacenie ako (2.5), ale v tomto pripade pre (2.22)
ako: .

=Y y(t.k)z(k)z" (k). (2.25)

k=1
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Potom plati

R(t) = y(t.k)z(k)z" (k) (2.26)

= A)R(t — 1) + cyx(t) " ().

Teraz budeme postupovat rovnako ako v (2.8), ale pouzijeme nové vyjadrenie
(2.26) pre R(t), z ¢oho nasledne dostaneme:

= R (ONORE - DB — 1)+ aa(t)Y (t)]

= R_l(t){[f( t) — a(t)e” (D)]B(t — 1) + ()Y (1)}
= R (t{R(1)B ( 1) +az)Y () -2 ()8t - 1)]}
= B(t—1)+ R BtV (t) — 2" (OBt —1)].

Dostali sme sa presne k tomu istému findlnemu vyjadreniu ako v postupe (2.8).
Takze odhady B (t) s, ale aj bez zavedenia forgetting factoru maju zhodné aktu-
aliza¢né vyjadrenia. Aj v tomto pripade sa ale potrebujeme vyhnut invertovaniu
matice R(t) v kazdom kroku rekurzie. Pouzijeme k tomu znovu oznacenie

(1)

a budeme postupovat rovnako ako. Aplikujeme teda lemma 2 na (2.25). Z ¢oho
dostavame

(67 13

-1

P(t)=R

1

P(t) =R (t) = MNOR(t — 1) + vz (t)” ()]
5@)@_n—*;mpqn@;J@*bmpqn@+;tq
x xl (t)P(t — 1>/\(1t)
570" ”§(<t>ff§ff§m§§§ff ; 1)()
S )~ S A e ¢ e
505 [0 Byt #rerete- T |
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V prvom riadku sme si len prepisali vyjadrenie pomocou (2.26), na ktory sme
nasledne aplikovali lemma 2 a potom uz len jednoducho upravili. Tymto postupom
sme sa teda dostali k tomuto algoritmu:

Blt) = Bt~ 1)+ LY () — 2" (0B~ 1), (2.27)
o Pvet)
MO = 50 el + 0P Dt TR 220

[, . Pl Dae" ()P 1) C
PO =X [P(t D oo + 27 >P<t—1>w<t>]’ (2.27c)

kde B(t) a P(t) sme si prave odvodili. Ukézme si efte ako sme sa dostali
k vyjadreniu L(t):

L(t) = P(D(t) = [1 [p@—n— R (’”Pf‘;)t)ﬂm(t>

D) ) o + o (O P(E - Dal
T P(t— V(e (OP(—1) |
- tlwp(t D= et p <t—1>:c<t>+w<t>/oat]] )
P(t — D (H)x(t)P(t — 1) + 20LC=1

ot

t=Dx(t) + [N (1)/ai]
] x(t)

_&t

A)x™ (t)P
P(t — Dax(t)z" (t)P(t — 1)
A(t)aT (t P(t—1>w(t [A%(t)/ cu]

x(t)

~—

= L(t)wT(t)P(t = Dax(t) + [)‘Q(t)/at]]
P(t — Dz(t)

T @) ] + 2T ()Pt - Da(t)

Ukazali sme sa si ako sa postupne dostat, ku vSetkym potrebnym castiam
rekurzivneho algoritmu so zavedenim forgetting factoru, ¢oho doésledkom dosta-
vame, ze (2.21) moze byt rekurzivne minimalizované pomocou algoritmu (2.27),
ktory sme si v tejto podkapitole odvodili. Algoritmus musi spliiat poziadavky
stanovené pre forgetting factor a teda musi podliehat dvojici vyjadreni (2.23).
Ak sa znovu pozrieme na obidva tvary rekurzivnych identifikacnych algoritmov,
mozeme si vS§imniit, ze obycajny algoritmus rekurentnej met6dy najmensich stvor-
cov (2.15) je Specidlnym pripadom modifikovaného (2.27), kde A(t) = 1. Podstata
a efekt forgetting factoru A(¢) v (2.27c) je zjavne to, aby sme ¢len P(t) a teda
aj narast L(t) vedeli ur¢itym spdsobom korigovat pre nase potreby vzhladom ku
charakteru dat. Ako uz vieme tak zvycajne plati, ze A(k) < 1 pre vSetky k. Potom
z (2.27) vidime, ze koeficient A(t) prirodzene zvacsuje P(t) a rovnako aj L(t). Ak
A(t) < 1—-90,8 > 0, potom P(t) nebude mat tendenciu ist do nuly a algorit-
mus bude preto vzdy pripraveny zaznamenavat meniacu sa dynamiku systému
a zmeny, ktoré s nou prichadzaju.
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3. Simulac¢né studie

Téato cast prace by mala posluzit k lepsiemu uchopeniu rekurentnej metody
najmensich stvorcov na zopar simulaciach z nahodne generovanych dat. Budeme
sa pozerat aj na odhady pomocou klasickej metédy najmensich stvorcov, kedze
prave to je metoda z ktorej sme on-line adaptivny algoritmus odvodili. Simulacie
taktiez vyuzijeme na ukazanie niektorych vlastnosti, ktoré boli v praci prestavené
a taktiez ako sa odhady adaptuju, aktualizujui a vyvijaju s prichodom novych
pozorovani.

3.1 Simulacia: Vyvoj RLS odhadu

V tejto simulacii sa pozrieme ako sa odhad pomocou rekurentnej metédy
najmensich stvorcov postupne vyvija s prichodom novych dat. Uvidime ako sa
odhady menia v zavislosti na tom, ktoré pozorovania st pri vytvoreni odhadu
dostupné. Za nase vstupné hodnoty budeme uvazovat 70 nahodnych dat, ktoré
budeme generovat z jednoduchého modelu Y (t) = 2+5-t+¢€(t), kde ¢ st hodnoty
1,...,70 a € budeme brat ako chybové ¢leny generované norméalnym rozdelenim so
strednou hodnotou 0, ¢o je dané z predpokladov chybového ¢lena a smerodajnia
odchylku nastavime na 25. Seed nastavime na hodnotu 42. Pozrieme sa konkrétne
na to ako sa odhady postupne menia po 15, 25, 45, 70 prijatych pozorovaniach,
ako prekryvaju dostupné data a ako po prichode novych sa odhady adaptuju a
vyvinu. Vsetky vybrané odhady si vykreslime do grafu a vypiseme ich hodnoty aj
do tabulky spolu s odhadom vytvorenym pomocou klasickej metdédy najmensich
Stvorcov aplikovanej na vsetkych 70 pozorovani.

Vykreslime si tiez grafy vyvojov hodnét a a b pri RLS odhadoch pre kazdé
pozorovanie, na ktorych budeme moct vidiet ich vyvoj v kazdom rekurzivnom
kroku. Ako inicializdciu P(0) v simula¢nych Studiach pouzivame 107 - I, kde 107
je v tomto pripade konstanta c a [ je jednotkova matica 2 x 2, ¢oho dévod vyplyva
zo sekcie 2.4.1. Chceme v tomto pripade zacat rekurziu uz po prvom pozorovani,
ale kedZe potrebujeme, aby maticu R bolo mozné invertovat, volba ako v (2.16a)

nedava v tomto pripade zmysel. Tym padom sa priklaname k alternativnej volbe
P(0) ako 107 - I.

||| RLS(N=15) | RLS(N=25) | RLS(N=45) | RLS(N=70) | OLS(N=70) |
all 27.98288 22.38913 17.65541 3.403752 2.923
b 3.527962 3.873058 4.266276 5.00198 5.012

Tabulka 3.1: Vyvoj RLS odhadu s prichodom novych dat a porovnanie s OLS
odhadom

V tabulke 3.1 sme si zapisali hodnoty odhadov a vidime ako sa rekurzivne
odhady menia s prichodom novych dat a adaptuji sa na zmeny. V tabulke sme
tiez pridali stlpec s OLS odhadom spo¢itanym zo vSetkych 70 dét ku ktorému
RLS odhady pomaly smeruji. Na obréazku 3.1 vidime na grafe vykreslenych vset-
kych 70 pozorovani a aj ich prelozenie pomocou odhadov vytvorenych pre prave
prislusné dostupné data a taktiez OLS odhad. Vidime, ze OLS odhad na ob-
razku 3.1 prekryva RLS odhad pre N = 70, kedze tieto odhady st uz pomerne
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blizko pri sebe. Na obrazku 3.2 sme si eSte postupné odhady pre rozne N vykres-
lili do samostatnych grafov, kde st odhady vytvorené z plne vyplnenych bodov a
zvysné nevyplnené body este nie st dostupné. Simulécia hlavne mierila na to, uka-
zat ako rozlicne funguje vypocet pomocou klasickej meté6dy najmensich stvorcov
a pomocou rekurzivneho algoritmu. Na obrazkoch 3.3 a 3.4 vidime vyvoje odhadov
pre koeficienty a a b, kde vidime peknti adaptaciu algoritmu na zmeny sposobené
prichadzajicimi pozorovaniami a postupny prechod ku koneénému odhadu.

300

200

100

0 10 20 30 40 50 60 70

Obr. 3.1: Vykreslenie odhadov pre vybrané N a ich postupna aktualizacia
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Obr. 3.2: Postupné odhady pre rozne N, kde plné body znazornuju aktualne
dostupné pozorovania pre RLS odhady
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Obr. 3.3: Vyvoj koeficientu a
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Obr. 3.4: Vyvoj koeficientu b

25




3.2 Simulacia: Prelozenie dat polynémom

Rovnako ako klasickii metédu najmensich stvorcov tak aj rekurentni metédu
je mozné pouzit na prekladanie ziskanych dat nie len jednoduchou priamkou, ale
aj Tubovolnym polynémom nejakého stupna. V tejto Casti si teda ukazeme ako
je mozné rekurentny algoritmus pouzit pre odhad koeficientov pre prekrytie dat
nejakym polynémom. Doteraz sme v kazdej simuldcii kvoli jednoduchosti a v
zavislosti na datach odhadovali len tvar jednoduchej priamky. Teraz sa od tohoto
odklonime a budeme generovat data pomocou zlozitejsicho modelu, s pomocou
ktorého sa dostaneme k pozorovaniam, pri ktorych uz prelozenie priamkou bude
nepostacujtice. Budeme teda odhadovat koeficienty daného n — tého polynéomu,
ktory sa bude najlepsie hodit pre dané déata. Taktiez sa rovnako ako v prvej
simulac¢nej studii pozrieme na vyvoj rekurzivneho odhadu v ¢ase a jeho smerovanie
k OLS odhadu, ale pre vsetky 4 odhadované koeficienty.

Vygenerujeme si teda nadhodné data a vytvorme odhady prislusného poly-
noému, ktory postupne dostupné data ¢o najlepsie vystihuje a preklada. Data v
tomto pripade budeme generovat z modelu:

Y(t) =10412-t—0,7- 1>+ 0,009 - t* + (t).

€ v tomto pripade znovu predstavuje chybovy ¢len s nulovou strednou hodnotou
a smerodajnou odchylkou 10. V tomto pripade budeme generovat 60 nahodnych
pozorovani. Ako prvé sa pozrime na to, ako vygenerované data vyzeraju a ako by
ich prekrytie pomocou jednoduchej priamky vyzeralo.

50 100

-50 0

Obr. 3.5: Prelozenie dat jednoduchou priamkou

Ako na obrazku 3.5 vidime, tak charakter dat v tejto simulécii uz je na prvy
pohlad podstatne zlozitejsi ako v prechadzajucich simulaciach. Po prelozeni dat
jednoduchou priamkou vidime, ze tento odhad je uz dosf nedostacujici a teda
nevie prelozif vygenerované data tak, aby dobre vystihol ich charakter a vlast-
nosti. Pozrime sa este nato, ako ako by vyzeralo prelozenie tychto dat pomocou
polynému druhého stupna.
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Obr. 3.6: Prelozenie dat pomocou kvadratickej funkcie

Z obrazku 3.6 vidime, ze tento odhad sa uz pokusa lepsie adaptovat na zmeny
a vystihnut trend dat, ale odhadnuty tvar kvadratickej krivky stéle nie je pre pre-
loZenie vygenerovanych dat dostac¢ujice. Kubicky polyném bude v tomto pripade
vzhladom na model, z ktorého data generujeme najvhodnejsiu volbou. Odhado-
vany tvar kubickej krivky nadobtida nasledujici tvar y =a+b-x +c- 2> +d- 23
respektive y = a + b - x + ¢ - 22 pre kvadraticki funkciu a rovnakym spdsobom
pre vyssie polynéomy. V principe funguje algoritmus na tplne rovnakej béaze, ale
jedinym rozdielom je to, ze P(0) pri inicializacii algoritmu bude matica velkosti
4 x 4 a respektive pri kvadratickej funkcii 3 x 3 a teda aj dimenzia odhadu bude
vektor prislusnej velkosti. P(0) sme pri kazdom odhade znovu volili ako 1071, pre
vhodnu velkost jednotkovej matice. V poslednom rade sa pozrime na prelozenie
dat kubickou funkciou a ako dany odhad vystihuje pozorovania. V tabulke 3.2
vidime odhadnuté koeficienty a, b, ¢ a d v jednej tabulke pre vybrané pocty po-
zorovani ako aj odhad vytvoreny pomocou klasickej metédy najmensich stvorcov.
Z tabulky je mozné jasne pozorovat vyvoj a smerovanie RLS odhadov k OLS od-
hadu rovnako ako predchazdajicej simulacii. Kvoli zlozitosti dat su, ale rozdiely
RLS a OLS odhadov ovela vacsie ako pri prekladani dat jednoduchou priamkou.
Obrézok 3.7 znazornuje prelozenie dat koneé¢nym RLS odhadom, takze odha-
dom, ktory ma minimalnu stvorcovi odchylku. Mézeme vidiet, Ze tento odhad uz
pekne vystihuje vygenerované data. Pozrieme sa este na to ako odhady vytvorené
z 10, 20, 40 a 60 dostupnych pozorovani prekladaju data, kde taktiez budeme vi-
diet ich postupny vyvoj. Prelozenie dat tymito odhadmi mdzeme pozorovat na
obrazku 3.8. Odhad vytvoreny zo vSetkych 60 pozorovani pri vykresleni uz velmi
dobre odpoveda OLS odhadu. Zvysné odhady z 10, 20 a 40 dat uz sa vyslednému
odhadu pomerne vzdialuju a to je hlavne sposobené komplexitou systému, z kto-
rych st data generované. Tieto odhady nemaju sancu vystihntuf meniaci sa trend
generovanych dat. Hlavnou podstatou tejto podkapitoly bolo ukazanie toho, ze
je rekurentni metodu najmensich stvorcov rovnako ako klasickt metédu najmen-
sich stvorcov mozné pouzit na prekladanie dat ako jednoduchou priamkou tak aj
[ubovolnym polynémom vhodného radu,. Taktiez sme pozorovali postupny vyvoj
RLS odhadov pre vybrané N a ako odhad postupne smeruje k odhadu, ktory
najlepsie vystihuje namerané data.
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| [RLSN=10| N=20]| N=40[ N =60 [ OLS N =60 |

a 320.753 50.207 | 38.925 | 30.800 20.181
b —170.262 1.755 7.354 9.641 10.905
c 30.948 0.211 | —0.481 | —0.629 —0.670
d —1.654 —0.017 | 0.005 0.008 0.008

Tabulka 3.2: Vyvoj RLS odhadu koeficientov kubického polynému s prichodom
novych dat a porovnanie s OLS odhadom
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Obr. 3.7: Prelozenie dat pomocou kubickej funkcie

50 100

-50 O

Obr. 3.8: Vyvoj odhadu pomocou kubického polynému pre rézne N

28



3.3 Simulacia: Skiimanie konvergencie RLS od-
hadu k OLS odhadu

Podstatou tejto simulacie bude ukazat ako pre zvySujuci sa pocet pozoro-
vani konverguje rozdiel odhadu vytvoreného pomocou klasickej metédy najmen-
sich stvorcov a odhadu vytvoreného rekurentnou metédou najmensich stvorcov
k nule. Tato vlastnost vyplyva z podkapitoly 2.4.2, kde sme si ukazali, ze od-
had musi byt dostatoc¢ne blizko By. Spomenutt konvergenciu si predvedieme po-
mocou postupného zvacSovania poctu dat generovanych z jednoduchého modelu
v tvare Y () = 24+5-t+€(t). V tomto pripade € bude znovu predstavovat chybové
¢leny dané normélnym rozdelenim so strednou hodnotou 0, ale so smerodajnou
odchylkou 35.

Chceme teda ukazaft, ze pre rastice N sa prakticky RLS odhad priblizuje bliz-
sie a blizie OLS odhadu. Ako poc¢ty pozorovani pre tito simulaciu budeme uvazo-
vat hodnoty N = 25, 50, 100, 250, 500, 1000, 2500, 5000. Hodnoty ¢ budeme
brat v kazdom pripade ako 1, 2, 3..., N z ktorych nasledne vygenerujeme
hodnoty Y ako: Y(t) = 2+ 5 -t + €(t). Na vygenerované data aplikujeme re-
kurzivny algoritmus (2.15), ktory ndm vytvori postupnost odhadov, pre kazdé
pristupné pozorovania. Ako inicializdciu P(0) v simuldcii znovu pouZijeme 107 -1,
¢oho dovod sme si vysvetlili uz v predchadzajicej simulécii. Pre kazdy roz-
sah dat N spustime cyklus 1000 krat s rozne generovanymi chybovymi ¢lenmi
a v kazdom pripade pre vygenerované hodnoty Y spocitame prislusné OLS a RLS
odhady. Nasledne si spoc¢itame rozdiel v konecného RLS odhadu a OLS odhadu
a tychto 1000 hodnot spriemerujeme pre vsetky rozsahy N, ¢im sa dostaneme
k priemernych odchylkam tychto dvoch odhadov. Tieto rozdiely budeme sepa-
ratne pocitat pre odhady koeficientov a a b.

Okrem pozorovania konvergencie rozdielov danych odhadov k nule si vykres-
lime boxplot (krabicovy graf) pre vsetky koneéné odhady z cyklu pre kazdé N,
kde budeme pozorovat postupne sa zmensujtce rozptyly RLS odhadov s pribuda-
juacim poc¢tom pozorovani, ¢o je dalsia z vlastnosti rekurentnej metédy najmensich
stvorcov. Ako budeme z grafov vidiet, je podstatné mat ¢o najvicsie mnozstvo
pozorovani, ak chceme aby odhady boli ¢o najpresnejSie. Ako uz vieme tak od-
hadujeme tvar priamky, ktorda ¢o najlepsSie vystihuje namerané hodnoty. Tato
priamka je v tvare a + b - x, kde a teda oznacuje prienik s osou y a b ozna-
cuje sklon odhadnutej priamky. Vypocitané priemerné rozdiely hodnét odhadov
si zaznamendme do tabulky a taktiez si ich hodnoty vykreslime do stipcového
grafu.

V tabulke 3.3 mame vypisané priemerné rozdiely v oboch odhadovanych
koeficientoch a a b a je jasné, ze pocet pozorovani ma na tieto spriemerované roz-
diely signifikantny vplyv. Hodnoty pomerne rychlo smeruji k nule, ¢o sme si chceli
aj ukdzat. Na obrazkoch 3.9 a 3.10 mozeme vidiet jasny trend znizujucich sa roz-
dielov v oboch hodnotach odhadov a teda aj pekni konvergenciu rozdielu RLS od-
hadu a OLS odhadu k nule so zvysujicim sa poctom N. RLS odhady vytvorené z
menej pozorovani si OLS odhadu eSte pozorovatelne vzdialené, ale pre 1000, 2500
a 5000 pozorovani davaju uz velmi podobné hodnoty. Taktiez mozeme pozorovat,
ze rozdiely v hodnote koeficientu a st patricne vacsie ako v hodnote b, ¢o ale nie
je vzhladom ku tvaru priamky prekvapivé. Obrazky 3.11 a 3.12 este postupne
zobrazuju rozptyly vytvorenych odhadov pre rozne pocty pozorovani ako pre
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koeficient a tak aj koeficient b. V oboch pripadoch je viditelné, ze sa rozptyly
odhadov postupne znizuju s rastom poc¢tu pozorovani. Pre ¢o najlepsiu presnost
odhadov je teda podstatné ziskat a pouzit, ¢o najviac pozorovani.

|

| a

\ b

|

N=25

—1.334856358

0.077010943754

N=50

—0.637945492

0.018763102724

N=100

—0.295337145

0.004386195227

N=250

—0.113897083

0.000680659857

N=500

—0.056726696

0.000169840408

N=1000

—0.027998579

0.000041955913

N=2500

—0.011149909

0.000006687271

N=5000

—0.005589795

0.000001676603

Tabulka 3.3: Priemerné rozdiely OLS a RLS odhadov pre rozne N
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Obr. 3.9: Rozdiely v hodnote a medzi RLS a OLS odhadmi pre rézne N

Na jednoduchej simulécii sme si teda predviedli konvergenciu rozdielu odhadu
vytvoreného rekurentnou metédou najmensich stvorcov a odhadu vytvoreného
vseobecnou metédou najmensich stvorcov k nule pre rastici pocet pozorovani.
Taktiez sme mohli pozorovat ako sa postupne zmensuje aj rozptyl vytvorenych
RLS odhadov v zavislosti na pocte pozorovani z boxplotov, ktoré sme z odhadov

vytvorili.
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Rozdiel OLS a RLS odhadov

0.08

0.06

0.04

0.02

0.00

25 50 100 250 500 1000 2500

= _| o]
w
_ —e—
| —e
g | : —
O -
s : ] . | e
S ; | ——
_ 487 ¥
o =
@ 5
I I I
25 50 100
g
i e
o | 1
N i : —8
w - '—l—| | |
| ——
. I . ——— \
| i O g
o —
A <
T T T
250 500 1000
1 o]
: o
~ - ! -
[ : |
T | |
o - ! 5
| o
o - !
T T
2500 5000
Obr. 3.11: Rozptyly odhadov koeficientu a pre rozne N
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Obr. 3.10: Rozdiely v hodnote b medzi RLS a OLS odhadmi pre r6zne N



100

50

25

r ¢ 2

T
g0's

T
00's

T
g6

1000

500

250

T T T 1
Zo0's Q005 Bee'v

5000

2500
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3.4 Simulacia: Dopad forgetting factoru na od-
had

Téato simulacna studia sa pozrie na to ako sa odhad pomocou rekurentnej
metody najmensich Stvorcov meni pri roéznych nastaveniach forgetting factoru.
Simulaciu znovu budeme aplikovat na data generované jednoduchym modelom,
ktory sme uz pouzili v prechadzajicich simulaciach. Zmena bude len v pocte
generovanych pozorovani. Kvoli pomerne rychlemu priblizovaniu RLS odhadu
k OLS odhadu, odhady s réznymi forgetting factormi A sa adaptuju a tiez sme-
ruju rychlo k sebe. Tym padom najlepsie bude mozné pozorovat dopad rdznych
A pri menej pozorovaniach. Vykreslenie prekrytia ddt odhadmi by z konvergen-
cie rozdielov OLS a RLS odhadov k nule nemalo velki vypovedni hodnotu.
V tomto pripade sa pozrieme na odhady v krokoch rekurzie pre rézne hodnoty A
a budeme taktiez sledovat ako sa odhady postupne zacni coraz viac priblizovat
a postupne zhodovat. Data ako sme si uz spomenuli budeme generovat mode-
lom Y (t) =2+ 5-t+€(t), kde t st hodnoty 1,...,20 a ¢ budeme uvazovat ako
chybové ¢leny generované normélnym rozdelenim s nulovou strednou hodnotou
a smerodajnou odchylkou 10. Seed nastavime na hodnotu 42.

L A= ] A=099 | A=095 | A=090 [ A=0.75 |
.|| 207095845 | 205024886 | 196741052 | 186386260 | 155321884
|| 207095845 | 205024886 | 196741052 | 186386260 | 155321884
, || 82838342 | 82009958 | 78696425 | 74554508 | (2128757
||| —41419161 | —41004970 | —39348203 | —37277245 | —31064369
o || 143.47295 | 14347295 | 1434729 | 1434729 | 143.47288
||| —47.85041 | —47.85041 | —47.8504 | —47.8504 | —47.85038
4 || 54506152 | 54.506152 | 54.506150 | 54.506149 | 54.506142
|| —9.721772 | —9.721772 | —9.721771 | —9.721771 | —9.721769
. || 34389845 | 34.389845 | 34.389844 | 34.380844 | 34.380841
© || —2.178156 | —2.178156 | —2.178156 | —2.178156 | —2.178155
6 || 28619138 | 28.619138 | 28.6191372 | 28.6191370 | 28.6191359
~ || —0.254587 | —0.254587 | —0.2545869 | —0.2545869 | —0.2545866
- | 16.581905 | 16.581905 | 16581905 [ 16.581905 | 16.581905
|| 3.356583 | 3.356583 | 3.356583 | 3.356583 | 3.356583
1o, || 19-281098 | 19.281098 | 19.281098 | 19.281098 | 19.281097
|| 3524461 | 3.524461 | 3.524461 | 3.524461 | 3.524461
oo, || 1620263 | 1620263 | 16.20263 | 16.20263 | 16.20263
3.92600 3.92600 3.92600 3.92600 3.92600

Tabulka 3.4: Vyvoj odhadov v case

V tabulke 3.1 moézeme pozorovat odhady pre rézne hodnoty A pre vybrané
hodnoty spocitané rekurzivnou metédou. Vidime, ze hodnoty pociatocnych od-
hadov sa pomerne lisia, kedze na tieto pozorovania ma forgetting factor najvacsi
vplyv. Je mozné si vsimnut, ze do 7 pozorovania sa uz odhady pre vsetky rozne
A zhoduju a postupne pomaly konverguji k odhadu pomocou OLS. Takze vplyv
volby forgetting factoru najviac ovplyvnuje zaciatok rekurzie, ale postupne sa
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odhady rychlo formuji na pozadovany vysledok. Zac¢iatocnym pozorovaniam sa
so znizujucim A poklada mensia doélezitost a chceme pokladat véicsiu dolezitost
na pozorovania, ktoré sme ziskali neskor v ¢ase, kedze sa daji povazovat za viac
aktualne a signifikantné. Ak na rovnaké data aplikujeme klasicki metodu naj-
mensich Stvorcov dostaneme sa ku vyslednému odhadu 12.177, 4.214. Je vidno,
ze RLS odhady pomaly smeruju k OLS odhadu, ale kvoli rozsahu dat su este vi-
ditelne vzdialené, ¢o je mozné pozorovat aj na obrazku 3.13, kde sme si vykreslili
prekrytie dat ako RLS ohadom tak OLS odhadom pre vsetkych 20 pozorovani.
RLS odhady pre rozne A st vtedy uz zhodné a preto nam staci vykreslit jeden
odhad, ktory reprezentuje vsetky.

—— OLS odhad
— RLS odhad

100
|

80

60

40

20

5 10 15 20

Obr. 3.13: Rozdiel prelozenia dat OLS a RLS odhadom pri N = 20
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4. Prakticka cast

4.1 Predstavenie

V tejto Casti prace sa pozrieme na jednu z moznosti vyuzitia rekurentnej me-
tody najmensich stvorcov pri jej aplikacii na redlne data. Potrebu vyuzitia metody
a vyhody jej rekurzie sme si uz v predchadzajicich castiach prace spomenuli a
preto nie je prekvapivé, ze sa s jej pomocou riesi skala problémov. V tejto casti
sa pozrieme na jej praktické vyuzitie vo financiach a to konkrétne pri CAPM mo-
deli. CAPM model je v skratke Capital asset pricing model, ¢o je v preklade mo-
del ocenovania kapitalovych aktiv. Tento model tvori dolezitu zlozku novodobej
teodrie portfélia, ktord sa zaoberd konstrukciou a analyzou investi¢ného portfélia.
Teéria portfolia je v sticasnosti zalozena na diverzifikacii portfolia, ¢o vedie k zni-
zeniu rizika spadajiceho na investora, kedze aktiva nie si dostato¢ne vzajomne
korelované. CAPM model poskytuje moznost ako vieme zmerat rizikovost urci-
tého aktiva v kontexte vacsieho portfolia. Spocitanim ocakavaného vynosu a rizika
jednotlivych aktiv pouzitim CAPM modelu, mézu investori zostrojif optimélne
portfélio s minimalnym rizikom a maximalnym ocakavanym vynosom, alebo pri-
padne iné portfélio s inak nastavenym zamerom.

4.2 Vzorec CAPM modelu

CAPM je vlastne model opisujici vzfah medzi ocakdvanym vynosom a riskom
investicie do daného aktiva. Ako sa uvadza v Cipra (2005) v podkapitole 12.3 tak
vzorec, ktory sa pri vypocte ocenovania aktiv pouziva je nasledujuci:

E R, = Ry + B,(E R, — Ry), (4.1)

kde E R; oznacuje o¢akavanu vynosovi mieru kapitalového aktiva i, Ry je bez-
rizikova vynosova miera, E R,, oznacuje oCakdvani vynosovi mieru trhu a 3 sa
pouziva ako faktor, ktory oznacuje senzitivitu aktiva. Bodku nad § pouzijeme
jednoducho len pre rozlisenie oznacenia od vektora neznamych pouzivaného vo
zvysku préace. VSeobecne sa tento koeficient oznacuje ako 5. Trh ma podla defi-
nicie 3 dand rovnd 1. To znamens, ze ak 8 daného aktiva je rovnd 1, aktivum
reaguje na zmeny na trhu presne ako trh. Ak mé aktivum 3 vacsie ako 1 tak je ak-
tivum viac senzitivne na zmeny a teda pri naraste, ¢i poklese trhu su viac nestéle,
ale spravaju sa podla trendu trhu. Z ¢oho opacne vyplyva, zZe aktiva s 3 mensim
ako 1 sti menej volatilné ako trh. Specidlnym pripadom st aktiva, ktorych faktor
3 je zaporny, ¢o predstavuje negativnu koreldciu s trhom. Inak povedané, ak trh
rastie vynos daného aktiva klesa a opacne. Prikladom takéhoto aktiva je napri-
klad zlato, ktoré je pri nepriaznivych podmienkach na trhu kupované investormi
pre udrzanie hodnoty penazi a ako paka proti inflacii.

4.3 Aplikacia RLS na CAPM model

Zapis (4.1) sa vhodne modifikuje pri aplikdciach spojenych s regresnou ana-
lyzou. Ako sa uvdadza v knihe Cipra (2008) na strane 32 je mozné klasicky zapis
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pre nase potreby modifikovat takto:
Rilt) = Ry(t) = @i+ Bi(Rult) = Rp() + (), t=1, .., N  (42)

kde R;(t) je vynos na aktive ¢ v danom case t (v nasom pripade v danom dni),
Ry(t) je vynos bezrizikového aktiva v case t, R,,(t) je teda vynos indexu v da-
nom case t a «; a 52 st koeficienty, ktoré chceme odhadnit pomocou rekurentne;j
metody najmensich stvorcov a klasickej metody najmensich stvorcov. Na chy-
bovu zlozku kladieme rovnaké predpoklady ako v pripade linedrneho regresného
modelu. Uviedli sme si teda CAPM model v tvare klasickej regresnej rovnice.

Budeme sa teda snazit pomocou rekurzivneho algoritmu odhadovat 3 faktor
pre 3 rozne akcie z akciového indexu Standard and Poor’s 500 (S&P 500("GSPC)).
Tento koeficient je odhadovany na zaklade historickych dat akcii a takzvanej bez-
rizikovej investicie a taktiez ich vzajomného spravania na trhu. Konkrétne budeme
3 odhadovat pre akcie Amazon (AMZN), Apple (AAPL) a Tesla (TSLA). Ako
bezrizikovi vynosovi mieru pouzijeme vynosy 10 ro¢nych americkych statnych
dlhopisov (10 year US Treasury Bonds). Grafy cien jednotlivych aktiv ako aj
indexu S&P 500 za poslednych 10 rokov si vykreslime a taktiez k nim priddame
tabulku so zdkladnymi Statistickymi charakteristikami v danom obdobi 10 rokov.

Vsetky data su prevzaté z Yahoo Finance. Pozorovania, ktoré budu vstupovat
do algoritmu, si vytvorime z kazdodennych zmien vybranych akcii, indexu a vy-
nosov dlhopisov za posledné roky. Z tychto hodnot si nasledne vytvorime hodnoty
zavislej premennej ako aj nezavislych premennych, ktorych vzajmoné vztahy nas
zaujimaju. Ako je zo zapisu (4.2) vidiet tak hodnoty zavislej premennej Y spoci-
tame ako rozdiel medzidennych percentudlnych zmien akcie i (R;) a v danom dni
urcenti bezrizikovi vynosovi mieru (Ry). Na druhej strane nezavisli premennt
vytvorime pomocou rozdielu medzidennych percentualnych zmien indexu S&P
500 (R,,) od ktorych znovu odpoéitame v danom dni uréeni bezrizikovi vyno-
sovi mieru (Ry). Na ziskané hodnoty Y a z teda pouzijeme RLS algoritmus a aj
klasicki metodu najmensich stvorcov. Pri rekurzivnom odhade volime forgetting
faktor A rovny 1 rovnako ako aj vahy pozorovani alpha a algoritmus inicializujeme
s P(0) v tvare 107 I, tak ako v simuldcidch a rovnako vektor B8(0) je pri spusteni
voleny ako nulovy vektor, kde znovu tato volba vyplyva z 2.4.1. Mohli sme sa
v tejto casti priklonif ku klasickej volbe poc¢iatocénych podmienok, kedze méme
pomerne dost dat, ale zostaneme vo volbe pociatocnych podmienok konzistentny
a preto sme sa znovu priklonili ku alternativnej volbe hodndt pre spustenie algo-
ritmu. Data budeme brat do datumu 20.04.2023 a odhady spocitame postupne
za posledny rok, posledné tri roky, poslednych péat rokov ako aj poslednych desat
rokov od uvedeného datumu.

Klasickd metoda najmensich stvorcov je jednou z moznosti ako spocitat ko-
eficient 3, ale v zavislosti na datach je mozné samozrejme pouzif na spocitanie
keoficientu aj rozne iné metddy ako odhad pomocou maximélnej vierohodnosti,
analyza c¢asového radu, ¢i prevalenénd analyza (Cross-Sectional Analysis). S ko-
eficientom 3 sa zvy¢ajne na finanénych strankach spominaji historické hodnoty
troch, ¢i piatich rokov. Budeme si taktiez v§imat zmeny odhadov v zavislosti na
volbe obdobia, z ktorého sme data cerpali. Ziskané hodnoty odhadov si zapiSeme
do tabulky. Pozrime sa este pred spo¢itanim odhadov 3 na na tabulky so Sta-
tistickymi charakteristikami cien a medzidennych vynosov, ktoré vo vypoctoch
vystupuju. Taktiez vykreslime vyvoje cien skimanych aktiv v danom desafroci.
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Obr. 4.2: Vyvoj ceny akcie Apple
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Obr. 4.3: Vyvoj ceny akcie Tesla
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Obr. 4.4: Vyvoj ceny indexu S&P 500
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H Amazon Apple Tesla  S&P 500 H

Priemer 76.28 66.37 7824  2816.55
Minimum 12.41 14.06  3.35 1562.50
Maximum 186.57 182.01 409.97 4796.56
Smerodajna odchylka 52.37 50.25  102.79 872.10

Tabulka 4.1: Statistické charakteristiky cien aktiv, indexu a dlhopisu za posled-
nych 10 rokov

H Amazon Apple Tesla S&P 500 Dlhopis H

Priemer 0.00104 0.00114 0.00224  0.00045  0.02199
Minimum -0.14049 -0.28647 -0.21063 -0.11984  0.00499
Maximum 0.14131 0.11981 0.24395 0.09382  0.04234
Smerodajna odchylka 0.02072  0.01806 0.036324 0.01114  0.00737

Tabulka 4.2: Statistické charakteristiky medzidenych vynosov aktiv, indexu a
dlhopisu za poslednych 10 rokov

Ako je na grafoch mozné pozorovat (obrazky 4.1, 4.2, 4.3, 4.4), kazdé aktivum
zaznamenalo jasny narast s miernymi prepadmi v cene az priblizne do roku 2020,
kde najskor nastala kratka stagnacia a nasledne pomerny prepad v ich cenéch.
Hlavnou pri¢inou poklesu ceny aktiv bude pandémia COVID-19 ako aj neskorsi
vojnovy konflikt na Ukrajine. Pozrime sa teda na odhadnuté hodnoty koeficientu
pomocou rekurzivnej a klasickej metédy najmensich stvorcov vo vybranych c¢aso-
vych obdobiach:

| | Amazon | Apple | Tesla |

RLS(posledny 1 rok) 1.65629 | 1.30219 | 1.74202
OLS(posledny 1 rok) 1.64768 | 1.29438 | 1.73320
RLS(posledné 3 roky) 1.23242 | 1.17225 | 1.57059
OLS (posledné 3 roky) 1.22915 | 1.16917 | 1.56707

RLS (poslednych 5 rokov) || 1.09687 | 1.16984 | 1.40097
OLS (poslednych 5 rokov) | 1.09611 | 1.16908 | 1.40020
RLS(poslednych 10 rokov) || 1.11252 | 1.13276 | 1.36823
OLS(poslednych 10 rokov) || 1.11267 | 1.13289 | 1.36821

Tabulka 4.3: Odhady koeficientu 3 pre CAPM model spoéitaného k détumu
20.04.2023

V tabulke 4.3 mézeme vidiet spoc¢itané RLS a OLS odhady, vytvorené z his-
torickych dat za poslenych 1, 3, 5 a 10 rokov. Odhady koeficientu /3 sa pri akcidch
znacne menia v zavislosti na zvolenom obdobi, z ktorého sme odhady vytvarali.
Akcie Tesly mali v kazdom obdobi najviacsi odhadnuty koeficient, takze mozeme
tvrdit, ze prave tato akcia najviac reagovala na zmeny na trhu. Pre Apple je tento
koeficient pri odhadoch z dat v poslednom roku a troch rokoch oproti zvysnym
dvom akcidm viditelne mensi, takze ich akcie maju dost podobny vyvoj ako trh
aj ked prave trh rastie alebo klesa. Akcie Amazonu a Apple mali v odhadoch
za poslednych 3, 5 a 10 rokov velmi podobné koeficienty 3. Taktiez su tieto od-
hady pomerne blizko 1, ¢o znadi, ze ich vyvoj je velmi podobny trendu trhu. To
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moze byt vyhodné pri nepriaznivom stave na trhu, kedze by ich pokles nemal
byt tak zavazny ako napriklad pri Tesle. Samozrejme, ale na druhej strane, ak
sa trhu bude darif Amazon a Apple by nemal poskytovat taky rapidny narast
ceny aktiva ako Tesla. Apple mal celkovo najstabilnejsie odhady 3 naprie¢ viet-
kymi skiimanymi obdobiami. Z konvergencie rozdielu RLS a OLS odhadu k nule
s rasticim poc¢tom pozorovani si je mozné v tabulke vsimnit, Zze RLS odhady sa
velmi priblizuju OLS odhadom a so zvac¢sujicim sa obdobim, v ktorom sme data
uvazovali sa ich rozdiely rapidne zmensuju. Tato vlastnost sme si uz ukazali na
simulacii 3.3 v prechadzajucej kapitole.

’ H Amazon \ Apple \ Tesla ‘
A=1 1.11252898 | 1.13276775 | 1.36823410
A=0.95 || 1.11252897 | 1.13276774 | 1.36823409
A=0.9 | 1.11252895 | 1.13276773 | 1.36823407
A=0.75 || 1.11252890 | 1.13276767 | 1.36823401
A=0.65 || 1.11252885 | 1.13276762 | 1.36823394

Tabulka 4.4: Ohady 3 za poslednych 10 rokov pre rozne forgetting factory

Tabulka 4.4 eSte obsahuje vysledné hodnoty 3 spocitané za poslednych 10 ro-
kov pomocou rekurentnej metdédy najmensich stvorcov pri roznej volbe forgetting
factorov. Vidime, ze odhady sa pri takomto pocte pozorovani odliSuji minimélne.
Mbzeme si vEimnit, Ze so znizujicim sa A sa znizujt aj hodnoty faktoru j3, ¢o je
sposobené tym, ako algoritmus vyzera. Grafy na obrazkoch 4.5, 4.6 a 4.7 nam
poskytuju nahlad na to ako sa koeficient 3 pre kazdu z akeii aktualizoval pri re-
kurzii s prichodom novych pozorovani. Grafy st vytvorené z odhadov, v ktorych
je A = 1. Ako sme si uz ukazali, tak pri takomto pocte pozrovani maji rozne foget-
ting factory na vysledky uz minimalny vplyv a preto by ani rézne A nebolo mozné
na vyvojoch rozligit. Vyvoje odhadov 3 st vytvorené len pre obdobie poslednych
desiatich rokov. Vyvoj /3 pre Apple pocas celého obdobia prakticky narastal. Ko-
eficient Amazonu zaznamenal vicsie kmitanie, ale v . mensom rozsahu. Mozeme
taktiez pozorovat, ze koeficient okolo pozorovania 400 dosiahol svoje maximum
presahujice hodnotu 1.5. Vyvoj pri akcii Tesla najskor dosiahol svoje maximum
a nasledne prakticky osciloval v okoli hodnoty 1.3.
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Obr. 4.5: V§voj koeficientu 3 pre Amazon za posledné desatrodie

40



04 06 08 1.0 1.2

I I I I I I
0 500 1000 1500 2000 2500

Obr. 4.6: V§voj koeficientu 3 pre Apple za posledné desatrocie
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Obr. 4.7: V§voj koeficientu 3 pre Tesla za posledné desatrodie
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Odhady 3 poéitané pomocou rekurzivnej metédy najmensich Stvorcov teda
poskytuju solidne vysledky. Rekurzivny algoritmus poskytuje efektivny sposob
ako spocitat odhady 3, ktoré st priamo vytvorené z historickych dat a vzdjom-
nych vztahov na trhu. Okrem toho sa oplati koeficient B poditat rekurzivne aj z
nasledujucich dovodov:

o On-line algoritmus poskytuje aktualizaciu odhadu s prichodom kazdého no-
vého pozorovania. Po kazdom dni nam trh poskytne nové hodnoty, ktoré je
mozné implementovat a odhad vylepsovat

o Jednoduchost algoritmu je tiez velkou vyhodou. Algoritmus je priamociary
a Tahko aplikovany na data bez potreby specialnych znalosti ¢i softweru

o Flexibilita a robustnost metody a jej moznost aplikovania na Siroka skalu
dat s tym, ze algoritmus nevyzaduje vela predpokladov, ktoré data musia
splnat.

Samozrejme, Ze aj odhad § pomocou RLS algoritmu mé svoje nevyhody ako
napriklad senzitivita modelu na odlahlé pozorovania, ¢o moze viest k zaujatému
odhadu alebo zavislost modelu na predpokladoch, ¢i problematika numerickej
stability pri zaokrihlovani. Aj napriek tomu, ze odhad neberie do tvahy ostatné
faktory trhu ovplyviiujice vysledné 3 je tento odhad solidnym Startovacim bodom
odhadovania a moze byt pouzivany kvoli jeho vyhodam ako zaklad pre hodnotenie
ostatnych metod.
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Zaver

Bakalarska praca mala za tlohu predstavenie, odvodenie a ukézanie apli-
kacii rekurentnej metdody najmensich stvorcov. Vychadzali sme zo zakladného
konceptu regresie, z ktorého sme postupne presli na linearnu regresiu a odhad
pomocou metdédy najmensich stvorcov. OLS odhad bol podstatnym krokom k
odvodeniu rekurentného algoritmu, ktoré tvorilo zaklad teoretickej casti spolocne
s ¢astou ohladom pociatocnych podmienok algoritmu ako aj vybranych vlastnos-
tiach. Vlastnosti a modifikdcie metody sme si priblizili a ilustrovali na simulaciach
v samostatnej kapitole v praci.

Praktickd cast sa venovala aplikédcii rekurentnej metédy na redlne financné
data pri odhade faktoru g v.CAPM modeli. Pri vypocte odhadu sme brali do
uvahy historické data z rozne dlhych obdobi a vysledné odhady sme porovnali s
OLS odhadmi. Dostali sme sa k odhadom koeficientu /3, ktorych hodnoty sa lisili
v zavislosti na obdobi z ktorého boli vytvorené.

Pri rekurentnej metode najmensich stvorcov nie je prekvapivé jej pouzitie pri
rieseni vybranych problémov v roznych oblastiach spolo¢nosti. Zna¢nou vyhodou
je jej implementacia na aktualizaciu odhadu s prichodom kazdého nového pozo-
rovania bez potreby naroénych a zdlhavych vypoctov a taktiez jej adaptdcia na
zmenu aj za pritomnosti rusivych ¢lenov.
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