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”
Duality for Weak Lebesgue Spaces“

29. srpna 2023

Bakalářská práce Anny Musilové se zabývá dualizaćı některých kvazi-Banachových prostor̊u funkćı.
Kĺıčovou vlastnost́ı Banachových prostor̊u funkćı je jistá obdoba reflexivity, tedy že každý Banach̊uv
prostor funkćı X splývá se svým druhým asociovaným prostorem X ′′, a tedy normu funkce v prostoru
X lze učit pomoćı testováńı funkcemi z asociovaného prostoru X ′. Tato vlastnost je velmi d̊uležitá
v aplikaćıch, např́ıklad při studiu omezenosti operátor̊u, avšak obecně neplat́ı pro kvazi-Banachovy
prostory funkćı, protože normovatelnost prostoru je jej́ı nutnou podmı́nkou. Nav́ıc je dobře známo, že
některé kvazi-Banachovy prostory funkćı maj́ı asociovaný prostor (i topologický duál) triviálńı. Přesto
se ukazuje, že alespoň v některých z těchto prostor̊u lze kvazinormu stále vyjádřit pomoćı nějaké formy
duality, byt’ ve slabš́ım smyslu. Tento výsledek byl znám pro slabé Lebesgueovy prostory Lp,∞ kde
p ∈ (0, 1], v práci je pak rozš́ı̌ren pro výrazně větš́ı tř́ıdu prostor̊u.

Práce je rozdělena do tř́ı kapitol. Prvńı kapitola obsahuje definice základńıch pojmů a některé jejich
základńı vlastnosti; tato kapitola by mohla být obsáhleǰśı a poskytovat v́ıce kontextu, avšak poskytnutý
základ postačuje pro pochopeńı zbytku práce. Kapitola dvě presentuje výše zmı́něný fakt, že některé
kvazi-Banachovy prostory funkćı (zde konkrétně Lp,∞ kde p ∈ (0, 1)) maj́ı triviálńı topologický duál a
asociovaný prostor. V prvńım př́ıpadě je výsledek pouze citován z literatury. Druhé tvrzeńı je dokázáno,
včetně potřebného pomocného tvrzeńı, avšak př́ınos d̊ukaz̊u je předevš́ım v jejich pečlivém sepsáńı;
oproti d̊ukaz̊um v citované literatuře neobsahuj́ı žádné nové myšlenky. Třet́ı kapitola je pak jádrem
práce, kde je dokázáno, že slabou Marcinkiewiczovu kvazinormu

‖f‖ϕ = supϕf∗

lze dualizovat v jistém slabém smyslu pro každou rostoućı ϕ splňuj́ıćı ∆2-podmı́nku. Tato věta je velmi
zaj́ımavá předevš́ım pro svoji obecnost, jelikož uvedené předpoklady splňuje fundamentálńı funkce li-
bovolného kvazi-Banachova prostoru funkćı a výsledek tedy pokrývá všechny zaj́ımavé prostory tohoto
typu. Dále je ukázáno, že obdobná věta plat́ı i pro funkce tvaru

ϕ(t) = t
1
p (1 + |log(t)|)α,

kde p ∈ (0,∞), α ∈ R, přestože tyto funkce nejsou vždy rostoućı. Tento výsledek plyne z toho, že
zmı́něné funkce jsou vždy ekvivalentńı rostoućı funkci splňuj́ıćı ∆2-podmı́nku. Tento výsledek neńı
nový (plyne m.j. z teorie pomalu se měńıćıch funkćı, jde v podstatě o d̊ukaz že 1 + |log(t)| je pomalu
se měńıćı, což je známý fakt), ale presentovaný konstruktivńı d̊ukaz je p̊uvodńı, elegantńı a pečlivě
sepsaný (včetně názorných obrázk̊u).

Jak téma tak dosažené výsledky jsou velmi zaj́ımavé. Autorka se musela seznámit s rozsáhlou
látkou nad rámec přednášek bakalářského studia, to jest teoríı (kvazi-)Banachových prostor̊u funkćı a
souvisej́ıćımi pojmy jako nerostoućı přerovnáńı. Práce je napsána precizně a srozumitelně a obsahuje
vhodné množstv́ı podrobnost́ı. K práci nemám významněǰśıch výhrad a jednoznačně ji doporučuji
uznat jako práci bakalářskou.
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