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Uvod

Rozdelenia agregatnych skod maju Siroké vyuzitie v aktuarskej praxi, a to
ako pri stanovovani sadzieb, tak aj pri tvorbe rezerv. V priebehu poslednych
40 rokov bola vyvinutd rada moznosti pre vypocet rozdeleni agregatnych skod,
ako napriklad Panjerova metdéda alebo Rychla Fourierova Transformécia (FFT),
avsak, tieto metody st zalozené na predpoklade znalosti separatnych dat ako pre
pocCty, tak pre vysky jednotlivych skod. V praxi sa vSak mozeme stretnit s tym,
ze pre potrebni analyzu mame k dispozicii iba thrny skéd. V takejto situacii sa
stava volba rozdelenia agregatnych skéd a jeho tvar velmi délezitou.

V tejto préaci sa preto budeme snazit najst vhodné odporicania pre volbu
pravdepodobonostného rozdelenia pre agregatne skody. Budeme sa zaoberat ap-
roximaciou vhodného rozdelenia pre thrny mensich, beznych skéd ako aj pre
skody vyssie, ktoré podliehaju individualnemu XL-zaisteniu.

Nas postup pozostava z niekolkych krokov. Ako prvé volime vhodné rozdela-
nia pre pocty a vysky jednotlivych skdd. Pocty skéd simulujeme z Poissonovho
rozdelenia. Pre vysky skéd volime dve rozne rozdelenia, a to gama rozdelenie na
ohrani¢enom intervale pre bezné skody a Paretovo rozdelenie pre skody podlie-
hajice individualnemu XL-zaisteniu. Nasledne po simulécii dostato¢ného mnoz-
stva pozorovani spoc¢itame skodné tthrny ako stucet prislusného poctu jednotlivych
$kod. Dalsim krokom bude odhad parametrov pre zvolené teoretické rozdelenia
pomocou nasimulovanej vzorky thrnov skod a ako posledné budeme analyzovat
zhodu odhadnutych rozdeleni so simulovanymi skodnymi thrnmi.

Rozdelenia, ktorych zhodu s nasimulovanymi datami budeme testovat podla
predchadzajiceho postupu boli zvolené z rozdeleni, ktoré sa bezne vyskytuju v
poistno-matematickej praxi. V poslednej ¢asti tejto prace preto porovname roz-
delenie agregatnych skod s rozdelenim ziskanym pomocou Edgeworthovej aproxi-
macie. Tito aproximéciu najprv vseobecne odvodime a nasledne budeme znovu
testovat zhodu s empirickym rozdelenim skodnych thrnov.

Hlavnym zdrojom prace boli publikacie [Papush a kol.| (2001) a Papush a kol.
(2021)). Pre teoreticku ¢ast boli pouzité najmé Andeél (2011) a Wuthrich (2022).
Vsetky simulécie a vypocty boli prevedené pomocou softwaru Wolfram Mathe-
matica 15.



1. Modelovanie ithrnov skod

V prvej kapitole sa budeme zaoberat modelovanim thrnov skéd, ktorych roz-
delenie budeme v dalSich kapitolach aproximovat. Definujeme najprv rozdelenia
pouzivané pre simulacie prislusnych poctov a vysok skod a nasledne vysvetlime,
ako sme jednotlivé thrny zkonstruovali.

Budeme predpokladaft, ze skuto¢ny, rocny thrn skdd na urcitej skupine poist-
nych zmlav je ndhodna veli¢ina

N
S - ZX“
i=1

kde N je pocet skod za dané obdobie a X1, ..., Xy st prislusné vysky skod. To
znamena, ze S ma zlozené rozdelenie, kde jednotlivé skody st vzajomne nezavislé
a rovnako rozdelené ndhodné veli¢iny, nezavislé na pocte skod N.

Pri definiciach rozdeleni pouzitych v podkapitoldch [I.1] a [I.2] sme vychadzali
z knihy Andél (2011).

1.1 Volba rozdelenia poctov skod

Definicia 1. Nech ndhodna velicina X nadobida hodnoty 0,1,..., a to s pravde-
podobnostami
)\iE
P[X =] = =™, x=0,1,...
x!

kde N\ > 0 je dané cislo. Potom povieme, Ze X md Poissonovo rozdelenie s
parametrom \. Znacime X ~ Po(\).

Stredni hodnotu a rozptyl Poissonovho rozdelenia odvodime nasledujicim
sposobom:

[e'e] )\:c 0 )\x 0 )\m—l
_ AN ANy A N SAN
EX—;):E@ o —;xe o = )e J;(x—l)!_)\e e A

Rozptyl spocitame ako Var X = EX* — (EX)2 a k vypoctu vyuzijeme vztah
EX? = E [X (X-1)] + EX, kde

00 2z 00 )\(m—2)
_ A y2-A N2 AN 2
EX (X-1)] = xgzox(:v le i Ae 322 =2 Ae et = )\

Pre rozptyl Poissonovho rozdelenia teda dostdavame :
Var X = E [X (X-1)] + EX — (EX)* = X2+ A - A2 =\,
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V aktuarskej praxi je Poissonovo rozdelenie zakladnym rozdelenim pouziva-
nym na modelovanie frekvencie poistnych udalosti, ¢o je hlavnym dévodom volby
tohto rozdelenia pre simulacie v tejto préci.

Volby parametrov pre jednotlivé simulacie poc¢tov skod, ktoré sme nésledne
vyuzili pri konstrukeii thrnov skod, si uvedené v tabulkach [I.1] a [I.2]

1.2 Volba rozdelenia vysok skéd

Definicia 2. Pre a > 0 a 8 > 0 definujeme gama rozdelenie, I'[a,3], ako spojité
rozdelenie s hustotou

@) = e Fa

kde z >0 a T(a) = [t et dt.

Strednt hodnotu a rozptyl gama rozdelenia taktiez odvodime.

EX = [ e hdr= o [Tt hde =
0 ZL‘F(O{)ﬁaI e X F(Q{)ﬁo‘ 0 xTr e X

1

- 1
~ I(a)pe

[(a) g

/0 T8 et B dt = 38 /0 T et dt =

B ety P 1) — o
—F(a)/ot &t = prFle 1) =ap

Pri odvodeni strednej hodnoty sme v tretej rovnosti pouzili substiticiu ¢ =
z/[. Po tprave sme vyuzili vztah I'(a + 1) = aI'(«) pre gama funkciu.

Pri odvodzovani rozptylu opét vyjdeme zo vztahu Var X = EX? — (EX)Q.
Spoéitame najprv EX?, kde znovu pouZijeme substitticiu ¢ = /3.

EX2:/ 2 a=le=5 g :7/ atle™F dp =
0 v ['(a) g e v [(a) B> Jo v v

=afa+1)p

K finalnej aprave sme opat pouzili vzfah pre gama funkciu. Konkrétne :



FNa+2)=(a+)I'(a+1) =(a+1)al(a).

Vysledny rozptyl ma teda tvar :

Var X = EX? — (EX)’ =a(a+1) 2 -2 =af(a+1—a) = ab

Definicia 3. Nech 6 > 0, a > 0. Paretovo rozdelenie definujeme ako spojité
rozdelenie s distribucnou funkciou

F(m)zl—(e)a, T > 0.

X

Stredni hodnotu a rozptyl Paretovho rozdelenia odvodime tak, ze najprv vy-
jadrime EX* a nésledne EX a Var X dopoé&itame spravnou volbou za k.

Hustota Paretovho rozdelenia mé tvar f(z) = a0*x ! pre x > 0 a teda
EX* dostaneme ako:

EXF = / 2o N dr = a@o‘/ Pl dy =
0 0

(1.1)

k—a 7 k
:aQO‘[x ] af
9

F—al,  a—Fk b<a

Z ¢oho vidime, ze Paretovo rozdelenie ma konec¢ny k-ty moment len pre k£ < a.

Volbou k = 1 dostavame stredni hodnotu, ktora ma tvar:

Rozptyl Paretovho rozdelenia dopocitame ako :

2 af® PP
T a—2 (a—1)2

Var X = EX? — (EX)

__ of > 2
T la—1p2-2 77

Je dolezité poznamenat, ze pre a < 1, resp. a < 2, je EX, resp. Var X rovné
nekonecnu, ¢o vyplyva z

Cielom pri vybere rozdeleni pre simulaciu vysok jednotlivych skdd bolo vybrat
jedno rozdelenie, ktoré je vhodné pouzit na modelovanie vysok mensich, beznych
skdd a jedno rozdelenie pre modelovanie skod, ktoré podliehaju XL-zaisteniu a
teda chceme, aby boli zahrnuté aj skody vysokych hodnét.



Poznamka. Dolezitou vlastnostou rozdeleni vysok skdd je chovanie "chvostov', t.j.
limitné chovanie P[X > 2| =1 — F(x) pre x — oo.

Rozdeleniam, pre ktoré P[X > z| klesd pri  — oo k nule rychlo, hovorime
rozdelenia s lahkym chvostom. Takymito rozdeleniami st napriklad exponencidlne
alebo gama rozdelenie. V opac¢nom pripade hovorime o rozdeleniach s tazkym
chvostom.

Pre pristup uvazujici zaistenie, sme zvolili Paretovo rozdelenie, kedze ma
tazké chvosty a teda poskytuje vhodny popis pre rozdelenie Skodnych narokov,
kde predpokladame, zZe mozu nastat znacne vysoké skody.

Volby parametrov pre vsetky simuldcie a jednotlivé rozdelenia v nich st zhr-
nuté v tabulkdch [L1] a .2l

Pre simuléacie mensich vysok skod sme zvolili gama rozdelenie, ktoré oznacu-
jeme ako rozdelenie s lahkym chvostom, ¢o zabezpeci, Zze pravdepodobnost vy-
skytu velmi vysokych skod bude mala.

Aby sme ¢o najviac predisli vyskytu vysokych skodnych narokov, uvazovali
sme navySe gama rozdelenie na ohrani¢enom intervale (0,m],m < oo. Hustotu
tohto "useknutého" gama rozdelenia sme odvodili pomocou nasledujiceho tvrde-
nia.

Tvrdenie 1. Nech X je ndhodnd velicina so spojitym rozdelenim definovanym na
intervale (—00,00). Dalej nech f(x) je hustota a F(x) distribuénd funkcia veliciny
X. Hustota podmieneného rozdelenia nahodnej veliciny X za podmienky X < m,
kde m < oo, md za predpokladu, Ze F(m) # 0 tvar

f(z)
fm($) — ) F(m)’ X S m,
0, > m.

Dékaz. Distribuéna funkcia useknutého rozdelenia ma tvar P[X < z|X < m|, z
coho dostavame :
PX <z, X <m|] P[X <min(z,m)]

PIX <z|X <m]= P[X<m]  PX<mn

Pricom prva rovnost plynie z definicie podmienenej pravdepodobnosti.
Nésledne ak x > m mame:

P[X <min(z,m)] P[X <m]
P[X < m] ~ P[X <m]

ak r <m:

Po derivacii podla premennej x dostavame hustotu useknutého rozdelenia



1.3 Konstrukcia ihrnov skod

Ako uz bolo spomenuté, uvazovali sme rozne scenare pre generovanie thrnov
tvorenych beznymi skodami s mensou vyskou ako aj so skodami podliehajicimi
zaisteniu, pre ktoré ocakdvame vysoké skodné naroky. V tejto podkapitole uve-
dieme najprv typ zaistenia, ktoré sme v scenaroch uvazovali, vyjdeme pri tom z
knihy Mandl a Mazurova (1999), néasledne predstavime jednotlivé scendre a na
zaver vysvetlime postup zostavenia jednotlivych skodnych thrnov.

Pre simulaciu skdd podliehajicich zaisteniu sme zvolili zdkladnu formu ne-
proporcionalneho zaistenia a to zaistenie skodného nadbytku, nazyvane tiez XL-
zaistenie (z anglického excess of loss), konkrétne individudlne XL-zaistenie
(zaistenie na riziko).

Pre kazdé riziko zahrnuté do tohto zaistenia sa zaistovna zavézuje hradit ti
cast skody, ktord presiahne stanovent hranicu (prioritu) r. Plnenie zaistovne je
ohrani¢ené hornou hranicou (velkostou vrstvy) a. Ak teda nastane skoda X,
zaistoviia hradi

min(mazx(X —r,0), a).
V jednotlivych scendroch budeme pouzivat znacenie a x r, ktoré predstavuje
XL-zaistenie, v ktorom zaistitel hradi z kazdej skody cast spadajicu do vrstvy

velkosti a nad prioritou r.

V nasledujucich tabulkach st zhrnuté vsetky scenare, ktoré sme testovali.

Scenar Rozdelenie pocétu skéd Rozdelenie vysok skod
#1 Poisson, A = 100 Useknuté gama, m = 30, a =5, =3
#2 Poisson, A = 500 Useknuté gama, m = 30, « =5, f =2
#3 Poisson, A = 1000 Useknuté gama, m = 30, a =3, =2

Pozn: Pocet prevedenych simulacii v tychto scenaroch bol 5000

Tabulka 1.1: Rozdelenia pouzité pre simulaciu beznych skodnych thrnov



Rozdelenie Rozdelenie

Scenar UvaZovana
poctu skod vysok skod zaistna vrstva
#1 Poisson, A = 50 Pareto, § =50, o = £ 750 x 250
#2 Poisson, A =10  Pareto, § = 300, a = 2 4000 x 1000

Pozn 1: Uvazované zaistné vrstvy sa vyjadrené v tisicoch

Pozn 2: Pocet prevedenych simulacii v tychto scenaroch bol 50000
Tabulka 1.2: Rozdelenia pouzité pre simuldciu skodnych thrnov uvazujuc zaiste-

nie

Nech S znaci celkovy thrn skéd ziskanych v nasej simulécii. Hodnotu ndhodne;j
veli¢iny S sme skonstrukovali v nasledujucich krokoch :

1. Simulujeme hodnotu prislusného pocétu skdéd N zo zvoleného rozdelenia.
2. Pre dané N generujeme vysky skod X1, ..., Xy zo zvoleného rozdelenia.

3. Skonstruujeme thrn skod

resp. skonstruujeme tthrn plneni zo zaistenia

N
S, =>_ min(maz(X; —r,0), a).

=1



2. Aproximacia rozdelenia ihrnov
skod
2.1 Rozdelenia zvolené pre aproximaciu rozde-

lenia agregatnych skoéd

Definicia 4. Nech u € R, o > 0. Logaritmicko-normalne rozdelenie md hustotu

flz) = ! ea:p[—(lOg(m)_u)T, x> 0.

2mxo 202

Strednti hodnotu a rozptyl logaritmicko-normélneho rozdelenia mézeme najst
v knihe (Andél (2011)), str. 27). Plati :

2

EX = exp [M + 02] ; Var X = (6‘72 — 1) e2Hta’,

Z uvedenych vztahov jednoducho vyjadrime EX? ako :
EX? = VarX + (EX)* = e¥420° _ o2te? o ohuve? — out2e,

V nasledujicej definicii budeme vychadzat z literatiry Wuthrich| (2022]).

Definicia 5. Zvolme rk € R. Posunuté gama rozdelenie definujeme ako rozdelenie
ndhodnej veliciny

X=kr+2Z, kdeZ ~T|a,p].

Pre stredni hodnotu a rozptyl posunutého gama rozdelenia plati

EX =k + af, Var X = af%.
Z ¢oho opit dokdZeme odvodit vztah pre EX? ako :
EX? = VarX + (EX)® = af* 4+ k2 + 260 + &% = a(a + 1) 52 + 2ka3 + k2.

Pre vyuzitie v dalsich vypoétoch odvodime aj EX?3. Budeme pritom vychadzat
zo vztahu pre koeficient Sikmosti :

E(X - EX)’ EX®-3EXEX?+2(EX)’
(VarX)% (VarX)% '

Tx =



Pre koeficient sikmosti posunutého gama rozdelenia plati :

2
Tx = ﬁ’
viz. Wuthrich| (2022]).

Pre EX? potom dostévame :

3
2

EX® =yx(VarX)? + 3BEXEX? - 2(EX)’ =
= 208° + 3(k + af) (a(a + 1) 5% + 2608 + K2) — 2(k + af)’ =

=a(a+1)(a+2)3* + 3ka(a + 1)5% + 36%af + K>

Pre aproximéaciu rozdelenia simulovanych agregatnych skdd sme zvolili tri,
dvoj a trojparametrické, distribiicie. V nasledujicej tabulke uvadzame jednotlivé
pouzité rozdelenia.

Typ rozdelenia Parametre

Gama a>0,6>0

Log-Normalne peR >0
Posunuté gama a>0,>0,keR

Tabulka 2.1: Rozdelenia zvolené pre aproximéaciu agregatnych skod

Pri volbe dvojparametrickych rozdeleni sme vychadzali z ¢lanku |Papush a kol.
(2021)), kde volbu dvojparametrickych rozdeleni argumentuji tym, Ze rozsah dét
moze byt prilis maly pre spolahlivy odhad troch parametrov.

7 rozdeleni pouzitych v ¢lanku sme zvolili logaritmicko-normalne a gama roz-
delenie pre ich dobré vlastnosti a Siroké vyuzitie v aktuarskej praxi.

Ako tretie sme zvolili posunuté gama rozdelenie, ktoré sa od bezného gama
rozdelenia lisi parametrom umiestenia . Parameter x teda urcuje horizontalnu
polohu hustoty gama rozdelenia a postva ho na interval [k, 00). Parameter s
zaroven zvysuje flexibilitu gama rozdelenia a umoznuje zohladnit situacie, pri
ktorych je zakladné gama rozdelenie posunuté.

V literattare|[Wuthrich (2022) sa volba posunutého gama rozdelenia doporucuje
prave preto, ze dané rozdelenie ma tri parametre a teda dokaze vystihnit aj
Sikmost zistenu z dat.
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2.2 Odhad parametrov

Dalsim krokom bolo odhadnit parametre pre zvolené pravdepodobnostné roz-
delenia pomocou simulovanej vzorky agregatnych skod. V nasledujicom texte
objasnime pouzité metdédy. Budeme vychddzat najméa zo skript [Kulich| (2014]).

Metéda maximalnej vierohodnosti
Nech X = (X1,...,X,) je ndhodny vyber s parametrickym modelom

F = {rozdelenia s hustotou f(z |8), § € © C R*},

a nech X mé zdruzent hustotu [[7_, f(x; | 8). Maximalne vierohodny odhad 8
parametru Ox je taky bod z O, ktory maximalizuje zdruzent hustotu spocitani
v pozorovanych hodnotéch (Xi,...,X,) cez vsetky 6 € ©.

Definicia 6.

e Ndhodni funkciu

n

L.(0) = ][ f(X:16)

i=1
nazyvame vierohodnostnd funkcia pre parameter @ v modeli F .

o Maximalne vierohodny odhad parametru Ox v modeli F je definovany ako

0, =arg max L,(0).

Odhadnuté parametre ziskané metédou maximalnej vierohodnosti spominané
v dalsom texte tejto prace boli ziskané pomocou softvéru Wolfram Mathematica.

Momentova metéda

Cielom je opat odhadnut parameter @x. Pri momentovej metdde vyuzijeme
to, ze momenty rozdelenia ndhodnej veli¢iny X; vieme vyjadrit ako funkcie nezna-
mych parametrov a to, ze mame k dispozicii empirické odhady tychto momentov.

Porovnanim momentov daného rozdelenia a vyberovych momentov ziskame
sustavu rovnic, ktorej rieSenim ziskame hladané odhady. Prislusné stustavy rovnic
pre odhad parametrov, pre rozdelenia z tabulky uvedieme v nasledujicom
texte.

Vztahy pre EX; a EX? gama rozdelenia sme odvodili v poikapitole . Kon-
zistentnym odhadom EXj, resp. EX?, je vyberovy priemer X, resp. vyberovy
priemer X2, i =1,...,n, t.j. X2. Na zéklade tychto informdcii dokdZeme odvodit

odhady &, 8 parametrov «, 8 gama rozdelenia riesenim sistavy rovnic:
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X2=a(1+a)f

S vyuzitim vztahov pre EX; a EX? log-normélneho rozdelenia formulovanych
v podkapitole a uz spominanych konzistentnych odhadov, dostaneme odhady
fi, & parametrov p, o logaritmicko-normalneho rozdelenia rieSenim stistavy rovnic:

6’2
3]
o+ 267

X2 = exp{Q +2

Vztahy pre prvé tri momenty posunutého gama rozdelenia sme taktiez odvodili
v podkapitole 2.1} Rovnakou tvahou ako v predchadzajicich dvoch pripadoch
a pomocou konzistentného odhadu X3 momentu EX?} ziskame odhady &, 3,/%
parametrov «, 3, k posunutého gama rozdelenia rieSenim ststavy rovnic:

X,=h+a
= a(a+1)5 +2raf + &°
(& +

2

+ 3r%a8 + &%

Pre scenar #1 popisany v tabulke sme pre odhad parametrov pouzili
metodu maximalnej vierohodnosti aj metédu momentov. Odhady parametrov
spoc¢itané pomocou oboch metdéd boli vzajomne velmi blizko. Avsak, rozdelenia
s parametrami ziskanymi momentovou metédou vykazovali po otestovnai lepsiu
zhodu, a preto sme pre dany scenér zobrazili iba vysledky ziskané touto metédou
a pre vsetky ostatné scenare uvedené v tabulkach a sme hladali odhady
iba s met6édou momentov.

Pri simulovani ithrnov skod podliehajtcich zaisteniu nastavaju situacie, kde
ziaden zo skodnych narokov nezasahuje do uvazovanej zaistnej vsrtvy, a teda
celkovy thrn skéd je rovny nule. Tieto situdcie sposobia nahromadenie sa nul
v nasom rozdeleni. Preto rozdelenia, ktorych parametre sme pre tieto scenare
odhadovali a nésledne testovali ich zhodu mali tvar :

P[S. < xz] = py + p1 F(x), (2.1)

kde po = P[S, = 0] , p1 =1 —pp a F(x) je distribuéna funkcia niektorého z
rozdeleni uvedenych v tabulke 2]

Odhad p, parametru p, dostaneme ako:
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~ TNo
pO - n )
kde ng znaci podiel poc¢tu nulovych hodnot v simulovanych thrnoch S, a n
znaci pocet vsetky simulécii. Pre odhad p, potom plati: p; =1 — p,.
Parametre tychto rozdeleni opdf odhadneme metédou momentov. K-ty mo-
ment rozdelenia s distribu¢nou funkciou 2.1 m4 tvar :

ESY = p EX*,

kde EX* je k-ty moment niektorého z rozdeleni v tabulke [2.1] Parametre
rozdeleni s distribu¢nou funkciou[2.1{ potom odhadujeme porovnanim teoretickych
vyjadreni EX* a prislugného priemeru

sk
n z=1
kde n; v menovateli zlomku je pocet nenulovych hodnét v simulovanych thr-
noch S,.

2.3 Testovanie dobrej zhody

Po ziskani simulovanych agregatnych skdéd a odhadnuti parametrov pre zvo-
lené distribicie sme testovali zhodu tychto rozdeleni s empirickym rozdelenim
nasimulovanych agregatnych skod.

Klasické testy odchylky medzi dvomi rozdeleniami, ako napriklad Kolmogorov-
Smirnovov test, poskytujui iba vSeobecni informéaciu o tom, ako sa dve rozdelenia
od seba navzajom lisia, ale nevedia urcit, ¢i sa rozdelenia systematicky odlisuju
pre urcité mnozstvo hodndét, napriklad v chvostoch. Prave pre agregatne skody
st hodnoty v chvostoch dolezité, kedze reprezentuju vysoké skodné naroky.

Pri testovani sme vychddzali z postupu popisaného v Papush a kol. (2021)) a
Papush a kol.| (2001)), nazyvaného autormi "percentile matching test".

Definicia 7. Funkcia prezitia, oznacovand Sx(x), je pre ndhodni velicinu X
definovand vztahom

Sx(z) = PIX > 2] = 1— Fx(x).

Aby sme ¢o najlepSie zhodnotili rozdiely medzi jednotlivymi distribiiciami
pouzivanymi na aproximaciu a empirickou distribiiciou prislusnou simulovanym
thrnom $kod po celom ich rozsahu, zvolili sme test percentilovej zhody, ktory
porovnava ich funkcie prezitia v niekolkych zvolenych hodnotéch argumentu x.

Hodnoty x zvolené pre porovnavanie v tomto teste sme vyjadrili ako p percent
z vyberového priemeru prislusnych simulovangch dhrnov skod, t.j. = = 55 X,.

Nésledne porovname hodnoty funkcie prezitia pre jednotlivé rozdelenia s hod-
notami tejto funkcie pre rozdelenie simulovanych thrnov postupne vo vsetkych

zvolenych hodnotach x.
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Tento test prehladne ukazuje, kde a o kolko sa dve rozdelenia lisia.

Jednotlivé volby hodndt x budi uvedené v tabulkach pri prislusnych vysled-
koch jednotlivych scenarov.
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3. Vysledky pouzitia uvazovanych
aproximacii na simulované data

V nasledujticich podkapitolach uvedieme pomocou tabuliek a grafov vysledky
aproximacii rozdelenia thrnov skod simulovanych podla zvolenych scenarov uve-

denych v tabulkach [I.1]a [1.2]

V prvom stipci kazdej tabulky uvadzame jednotlivé volby hodnét p pre kazdy
SCenar.

Druhy stlpec kazdej tabulky zobrazuje hodnotu funkcie prezitia vyjadrent v
percentach pre simulované thrny skod.

Zvysné tri stipce tabulky zobrazuju rozdiel hodnét funkcie prezitia v bode x
pre empirické rozdelenie a testované rozdelenie, vyjadreny v percentach.

Grafy nasledne zobrazuju vysledky popisané v tabulke, pricom cervena ciara
reprezentuje perfektnii zhodu aproximovaného rozdelenia s empirickym rozdele-
nim simulovanych thrnov $kod, teda vychylenie o 0 % pre vSetky hodnoty .

Z vysledkov v podkapitolach 3.1 - 3.5 pozorujeme 2 zavery. Pre bezné skody
sa javi gama rozdelenie ako najlepsia aproximacia rozdelenia tthrnov skod z troch
uvazovanych rozdeleni. Treba ale poznamenat, ze posunuté gama rozdelenie tak-
tiez nepreukazuje prilis velké rozdiely v porovnani s gama rozdelenim.

V scenaroch uvazujucich zaistenie jednoznac¢ne najlepsie figuruje posunuté
gama rozdelenie. Druht najlepsiu zhodu ukazuje gama rozdelenie, ktoré sa ku
skutoénému rozdeleniu simulovanych tthrnov skod priblizuje najméa v chvostoch,
¢o je dolezity predpoklad pre skody, pri ktorych predpokladdame vysoké skodné
naroky.

Ak by sme chceli volbu rozdelenia tthrnov skdd zjednotif pre vSetky scendare,
mozeme pre odporicanie vyjst z rozsahu dostupnych dat. Ak méame k dispozicii
dostatocny pocet dat, mozeme zvolit posunuté gama rozdelenie, kedze poskytuje
vacsiu flexibilitu a vdaka tretiemu parametru dokaze vystihnit aj sikmost uvazo-
vanych dat. V pripade, ze rozsah dat bude mensi, moézeme zvolit gama rozdelenie,
pri ktorom stac¢i odhadovat 2 parametre a taktiez, ako mézeme vidiet z vysledkov,
poskytuje dobrt zhodu s rozdelenim simulovanych thrnov skod.
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3.1 Vysledky scenaru 1 pre bezné skody

Scenar Rozdelenie Rozdelenie Vyberovy
poctu skod vysok skod priemer
#1 Poisson, A = 100 Gama, a =5, =3 1439

% Vy.beroveho Empiricke Gama Log-Normal Posunute

priemeru gama
80% 97.36 % -0.371 % -0.699 % -0.123 %

90% 83.16 % 0.398 % 0.322 % 0.797 %

100% 49. % 0.405 % 1.100 % 0.334 %
110% 16.98 % -0.078 % 0.068 % -0.357 %
120% 3.04 % -0.436 % -0.682 % -0.547 %

Tabulka 3.1: Vysledky testu percentilovej zhody scenaru 1 pre bezné skody

Test Percentilovej Zhody

Rozdiel v %
1.0
L Gama
Log-Normalne
r —— Posunute gama
0.5
0.0
-0.5 -
-1.0 I | I I I I | I I I I | I I I I | I I I I | I I % strednej hodnoty
L 80 90 100 110 120

Obr. 3.1: Graf vysledkov testu percentilovej zhody scenaru 1 pre bezné skody
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3.2 Vysledky scenaru 2 pre bezné skody

Scenar Rozdelenie Rozdelenie Vyberovy
poctu skod vysok skod priemer
#2 Poisson, A = 500 Gama, a =5, f =2 4 986
% Vy.beroveho Empiricke Gama Log-Normal Posunute
priemeru gama
90% 97.98 % -0.198 % -0.330 % -0.110 %
95% 84.3 % -0.294 % -0.329 % -0.160 %
100% 49.94 % 0.593 % 0.919 % 0.508 %
105% 15.14 % -0.295 % -0.277 % -0.415 %
110% 2.34 % 0.001 % -0.121 % -0.019 %

Tabulka 3.2: Vysledky testu percentilovej zhody scenaru 2 pre bezné skody

Test Percentilovej Zhody

Rozdiel v %

Gama
Log-Normalne
—— Posunute gama

0.6

0.2

0.0

T T T T (T N R S NI
90 95 100 105 110

! % strednej hodnoty
115

Obr. 3.2: Graf vysledkov testu percentilovej zhody scenaru 3 pre bezné skody
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3.3 Vysledky scenaru 3 pre bezné skody

ScenAr Rozdelenie Rozdelenie Vyberovy
poctu skod vysok skod priemer
#3 Poisson, A = 1000 Gama, a =3, f =2 5 998
% Vy.beroveho Empiricke Gama Log-Normal Posunute
priemeru gama
90% 99.68 % -0.063 % -0.097 % -0.050 %
95% 91.44 % -0.001 % -0.100 % 0.107 %
100% 49.28 % -0.230 % 0.014 % -0.242 %
105% 8.82 % -0.068 % -0.134 % -0.161 %
110% 0.42 % 0.007 % -0.037 % -0.005 %

Tabulka 3.3: Vysledky testu percentilovej zhody scenaru 3 pre bezné skody

Test Percentilovej Zhody
Rozdiel v %

r Gama
0.1

¢

Log-Normalne

—— Posunute gama

03— L e e e e e e e e e s w0 0 1 Ly strednej hodnoty
90 95 100 105 110 115

Obr. 3.3: Graf vysledkov testu percentilovej zhody scenaru 2 pre bezné skody
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3.4 Vysledky scenaru 1 pre Sskody podliehajtce

zaisteniu
ScenAr Rozdelenie Rozdelenie Zaistna Vyberovy
poctu skod vysok skod vrstva priemer
Poisson Pareto
#1 \ =50 9:5(),@:% 750 x 250 2 365
% Vy.beroveho Empiricke Gama Log-Normal Posunute
priemeru gama
30% 94.7 % -2.427 % -4.441 % 0.054 %
50% 84.976 % -1.817 % -5.067 % -0.567 %
100% 46.2 % 2.608 % 5.233 % -0.084 %
130% 25.16 % 1.759 % 4.014 % 0.341 %
180% 6.192 % -0.468 % -0.333 % 0.045 %
210% 3.194 % -0.617 % -0.879 % 0.024 %
Tabulka 3.4: Vysledky testu percentilovej zhody scenaru 1 pre Skody podliehajice
zaisteniu
Test Percentilovej Zhody
Rozdiel v %

Gama

Log-Normalne

—— Posunute gama

2

4

_67 | | |
L 50

100

150

200

% strednej hodnoty

Obr. 3.4: Graf vysledkov testu percentilovej zhody scenaru 1 pre skody podlieha-

juce zaisteniu
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3.5 Vysledky scenaru 2 pre Sskody podliehajtce

zaisteniu
Scenar Rozdelenie Rozdelenie Zaistna Vyberovy
poctu skod vysok skod vrstva priemer
Poisson Pareto
2 4 1 22
# \— 10 9:300’042% 000 x 1000 35
% Vy.beroveho Empiricke Gama Log-Normal Posunute
priemeru gama
30% 71.598 % -6.391 % -13.690 % -3.734 %
50% 62.206 % -3.723 % -8.888 % -4.285 %
100% 45.374 % 5.491 % 7.774 % 1.933 %
130% 31.246 % 2.671 % 6.110 % -0.359 %
180% 17.324 % 1.422 % 4.134 % 0.128 %
200% 13.864 % 1.380 % 3.543 % 0.681 %
Tabulka 3.5: Vysledky testu percentilovej zhody scenaru 2 pre skody podliehajuce
zaisteniu
Test Percentilovej Zhody
Rozdiel v %
-
5
I Gama
I Log-Normalne
'mf —— Posunute gama
-157 : : 5‘0 : : : : 1(‘]0 : : : : 1;0 2(‘10 ~— % strednej hodnoty

Obr. 3.5: Graf vysledkov testu percentilovej zhody scenaru 2 pre skody podlieha-

juce zaisteniu
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4. Edgeworthova aproximacia

Na zaciatok uvedieme potrebnu teodriu, ktori budeme nasledne pouzivat pri
odvodzovani Edgeworthovej aproximacie.

V celej kapitole sme vychadzali najma z literattry Wuthrich| (2022)) a Mandl
a Mazurova/ (1999).

Definicia 8. Nech X je redlna ndhodnd velicina. Funkce M,(t) = E[e'X], t € R,
sa nazyva momentova vytvarajiuca funkcia ndahodnej veliciny X .

Tvrdenie 2. Nech existuje b > 0 také, Ze M,(t) < oo, t € (—b,b). Potom plati,
ze

1. Mx ma spojité derivicie vsetkych radov na (—b,b);

2. M®(0) = EX* =y, < coprek=1.2,...

Dokaz. Dokaz vety je uvedeny v knihe (Stépan (1987) , str.165)

Lemma 3. Nech ® znaci distribucni funkciu normovaného normdlneho rozdele-
nia a ®®) je jej k-ta derivdcia. Pre k € N a r € R plati

2

rheT — (—1) / T et (1) da. (4.1)

Dékaz. Pri dokaze budeme vychddzat z literatiry (Wuthrich (2022)) , str.109).
Dokaz prevedieme indukciou podla k. Zvolime k = 0, potom

%) , 00 1 2
ed (x)dr = / e e 2dr = Mx(r),
| e @de = [~ e x(r)

¢o je momentova vytvarajuca funkcia ndhodnej veliciny X s rozdelenim
N(0,1). Pre tto momentovi vytvarajicu funkciu plati:

o0 1 22 1 [e§) 22
Mx(r) = et ——=e T dr = — ez dr =
—00 vV 2 21 J -0 (" 2
=T
2 (o1 —@n? 2
=e? e r=ez,

pricom posledné rovnost vyplyva z toho, ze dany integral je rovny 1, kedze
sa jednd o integral z hustoty ndhodnej veli¢iny s rozdelenim N (r,1) cez cely jej
nosic.

Indukény krok £ — k + 1 : Pomocou integracie per partes dostavame
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(1)) [ gy ar =
_ [(_1)k+1€rx®(k+l)(x)] . (_1)k+1/ Temq)(kJrl)(x) dr. (4‘2)
Prvy vyraz na pravej strane v rovnosti je rovny nule. Kedze ®*+1 (1) =
a2
" (x), kde ¢(x) = \/%GT je hustota nahodnej veli¢iny s rozdelenim N(0,1),

mozeme ukazat, ze ¢*(x) = m(z)d(x), kde () je polynom stupiia k (pre odvo-
denie viz Mandl a Mazurova/ (1999), str.30). Z toho vyplyva, ze ®*+V(z) je vidy

polynom v x nasobeny funkciou e 2, ktora je pre konvergenciu v 400 rozhodu-
jlica, a to aj v pripade, ked je ®*+1)(2) nisobend funkciou e”?.

Predchadzajuci fakt a indukény predpoklad pre k nam dava:
(_1)(k+1)/ emq)(kw)(x) dr = r(—l)k/ erxq)(k+1)($) dr — r1¥ 6T2/2,

¢o dokazuje dané lemma.

4.1 Odvodenie Edgeworthovej aproximacie

Rozdelenia, ktorych zhodu s nasimulovanymi datami sme testovali metédou
objasnenou v kapitolach 1 a 2 boli zvolené z rozdeleni, ktoré sa bezne pouzivaju
v poistno-matematickej praxi kvoli ich dobrym vlastnostiam. Pri Edgeworthove;j
aproximacii budeme vychadzat z normalnej aproximéacie. Norméalna aproxima-
cia spociva v priblizeni rozdelenia Standardizovanej nahodnej veli¢iny rozdelenim

N(0,1).

Edgeworthova aproximécia sa snazi pridat ¢leny k normalnej aproximacii tym,
ze skiima Taylorov rozvoj momentovej vytvarajucej funkcie.

Nech f(x) znac¢i hustotu Standardizovanej veli¢iny Z = (S — p)/o, kde S
znac¢i ndhodnu veli¢inu agregatnych skod, p, o st strednd hodnota a smerodatna

odchylka veli¢iny S, v tomto poradi. Pre standardizovanu veli¢inu 7Z plati

E[Z] =0, Var[Z] = 1.
Dalej nech

My (r) = /_ O:O & f(x) dae (4.3)
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je prislusnd momentova vytvarajica funkcia. Uvazujme Taylorov rozvoj loga-
ritmu Myz(r) v okoli nuly:

bz(r) = log Mz(r) = Zrkﬁ WZOQ Mz(r)

d
= lOg Mz(O) + 7ZOQM2(T)
N——— d’r‘

= ap

r=0

=al = a2
= ap + a;r + agr® + ... (4.4)

Hodnoty ag, ay, as, as, ays odvodime pomocou tvrdenia [2| a toho, Ze pre na-
hodni veli¢inu Z mame EZ = 0 a EZ? = 1. Dostévame :

ag = log Mz(0) =log1l =0,
———

d 1 ,
= —logM M,0)=EZ=0
ai dr og Z(T> o MZ(O) Z( ) )
L& | = LMEOMO) — MOF 1, 1
as = - —=lo r = - = — = -
2T g A T M2(0 2’
as = Ll = L[E7 —3E2E7 1+ 2R 2)) =
576 dr3 7 —0
1
= _EZ3.
6
1 d
ay ﬂﬁlogMZ(T’) » =
1
= [EZ* —4EZ°EZ — 3[EZ% +12(EZ)°EZ? - 6(EZ)"] =
_Ez°-3
==

Pre ziskanie Myz(r) aplikujeme na vyraz exponencialnu funkciu. Dosté-
vame :

[e.9]
Z aka

My(r) = exp|r?/2+ ) akrk} = ea:p[rQ/Q} erp :
k=3 k=3
Pouzitim Taylorovho rozvoja e* = 1+ x + 2%/2 + ... na exp|d> 2, akrk}

dostavame:
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My(r) = emp[rQ/Z} exp[a37“3+a4r4+.__} = ir
= eT2/2[1+a3r3+a4r4+a§r6/2+...] (45)

S vyuzitim vztahu (4.1) mozeme [4.5] prepisat:

o0

2
My(r) = / e [@m(x) — a3 @Y (2) + @, () + %@(7)(1") +.. ] dz =

—00

= / T 6(z) — as6®(x) + a0 () + “2§¢<6>(x) +..|dw,  (46)

—00

pri¢om tretia rovnost plynie zo vztahu ®)(z) = ¢(z), kde ¢(z) znaci hustotu
normovaného normalneho rozdelenia.

Z porovnania [4.3] a [4.6] plynie aproximéacia hustoty f(z) ndhodnej velic¢iny Z
pomocou Edgeworthovej aproximacie. Vypocet potom spociva v pouziti urcitého
mnozstva s¢itancov z radu

o(x) — a3¢(3)(:c) + a4¢(4)(:6) + afqb((” () + ... (4.7)

4.2 Vysledky pouzitia Edgeworthovej aproxi-
macie na simulované data

Postup, ktorym sme odvodili aproximovant hustotu f(x), ktorej zhodu s empi-
rickym rozdelenim standardizovanych nasimulovanych dat sme nasledne testovali
pomocou testu percentilovej zhody bol nasledovny :

1. Standardizujeme nasimulované thrny $kod odétanim vyberového priemeru
a vydelenim vyberovou smerodatnou odchylkou.

2. Odhadneme a3 a a4 zo Standardizovanych dat.

3. Pomocou radu 4.7}, z ktorého sme pouzili ¢leny :

o(x) — 3¢ (@) + a1 (x) + ‘f’qb(ﬁ)(:v),

odvodime aproximovant hustotu f(z).

Tento postup sme opakovali pre kazdy scenar z tabuliek [I.1] a

V kapitole 2 sme pre porovnanie rozdeleni v teste percentilovej zhody pou-
zili nasobky strednej hodnoty. Kedze pri Edgeworthovej aproximacii uvazujeme
standardizované data, ktorych stredna hodnota je 0, zvolili sme pre porovnavanie
hodnoty z intervalu [—2, 2].
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Vysledky testu percentilovej zhody pre rozdelenia ziskané pomocou Edgewor-
thovej aproximacie v jednotlivych scendroch uvedieme v tabulkach na nasledu-
jucich stranich. Vysvetlime najprv hodnoty uvddzané v jednotlivych stlpcoch
vsetkych tabuliek.

V prvom stipci kazdej tabulky uvddzame jednotlivé volby hodnét z, v kto-
rych sme porovnavali funkcie prezitia aproximovaného rozdelenia a empirického
rozdelenia Standardizovanych simulovanych dat.

Druhy stipec zobrazuje hodnotu funkeie prezitia vyjadrend v percentdch pre
simulované, standardizované thrny skod.

Ako posledné uvadzame rozdiel hodnot funkcie prezitia v bode x pre empirické
rozdelenie Standardizovanych dat a rozdelenie ziskané Edgeworthovou aproxima-
ciou, vyjadreny v percentach.

Porovnavané hodnoty Empiricke Edgeworthova aproximaéacia

x=-2 97.96 % -0.044 %
X=- 84.66 % 0.404 %
x=-1/2 68.8 % 0.026 %
x=1/2 30.24 % -0.024 %
x=1 15.6 % -0.144 %
x=2 2.64 % 0.054 %

Tabulka 4.1: Vysledky Edgeworthovej aproximéacie pre scenér 1

Porovnavané hodnoty Empiricke Edgeworthova aproximacia

x=-2 97.68 % -0.164 %
x=- 83.8 % -0.363 %
x=-1/2 69.4 % 0.429 %
x=1/2 30.8 % 0.175 %
x=1 15.44 % -0.397 %
x=2 2.54 % 0.136 %

Tabulka 4.2: Vysledky Edgeworthovej aproximéacie pre scenar 2
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Porovnavané hodnoty Empiricke Edgeworthova aproximéacia

x=-2 97.82 % -0.103 %
X=- 84.3 % 0.031 %
x=-1/2 68.52 % -0.391 %
x=1/2 30.12 % -0.245 %
x=1 15.7 % -0.031 %
x=2 2.5 % -0.021 %

Tabulka 4.3: Vysledky Edgeworthovej aproximéacie pre scenar 3

Porovnavané hodnoty Empiricke Edgeworthova aproximacia

X=-2 99.774 % 0.256 %
X=- 83.882 % -0.230 %
x=-1/2 66.324 % -0.014 %
x=1/2 28.708 % -0.039 %
x=1 16. % 0.112 %
x=2 3.612 % 0.115 %

Tabulka 4.4: Vysledky Edgeworthovej aproximacie pre scenar 1 pre skody pod-
liehajice zaisteniu
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Porovnavané hodnoty Empiricke Edgeworthova aproximacia

x=-2 100 % 0.000 %
X=- 83.218 % -0.716 %
x=-1/2 59.92 % -3.306 %
x=1/2 26.144 % 1473 %
x=1 15.726 % -0.340 %
x=2 4474 % 0.409 %

Tabulka 4.5: Vysledky Edgeworthovej aproximécie pre scenar 2 pre skody pod-
liehajuce zaisteniu

Cielom vyuzitia Edgeworthovej aproximacie v tejto praci bolo ukézat inii me-
todu pre aproximéciu rozdelenia ithrnov skod ako fitovanie teoretickych distribu-
cil.

Edgeworthova aproximéacia vylepSuje normalnu aproximaciu tym, ze okrem
strednej hodnoty a rozptylu zachytenych norméalnou aproximéaciou zohladnuje aj
vyssie momenty. Zahrnutim vyssich momentov, ako st sikmost a Spicatost, umoz-
nuje Edgeworthova aproximéacia lepsie zachytenie vlastnosti skutoc¢ného rozdele-
nia simulovanych thrnov skod.

Ako mozeme vidiet z vysledkov uvedenych v tabulkach 4.1.-4.5. rozdelenie
ziskané Edgeworthovou aproximéaciou velmi dobre popisuje skutocné rozdelenie
simulovanych tthrnov skéd pre vsetky scenéare.

Hoci Edgeworthova aproximacia pontka dobra presnost pri opise rozdelenia
uhrnov skod, je dolezité poznamenaf, Ze rozdelenie ziskanie touto metédou ma
svoje nevyhody. Ako prvé poznamenajme, Ze aproximovana funkcia f(x) nie je
hustota. Dalsou nevyhodou méze byt to, ze na Edgeworthovu aproximéciu po-
trebujeme odhad uz spominanych vyssich momentov, ¢o moéze byt pri mensom
pocte dostupnych dat limitujtce.

Vo vSeobecnosti mézeme povedat, ze Edgeworthova aproximacia je dobrym
nastrojom na vylepSenie normalnej aproximacie, avsak je dolezité brat do tvahy
konkrétnu vzorku tthrnov skéd kvoli limitaciam opisanym vyssie.
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Zaver

V prvej kapitole tejto prace sme objasnili metédu, ktorou sme modelovali
thrny skod. Predstavili sme najprv volby rozdeleni poc¢tov a vysok skod, odvodili
momenty tychto rozdeleni a nasledne formulovali detaily konstrukcie ihrnov skod.

Druhé kapitola rozobera postup aproximacie rozdelenia simulovanych thrnov
skod. Ako prvé sme uviedli rozdelenia, ktorych zhodu s rozdelenim simulovanych
uhrnov sme testovali. Nasledoval odhad parametrov tychto rozdeleni a to najmé
metdédou momentov, ktort sme detailne popisali. Ako posledné sme uviedli spdsob
testovania zhody zvolenych rozdeleni s empirickym rozdelenim simulovanych dat.

V tretej kapitole nasledne uvadzame vysledky pouzitia uvazovanych aproximé-
cii na simulované data. Vysledky pre jednotlivé rozdelenia zobrazujeme v tabulke,
kde sa zameriavame najmé na rozdiel hodnét funkcie prezitia vo zvolenych bo-
doch pre empirické rozdelenie a testované rozdelenie. Tieto rozdiely zobrazujeme
aj pomocou grafov. Z vysledkov usudzujeme, ze najlepsou volbou pre aproxima-
ciu rozdelenia tthrnov skod z uvazovanych rozdeleni je gama alebo posunuté gama
rozdelenie, odvijajic sa od toho, aky rozsah dat mame k dispozicii.

V poslednej kapitole volime pre aproximaciu rozdelenia simulovanych thrnov
skod Edgeworthovu aproximaciu. Najskor odvodime vseobecny tvar aproximéacie
hustoty f(z) pomocou Edgeworthovej aproximécie a nasledne vyuzijeme urcity
pocet s¢itancov z odvodeného radu pre odvodenie aproximovanej hustoty f(z)
pre nase data. Vysledky pouzitia Edgeworthovej aproximacie na simulované data
opat uvadzame v tabulkach.
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