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Uvod

Pri zbierani dat sa castokrat uvazuju iba kategoérie, do ktorych spada dané
¢islo alebo hodnota. Napriklad, pri platoch zamestnancoch je mozné ziskavat
udaje v urc¢itych intervaloch, ¢i uz z dovodov obmedzeni plyntucich z pracovnej
zmluvy alebo z osobnej preferencie Tudi uviest iba ich platovu triedu. Ak su tieto
kategorie navyse aj zoradené, jedna sa o ordinalne data.

Je spravne a prirodzené tusit, ze takto ziskané udaje stracaju cast povodnej
informécie. Komplikécie navyse prichddzajid, ak dizky jednotlivych intervalov nie
su rovnaké. Pripadne, ak hustota skimanej veliciny podlicha anomalii, ktora je
tazko zistitelna, pokial mame dostupné iba ordinalne data.

V prvej kapitole sa okrem zakladnych definicii parametrickych modelov po-
zrieme hlbsie na niektoré detaily nasho problému ilustrované na konkrétnom pri-
klade a obrazkoch. A taktiez bude objasneny ciel prace: hladanie distribuc¢ne;j
funkcie, pripadne hustoty latentného rozdelenia.

V tvode druhej kapitoly bude v kratkosti vysvetleny princip metédy maximal-
nej vierohodnosti a uvedené vlastnosti takto ziskanych odhadov. Neskor sa prejde
ku konkrétnym odhadom parametrov potrebnych k popisu pravdepodobnostného
rozlozenia latentného rozdelenia. Dalej budi ukézané ¢iastoéne vyjadrené rovnice
pre numerické pocitanie vyuzité v nasledujicej kapitole. Na zaver bude vysvet-
leny este jeden odlisny pristup odhadovania latentného rozdelenia a to konkrétne
aproximaciou zmesi roznych beta rozdeleni.

Tretia a zaroven posledna kapitola nas prevedie simula¢nou stiudiou, kedy sa
bude pracovat s nami nasimulovanymi datami, o ktorych budeme vediet z presne
akého rozdelenia pochadzaji. Nasledne budu ordinalizované a s ich vyuzitim zis-
kame potrebné odhady parametrov jednotlivych rozdeleni. Vysledky budu porov-
navané s metéodami, ktoré pracuji priamo so spojitymi datami. Na konci tejto
tretej kapitoly bude aplikovana alternativna metéda popisana na konci druhej
kapitoly.

Vlastny prinos spociva v podrobnom spracovani danej tematiky, detailnom
rozpisani niektorych vztahov a postupov. Dalej v doplneni motiva¢ného prikladu a
predovsetkym v implementacii predstavenych algoritmov v prostredi statistického
programu a nasledného vyhodnotenia vysledkov simulacnej studie.



1. Zakladné pojmy a
oboznamenie sa s problémom

Tazba po stale dokonalejSom poznani nie je opomenutd ani v kontexte riesenia
problému s ordindlnymi datami. Ludom castokrat nestaci vediet iba to, s akou
pravdepodobnostou skoncia ich tdaje v niektorej z predom danej kategorii. Na-
stroje a metody k ziskaniu dalsich informacii nam poskytnt nasledujtce odstavce
a kapitoly.

1.1 Podrobnosti problému

V tvode boli naznacené niektoré nedostatky ordinalnych dat. Vratime sa este
na chvilu k situacii s platmi zamestnancov. Presné, avsak nam nie tiplne zname,
hodnoty platov budi chapané ako ndhodny vyber Xy, ..., X,. To, Ze ndm nie su
uplne presne zname, znamend, ze mame k dispozicii iba ich ordinalizované hod-
noty. Formalne sa d& vztah medzi ordinalnou premennou Y a latentnou spojitou
premennou X popisat nasledovnou rovnostou:

J
Y = Zk]l(mk > X >mk,1)
k=1

a—00<myg<m <---<my_1 <my < oo je postupnost zndmych medznych
bodov, ktoré rozdeluju defini¢ny obor ndhodnej veli¢iny X do J kategorii. Nech
Y1, ...,Y, je teda n nezavislych, rovnako rozdelenych ordinalnych pozorovani z la-
tentného rozdelenia premennej X, ktorého distribu¢nti funkciu F'x a hustotu fx
sa snazime odhadnuit. Na obrazku s tromi kategériami (J = 3), predstavuje
modra krivka prave presny popis hustoty latentného rozdelenia ndhodnej velic¢iny
X . Krivka prirodzene nespliia formalne matematické vlastnosti hustoty, slazi skor
na ilustraciu problému. Pozorovana veli¢ina Y nam hovori, ze do ktorej kategérie
dané pozorovanie spadlo. Ma multinomické rozdelenie s .J kategériami a vieme
teda pomocou relativnych pocetnosti povedat intuitivne a relativne presne s akou
pravdepodobnostou bude nejaky plat vyssi ako 40 tisic korin. Avsak data nam
neposkytuju takmer Ziadnu informéciu o tom, aka bude pravdepodobnost, Ze
hady parametrov latentného rozdelenia, ktoré nevidime priamo z dét, ale v istom
zmysle ndm poskytuje kompletnejsiu informéciu o rozdeleni skiimanej veliciny.

Ale na to, aby bolo mozné odhadovat konkrétne parametre, je potrebné pred-
pokladat o nagich napozorovanych kategorizovanych dédtach, Ze spliiaji ur¢ity
model zo svojej povahy. Pri vybere modelu sa zohladnuju informacie ako nenu-
lovost hodndét ndhodnej velic¢iny, symetria rozdelenia alebo jeho predpokladana
sikmost, ¢i Spicatost. Pokial tieto informéacie nemame k dispozicii, je vhodné sa
obratif na odbornikov z danej oblasti alebo pouzif na rozhodnutie spracované
databazy s podobnym charakterom a zameranim z minulosti.
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Obr. 1.1: Ilustrativne rozdelenie platov s pouzitim rozdelenia I' s preskalovanymi
hodnotami na x-ovej osi

1.2 Zakladné definicie a modely

Nasledujtce definicie predstavuji mnozinu moznych modelov pre popis latent-
ného rozdelenia skimaného pocas celej prace.

Definicia 1. Ak ndhodnd velicina X md normdlne rozdelenie, tak pouZijeme
oznacenie X ~ N(u,0?), kde p € R je strednd hodnota a o > 0 je smerodajnd
odchylka. Rozdelenie ndahodnej veliciny X je definované pomocou hustoty, ktord
ma tento tvar:

1 _ 2
fx(x) = exp —M prex € R.
2o 202

Specidlnym pripadom je normované normdlne rozdelenie, kedy j1 =0 a o = 1.

Pod specialnym oznac¢enim normovaného normalneho rozdelenia definovaného
v (1] vyuZzijeme neskor nasledujice oznacenie pre hustotu a hodnoty distribucne;j
funkcie:

o) = = |5 .

@(z):/z ¢(u)du  pre — oo < z < 00,

—0o0

kde hodnoty distribu¢nej funkcie ®(z) je nutné pocitat numericky a hodnoty st
tabulované.



7, definicii |1 a Specialneho pripadu v podobe normovaného normalneho roz-
delenia plynu nasledovné vztahy pre distribu¢ni funkciu a hustotu normalneho
rozdelenia N (p1, 0?):

FX(x):P[ng]:P[Zg“T;’”‘]:@(9:“) prez € R,

T — 1
fX(x):F)'((x):(b< M)prexER.
o o
Definicia 2. Ak md nahodnd velicina X normdlne rozdelenie so strednou hodno-
tou u € R a rozptylom o > 0, potom ndhodnd velicina Y = eX md logaritmicko-
normdlne rozdelenie. Budeme pouZivat oznacenie Y ~ LN (u,0?).

7 definicie a vety o transformacii ndhodnej veli¢iny plynie, Ze hustota ndhodnej
veli¢iny Y, ktord mé logaritmicko-normalne rozdelenie, je dand ako:

1 (log y—p)*
exp | =%z |, brey>0,
fy(y) = q vemev [~ .
0, inak.

Definicia 3. Oznacenim X ~ I'(«, ) budeme rozumiet rozdelenie nahodnej ve-
liciny X, ktord ma Gama rozdelenie, kde a je parameter tvaru a 3 je parameter
skaly. Hustota tohto rozdelenia je dand nasledovne:

B8 a—1,—Bzx
fole) = { T prew >0,
0, inak.

Obrazky a demonstruja vplyv jednotlivych parametrov v gama a
logaritmicko-norméalnom rozdeleni. V oboch pripadoch je najprv jeden parameter
fixny a meni sa hodnota toho druhého. Pri zmene farby sa vymeni aj situacia a
fixnym sa stava druhy parameter.
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Obr. 1.3: Hustota LN (1, 0?) rozdelenia pre rozne volby parametrov p a o2



2. Odhady parametrov
latentného rozdelenia

Majme ndhodny vyber X, ..., X,,, modelom F budeme rozumiet vopred sta-
novenu mnozinu rozdeleni, kam patri aj rozdelenie, z ktorého pochadzaji nase
data. Toto rozdelenie je charakterizované parametrami. Symbolom © budeme da-
lej oznacovat mnozinu vsetkych pripustnych hodnét parametra 8. Ak Fy € F je
skutoc¢né rozdelenie, z ktorého pochadza nahodny vyber a @ x je skutoc¢na hodnota
hladaného parametra, tak potom jeho odhadom rozumieme lubovolnii meratelnta
funkeiu dét 6 = (X1, ..., X,).

A teraz je namieste si povedat zopar slov vSeobecne k maximéalne vierohodnym
odhadom a uviest niektoré uzitoc¢né vlastnosti sformulované v tvrdeniach uvede-
nych neskor. Pracujeme s ndhodnym vyberom z rozdelenia f(z,8x) vzhladom
k o-konecnej miere ;1 a parametrickym modelom:

F = {rozdelenie s hustotou f(z,8),0 € © C R},

kde d je dlzka vektora 8. Nahodny viber X, ..., X,, ma zdruZend hustotu v tvare
?, f(x;,0x). Dalej mame vierohodnostnu funkciu:

n

L(0) = [ f(X;,0).

i=1

Maximélne vierohodny odhad 0 parametra 0 je taky prvok z ©, ktory maximali-
zuje vierohodnostni funkciu, napocitani v pozorovanych hodnotach Xi, ..., X,,.
Hladdme teda:

~

0 = arg max L(0).
0co
Vyssie uvedent maximalizacént tlohu typicky riesime tak, ze logaritmicka vie-
rohodnost parcidlne derivujeme podla zloziek 8 a polozime rovnt nule, a nasledne
overime, ¢i sa skutocne jedna o lokdlny extrém. Rovnaké postupy a vlastnosti
budua platit aj pri ostatnych maximéalne vierohodnych odhadoch spomenutych
v praci. Uvedené tvrdenia a definicie vychadzaju z |Andel| (2007)).

Definicia 4. Nech ndhodnyj vektor X = (X1,...,X,,)" md hustotu f(x,0) vzhla-
dom k nejakej o —konecnej miere . Predpokladajme, Ze plati:

(A) 0 € ©, kde © je neprdzdna otvorend mnoZina v Re.
(B) Mnozina (nosic) M ={x: f(x,0) > 0} nezdvisi na 6.

(C) Pre skoro vsetky @ € M wvzhladom k p a pre vsetky ¢ = 1,...,d exituji

parcidlne derivicie fi(zx,0) = 2% 25

(D) Pre kaZdé i a pre vsetky 6@ € © plati [,, fi(x,0)du(x) = 0.

(E) Pre kazdi dvojicu (i,j) existuje konecny integrdl

1,00) = [ FEDEEO) i ) (e

f*(z,0)
7



(F) Matica J,(0) = ||J;;(0)||7";=, je pozitivne definitnd pre kazdé 6 € ©.

Potom sa systém hustot {f(x,0),0 € O} nazgva requldrny a J,(0) sa nazgva
Fisherova informacnd matica.

K predpokladom z predchadzajicej definicie budeme esSte navyse povazovat
za splnené dve podmienky regularity.

(1) Nech © C R? je parametricky priestor, ktory obsahuje taky neprazdny
otvoreny interval w, ze skuto¢nd hodnota parametra 6, patri do w.

(2) Nech 6y,0, € ©. Potom f(z,0;) = f(z,0,) [p] (skoro vsade vzhladom k 1)
plati prave vtedy, ak je 8; = 6s.

Veta 1 (Vlastnosti maximalne vierohodného odhadu). Nech je systém hustot
{f(z,0),0 € O} requlirny a md Fisherovu maticu J(0). Nech platia podmienky
reqularity (1), (2) a navyse si splnené nasledujice predpoklady.

(A) Derivicia % existuje pre skoro vsetky x, pre vsetky @ € w a pre vsetky
i 00j
k=1, .d.

(B) Pre vsetky 0 € w plati
/ £, 0)dp(z) =0, ij=1,....d

(C) Pre vsetky i,j,k=1,...,d existuji funkcie M;;p(x) > 0 tak, Ze

EBOMijk (X) < 0

931 0
‘nf(x,) < M;jp(x) prevsetky @ € wa skorovsetky x € M.

06; 00; 00,

Potom platia nasledujice tvrdenia.

(i) Pokial n — oo, potom ku kazZdému ¢ > 0 existuje s pravdepodobnostou

bliziacou sa k jednej také riesenie 6, systému vierohodnostnych rovnic, Ze
16, — 0| < e.

(ii) PoloZme




(iii) Ak ezistuje pre kazdé dostatocne velké n a pre kaZdi hodnotu X taky ko-
ren 0, systému vierohodnostnich rovnic, Ze 6,, je konzistentnym odhadom
parametra 0y, potom

Vi (6, — 60) == N (0, [J(60)] ).

Doékaz. Jednotlivé kroky dokazu st podrobne popisané v kapitole 6.4 knihy |Leh-
mann| (1983).
O

Toto tvrdenie nam dava informaciu o konzistentnosti a asymptotickej nor-
malite maximalne vierohodnych odhadov. Metédu maximéalnej vierohodnosti bu-
deme aplikovat pri hladani odhadov parametrov distribucnej funkcie a hustoty
latentného rozdelenia.

2.1 Prvotné odhady distribucnej funkcie
Pripomenme proces ordinalizovania pozorovani veli¢iny X na Y:
Y:j<:>mj,1<X§mj.

Pravdepodobnost nédlezania pozorovania j-tej kategérii bude oznacovana ako p;.
V zmysle distribicie budeme pouzivat p; = P[Y = j] a ak navyse k tomu je
Fx(x) = P[X < z] distribu¢nd funkcia, potom plati:

pj = Fx(mj) — Fx(mj-1). (2.1)

Pre jednoduchost zapisu polozime: Fx(mg) = 0 = 1 — Fx(my). Kedy si nulty
medzny bod predstavime na zaciatku nosica skiimanej veli¢iny a posledny na jeho
konci.

Na intuitivnej urovni budeme tusif, ze povodna distribucna funkcia by sa
dala bez parametrizacie odhadovat iba v medznych bodoch, pretoze z povahy dat
nemame informaciu o tom, akému pravdepodobnostnému rozlozeniu podliehaja
data vnutri jednotlivych kategorii. Ako bolo spomenuté v prvej kapitole, musime
usudit, ze distribuéné funkcia Fy spliia nejaky parametricky model, napriklad
v zmysle definicii [1] az [} Tento fakt budeme znacit nulou v dolnom indexe. Bu-
deme teda predpokladat, ze Fx(x) patri do rodiny rozdeleni Fy(x,0) pre 8 € ©.
V takomto modeli sa dé vyjadrit Tubovolna charakteristika rozdelenia (stredna
hodnota, rozptyl, ...) ako funkcia zloziek 6.

2.2 Maximalne vierohodny odhad p;

Nech vektor f vznikol z diskretizovanej nahodnej veli¢iny Y a tvoria ho po-
cetnosti jednotlivych kategorii. Pod oznacenim f; budeme rozumiet pocet prvkov
v j-tej kategorii. Teda dostdvame f; = S0, 1(Y; = j), pricom plati 337_, fx = n.
K dispozicii mame prave tento vektor pocetnosti jednotlivych kategorii f =
(fi,f2,-...f7)". Pripomefime, ze pravdepodobnost toho, Ze jedno pozorovanie
z povodného ndhodného vyberu spadne do j-tej kategérie, sme oznacili ako p;,

9



pre ktort prirodzene plati >37_, pr = 1. Vektor p je teda vektor pravdepodobnosti
z ¢oho plynie, ze p; € [0,1] pre 1,2,...,J.

Teraz sa pozrieme na odhady pravdepodobnosti jednotlivych kategérii, ktoré
plynt z toho, ze f ma multinomické rozdelenie. Matematickym zapisom znacené
ako f ~ Mult(n,p), kde n je pocet pozorovani. Zdruzena pravdepodobnost na-
hodného vektora f vzhladom k stéinovej poé¢itacej miere na Z”, ktord ndm hovori
o tom, kolko z n pozorovani spadlo do ktorej kategorie, bude vyzerat nasledovne:

GIC) (0 ot

n! J
AT R 7ﬂ1w¢®2ﬂ_nﬁemw

Zlogaritmovanim posledného vyrazu dostaneme logaritmicki vierohodnost mul-
tinomického rozdelenia pre jednotlivé kategérie postupne v tvare:

¢*(p) = log(n!) + log (I_][ pﬁ‘:)

k=1 JJ
Dy
= log(n!) —l—Zlog( >
Ji!
= log(n!) +ka log (px) Zlog fih). (2.2)
k=1

Na najdenie maxima danej funkcie pouzijeme Lagrangeove multiplikatory. Postup
bude spocivat v tom, ze si vytvorime novia funkciu, nazyvant Lagrangeova. Ta sa
bude skladat z povodnej logaritmickej vierohodnosti a zaroven bude obsahovat
obmedzenie tykajice sa stuc¢tu pravdepodobnosti. Konkrétne, ¢leny v rovnosti
S/_, pr. = 1 presunieme na jednu stranu, polozime rovné nule a prendsobime —1,
aby krajsie vychadzali znamienka. Dostavame tak Lagrangeovu funkciu v tvare:

L(p,)) = £ (p) + A (1 - ipk) .

k=1

Aj s pomocou parcidlnych derivacii p; pre j = 1,...,J — 1 budeme hladat
argmax .Z(p, A). Po kratSom vypocte:
p

0 0 0 J
5y L PN = g L) g A1 Y] =0

0 < 0
8*2:: k- 10gpk_)\£zpk—0

J k=1

Derivaciu suctu ziskame ako sucet derivacii, pricom nenulova derivacia je len

10



pri s¢itacom indexe k = j, odkial dostavame dalsie kroky vypoctu:

5 yzo
pPj
fi
b = va (23)
Zpk ];fc
k=1 k=
1 i
<~ DTk
Ak:l
A =n.

Dosadenim poslednej rovnosti do (2.3) dostdavame zaver v podobe maximélne

fa

vierohodného odhadu p; = <2. Nasli sme teda maximalne vierohodny odhad pa-

rametra p, ktory spliia Vlastnosti ako konzistentnost, ¢i asymptotickd normalita,
ktoré plynt z vety [I} Avsak, nasim pévodnym cielom bolo néjst odhad latentného
rozdelenia Fy. Prave tomu sa bude venovat nasledujica kapitola.

2.3 Maximalne vierohodny odhad parametru 6

V tejto kapitole budeme ¢iastocne vychadzat z|Ghosh a kol.| (2018). Upravime
logaritmicki vierohodnost z a to tak, Ze cast neobsahujica argumenty p;,
ktora sa d& povazovat za konstantu, bude vynechana z procesu hladania maxi-
malne vierohodného odhadu. Tymto sposobom obdrzime logaritmickt vierohod-
nost v tvare:

|
¢ (p) = log (Hknl - ) £ flog (2.4)

k=1

K

Mame vierohodnostni funkciu pre parametrickii verziu problému a potom
logaritmicki vierohodnost pouzitim parametrizovaného vztahu (2.1]) dosadeného

do (2.4) v zmysle £(0) = (*(p(0)), kde p;(0) = Fx(m;,0) — Fx(m;_1,0) Potom
uz uvazujeme vierohodnost po vynechani konstanty K:

J n
0) = [[ [Fo(m;,0) — Fy(m;_1,0)]" kde stale f; = > 1(Y; =
j=1 =

0(0) =log L(0) = Y _ f;log [Fo(my,0) — Fo(m;-1,0)].

=1

Je nutné vychadzat z konkrétnych pravdepodobnostnych modelov pre veli¢inu
X. Postupne pre normélne, logaritmicko-normalne a gamma rozdelenie mame:

Fy ={N(u,0*),n € R,0> € R"};0 = (1,0°)7,0 = R x R,
Fiy = {EN(/L,JQ),M €ER,0? € R+};9 = (u,0%)",0 =R x RT,
Fg={I(a,8),0 € R",B€R"};0 = (a,8)",0 =R x R*.
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Nase tri potenciadlne modely st definované prave dvomi parametrami, z ¢oho
plynie, Ze bude treba riesit sistavu dvoch rovnic. Rovnaka myslienka ststavy
dvoch rovnic bola pouzitd v (Tamhane a kol. (2002)). Existencia parcidlnych
derivacii plynie zo splnenia podmienok regularity spomenutych v tivode druhej
kapitoly. Zovseobecnenie pre viacparametrické modely by sa robilo analogicky.

9 _ fi 9 (Fo(my,0) — Fo(m;—1,0))

20,0 = ]Zl Fo(m;,0) — Fy(m;_1,0) 90, =0 (25)
0 < fi d (Fo(my, 0) — Fo(m;—1,0))

55, = 2 By 0) = Fomy ,6) 003 =0 @8

Pred tym, ako budu vyjadrené rovnice pre jednotlivé parametre rozdeleni z pr-
vej kapitoly, je potrebné si definovat pojmy ako chybova funkcia, jej vztah k distri-
bucnej funkcii normalneho a tym padom aj logaritmicko-norméalneho rozdelenia.
Taktiez pribudne alternativny zapis pre distribiciu gama rozdelenia vyuzivajuci
neuplnt gama funkciu.

Definicia 5. Pod nasledovnym oznacenim budeme rozumiet chybovi funkciu:

erf(x \/_ /

Nasledujtce tvrdenie je uvedené v literatire |Andrews| (1998), jeho samostatne
doplneny dokaz vznikol iba okomentovanim dokazu uvedeného v inych zdrojoch.

Tvrdenie 2. Nech ®(z) znaci normované normdlne rozdelenie a erf je chybovd
funkcia z definicie [5, potom plati nasledujici vztah:

B(z) ; [1 + erf (\%)] |

Doékaz. 7 definicie [5| pri substitticii t? = 22/2 dostdvame t = z/v/2, pretoze t
nenadobtda zadporné hodnoty, a teda dt = dz/ V2. Zmedzit =0at=zxsa
stanti z = 0 a z = 2v/2. Rozdelenim integralu sa budeme snazit najst nieco, ¢o
pripomina distribu¢ni funkciu normovaného normélneho rozdelenia:

erf(z \/ﬁ/ _;dz:2<\/_/ dz—m/oooe_zjdz)

Integraly na pravej strane st hodnoty distribu¢nej funkcie normovaného normal-
neho rozdelenia z definicie [1l Dostavame teda:

1
erf(z) = 2 (®(2v/2) — ®(0)) =2 (@(x\/i) - 2) = 20 (2V/2) — 1.
Algebraickymi dpravami sa dostaneme k chcenému zaveru:

1+ erf (%)

O(z) = 5

12



Alternativnym vyjadrenim distribu¢nej funkcie pre I'(«, 5) rozdelenie moze
byt nasledujtica rovnost:

Fx(z) = 7(§££$), (2.7)

kde v citateli vystupuje netiplnéd gama funkcia definovana ako:

Bx
v(a, fx) = /0 tole~t dt.

Mozeme vidiet, ze v rovnostiach a pre parametre rozdeleni, je po-
trebné parcialne zderivovat distribuc¢né funkcie a potom uz len dosadit postupnost
medznych bodov. Ako prvé sa pozrieme na normalne rozdelenie (model Fy), kde
vyuzijeme vlastnost popisani v tvrdeni 2] a ihned potom dostavame aj sustavu
rovnic:

(T U EoE)| L1 2
FX(x)—CI>< - )—2[1+erf<a\/§>]—2+2 7o e " dt,
OFx(x) 1 ow? <8as—u>_ 1 _@—w?

o Vi \ouov2 (
OFx(z) 1 e CERS 1 e (—V2(z—p)
0o N ﬁ do o'\/§

— z—u)2
~(u x)6_<2;§) ‘

2ro

V pripade logaritmicky-normalneho rozdelenia (model Fy) by sa postupo-
valo takmer identicky. Jediny rozdiel by nastal v hornej medzi integrélu, kde
by namiesto x vystupoval log z. Dalej budeme obdobnym sposobom derivovat
aj distribu¢nt funkciu gama rozdelenia (model Fg) v tvare uvedenom v (2.7)).
V priebehu vypoc¢tu bude vyuzity vztah pre derivaciu gama funkcie, ktory bol
pouzity v |Li a Qin| (2017)):

dn

™ (a) = q
(){n

MNa) = / t* et log"tdt pren=12,....
0

Ako bolo avizované, podobnym sposobom dostavame aj stistavu rovnic pre gama
rozdelenie:

OFx(x) _ /(@ Bx) Tla) = 7(0,2) - T'(a) _
da (I'())?
e et logt dt - T(a) — (o, Bz) - foo t* e log t dt
a (I'(@))? ’

an<x> . 1 " a—1 e_/BI.CE
05 T (bz) :

Po dosadeni tychto vyrazov do (2.5)) a (2.6)) méZzeme numericky riesit dané sustavy
rovnic. Pokial st splnené vsetky predpoklady tvrdeni, potom je ziskany, maxi-
malne vierohodny odhad parametra 6 konzistentny a asymptoticky normalny.
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2.4 Aproximacia Bernsteinovymi polynémami

V tejto casti budeme predpokladat, ze krajné medze my a m; si konecné.
Metoda je teda vhodna pre rozdelenia s koneé¢nym nosicom. Tito vlastnost ne-
spliia ziadne z rozdeleni spomenutych v prvej kapitole. Pritom tato poziadavka
je z realneho pohladu celkom lahko splnitelna. V situacii s vyskami platov je
pomerne naroc¢né najst nekonecne kladny alebo zaporny plat. Na druhej strane
pevné stanovenia hornej platovej hranice moze byt problematické. Podkapitola
bude vychadzat predovsetkym z ¢lanku |Ghosh a kol. (2018)), s doplnenim detai-
lov v niektorych castiach. Je potrebné si zaviest vSeobecne beta rozdelenie, ktoré
bude neskor pouzivané.

Definicia 6. Oznacenim X ~ B(a, ), kde o > 0 a § > 0, budeme rozumiet
rozdelenie nahodnej veliciny X, ktord ma beta rozdelenie. Hustota tohto rozdelenia
je dand nasledovne:

fole) = | FEm e A=) prez e 1]
0, inak.

V menovateli vyrazu z definicie sa vyskytuje beta funkcia dana predpisom:

1
Bla,8) = [ a*'(1-2)" " dz,
0
pre ktoru plati pri prirodzenych o a (8 identita:
a+p8 [(fa+p
af a )

Oznaéme ako HAB(x,«, B) distribuéni funkciu beta rozdelenia B(«, 5) v bode = a
ako b(x, o, ) hustotu tohto rozdelenia. Dalej budeme uvazovat zmes preskalova-
nych beta rozdeleni:

B, f) =

(2.8)

N r — My
Fo(z,0) = 0,% (,Z,N—l+1>, (2.9)
=1

my—my

N
kde@l 2 OVlia ZGZ =1.
=1

Uvedend funkcia Fy(-) je distribucnou funkciou pre NV € {2,3,...}, 8 € O, kde

e = {(91,...,91\1) S [O,l]Nﬁfjelzl}

To, 7ze je naozaj distribu¢nou funkciou plynie zo skutocnosti, ze vyslednd fun-
kcia vznikla konvexnou kombinéciou distribuénych funkeii beta rozdeleni.
Pre zvolené N dostavame dalsi parametricky model obsahujici vSetky mozné
zmesi beta rozdeleni:

N T — My
Fg:{29,%<,l,N—l+1);0:(91,...,9N)Te@}.
0

-1 my—1m
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Vektor 0 v podstate predstavuje koeficienty alebo vahy vyuzité z bazickych funkeii
danych réznymi beta rozdeleniami. Distribuénej funkcii z (2.9)) odpoveda hustota

- (I

S vyuzitim vlastnosti uvedenej v (2.8)) sa da vyjadrit b(u,l, N — [+ 1) v tvare

1
O I N—I+ ) (2.10)

my— 1my my— 1my

b(u, I, N —1+1) = N(JX:ll)ul—la —u)N 1 (u € [0,1]).

Definicia 7. Bernsteinov polynom radu n funkcie f(z) definovanej na uzavretom
intervale [0, 1] je dany vgrazom:

£16) (-

Veta 3. Pre funkciu f(x) obmedzeni na [0, 1] plati vztah
Jim B,(z) = f(x)

v kaZdom bode spojitosti x funkcie f. A navyse vztah plati rovnomerne na [0, 1],
ak je f(x) spojitd na tomto intervale.

Dékaz. Jednotlivé kroky dokazu je mozné najst v knihe Lorentz (2012).
O

Tvrdenie 4. Nech f je spojitd hustota na intervale [mg,my|, kde my a my si
konecné redlne hodnoty. Ak poloZime

b = f(mo + (L =1)(my —mo)/(N — 1))
Sy f(mo+ (L= 1)(my —mo) /(N = 1))’

tak plati rovnomernd konvergencia fo(z,0) &k f(x) pre N — oo. Vektor 0 je
zloZeny z takto vyssie uvedenych 6.

Dokaz. Bez ujmy na vSeobecnosti budeme predpokladat mo = 0, m; = 1. Dosa-
denim 6; do (2.10) dostaneme:

N =1
folz,0) = ; MN(711> N1 —2)N Mz € [0,1)).

Oznac¢ime v =1 —1,n = N — 1 a vyraz prepiseme ako:

n
-~

fo(z,0) = %Z;O(]%(n +1) (Z)x”(l —z)"1(x € [0, 1]).

Tento vyraz rozdelime na dve casti nasledovne:

IO UY ) ()= oy e .

—— ———
adn

Bernsteinov polyném
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Z predpokladu je f(z) spojitd a podla vety [3| postupnost funkcii B,(z) konverguje
rovnomerne k f(x) pre n — oo. Postupnost g, je postupnost kone¢nych konstant
a konverguje k 1. PrepiSeme menovatel vyrazu g, na:

b

vﬁ%f(i) n+1’

ktory pre n — oo konverguje k fol f(z)dz. Dostavame tak v podstate Rieman-
novsky integral hustoty na celom jej nosici, ktory sa z vlastnosti hustoty rovna
1. Z ¢oho dostavame pozadovany zaver.

O
V nasom pripade predstavuje funkcia f hladant hustotu latentného rozdelenia
na danom konkrétnom nosici. Neformalne povedané, pre N dostatocne velké exis-
tuje funkcia z modelu F3', ktora bude hladané f aproximovat dostatoc¢ne dobre.

Dostavame tak velmi flexibilny nastroj na odhadovanie neznamej spojitej hus-
toty latentnej premennej X. Otédzkou nadalej ostava aké velké N zvolit a taktiez
ako odhadnut 6, ked f nepozname. Vo svojej praci Babu a kol.| (2002)) odporuca
volbu N € {2,3,...[n/log(n)]}. So zvysujicim sa N ocakdvame lepsiu presnost
aproximacie, ale zaroven klesa vypocetnd stabilita.

Samotny vypocet odhadov parametra 6 vychiadza z Anderson-Darlingovho
statistického testu. Ten je nastrojom na zistenie toho, ¢i mozu byt data apro-
ximované nejakym parametrickym rozdelenim. Testova statistika daného testu
dava indiciu k tomu, prec¢o budeme minimalizovat prave funkciu uvedenu niz-
sie. Spominany test meria vzdialenost medzi empirickou distribu¢nou funkciou a
funkciou spliiajicou parametricky model nasledovne:

~

n/oo (Fx) - F(2))" wlz) dF ().

—0o0

Pod ozna¢enim w(z) rozumieme nejakd vahovi funkciu a jej konkrétnou volbou
w(z) = (F(z)(1 = F(z)))™" dostavame Statistiku:

/w(ﬁ@»—FwUQ

"o B Fy

Cielom bude teda néjst podla |Ghosh a kol.| (2018)):

5 L (Fmy) - Fo(mj,e))2
0 = arg min — = ,
Feo ]E_:l (F(my) +€) (1= F(my) +e)

kde € zabezpecuje maly posun z dévodu numerickej stability. V préaci |Anscombe
(1948) je navrhnutd hodnota € = 3/(8n). V danom vyraze vystupuje este F
ktora znaci empirickd distribu¢nu funkciu. Empirickd funkcia nadhodného vyberu

Xy, Xo, ..., X, je vSeobecne dand predpisom:

n

> Loou(X)-

=1

F(u)z}1
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V nasej situdcii, kedy pracujeme s ordindlnymi datami, ma zmysel pocitat
empiricki distribuéni funkciu iba v medznych bodoch, a to tak, Ze sa spravia
¢iastocné sucty prvkov vektora f, ktoré budi podelené celkovym poctom reali-
zacii. Matematicky zapisané ako:

. 1J ,
F(mj):ngi, prej=1,...,J.
i=1

Prakticky tento postup ukézeme podrobnejsie v casti 3.3.
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3. Simulac¢na studia

Simulacna studia je rozdelend do troch podkapitol. V casti 3.1 vychddzame
zo spravne zvoleného pravdepodobnostného modelu, v 3.2 sa pouzivala rovnaka
metoda, ale na chybne zvoleny model. Posledna cast 3.3 sa venuje aproxima-
cii vyuzitim Bernsteinovych polynémov. Simuldcie boli realizované v prostredi
matematického softwaru R |R Core Team (2022) s vyuzitim dodatoc¢ného balicka
truncnorm od Mersmann a kol.[ (2023). Pri implementécii algoritmov boli pouzité
rozne funkcie na baze numerického riesenia optimaliza¢nych tloh.

3.1 Vlastnosti a porovnanie MLE odhadov

Pri samotnom simulovani sa vychadzalo z rozdelenia, ktorého parametre sme
presne poznali, aby bolo mozné overit fungovanie metédy popisanej v praci. Vy-
brané bolo rozdelenie N (25, 9). ktoré ndm poskytlo nasimulované hodnoty platov
v tisicoch so strednou hodnotou 25 a standardnou odchylkou 9. Tie boli nasledne
roztriedené do jednotlivych kategorii. Jednotlivé medze boli zvolené v ekvidis-
tantnych intervaloch, tak aby do kazdej kategorie spadli aspon nejaké pozoro-
vania. Pri piatich kategériach to bola postupnost {—o0, 10,20, 30,40, 4+ oo} a
pri zahusteni intervalov s cielom obdrzania presnejsiecho vysledku zase postup-
nost {—o0, 10,15, 20, 25,30, 35,40, +oo}. V tabulke [3.1] je mozné néjst pre kazdy
parameter jeho priemerné vychylenie a Standardnti odchylku, ktoré boli vzdy po-
¢itané z 500 simulacii s postupne so zvicsujicim sa rozsahom vyberu. Konkrétna
velkost rozsahu vyberu je uvedend vzdy v zatvorke prvého stlpca. Riadky MLE
v tabulke prezentuji odhady metédou maximalnej vierohodnosti, vychadzajuce;j
z0 spojitej velic¢iny. Pre odhad strednej hodnoty p a smerodajnej odchylky o boli
teda pouzité odhady dané predpismi:

=)

I
M=
o

I

>
2

-
I
—

Q)

I
N~ I

| —

=

>

|

>

3

Y

S

1

<
Il

Pri rovnakom rozsahu vyberu sa vzdy pracovalo s rovnakymi datami, aby bolo
mozné si vS§imnut pripadné zlepsenia v odhadoch. Zlepsenia sme mohli vidiet
na tom, ze s narastajicim poctom pozorovani sa navzajom zmensovala smero-
dajna odchylka jednotlivych odhadov. Zvac¢sujuci sa pocet pozorovani sme do-
siahli zvac¢Senim rozsahu vyberu. Efekt poklesu smerodajnej odchylky podporilo
aj navysenie poc¢tu kategorii. V tabulke si mozeme okrem iného vsSimnut, ze
vo vychyleni sa vysledky liSia az na druhom, pripadne trefom desatinnom mieste.
Pridavanie kategérii na okraj definicného oboru nemalo znac¢ny prinos, akurat
to sposobovalo problémy s prazdnymi kategériami pri vypoctoch. Trochu prek-
vapivo, navysenie poc¢tu kategoérii nemalo vzdy pozitivny vplyv na vychylenie
odhadu.

V tomto pripade sme mali spravne zvoleny pravdepodobnostny model. Inymi
slovami povedané, snazili sme odhadniuf nejaké normalne rozdelenie na datach
pochadzajucich povodne z normalneho rozdelenia. Nie vzdy mame takéto stastie.
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Typ odhadu BIAS(x) SD(p) BIAS(o) SD(o)

5 kategérif (100) 0,012 0,851 —0,050 0,649
8 kategérif (100) 0,005 0,806 —0,046 0,558
MLE (100) —0,002 0,773  —0,032 0,452
5 kategérif (200) —0,016 0453 0,016 0,287
8 kategérif (200) —0,019 0406 0,016 0,253
MLE (200) —0,018 0,301 0,016 0,205
5 kategérif (300) —0,041 0,281  —0,001 0,186
8 kategérif (300) —0,041 0279 —0,010 0,173
MLE (300) —0,043 0,276 0,010 0,147

Tabulka 3.1: Vysledky simulac¢nej studie pre meniaci sa rozsah vyberu, ktory je
uvedeny v zatvorke

3.2 Odhady pri zlej specifikacii modelu

Porovnanie pouzitia inych modelov demonstruje obrazok kde je ¢iernou
farbou vyznacené skutocné pravdepodobnostné rozdelenie latentnej veliciny. Po-
zornost by sa mala upriamit predovsetkym na situdciu v oboch takzvanych chvos-
toch. KedZe Ziadne z pouzitych rozdeleni nespliia predpoklad symetrie ako nor-
malne rozdelenie, je prirodzené, zZe prave na nenulovych okrajoch nosica budu
vznikat najvacsie odchylky. Ich konkrétnejsie hodnoty budu popisané v nasledu-
jucom odstavci.

Ostaneme v scenari, ktory uvazuje 5 a 8 kategorii s rozsahom vyberu 300
pozorovani. V tabulke mozeme nahliadnuf na jednotlivé odhady parametrov
normalneho, log-normalneho a gama rozdelenia a taktiez smerodajné odchylky
tychto odhadov.

Rozdelenie (kat) MEAN(¢;) MEAN(#;) SD(#;) SD(6,)
normélne (5) 24,959 8,999 0,2807 0,1859
normalne (8) 24,958 8,990 0,2785 0,1727
log-normalne (5) 3,150 0,403 0,0006 0,0005
log-normalne (8) 3,155 0,402 0,0006 0,0004
gama (5) 6,908 0,273 0,5411  0,1440
gama (8) 6,954 0,274 0,4938  0,1278

Tabulka 3.2: Odhady parametrov rozdeleni
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Obr. 3.1: Porovnanie odhadnutych latentnych pravdepodobnostnych rozdeleni
pre rozne pravdepodobnostné modely

Véadsiu vypovedni hodnotu vsak bude mat tabulka [3.3] v ktorej sit spoéitané
stredné hodnoty a rozptyly jednotlivych rozdeleni pri rozsahu vyberu rovnému
300 a spriemerovani 500 simulacii. To nam dava prvu silnejsiu indiciu o tom, ako
velmi sa lisia dané charakteristiky od povodnej strednej hodnoty 25 a presného
rozptylu nasich dat s hodnotou 81. Pri pocitani strednej hodnoty a rozptylu
logaritmicko-norméalneho rozdelenia boli pouzité predpisy pre strednii hodnotu a
rozptyl:

1
EX = —
e (1 + 553)

var X = exp (2u + 02) (exp(az) — 1) :
A podobne aj pre strednit hodnotu a rozptyl gama rozdelenia:

EX = g var X = ;‘2

Ostava nam este zodpovedat otazku z motivacnej casti tejto prace tykajicu sa
pravdepodobnosti vyskytu platu, ktory je vyssi alebo rovny nejakej hodnote z po-
sledného intervalu. Bude néas teda zaujimaf, s akou pravdepodobnostou vieme
dostat plat vyssi ako 45 tisic. Konetne, v poslednom stipci tabulky st pravde-
podobnosti toho, ze plat vybrany z daného rozdelenia s odhadnutymi paramet-
rami bude vacsi ako 45 tisic. Matematicky povedané, zistujeme pravdepodobnost
P(X > 45) =1 — P(X < 45). Typicky pocitant cez doplnkovi pravdepodobnost
a distribu¢na funkciu. Presna hodnota tejto pravdepodnosti je 0,0131.

20



Rozdelenie (kat) EX varX P(X>45)

normalne (5) 24,959 80,982 0,0130
normalne (8) 24,058 80,820  0,0129
log-normaélne (5) 25,313 112,783 0,0515
log-normalne (8) 25433 113,403  0,0525
gama (5) 25,351 93,028 0,0369
gama (8) 25400 92,779  0,0370

Tabulka 3.3: Stredné hodnoty, rozptyly rozdeleni a odhady pravdepodobnosti
vytvorené spriemerovanim vysledkov z 500 simulécii

3.3 Odhady pre rozdelenie s konecnym nosicom

V poslednej casti simulacnej studie vyzadujeme, aby pravdepodobnostné roz-
delenie, ktoré budeme odhadovat, malo konec¢ny nosic¢. Z toho dévodu si vyberieme
useknuté normaélne rozdelenie. Data budeme generovat podobne ako v minulych
Castiach z N (25,9). Tentokrat zahodime vSetky pozorovania mensie ako 0 a vac-
sie ako 40. Postup opakujeme, az kym nenazbierame pozadovany rozsah vyberu
n = 200. Kone¢ny nosi¢ je teda interval (0,40), ktory sa dobre deli prave na 8
rovnako dlhych podintervalov s dizkou 5 (J=8). Toto delenie bude odrazovym
mostikom pre dalsie pokracovanie. Situdcia po ordinalizcii dat je vidno na stip-
covom grafe relativinych pocetnosti jednotlivich kategérii 3.2 kde je ¢ervenou
farbou skutoc¢né pravdepodobnostné rozdelenie useknutého normaéalneho rozdele-
nia.
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Obr. 3.2: Graf relativnych pocetnosti jednotlivych kategorii pre n=200 a J=8
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Okrem poctu kategoérii mozeme volit uz spominané e, alebo pocet vah beta
rozdeleni pouzitych pri aproximacii. Pre meniace sa ¢ nemozno pozorovat volnym
okom vyrazné zmeny pri vykresleni jednotlivych odhadov pravdepodobnostnych
rozdeleni. Situdcia bude trochu ind pri pocitani pravdepodobnosti vychadzajicich
z odhadov. Na obrdzku [3.3] st vidno odhady pre distribu¢ni funkciu useknutého
normalneho rozdelenia s postupne sa zvysujicim poctom pouzitych beta rozde-
leni. Dalej na obrazku je situacia podobnd, tento raz su vykreslené odhady
hustoty. Ciernou farbou je vyzna¢end skutoénd distribuéna funkcia a hustota.
V obidvoch situédciach bolo pouzité odportacané e = 3/(8n) s rozsahom vyberu
n=200.

<
-

0.8

0.6

0.4

0.0

Obr. 3.3: Odhady distribu¢nej funkcie useknutého normélneho rozdelenia (J=8)
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Obr. 3.4: Odhady hustoty useknutého normélneho rozdelenia (J=8)
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Mozeme si vSimnut, ze v tomto pripade sa so zvysujicim N vyrazne zlep-
Suje aj celkova aproximécia rozdelenia. V situdcii na obrazku [3.5] kedy méme
k dispozicii data rozdelené iba do styroch kategorii sa odhady buda dopustat
viditelne vécsich Vychyhek Interval (0,40) bol v tomto pripade rozdeleny na 4
mensie intervaly s dizkou 10. Z obrazkov b E 7| je uz vyrazne tazsie vycitat
zlepsenie zvysSenim poctu pouzitych beta rozdeleni. Stale plati, Ze ¢iernou farbou
je vyznacena skutocna distribu¢nd funkcia a hustota.
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Obr. 3.5: Graf relativnych pocetnosti jednotlivych kategorii pre n=200 a J=8
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Obr. 3.6: Odhady distribu¢nej funkcie useknutého normalneho rozdelenia (J=4)
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Obr. 3.7: Odhady hustoty useknutého normélneho rozdelenia (J=4)

V podobnom duchu, ako sme skiimali spravanie sa odhadov za hranicou po-
sledného medzného bodu, sa teraz pozrieme na kraj obmedzeného nosic¢a. Kon-
krétne nas bude zaujimat P(35 < X < 40). Vysledné odhady jednotlivych
pravdepodobnosti sme dostali spriemerovanim vysledkov 100 simulacii s réznymi
vstupmi a pevnym rozsahom vyberu n=200. Presna hodnota tejto pravdepodob-
nosti je P = 0,090018. Do hry vstupuje tentokrat aj zmena €, okrem odporicanej
hodnoty ¢; = 0,001875 vyskusame aj e; = 0,010000. V tabulke su prave od-
hady spominanej pravdepodobnosti P. V poslednom riadku je celkova suma jed-
notlivych vychyliek a smerodajnej odchylky. Mozeme skonstatovat, ze si pri volbe
odporicaného e sme dostali velmi podobny vysledok. Dalej sa d4 vidiet, Ze nie

v kazdej situacii si polepsime zvysenim poctu pouzitych beta rozdeleni.

Pocet kategérii (IN)

BIAS(c;) SD(e)

BIAS(e;) SD(er)

8 kategorif (3) 0,0748 0,0230 0,0718 0,0195
8 kategorif (5) —0,0025 0,0208 —0,0034 0,0197
8 kategoérii (10) —0,0027 0,0186  —0,0025 0,0186
4 kategorie (3) 0,0641 0,0001 0,0647 0,0003
4 kategoérie (5) 0,0039 0,0191 0,0025 0,0183
4 kategoérie (10) —0,0792 0,0472  —0,0829 0,0458
Celkova suma 0,2272 0,1288 0,2278 0,1222

Tabulka 3.4: Smerodajné odchylky a vychylenia odhadov pravdepodobnosti v po-

rovnani so skuto¢nou hodnotou P = 0,090018

Prilis nizke hodnoty smerodajnych odchylok v niektorych pripadoch mohli byt
zapri¢inené tym, ze viaceré koeficienty pri odhadoch boli rovné nule.
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Zaver

Praca sa ndm snazila nepriamo odpovedat na otazku, ¢i je podstatny rozdiel
v praci so spojitymi datami v porovnani s ich ordinalizovanou verziou. Pocas ce-
lej prace bola v roznych podobach vyuzivand metéda maximalnej vierohodnosti.
V simulacnej Studii sme si mohli vSimnut, Ze vo vychyleni sa vysledky prilis nelisia.
To, ¢i je takto velkd odchylka v ramci nejakej normy, zalezi asi od konkrétnej si-
tuacie. Podstatnejsia je skutoc¢nost zachovania konzistentnosti takto vzniknutych
odhadov. Tieto uvedené fakty nas vedi k moznému vyuzitiu v praxi. Dovolim si
tvrdif, ze z uzivatelského pohladu je ovela jednoduchsie a najmé rychlejsie vy-
plnit dotaznik s predom prichystanymi odpovedami. Znizuje to moznost vzniku
chyby v dosledku inak uvedenej fyzikalnej jednotky, nespravne zapisanej desa-
tinnej ¢iarky alebo pri ru¢ne pisanych odpovediach to minimalizuje aj problém
s necitatelnostou pisma. Firma tak zbytoc¢ne neprichadza o cenné udaje a vie, ze
s ordinalizovanymi datami vie dosiahnut obdobnych vysledkov.

Pri praci s Bernsteinovymi polynémami sme mali dodatoént poziadavku,
ktory nebol splneny pri ziadnom z doterajsich pripadov, a to konkrétne ko-
nec¢ny nosi¢ odhadovanej hustoty. Vyhodou tohto pristupu by mohla byt flexi-
bilita pri aproximéacii hustoty, ktorda ma nejakym sposobom netradi¢ny tvar a
bezné parametrické modely nie si v tomto pripade dostacujice.
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