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Uvod

V této bakalarské praci se budeme zabyvat expektily, které jsou relativné no-
vym pojmem v ramci matematické statistiky. Expektily byly poprvé navrzeny
v [Newey a Powell| (1987). Tato literatura je stale jednou z nejvice citovanych v
oblasti expektili. Expektily jsou, podobné jako kvantily, charakteristikami rozdé-
leni ndhodné veli¢iny a v poslednich letech se zac¢inaji vyuzivat jako miry rizika.

V prvni kapitole se podivame na kvantily a ukazeme si jejich zakladni vla-
stnosti. Pro pochopeni expektilt a jejich vlastnosti je uzitecné nejprve pochopit,
co jsou kvantily a jak funguji.

Ve druhé kapitole si zadefinujeme expektil a ukédzeme si jeho zakladni vlast-
nosti. Odvodime si explicitni vyjadfeni pro rovhomérné a exponencialni rozdéleni.
Tento tvar nasledné vyuzijeme pro parametricky odhad expektilu pomoci momen-
tové metody.

V praktické ¢asti budeme zkoumat, jak presné odhady poskytuje definice pro
vybérovy expektil v porovnani s parametrickou metodou na simulovanych nahod-
nych vybérech z exponencialniho rozdéleni o riznych rozsazich.

Vlastnim prinosem prace je podrobné odvozeni vztahi pro expektily a detailni
popsani jednotlivych krokt v ditkazech. Déle je vlastnim prinosem prakticka ¢ést,
zejména parametricky odhad expektili.



1. Kvantily

V této kapitole se budeme zabyvat jednim z klicovych koncepti statistiky
a analyzy dat - kvantily. Kvantily jsou dilezitym nastrojem pro porozumeéni roz-
déleni dat a popis jejich variabilit. Maji Siroké vyuziti naptiklad pro tvorbu inter-
vall spolehlivosti a identifikaci extrémnich hodnot. Kvantily poskytuji informace
o centralnich charakteristikach datového souboru, jako jsou naptiklad median
nebo kvartily.

1.1 Zakladni pojmy

Nejprve si zadefinujeme kvantilovou funkci pro ndhodnou veli¢inu X s distri-
bucni funkei Fy.

Definice 1. Necht Fx je distribucni funkce redlné nahodné veliciny X a o € (0,1).
Funkce
Fi(a) = inf{z : Fx(z) > a} (1.1)

se nazyvd kvantilova funkce ndhodné veliciny X.

Mnohdy néas zajima hodnota kvantilové funkce pro konkrétni hodnotu «. Tuto
hodnotu budeme nazyvat a-kvantilem.

Definice 2. Necht o € (0,1). a-kvantil ux(«) rozdéleni Fx je kterékoli redlné
cislo splnugici

}lbiir(l)(FX(uX(a) —h))< a a Fx(ux(e)) > a.

Pozndmka. Definic kvantilu je vice, tato jej neurcuje vidy jednoznacné. Fiy'(a)
je vzdy jeden z a-kvantilt.

Hodnoty a-kvantilu ndm udéavaji hodnotu, pod kterou se nachazi a-podil hod-
not v daném rozdéleni.

Nékteré hodnoty kvantilu maji specidlni nazvy, napiiklad u hodnoty ux (0.5)
mluvime o medianu, pro ux(0.25) a ux(0.1) o prvnim kvartilu a decilu.

Véta 1. (Omelkd) Necht X md distribucni funkci Fx, pak

Fit(a) = arg mﬁin Er,(X —p), (1.2)

kde « je pevné z intervalu (0,1). v, se nazgvd ztratovd funkce a md ndsledujici
tvar

To(2) = (@ = L(—oo0)(2)) - . (1.3)

Funkci 15 je myslena indikdtorovd funkce, kterda ma pro mnoZinu A tento tvar:

Ly(z) = 1, prox € A,
A 0, proxz¢ A.



Diikaz. Inspiraci si bereme z predlohy a nékteré kroky vice rozepiseme. Nejprve
si zavedeme derivaci nasi ztratové funkce. Dostavame

0
%ra(x) =a—I_xo(®) = {

a—1, prox <0,
Q, pro x > 0,

pro z # 0. Dodefinujeme v bodé = = 0, 7/, (0) = 0. Déle si oznacme M (f) =
E r.(X — () funkci, kterou budeme minimalizovat. Rovnou si funkci M (/) zde-
rivujeme podle 3

M(B) = iﬁrdX 8).

Rozepiseme si E jako integral a zaménime derivaci a integral dle Leibnizova pra-
vidla

86/ PdFx(x / a8 @ ~ A)dFx(x).
Upravime vnitfek integralu
M(B) = [~ ~(a=Dlan(@—B) — ol — HdFx()

—(1—-a) /io AFx(r) ~ o [ dFx()
=1 —a)Fx(B) —a(l = Fx(8))
M'(B) = Fx(8) — a.
Pro 8 < Fyx'(a) mame
M'(B-) = Fx(B-) —a < Fx(B) —a <0,

M'(B:) = Fx(81) — a = Fx(8) —a < 0.

Vyuzﬂl jsme, ze distribuéni funkce je neklesajici a zprava spojita. Protoze ﬁ <
Fi'(a) tak vime, ze B < sup{x : Fx(z) < a}, tedy Fx(8) < a, pro 6 < F Ya).

M(B) je spojitd a mé zapornou derivaci, pak je klesajici na (—oo,Fy'(a)).
Podobné pro 3 > Fy'(a)

M'(B-) = Fx(B-) — a = Fx(Fx'(a)) —a >0,

M/(85) = Fx(82) — a > Fx(Fx'()) —a > 0.

Zde jsem vyuzili, ze Fx(Fx'(a)) = Fx(inf{z : Fx(z) > a}) > a. M(3) ma
nezapornou derivaci a tedy je neklesajici na intervalu (Fy'(a),00).
Celkem se globalni minimum M (/) nachézi v bodé Fy'(a). Ukézali jsme, Ze

rovnost (1.2)) plati.
O

Na obrazku si mizeme vsimnout, jak vypadd ztratova funkce r, pro hod-
noty «, které odpovidaji hodnotam prvniho az tretiho kvartilu.
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Obrézek 1.1: Ztratova funkce r, pro konkrétni hodnoty «.

Véta 2. Necht X je ndhodnd velicina s distribucni funkci Fx(x). Pokud je Fy
spojitd a rostouct, pak plati

Fx(Fx'(@)) = a,

pro o € (0,1).

Diikaz. Diikaz plyne z definice kvantilové funkce.

O
Tato véta nam tika, ze pokud je distribuc¢ni funkce F'x rostouci a spojita, pak se
kvantilova funkce rovna inverzni funkci distribuc¢ni funkce a zaroven a-kvantily
jsou uréeny jednoznacné a plati Fyy'(a) = ux(a).

1.2 Odhady kvantila

Nyni se podivame na situaci, kdy mdme nahodny vybér Xy, ..., X,, z rozdéleni
Fx. Pro kvantily jsme si ukazali platnost rovnosti (1.2)). Toto vyuZijeme i pro
definovani vybérového a-kvantilu.

Definice 3. Necht X1, ..., X, je nahodny vijbér z rozdéleni Fx, a € (0,1) a r, je
ztrdtovd funkce definovand v (1.3), pak cislo spliujici

Up (o) = arg mﬂin i Xn:ra(Xi - B), (1.4)

i=1

nazveme vybérovym a-kvantilem.



7, definice plyne, ze vybérovy a-kvantil je na rozdil od a-kvantilu urcen jed-
noznacné, protoze ztratova funkce r, je konvexni a zdola omezend, pak existuje
praveé jedno globalni minimum.

Pozndmka. Pro a = 0.5 dostaneme vybérovy median.

Véta 3. (Kulich, str. 61) Necht a € (0,1). Necht Xy, ..., X, je ndhodny vybér
z rozdélent, které md distribucni funkci Fx spojitou a rostouci na nejakém okoli
bodu ux ().

(i) Potom U, («) —Tﬁ—) ux(a).

(7i) Pokud navic ezxistuje hustota fx, kterd je spojitd a nenulovd v bodé ux(«),

pak
1—
Vil@a(e) - ux(a)] —2— N(O M)

i (ux(e)

Diikaz. Jednotlivé kroky dilkazu jsou popsany v préaci [Kulich| str. 62.
]

. . P , . . . .
Poznamka. Znacenim —— - mame na mysli konvergenci v pravdépodobnosti,
n (o.9]
D ) : e
pro n — 00, 8 ———— myslime konvergenci v distribuci pro n — oo.
n o0

Odhad a-kvantilu pomoci vybérového a-kvantilu neni jedind moznost. Dalsi
moznosti, jak mizeme odhadovat a-kvantily, je pomoci parametrického postupu,
kdy dosazujeme odhadnuté parametry do kvantilové funkce daného rozdéleni.
Parametry mtizeme odhadovat napriklad metodou maximalni vérohodnosti nebo
momentovou metodou. UkéZeme si odhadovani parametri pomoci momentové
metody. Zbytek kapitoly jsme prevzali z |Kulich| str. 45, a doplnili o ptiklady pro
odhady a-kvantilu.

Méjme ndhodny vybér X, ..., X,, z rozdéleni s hustotou f(z;0x), kde tvar
funkce f(;) je zndmy a @x je neznadmy parametr, ktery lezi v parametrickém
prostoru ® C R? d > 1. Budeme piedpokladat, Ze E |X|d < 00. Pro zjednodu-
seni budeme uvazovat pouze ta rozdéleni, jejichz E X; je funkci parametru Oy,
pripadné pro d = 2 parametry jsou E X; a VarX; funkcemi parametru 0x. Déle
budeme predpokladat, ze distribu¢ni funkce je absolutné spojitd a ryze mono-
tonni.

Mame tedy model

F = {rozdélen{ s hustotou f(z;0),0 ¢ ® C R%}.

Nejprve se podivame na pripad, kdy mame pouze d = 1 parametr. Mame
E X; = g(0x), pokud je funkce g ryze monoténni, pak ji muzeme zinvertovat
a dostdvdme Oy = ¢~ 1(E X;). Vime, %e X, je konzistentni odhad E X;, a tak se
nabizi odhadnout parametr 0y jako 6, = g HX,).

Ukazme si to na prikladu, kdy mame ndhodny vybér X, ..., X,, z exponen-
cidlniho rozdéleni s parametrem \ > 0, Exp()\), s hustotou fx(z) = e **, pro
x>0 Vime, ze E X; = %, pak momentovym odhadem parametru A je A= %ﬂ

Nyni si ukdzeme, jak mizeme parametricky odhadnout a-kvantil. V parame-
trickém modelu predpokladame, ze ux(a) = h(o,fx). Vyuzijeme momentovou
metodu pro odhad fx a dostavame

i (@) = h(ev,0,).

6



Pojdme se podivat na nézorny priklad odhadu kvantilu rozdéleni Exp(\)
omoci momentové metody. Vime, ze momentovym odhadem parametru A je
L Kvantilovou funkci Exp(\) ziskdme jako inverzni funkci k Fx dle véty
toze Fy je spojita a ryze monoténni. Distribuéni funkce ma tvar

=

1%
N\ =
2] pr

o

0, pro z < 0,
1—e ™, proz>0.

FX(.Z') = {

Inverzni funkce k Fx(x) ma tvar

In(1 —
Fit(a) = -2L=2)
A
pro a € (0,1). Fy! je s korespondujicim znacenim vyse nase funkce h. Pro odhad
Uy, (o) dostavame

pro a € (0,1).

Zavedli jsme znaceni @, («) pro parametricky odhad a-kvantilu a @,(a) pro
empiricky odhad a-kvantilu.

Nyni si odhad momentovou metodou rozsitime na d = 2 parametry. Vime, ze
X, a S? jsou konzistentni odhady E X; a VarX;. Vyjadiime si podobné jako pro
pifipad d = 1 parametr g(0x) = (E X;, VarX;)T. Mame soustavu 2 rovnic o 2
neznamych, pokud je g prostd, dostaneme Ox = g (E X;, VarX;). Pokud je g=*
spojita, pak je 6, = g (X, S?) konzistentni odhad.

Pro lepsi pochopeni si to ukdzeme na prikladu, kdy odhadujeme parametry
6, a 05 rovnomeérného rozdéleni R(6;,0s), pro —0; # 0. Méame soustavu rovnic

01 + 0,
2

(02 — 60,)
12 '

E X, =
VarX,; =

Z prvni rovnice si vyjadiime 6; = 2E X; — 05 a dosadime do druhé rovnice

Varx, _ (02— 2E X+ 022 (0, — E X))’
T 12 - 3 .

Po umocnéni na % mame

JVarX; = w
V3

Jelikoz 0y > E X, tak muzeme odstranit absolutni hodnotu. Vyjadiime si 6y

a dostavame
02 =E XZ + \/SVGTXZ'
01 =E Xz — \/3VCLT’XZ‘.



Momentové odhady 51 a 52 parametru #; a 65 jsou
0, = X, — /352
0y = X, +1/352.

Pro nalezeni parametrického odhadu u,(a) budeme postupovat obdobné jako v
predchozim prikladé. Vime, ze distribu¢ni funkce rozdéleni R(6;,05) ma tvar

0, pro x < 6y,
Fx(z) = { &=%, pro 6, <z <6,
1, pro x > 05.

Vidime, Ze je na intervalu (6;,6;) spojitd a rostouci, tedy jeji kvantilova funkce
bude rovna inverzni funkci distribuc¢ni funkce, ktera ma tento tvar

UX(Oé> = 0492 + 91(1 - Oé),

pro « € (0,1). Parametricky odhad @, («) momentovou metodou ziskdme dosaze-
nim

(@) = aby + (1 — )by = a(X, +1/352) + (1 — a)(X, — \/@)
() = X, — (20 +1),/382,

pro o € (0,1).

Poznamka. V pripadé kdy E X; neni funkci parametru 6y, pak hledame odhad
parametru pomoci vyssich momentti. Pro vice parametra je postup analogicky.
Nékteré vlastnosti odhadu se timto postupem mohou zmeénit.



2. Expektily

V této kapitole se budeme zabyvat expektily, coz je koncept v teorii prav-
dépodobnosti a matematické statistiky, ktery rozsituje tradi¢ni pojeti kvantilt.
Clanek Newey a Powell (1987) je ¢asto citovan a vyuzivan jako primérni zdroj
k expektilim. V ramci této kapitoly budeme také brat [Newey a Powell (1987)
jako hlavni zdroj informaci.

2.1 DMotivace

Expektily mohou mit vice interpretaci, ale v nasi praci se zamérime pouze na
jednu z nich, a to pomoci metody nejmensich ¢tverci. Méjme nahodnou veli¢inu
X s konecnou stredni hodnotou. Pro nalezeni sttedni hodnoty budeme chtit najit
takovou hodnotu 3, ktera minimalizuje E (X — 3)2. Kdy?Z si definujeme ztratovou
funkci L(z — ) = (z — B)?, pak stiedn{ hodnotu miZeme piepsat jako

EX= argmﬁinE L(X —p).

Ztratova funkce L(x — ) ma stejné vahy bez ohledu na hodnotu x, coz znamena,
ze kazda hodnota x prispiva stejnou mérou k celkové hodnoté ztratové funkce.

Pokud bychom chtéli upravit vahy v zavislosti na hodnoté x, mohli bychom
pouzit upravenou ztratovou funkci

pal = B) = (1= a)(x = BT oe)(w — B) + e — BTy (& — ),

kde a € (0,1) je parametr, ktery urc¢uje pomér vah kladnych a zdpornych odchy-
lek od hodnoty . Tato upravena ztratova funkce poskytuje flexibilitu v nastaveni
vah v zavislosti na hodnotach z. Pokud « priblizime hodnoté 1, kladné odchylky
budou mit vyssi vahu nez zaporné odchylky, a naopak, pokud « ptiblizime hod-
noté 0, zaporné odchylky budou mit vyssi vahu nez kladné odchylky. S pomoci
této ztratové funkce si definujeme expektily.

Definice 4. Necht X je ndhodnd velicina s konecnou stredni hodnotou, o € (0,1).
Potom

px(a) = argmin £ po(X — f) (2.1)
nazveme a-tym expektilem ndhodné veliciny X .

Obrazek nam ukazuje, jak vypada ztratova funkce p, pro expektily pro
konkrétni hodnoty a.
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pa(X)

Obrazek 2.1: Ztratova funkce p, pro konkrétni hodnoty «.

7 definice expektilu vyplyva, ze hledame hodnotu 3, ktera minimalizuje
ofekdvanou hodnotu funkce p,(X — ). Pokusime se vyjadiit px(«). Budeme
postupovat podobné jako v dikazu ().

Nejprve si oznacime funkci M () = E po(X — ). Poté zderivujeme podle /3
a E si napiSeme v integrac¢nim tvaru

9,
ap

Néasledné pouzijeme Leibnizovo integracni pravidlo a dopocitame

) 65/ pa dFX / 86Po¢ )dFX( )
/ 2(1 — a)(8 — )0y (& — B) + 20(8 — ) 0,00 — B)dFx () =

M) = JLE (X =)= 5 [ pala = B)dFx()

:2(1—a)/ioﬂ—xdFX(a:)+2a/BOOB—:1:dFX(:U) =
B o
=2(a — 1)/_ r — BdFx(x) — 204/6 r — BdFx(x).
Polozime M'(f) = 0 a dostavame
(04—1)/6 a:—BdFX(x)—a/;Ox—ﬂdFX(x) —0. (2.2)

Vyjadreme si pux(a) z rovnosti vyse. Nejprve rozepiseme jednotlivé scitance
integralt

a/:o x— px(a)dFx(z) = oz/;o(a) xdFx(x) — oz/:o px (@)dFx(x).

x (@) x (@)

10



Stejnym zptisobem upravime i na druhé strané rovnosti. Dale si pfevedeme na
jednu stranu integraly s integrandem x a na stranu druhou s integrandem px ()

00 px (o)
o mx(@dFx() + (1 —a) [ px(a)ibx(x) =
px (o —o0
00 px (o)
:a/ xdFX(x)—l—(l—a)/ xdFx(x).
px (@) —00
Na levé strané rovnosti vytkneme gy («)
00 px (o)
ux(a)(a/ oy (@) + (1= a)/ rdFyx())=
bx (o —00
o px (o)
:a/ xdFX(x)+(1—a)/ dFx(z).
px (@) —00

Celkem tedy dostavame

a 7% ) TdFx (z) + (1 — o) 15 2dFx (x)

HX

« :;(a) dFX(l’) + (1 — a) ffé(o(a) dFX([E) : (23)

px (o) =

Véta 4 (Newey a Powell, |1987, str. 823). Necht X je ndhodnd veli¢ina s konecnou
stredni hodnotou a distribucni funkci Fx(x), a € (0,1). Pak je spinéna ndsledujici
T0UNO0St

200 — 1 oo
px(@) = EX = [T a e pla) dFx(a), (24)
— @ Jux(o)
kde px(«) je a-ty expektil.
Diikaz. Zacéneme tpravou levé strany
mx (a)

pxla) — € X = pixc(a) = [

—00

zdFx(x) — /OO xdFx(x).
px(a)

Nyni upravme i pravou stranu

200 — 1 [o© 200 — 1 , o 0
T— a)dFx(z) = / zdF x—/ a)dFx(z)).
1—a /ma) pxl@)dFx(a) = T (e T g (@) )

Déle si udélame rozdil pravé a levé strany

/Lx(a)—/”X(a) xdFX(x)—/oo xdFx(z)—

—o© px (o)

_ 210‘_—al ( L j(a) 2dFy () — /u j(a) x(@)dFx(x)).

Vyrazy si rozsifime a sec¢teme

px (@) = apx () — "X adFx (z) + a "5 xdFx ()
11—«
o S (o) TAdEX (2) = 20 [ (o) ix (@)dFx (z) + [ (o) Hx (@)dFx (z)
1 -« '

11



Vyjaditme si o [0 ) 2dFx (z) 2 (2.2) jako

px (o)

a/;o(a) xdFx(z) = a/;o(a) px(a)dFx(x) — (1 — a)/ r — px(a)dFx(x).

—00

Naésledné odsadime a secteme

px (@) — apx (@) + a [7% ) px(a)dFx () + a [*2 py(a)dFx(x)

11—«
B J) (@) dFx (@) + [72 o ix (@) dFx ()
11—« '
Spocitame integraly
px (@) — apx (@) + apx (@) — apx (@) Fx(px (@) .
1—a
_ —apx(a)Fx (px (@) + px (o) Fx (px () — px (@) Fx (px (@) + px (o)
1—a '
Dostavame
0
l1—a

tedy leva a prava strana se rovnaji.

m
Z predchozi véty si muzeme vSimnout uzitecnych vlastnosti expektila. Pokud do
dosadime a = 0.5, pak dostavame

1ix(0.5) —E X = 0.

Tedy 0.5-ty expektil je roven stfedni hodnoté ndhodné veliciny X.
Dale si ukazeme pripad, kdy ma ndhodna veli¢ina X stfedni hodnotu 0. Ana-
logicky jako v predchozim pripadé pouze dosadime E X = 0 do (2.4) a méame

_2a—1

px(e) = T [ w (e dPx(a),

Véta 5 (Newey a Powell, 1987, str. 823). Predpokldidejme, Ze E X je konecnd,
s >0 ateR. Pak pro kaZdé a € (0,1) md pux(«) ndsledujict vlastnosti:

1. funkce p(a) : (0,1) = R je ryze rostouct,

2. pro ndhodnou velicinu Y = sX +t, pak pro a-ty expektil py () ndhodné
veliciny Y plati py () = spx () + t.

Diikaz. Jednotlivé kroky dukazu jsou uvedeny v |Newey a Powell| (1987)), str. 842.

O
Tato véta nam popisuje zakladni vlastnosti chovani a-tého expektilu a jeho cho-
vani pri linearni transformaci ndhodné veli¢iny.

12



2.2 P¥iklady

V této casti si ukazeme, jak se hledaji expektily konkrétnich rozdéleni a po-
rovname je s kvantily.

Nejprve se podivame na rovnomérné rozdéleni na intervalu (6y,05), tedy méjmé
nahodnou veli¢inu X ~ R(6;,02) s hustotou fx(z) = 7-l(p, 6, () a s ndsledujic
distribucni funkci

0, pro x < 64,
Fx(l') = ;2:0911’ pro 01 <z < 02,
1, pro x > 6,.

Vyuzijeme (2.2)) a dosadime distribuéni funkei, respektive hustotu rovnomérného
rozdéleni, pro nalezeni expektilu

b2z — px(@) /“X(‘”‘) T — px(a)
~//Lx(04) 92 — 91 ( ) 01 92 — 01

Vynasobime obé strany (6 — 6;)

02 px (a)
a/ :E—,uX(a)dx:—(l—oz)/ x — px(a)dz.
px (a) 01

Vypocitame integraly a zjednodusime

o a—1
5(93 — 205 x (@) + px(a)?) = 5

(=07 + 201 px () — pix (@),

(B2 — px(a))* = (1 — o) (ux (@) — 61)"

Obé strany rovnosti jsou nezaporné, miizeme je tedy umocnit na

Va(by — px(a)) = V1 - a(ux(a) — 61).

1
2

Vyjadiime si px(a) jako

( ) \/592—1—\/1—0401
a) = .

Hx Jatvl—a

Miuzeme si porovnat expektil s kvantilovou funkci. Vime, ze distribuc¢ni funkce

je na intervalu (a,b) spojitd a rostouci, tedy jeji kvantilovd funkce bude rovna
inverzni funkci distribucni funkce, ktera ma tento tvar

ux(a) = O + 61(1 — ),

pro o € (0,1).
Mizeme si vSimnout, ze a-ty- expektil a a-kvantil se rovnaji pro hodnotu
o = % (viz. Obrazek . Toto plati nejen pro rovnomérné rozdéleni, ale i pro

vsechna symetricka rozdéleni, kdy se medidan rovna stiedni hodnoté.

13



—— oty expektil -7
----- a—kvantil Pid

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Obrazek 2.2: Porovnani a-tého expektilu a a-kvantilu pro R(0,4).

Dalsim prikladem, ktery si rozebereme bude exponencidlni rozdéleni s para-
metrem A > 0, Exp(A). Piiklad je pfevzat z Bellini a Di Bernardino| (2017)) s tim,
ze si nékteré kroky detailnéji popiseme.

Vime, Ze pokud X je z rozdéleni Exp()), pak hustota tohoto rozdéleni je
fx(x) = Ae™*, & > 0, se stfedn{ hodnotou E X = + a distribuéni funkei Fx (z) =
1 — e~ Pro vypocet a-tého expektilu vyuZijeme rovnost

200 — 1 [®
px(a) —E X = 0 / x — px()dFx(z).
— @ Jux(o)

Spocitame integral

/ - pux(a)dFyx(z) = / 2dFyx(z) — px(a) / dFy (z).
rx (a) px (@) px (@)
Pouzijeme metodu per partes na prvni integral
/ xdFx(x) = / zfx(x)dx = / z(Ne ) dx =
mx (o) mx (o) mx (a)
0 —Apx(a)
— | _pp—AT o© -z _ —Aux(a) € _
[ ze Lx(a)jL/uX(a) e dr = px(a)e —
_ )‘IMX(Oé) + 16—/\ux(0c)
— .
Snadno dopocitame i druhy integral
[" dF() = [Fe@)]™ =1 Felux(a)) =~
px (o) px (ex)

Celkem po dosazeni dostavame

1 20—1 (Mux(@)+ 1= Nux(a))e (@
'MX(OZ)_le—a. A '
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Obé strany rovnice vynasobime \eMx(@)~1

20—-1 4

(Apx (o) — 1)ex (@1 — e

1—-a
Pouzijeme substituci z = Aux () — 1 a dostdvame rovnost

200 — 1
(1—a)e

ze® =

Jsme v situaci, kdy mame ze* = y. ReSenim je z = W (y), kde W je Lambertova

funkce. V nasem ptipadé (?f;)le = —% + (1_1a)6 > —%, pro a € (0,1). Mazeme tedy

pouzit Lambertovu W funkci pro nalezeni reseni

200 — 1
Z:W<<1—a>e)'

Provedeme zpétnou substituci a dostavame

jx(a) = i(W(H)H)

pro a € (0,1). Z prechozi kapitoly vime, ze kvantilova funkce ma nasledujici tvar

Fgl(a) — —log()\l—oz)7

pro a € (0,1). Grafické porovnéni expektilu a kvantilu pro exponenciélni rozdéleni

s parametry A = 2 a A = 4 muzeme vidét na obrazku

Pozndmka. Podrobnosti Lambertovy W funkce jsou k nahlédnuti [3.3] v appen-
dixu.

T
— expektil Exp(2) Il
=== kvantil Exp(2) /I
o —— expektil Exp(4) [}
< 7| --- kvantil Exp(4) /)
~~ o
3 <
X
=
[Te)
g
o
=}

Obrazek 2.3: Porovnani expektilu a kvantilu pro exponencialni rozdéleni s para-
metry 2 a 4.
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2.3 Odhady expektilu

Pro definovani vybérového expektilu opét nahradime ztratovou funkci v rov-

nosti (|1.4]) funkei

Pa(T) = |a — Lol - a?,

podobné, jako kdyz jsme si definovali expektily.

Definice 5. Necht X3,...,X,, je ndhodny vjbér z rozdéleni Fx, «a € (0,1), pak
A .1 &
fin(a) = argmin — > po(X; — B)
B ni
nazveme a-tym vybérovym expektilem.

Podobné jako u vybérového a-kvantilu je i vybérovy a-expektil jednoznacné
urc¢en. Ukazeme si vétu, kterd nam vyjadiuje konzistenci odhadu vybérového
expektilu.

Véta 6. (Holzmann a Klar, 2016, str.4) Necht X1, Xs, ..., X, je ndhodny vybér
z rozdelent X s konecnou stredni hodnotou a spojitou rostouci distribucni funkct.
Potom pro ay,as,a € (0,1), oy < a plati

~ P
sup |fin(a) — px ()| ——— 0.
aj<a<as

Diikaz. Podrobné kroky dikazu jsou uvedeny v Holzmann a Klar| (2016]), str.12.
O
Expektily miizeme podobné jako kvantily odhadovat parametricky. Postup je ve-
lice podobny pravé parametrickému odhadu kvantilu. V parametrickém modelu
predpokladame, ze px(a) = h(a,0x). Pro odhad parametru fx a dostavame

kde 8, je konzistentni odhad pomoci momentové metody. Pro Exp()\) jsme v si

odvodili, ze
1 20 — 1
= — _— ]_
e =5 (755 1)

pro a € (0,1). Vime, ze X, je konzistentnim odhadem E X; = §. Celkem tedy

dostavame ) .
_ o —

[ =X, | W|—F|+1],

Aucr) ( <<1—a>e>+>

pro a € (0,1).
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3. Prakticka cast

Nejprve se podrobné podivame na odhad vybérového expektilu a poté se podi-
vame na parametricky odhad expektilu. Vse bude ilustrovano na nasimulovanych
realizacich z exponencialniho rozdéleni a doplnéno grafickym srovnanim pro rtizné
rozsahy realizace. Nakonec obé metody porovname. Veskeré simulace a vypocty
byly provadény pomoci statistického softwaru R (R Core Team) 2023)).

3.1 Neparametricky odhad expektilu

Ukazeme si to na prikladu s exponencialnim rozdélenim. Na zakladé nasimu-
lovanych dat budeme zkoumat, jak se méni odhady stredni kvadratické chyby,
MSE , vychyleni, bﬁs, a standardni odchylky, ;i, pro rizné rozsahy ndhodného
vybéru.

Pro vyhodnoceni a porovnani odhadt pro rtizné rozsahy budeme muset zvo-
lit hodnoty «, ve kterych se bude porovnavat rozdil mezi teoretickou hodnotou
expektilu, px(a) a odhadu expektilu, fi,(«). Zvolme mnozinu bodu «; = 0,054,
pro i € {1,...,19}, kde a9 = 0,95 Méme celkem m = 19 délicich bodu.

Vime, ze pro odhad 0, parametru fx plati

bias(0) = E (6, — Ox).

Pro empiricky odhad vychyleni v nasem ptipadé dostdavame
1 m
() = -3 () = ().

Pro jednodussi zapis si oznacime e; = fi,(a;) — px(a;) a dosadime pro odhad
vychyleni

m

bms €; = €ny.
EEE S

=1

Analogickym postupem jako pro odhad bias odhadneme sd

1 m 1 m —
“:Jm_lé@‘%f:$m_12@_wwV

Odhad stredni kvadratické odchylky miizeme spocitat takto
— 2  —2
MSE = sd + bias .
Nyni vse aplikujeme na nasledujici situaci. Necht mame 3 nahodné vybéry
X = (Xy,...,X,) z rozdéleni Fxp(2) s ruznymi rozsahy. Prvni vybér ma rozsah
n = 20, druhy vybér ma rozsah n = 100 a tfeti vybér mé rozsah n = 500. Tyto
3 vybéry si nasimulujeme ve statistickém programu R. Hodnoty expektilu pro
a € {0.05,0.1,...,0.95} jsou graficky zobrazeny na obrézku , kde je muzeme
graficky porovnat s hodnotami skuteéného expektilu. L
Na zakladé odvozeni vyse si spocitame pomoci nasimulovanych dat bias, sd

a MSE. Jednotlivé vypocCty jsme provedli pomoci statistického softwaru R a vy-
sledky jsou uvedeny v tabulce
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~ odhad expektilu (n=1000)
~ T|—*— odhad expektil (n=100) »
—e— odhad expektil (n=20)
o | realny expektil
s
~~ O- B
RS
=1
©
Q-
<
3
N
N -

Obréazek 3.1: Porovnani skutecného expektilu s nasimulovanym vybérovym ex-
pektilem pro konkrétni rozsahy n.

Tin () sd bias  MSE
n=20 0,0857 -0,1272 0,0235

n =100 0,0130 -0,0291 0,0010
n = 1000 0,0049 0,0140 0,0002

Tabulka 3.1: Odhady g&, bias a MSE vybérového expektilu pro konkrétni rozsahy
vybéru.
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3.2 Parametricky odhad expektilu

V této c¢asti budeme zkoumat presnost parametrického odhadu expektilu na
prikladé exponencidlniho rozdéleni Exzp()). Vyuzijeme odhad parametri pomoci
momentové metody, kterou jsme si predvedli v predchozi kapitole. Mame

jx(a) = i(w(éo‘__a)le)H)

pro a € (0,1). Pro parametricky odhad momentovou metodou ziskavame
— 200—1
[l =X, | W| ——|+1],
mle) =% (755 )
pro o € (0,1)

Expektily budeme pocitat podobneé jako v predchozi ¢asti. Vezmeme si stejnou
mnozinu bodu «; = 0.05¢, pro i € {1,2,...,19}, ve kterych budeme hodnoty
odhadnutych expektili porovnavat se skutecnymi hodnotami expektila.

Necht méme ndhodny X = (Xi, ..., X,,) s rozsahem n € {20,100,1000} z rozdé-
leni Exp(2). Vyuzijeme odvozeni vyse, do kterého budeme dosazovat vypocitané
X

Pro ziskani odhadt bﬁs, sd a MSE budeme postupovat stejné jako v pred-
chozim prikladé, protoze mame stejnou mnozinu bodi «;, pro které nas budou
zajimat hodnoty expektilu.

Grafické porovnani odhadt pro konkrétni rozsahy jsou k nahlednuti v obrazku
B.2] Vysledky zaokrouhlené na 4 desetinnd mista muzeme vidét v tabulce [3.2

o —e— odhad expektilu (n=1000)
< T odhad expektilu (n=100)
—e— odhad expektilu (n=20)
o —— realny expektil
©
~~ O- B
3
=4
©
<
<
3
N
N -

0.2 0.4 0.6 0.8

Obrézek 3.2: Porovnéani teoretického expektilu s nasimulovanym parametrickym
odhadem expektilu pro konkrétni rozsahy n.
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i, (@) sd bias  MSE
n=20 00633 -0,1205 00185

n =100 0,0187 -0,0356 0,0016
n = 1000 0,0087 0,0165 0,0003

Tabulka 3.2: Odhady gc\l, bias a MSE parametrického odhadu expektilu pro kon-
krétni rozsahy vybéru.

3.3 Porovnani obou metod

Abychom mohli 1épe porovnat obé metody odhadovani expektili, tak nam
nebude stacit pouze jedna simulace, ale nasimulujeme si 1000 ndhodnych vybéra
s rozsahy n = 20, n = 100 a n = 1000. Budeme porovnavat odhady bias a MSFE
obou metod.

Nejprve se podivame na odhad bias. Na obrazku si mizeme vsimnout,
ze se odhad vychyleni chova velmi podobné jak pro parametrickou metodu, tak
pro vybérovy odhad expektilu na nami nasimulovanych nahodnych vybérech.
Také muzeme vidét, jak se vychyleni snizuje s pribyvajicim rozsahem nahodného
vybéru.

8 8
< o )
e ] e

-
=

bias

0.0

T T T T T T
par. n=20 vyb. n=20 par. n=100 vyb. n=100 par.n=1000  vyb. n=1000

Obrézek 3.3: Porovnani vychyleni parametrického odhadu expektilu a vybérového
expektilu pro konkrétni rozsahy n.

Na rozdil od bias si MSE porovname pomoci prumeéru. Z nasimulovanych vy-
béra nam vyslo, ze pro vSsechny rozsahy byl primérny odhad M SFE nizsi u para-
metrického odhadu expektilu momentovou metodou nez u vybérového expektilu,
viz tabulka [3.3] Niz hodnoty MSE indikuji presnéisi odhady. Mizeme tedy
fici, ze parametrickd metoda presnéji odhaduje expektil nez vybérovy expektil
pro vSechny rozsahy na nami nasimulovanych vybérech. Miuzeme si z vysledkt
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—_—
také vsimnout, ze se zvysujicim n se snizuje M .SE pro obé metody.

fix(a) fix(a)
n = 20 0,0538 0,0500
n =100 0,0113 0,0102
n = 1000 0,0011 0,0010

Tabulka 3.3: Porovnani primeérnych MSE pro vybérovy a parametricky odhad
expektilu.

Musime zminit, ze i kdyz parametricka metoda vysla lépe na nasimulovanych
vybérech, tak je nachylna na typ rozdéleni. Kdyz bychom mylné predpokladali,
ze ndhodny vybér je z rozdéleni Exp()), ale ve skutecnosti by ndhodny vybér po-
chazel z rozdéleni gamma s parametry F(%,)\), tak bychom velmi pravdépodobné
dostali nepresny odhad. V tabulce muzeme vidét, jak ndm dopadl odhad na
nasimulovaném rozdéleni a na obrazku [3.4] se muzeme podivat, jak se lisi odhad

expektilu od teoretického expektilu pro rozdéleni F(%,Q).

i, () sd bias ~ MSE
n=20 00095 0,0023 0,0037
n=100 0,0687 0,0594 0,0082
n=1000 0,0399 -0,0602 0,0015

Tabulka 3.4: Qi, bias a MSE pro konkrétni rozsahy vybéru.

odhad expektilu (n=1000)
odhad expektil (n=100)
odhad expektil (n=20)
realny expektil

EXX;

1.0

p(a)

0.5
|

Obrazek 3.4: Porovnani skutecného expektilu s nasimulovanym vybérovym ex-
pektilem pro konkrétni rozsahy n.
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Z.aver

Bakalarska prace se vénovala zakladnim vlastnostem expektilt.

Nejprve byly shrnuty zakladni vlastnosti kvantilti. Dale jsme si zadefinovali
a shrnuli zakladni vlastnosti vybérového a-kvantilu. Ukazali jsme si parametricky
odhad kvantili pomoci momentové metody. Metoda byla ilustrovana na prikladé
rovnomeérného a exponencialniho rozdéleni.

V dalsi ¢asti jsme se podrobné zabyvali expektily a jejich definici. Predstavili
jsme jednotliva odvozeni a prohlédli si ilustrativni priklady expektilti na znamych
rozdélenich. Dale jsme se zamétili na vybérovy expektil a popsali parametricky
odhad expektilu.

Dalsim prinosem je prakticka ¢ast, kde jsme odhadovali vychyleni, standardni
odchylku a také stfedni ¢tvercovou chybu vybérového a-tého expektilu pro na-
hodné vybéry o raznych rozsazich. Déle jsme provedli odhady pro parametricky
odhad pomoci momentové metody a nasledné tyto dvé metody porovnali.
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Appendix

Definice a popis vlastnosti Lambertovy funkce je prevzata z|[Veberic (2010).

Definice 6. Lambertova W (x) funkce je definovdna jako inverzni funkce rovnice
ye! =z,

a jeji resent je dano vztahem

y = Wi(x).

Muzeme si vS§imnout, ze zobrazeni xe® neni prosté. Pokud ale rozdélime ze®
v bodé = = —% na 2 intervaly, pak na téchto 2 intervalech prosté je. Lambertova
W funkce méa tedy 2 vétve, prvni se oznacuje W_;(z) a je definovana, pro z €
[—e~1,0]. Druha vétev se oznacuje Wy(z) a je definovana pro z € [—e ! o00].
Chovani funkce W (z) mizeme vidét na obrazku

Obrazek 3.5: Cervend je zobrazena vétev W_;(x) a modrou barvou vétev W (z).
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A. Prilohy

Elektronicka ptiloha obsahuje simula¢ni studii pouzitou v bakalarské praci.
Byla vytvorena ve statistickém softwaru R.
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