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Abstrakt: Hlavnim cilem této prace je formalizovat koncept konformni predikce.
Tato robustni, neparametrickd metoda umoznuje konstrukci presného predikc-
niho intervalu na stanovené hladiné, k ¢emuz staci predpokladat, ze vstupni data
jsou nezavisld, stejné rozdélena. V kontextu nahodného vybéru z jednorozmér-
ného spojitého rozdéleni vystavime teoretické zaklady metody. Nasledné definu-
jeme klicovy pojem mira nekonformity a prezentujeme algoritmické provedeni,
nejprve pro ndhodny vybér, poté v kontextu regresni analyzy. V zavéru prace po-
rovnavame na nahodné generovanych datech spolehlivost a efektivitu konformni
predikce s konkrétni frekventistickou metodou.
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Abstract: The main objective of this work is to formalize the concept of confor-
mal prediction. This robust, nonparametric method allows the construction of
an accurate prediction interval at a specified level, for which it is sufficient to
assume that the input data are independent, equally distributed. In the context
of random sampling from a one-dimensional continuous distribution, we expose
the theoretical foundations of the method. Subsequently, we define the key con-
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Uvod do konformni predikce

Predikce — predpovéd budoucich vysledku na zakladé napozorovanych dat, je
vsudypritomna soucast naseho kazdodenniho zivota. Od béznych zalezitosti, jako
je sledovani predpovédi pocasi, po komplexnéjsi problémy, jako je odhadovani
ucinnosti 1éki v ramei klinickych studii.

Problematika predikce je v ramci statistiky dobfe popsana primarné v kon-
textu linedrni regrese. Linearni regrese zajistuje platnost vysledku i pri konec¢ném
poctu pozorovani. Ma ovSem prilis striktni predpoklady na to, aby bylo mozné ji
pouzivat univerzalné. Metodou, kterd taktéz garantuje validni vysledky pii konec-
ném poctu pozorovani je i konformni predikce (z anglického conformal prediction).
Na rozdil od linearni regrese ovsem postacuje predpokladat, ze nase data jsou
nezavisla, stejné rozdélena nebo dokonce pouze tzv. zaménitelnd (z angl. exchan-
geable). Konformni predikce je robustni, neparametrickd metoda, jejiz teoretické
zaklady popiSeme v této bakalarské praci.

Pojem konformni predikce byl poprvé pouzit v roce 1998 ve ¢lanku (Gammer-
man, Vovk a Vapnik (1998)) a v nésledujicich letech postupné dale rozpracovavan.
Dulezitym zdrojem je kniha |[Vovk, Gammerman a Shafer (2005)), ze které vychazi
vétsina dalsich publikaci na toto téma. I presto, ze od prvni zminky o konformni
predikci jiz uplynulo témér 25 let, tématem se stale zabyva pouze uzka skupina
lidi. Inspiraci pro tuto praci jsou zejména clanek Shafer a Vovk| (2008)) a ¢lanek
Fontana, Zeni a Vantini| (2020)). Oba tyto zdroje, stejné jako velkd vétsina ostat-
nich publikovanych ¢lanki, jsou popularné naucné a pouzivaji rozdilné znaceni.
Hlavnim cilem této prace je tedy zachytit klicovou myslenku metody konformni
predikce, sjednotit pouzivané znaceni a cely koncept matematicky formalizovat.

Vzhledem k minimélnim predpokladiim je mozné konformni predikci pouzit
pro témér libovolny statisticky model. Uplatnuje se v regresnich i klasifikacnich
problémech, a to zejména v biomediciné, zemédélstvi a ekologii. Dale také ve slo-
face recognition). Tyto aplikace konformni predikce jsou mimo rozsah této prace,
pro zajemce vsak doporucujeme knihu Balasubramanian, Ho a Vovk| (2014]).

Konformni predikce je zptisob jak vytvorit predikéni mnozinu pro nasledu-
jici pozorovani, ktery funguje za minimdalniho predpokladu, Ze nase data jsou
nezavislé, stejné rozdélené nahodné velic¢iny, respektive vektory. V kontextu této
prace budeme zkoumat pouze specificky typ predikéni mnoziny, a sice predikéni
interval. Budeme tedy pracovat s ndhodnymi velicinami, respektive vektory se
spojitym rozdélenim. Takto vznikly predikéni interval je validni na predem sta-
novené hladiné a garantuje presné pokryti pro libovolné n € N, t.j. velikost vzorku
napozorovanych dat.

V prvni kapitole prace vystavime teoretické zaklady metody pro pripad nahod-
ného vybéru z jednorozmérného spojitého rozdéleni. Budeme vychazet primarné
ze znalosti latky zédkladniho kurzu matematické statistiky. Ve druhé kapitole de-
finujeme klicové pojmy metody konformni predikce a prezentujeme algoritmické
provedeni. Popsat algoritmické provedeni a demonstrovat fungovani metody na
jednoduchych prikladech. Ve ¢tvrté kapitole budeme prezentovat kratkou simu-
laci, kde



1. Teoretické zaklady

1.1 Formulace problému

V této kapitole budeme uvazovat pravdépodobnostni prostor (£2,.4,P) a na
ném redlnou nahodnou veli¢inu X: (2, 4) — (R, B), kde B znaci borelovskou
o-algebru. Budeme pracovat s ndhodnym vybérem X = (X1,...,X,)", kde kon-
stantu n € N nazyvame rozsah ndhodného vybéru a X; je nahodna veli¢ina s
rozdélenim F'y € F pro predem stanoveny statisticky model F.

Déle budeme uvazovat nahodnou veli¢inu X,, 1, ktera je nezavisla na nahod-
ném vybéru X a mé stejné rozdéleni F'x. Nasim cilem bude na zakladé napo-
zorovanych hodnot X7,..., X, sestavit interval, ktery obsahuje budouci hodnotu
nahodné veli¢iny X, s uré¢itou nami stanovenou pravdépodobnosti. Takovy in-
terval nazyvame predikcni interval.

Definice 1. (Predikéni interval)
Interval B,(X) C R nazveme predikénim intervalem pro ndhodnou velicinu X,
v modelu F na hladiné 1 — «, pro a € (0,1), prdvé kdyz

PXp1 € Bu(X)] > 1 - a.

Poznamka. Predikéni interval na hladiné 1 — « obsahuje budouci hodnotu X, 4
s pravdépodobnosti 1—a. Na rozdil od konfiden¢niho intervalu tedy nese informaci
o hodnoté budouciho pozorovani.

Pozndmka. Dle tvaru intervalu rozlisSujeme predikéni intervaly oboustranné
a jednostranné.

 Interval ve tvaru (n.(X),ng(X)), kde n,(X) : R® —» R, nr(X) : R* —
R jsou méritelnd zobrazeni splnujici P[n.(X) < nr(X)] = 1 nazyvame
oboustranny predikcni interval. Obvykle jej konstruujeme tak, aby platilo

PXu S mu(X)) = 5. PlXusr 2 ne(X)] =

vo| 2

 Interval ve tvaru (—oo,ng(X)) nazyvame pravostranny (horni) predikéni
interval. Plati P[ X, 11 < nr(X)] =1-a.

o Interval ve tvaru (n.(X), c0) nazyvame levostranny (dolni) predikcnd inter-
val. Plati P[ X, 41 > (X)) =1 — a.

Pozndmka. Krajni body oboustranného predikéniho intervalu se s rostoucim
rozsahem nadhodného vybéru X blizi k hodnotam kvantilii rozdéleni Fy. Napii-
klad pro normdln{ rozdéleni Fx = N(u,0?) a hladinu (1 — «) se pro n — 0o
blizi krajni body predikénfho intervalu k hodnotam (u(§),u(1 - %)), kde u()
je §-kvantil rozdéleni N(u,0?).

Poznamka. Predikénimu intervalu, jehoz skutecna hladina je vétsi nez pozado-
vané 1 —a, se tika konzervativni. Takovy predikéni interval povazujeme za validni,
je ovSem obecné Sirsi (tedy méné informativni), nez by bylo nutné.



Méme nahodny vybér (X1,...,X,)" z rozdéleni Fy a na ném nezavislou na-
hodnou veli¢inu X, se stejnym rozdélenim. Hleddme B, (X), t.j. predikéni in-
terval ndhodné veli¢iny X, .1, takovy, aby pro pfedem zvolené o € (0,1) platilo
P Xnt1 € Bo(X)] > 1 — a. V konkrétnim pripadé, kdy Fx je normalni rozdé-
leni, méa uloha relativné primocaré reseni. Konstrukce predikéniho intervalu pak
vychazi z faktu, ze existuje tzv. pivotdini statistika, t.j. nahodna velic¢ina, ktera
ma presné Studentovo t-rozdéleni s m — 1 stupni volnosti. Podrobnéjsi odvozeni
ukazeme v nasledujici sekci. Pokud ovsem rozdéleni F'x nezname, zda se na prvni
pohled konstrukce predikéniho intervalu na zakladé konecného poctu pozorovani
X1, ..., X, jako komplikovany tkol. V tieti a ¢tvrté sekci této kapitoly definujeme
pojmy, s jejichz pomoci nasledné ukazeme, ze pro nahodny vybér ze spojitého roz-
déleni se jedna o (az prekvapivé) jednoduchou tlohu.



1.2 Normalni rozdéleni

V této sekci uvazujme nahodny vybér X = (Xi,...,X,)" z rozdéleni
N(u,0?), kde u € R a 6% > 0 jsou neznamé parametry. Ekvivalentné, ndhodny
vibér X pochéazi z rozdéleni Fx € F, kde F = {N(u,0?), p € R, 6 > 0}. Déle
uvazujme ndhodnou veli¢inu X, ;| nezdvislou na X, takovou, ze X, 11 ~ N(u, 0?).
Lze dokézat, ze plati (viz |Andél, 2007)

Xn+1 _Yn
S+ )

t’n—17

kde |

je vybérovy prumer ndhodného vybéru X,

je vybérovy rozptyl ndhodného vybéru X a ¢, ; znac¢i Studentovo t-rozdéleni s
n — 1 stupni volnosti. Z toho plyne, Zze presny predikéni interval pro budouci
hodnotu X,,,; na hladiné 1 — o mé tvar

B,(X) = (Xn + mztnl (1 - g)) ,

kde t,,_1 (1 — %) je (1 — %)—ty kvantil ¢-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti.

Pozndmka. 7 ptedpisu intervalu B, (X)) ihned vidime, Ze je centrovany okolo
bodového odhadu stfedni hodnoty i = X,, a bude o to $irsi, ¢im vétsi je hodnota
S? = 5% odhadu rozptylu . Stoji za povSimnuti, Ze konfiden¢n{ interval o stejné
spolehlivosti 1 — a pro neznamou stfedni hodnotu g € R ma v tomto pripadé tvar

(o e (-5)),

Od B, (X) se li§f pouze pfi¢tenim odhadu rozptylu S? pod odmocninou.



1.3 Neznamé rozdeéleni — asymptoticka metoda

Uvazujme nyni ndhodny vybér X = (Xi,...,X,)" z neznamého rozdéleni
Fx, kde Fx € F = {vSechna rozdéleni na R se spojitou distribu¢ni funkci}. Déle
uvazujme nahodnou veli¢inu X,,; nezavislou na X se stejnym rozdélenim Fly.
Pro pfedem zvolené a € (0,1) hleddme predikéni interval B, (X) pro ndhodnou
veli¢inu X,,41 na hladiné 1 — a.. Vyjdeme z vlastnosti kvantilii rozdéleni Fly.

Definice 2. Pro a € (0,1) definujeme kvantilovou funkci rozdéleni Fx jako
Fy'(a) = inf{z € R: Fx(z) > a}. Kvantilem rozdéleni Fx na hladiné o (téZ
a-kvantilem) rozumime ¢islo uy(a) = Fy'(a).

Z definice plyne, ze pro (1 — «)-kvantil rozdéleni F'x plati
PXoi1 <u(l—0a)] >1-—q. (1.1)

Kdybychom tedy znali hodnotu u, (1 —«), ihned dostaneme konzervativni (horni)
predikéni interval ndhodné veli¢iny X1 ve tvaru (—oo,u,(1 — «)). V pripadé,
ze je distribu¢ni funkce Fx ryze rostouci, je kvantilova funkce jejim inverzem
a ziejmeé plati

P[Xnn < ta(l— @) = Fx (uy(1 - a)) = Fx (F'(1-a)) =1-a.

Horni predikéni interval (—oo, u,(1 — «)) ndhodné veli¢iny X, 11 je tedy dokonce
piesny. Distribuéni funkci Fy ani kvantilovou funkci Fiy' (tudiz ani hodnoty
kvantili) vsak nezndme. Budeme tedy namisto nich pracovat s jejich empirickymi

odhady.

Definice 3. (Kulich (2017)) Funkci F,(z) = Ly X, <2}, z € R nazy-
vame empiricka distribucni funkce nahodného vybéru Xy, ..., X,.

Pozndmka. Funkce F, je neklesajici, zprava spojitda a po c¢astech konstantni
se skoky v bodech X;. Hodnota F),(z) pro pevné x € R udéava, jaké ¢ast nahodnych
veli¢in z X neprekro¢i hodnotu z € R.

Definice 4. Pro o € (0,1) definujeme empiricky (téz vibérovy) kvantil rozdélend
Fx na hladiné o jako U,(«) = inf {x eR: F,(z) > a} .

Kdyz v nerovnosti nahradime kvantil u, (1—a) jeho empirickym odhadem
Uy (1 —a), dostavame priblizny vysledek P[X, 11 < 4, (1—a)] = 1 —a. Ukazuje se,
ze pro distribu¢ni funkci Fy rostouci na néjakém okoli bodu u,(1—«) je vybérovy
kvantil @,(1 — a) konzistentnim odhadem w,(1 — «). Asyptoticky pak plati, ze
PX,i1 <tn(l —a)] = 1 —apron — oc.
Tvrzeni 1. Necht o € (0,1). Necht X = (X1,...,X,)" je ndhodny vyjbér z rozdé-

lent, které md distribucni funkci spojitou a rostouci na néjakém okoli bodu u, ().
Potom

(o) —2— ug(a).

n—oo

Driikaz. Viz |Kulich| (2017, Véta 2.5)

Z Tvrzeni 1| a z nerovnosti (1.1]) plyne
nlgg(} PXpi1 <tp(l—a)]=1-—a.



1.4 Neznamé rozdeéleni — presna metoda

Stejné jako v predchozi sekci m&jme ndhodny vybér X = (Xy,...,X,,)" z ne-
znamého spojitého rozdéleni Fx. Dale méjme nahodnou veli¢inu X, ;1 nezavislou
na X se stejuym rozdélenim Fy. Hledame predikéni interval B, (X) ndhodné
veli¢iny X,,+1 na hladiné 1 — « pro pfedem zvolené « € (0,1).

V predchozi sekci jsme ukézali, ze pro neznamou distribuc¢ni funkci Fx,
kterd je spojitd na urc¢itém intervalu, umime pomoci empirického kvantilu jed-
noduse sestrojit asymptoticky predikéni interval. Hledame vSak metodu, ktera
umoznuje konstrukci presného predikéniho intervalu B, (X)) na zikladé nahod-
ného vybéru X s konecngm rozsahem, a to pro libovolné spojitdl rozdéleni Fx-.
V nésledujicim textu definujeme pojmy usporadany ndhodny vybér a poradi. Uka-
zeme, ze pro nahodny vybér ze spojitého rozdéleni tyto pojmy na konstrukci
hledaného presného predikéniho intervalu B, (X)) ptirozené vedou. Uvedeme dva
ruzné zpusoby konstrukce. Popiseme ideu prvniho z nich a druhy budeme pre-
zentovat formou véty. V zavéru sekce predvedeme fungovani prvniho zptsobu na
vlastnim ptikladu.

Jesté nez prejdeme k definici, povSimnéme si, Ze jelikoz maji ndhodné veli¢iny
Xy, ..., X, spojité rozdéleni a jsou nezavislé, plati

P(X;=X,)=0proi,je{l,....,n}i#j.
Definice 5. (Usporddany ndhodny vyber a poradi) (Kulich (2017))

1. Seradime-li vSechny nahodné veliciny X, ..., X, od nejmensi po nejvétsi,
ziskame usporddany ndahodny vybér
X(l) < X(g) <0 K X(n).
Symbol Xy oznacuje k-tou nejmensi hodnotu mezi pozorovanimsi

Xq,..., X, a nazgvame jej k-td poradkovd statistika.

2. Poradim ndhodné veliciny X; v usporddaném ndhodném vijbéru
Xay, .-, Xy rozumime prirozené cislo R; € {1,...,n} takové, Ze X; =
X(Ri)'

Znaceni. Cely usporddany nahodny vybér budeme znacit Xy, tedy
X=Xy, X)) "
Pozndmka. (Empiricky kvantil, poradkova statistika) (Kulich| (2017))

o Nahodné veli¢iny X, ..., X, jsou méfitelnd zobrazeni X;: (2, 4) — (R, B).
Pro kazdé w € 2 tedy tfadime jejich realizace.

o Empirickd distribu¢ni funkce E, je po c¢astech konstantni se skoky v bodech
X(1), -+, X(n)- Z toho plyne, Ze empiricky kvantil je vlastné vhodné vybrana
poradkova statistika. Jelikoz plati

~ k A k
Fn(X(k)) = ; a Fn(X(k) — h) < 5 pro Vh > 0,

I P¥ipomeiime, Ze metoda konformni predikce funguje pro libovolné neznamé rozdéleni, v kon-
textu této prace vsak uvazujeme pouze rozdéleni spojita.
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dostévame
Up () = X (i), kde kq = [na].

Pozndmka. (Poradi) (Kulich| (2017))
e Poradi R; jsou ndhodné veliciny.

o Plati P(R; = k) = % pro vsechna i,k € {1,...,n}, tedy R; ma diskrétni
rovnomérné rozdéleni na mnoziné {1,...,n}.

o Ri =30 {X; < Xi}+1 prokazdéi e {1,...,n}.

Konstrukce predikéniho intervalu
Nejprve popiseme jednodussi verzi konstrukce predikéniho intervalu. Nasledné
zformulujeme vétu, kterd vede na alternativni zpusob konstrukce. Oba zptisoby
vychazi z Definice 5 a pozorovani uvedenych v poznamkéach.

Méjme nahodny vybér X. Sefadime-li napozorované hodnoty Xi,..., X, od
nejmensi po nejvetsi, dostdvame usporddany nahodny vybér X (). Porfadi nd-
hodné veli¢iny X; ma diskrétni rovnomérné rozdéleni na mnoziné {1,... n}. Je
tedy stejné pravdépodobné, ze dané X; bude prvni nejmensi mezi hodnotami
Xi,...,X,, jako Ze bude druhé nejmensi atd. Protoze nahodné veli¢cina X,
je nezavisla na nahodném vybéru X a ma stejné rozdéleni Fy, ndhodny vektor
(X7, X,11)" je ndhodnym vybérem z rozdéleni F o rozsahu n+ 1. Zdiraznéme,
ze zatimco hodnoty ndhodnych velicin Xy, ..., X,, zndme, hodnota ndhodné ve-
liciny X,,11 je nezndma a nasim cilem je zkonstruovat pro ni predikéni interval.
Z teoretického hlediska plati, ze uvazujeme-li poradi veli¢in v rdmci ndhodného
vybéru (X7, X,41) ", Ruy1, t.j. pofadi ndhodné veli¢iny X,,,1 v uspoiddaném na-

hodném vybéru X, ..., Xy, X(n41), ma diskrétni rovnomérné rozdéleni na mno-
ziné {1,...,n,n + 1}. Tento poznatek je klicovou myslenkou metody konformni
predikce.

Vyznacime-li napozorované hodnoty Xj,... X, na realnou osu, rozdélime ji
na n + 1 intervali ve tvaru (—oo,X(l)) , (X(l),X(g)) . (X(n), oo). V kazdém
z nich bude neznama nahodna veli¢ina X,,, lezet s pravdépodobnosti %H Nabizi
se tedy primocary zpusob, jak sestrojit B,(X), t.j. predikéni interval pro X, 4
na hladiné 1 — «, jako sjednoceni k sousedicich intervalii, kde
k = inf {z e{l,....nyn+1}: = >1- a}. Timto zptisobem lze primocare kon-

n+l —
struovat jednostranné i oboustranné predikéni intervaly.

Pozndmka. Na prvni pohled miize konstrukce pusobit prekvapivé. Pomaha pred-
stavit si, ze v pripadé, ze je skutecné rozdéleni napt. normalni, bude k intervala
takto vybranych ,na kraji“ dohromady ,hodné Sirokych“, zatimco k intervali
vybranych uprostfed bude dohromady ,uzsich®.

Pozndmka. 7 konstrukce predikéniho intervalu popsané vyse je ziejmé, ze plati

PX,m1e€B.(X)e[l-—a,l—a+1/(n+1))



Lemma 2. Necht je Z ndhodnd velicina s diskrétnim rovnomeérnym rozdélenim
na mnoziné {1,...,n}, necht ddle o € (0,1). Potom plati

P(Zg (noﬂ) > a.

Dikaz. Necht nejprve na € N. Potom a = % pro n&jaké k € {1,...,n — 1}.
Dostavame

= Q.

Plz<n-B)opz<k =k
( ) =Pz <n

n

3|

Nyni necht na ¢ N. Potom % <a< % pro néjaké j € {1,...,n—1,n}.
Dostavame

P(Zg(noﬂ):P(Zgn-j>:j>a.

n n
]

Véta 3. Necht je X = (X1,...,X,)" ndhodny vijbér z nezndmého spojitého roz-
déleni F'x. Necht je X, 11 ndhodnd velicina nezdvisla na X a ma stejné rozdeéleni
Fx. Necht Xy, k € {1,...,n} oznacuje k-tou porddkovou statistiku v ndahodném
viybéru X a necht o € (0,1). Pak plati

P(Xpp < in(1-a)) > 1-a, (1.2)
pro Uy, (1 — ) = X([(n1)(1-a)]), kde dodefinujeme X, 41y := 00.

Diikaz. Definujme funkci R: R — {1,... ,n,n+ 1},

R(x) = Zn:I[{Xi <z}+1, zeR.

i=1

Néhodné velicina R(X,,.1) udavd poradi ndhodné veli¢iny X, .; v ndhodném
vybéru (X7, X,,.1)". Jako takovd m4 diskrétni rovhomérné rozdéleni na mnoziné
{1,...,n+1}. Z toho a z Lemmatu [2] plyne

P(R(Xpi) S[(n+1)(1-a)]) > 1-a.
Coz ekvivalentné znamena
P (Xur1 < X(irna-a) =1 - a
Dle predpokladi véty je to uz

P(Xpi1 Siin(l—0a)) > 1—a.



Priklad. Uvazujme hodnoty v Tabulce . Jednd se o délku zobdku (z angl.
bill length) a hloubku zobédku (z angl. bill depth) dvaceti tuénaki oslich (z angl.
Gentoo) ndhodné vybranych ze 124 tuénakn stejného druhu v datasetu ,,palmer-
penguins“. Obé dvé veli¢iny uvadime v mm. Dataset ,palmerpenguins® je volné
dostupny ve statistickém programu R. V tomto ptikladu budeme pracovat pouze
s druhym sloupcem tabulky, t.j. s hloubkami zobaku tucnakd. Prvni sloupec pak

vyuzijeme v navazujicim prikladu

délka zobaku hloubka zobdku

1 46.2 14.9
2 20.0 15.2
3 49.5 16.2
4 51.1 16.5
5 46.3 15.8
6 49.0 16.1
7 46.1 13.2
8 50.2 14.3
9 45.3 13.8
10 49.8 16.8
11 47.6 14.5
12 44.5 14.7
13 47.5 14.0
14 44 .4 17.3
15 49.1 14.8
16 46.8 15.4
17 48.7 15.1
18 49.6 16.0
19 47.8 15.0
20 49.3 —

Tabulka 1.1: Délka a hloubka zobaku v mm pro 20 ndhodné vybranych tuénaku oslich z datasetu
,balmerpenguins®.

Predpokladame, ze hloubky zobaka vybranych tucéndka jsou nezavislé stejné
rozdélené ndhodné velic¢iny. Na zakladé 19 napozorovanych hodnot, oznacme je dle
poradi v tabulce jako X1, ..., X9, zkonstruujeme predikéni interval pro nezndmou
hloubku zobaku dvacatého tucnaka, oznacme ji Xog.

Budeme postupovat zptisobem popsanym v ¢asti ,Konstrukce predikéniho
intervalu®, abychom demonstrovali jeho jednoduchost a intuitivni povahu. Vy-
zna¢ime napozorované hodnoty na redlnou osu a rozdélime ji na 20 intervalu (viz
naznacené ocislované intervaly na Obrazku . Poradi nadhodné veli¢iny Xy
v ndhodném vybéru Xy, ..., Xop ma diskrétni rovnomérné rozdéleni na mnoziné
{1,...,20}. V kazdém z intervalu tedy nezndma nadhodné veli¢ina Xy lezi s prav-
dépodobnosti 5 = 0.05. Postupné zkonstruujeme predikéni interval (déle t¢z PT)
na hladinach 0.95,0.90 a 0.85.
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e Pro a = 0.05, konstruujeme predikéni interval na hladiné 0.95 jako sjed-
noceni k sousedicich intervalu, kde k = inf {z e {1,...,20}: % >0.95¢ =
19. Znamena to, ze predikéni interval bude kromé jediného vynechaného
intervalu tvorit celd redlna osa. Vynechat muzeme bud interval nejvice
vpravo (oznaceny Cislem 20), nebo ten nejvice vlevo (oznaceny cislem 1).
Je tedy zrejmé, ze v tomto pripadé lze konstruovat pouze jednostranny
PI. Kdyz vynechame interval nejvice vpravo, dostaneme horni PI ve tvaru
(—OO, X(lg)) = (—OO, 17.3).

e V pripadé a = 0.10 konstruujeme predikéni interval pro hloubku zobaku
dalstho ndhodné vybraného tuéndka na hladiné 0.90. Tentokrat bude PI
sjednocenim k = inf {z e {1,...,20}: 2% > 0.90} = 18 sousednich inter-
valli. Vynechavame tak dva z dvaceti vyznacenych intervali a je tedy zfejmé,
ze tentokrat lze zkonstruovat jednostranny i oboustranny predikéni interval.
Oboustranny PI je v tomto piipadé tvaru (X1, X(19)) = (13.2,17.3), horni
predikéni interval pak mé tvar (—oo, X(15)) = (—00, 16.8).

e Pro néazornost prozkoumame jesté pripad o = 0.15. PI na hladiné¢ 0.85
nyni konstruujeme jako sjednoceni 17 sousednich intervali. Konstrukce jed-
nostrannych intervali je ziejméa. Pripad oboustranného PI je vsak o néco
zajimavéjsi. V takovém pripadé mame dvé moznosti — zvolit interval tvaru
(Xa), Xas)) = (13.2,16.8), nebo interval tvaru (X9), Xa9)) = (13.8,17.3).
Délka prvniho je 3.6, délka druhého 3.5. Zvolime samoziejmé kratsi, tedy
vice informativni interval. Dostavame oboustranny predikéni interval na
hladiné 0.85 ve tvaru (X2, X(19)) = (13.8,17.3).

|
|
|
4 + .
1 %7 2 ¥ g M Ko Ky KXy Xy KXo Xz Xig Mg KX Xa Ky ¥ 19 X34 20

130 132 134 136 138 140 142 144 146 148 150 152 154 156 158 160 162 164 166 168 17.0 172 174
Obrézek 1.1: Predikéni intervaly pro hloubku zobdku (v mm) dalsitho ndhodné vybraného tué-

naka oslitho. Modfe je vyznacen horni PI na hladiné 0.95, ¢ervené je vyznacen oboustranny PI
na hladiné 0.90 a oranzové je vyznacen oboustranny PI na hladiné 0.85.
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2. Algoritmické provedeni

V sekci jsme uvazovali ndhodny vybér X = (Xi,...,X,,)" z nezndmého
spojitého rozdéleni F'x a dale nahodnou veli¢inu X, nezavislou na X se stej-
nym rozdélenim F'y. Nasim tkolem bylo na zdkladé napozorovaného ndhodného
vybéru X sestrojit predikéni interval pro ndhodnou veli¢inu X, na dané hla-
diné. To se nam primocare podarilo na zakladé uvédomeéni, ze poradi nahodné
veli¢iny X,,.; v ndhodném vybéru (X, X,,11)" = (X1,..., X, Xpy1) | ma dis-
krétni rovnomérné rozdéleni na mnoziné {1,...,n,n + 1}. Aniz bychom si toho
byli védomi, pouzili jsme nejjednodussi verzi konformni predikce pro nahodny
vybér z jednorozmérného spojitého rozdéleni.

V pripadé, ze vSak pracujeme se slozitéjsim statistickym modelem, napt. pozo-
rujeme misto nahodnych velicin ndhodné vektory, nebo fesime tilohu klasifikacd’)
nelze napozorované hodnoty prirozenym zpusobem seradit. V tom pripadé neni
ulohy je tedy tfeba metodu vhodné modifikovat. Principem takové modifikace je,
ze vhodnym zptsobem transformujeme napozorovana data tak, aby je bylo mozné
sefadit a vyuzit hlavni myslenku konstrukce ze sekce

V této kapitole definujeme klicové pojmy konformni predikce a formulujeme
algoritmus. Pro nazornost budeme opét pracovat s ndhodnym vybérem z jedno-
rozmérného spojitého rozdéleni. Pripomenme, Ze pro takovy pripad jiz predikéni
interval sestrojit umime (viz . Nyni se vSak na situaci podivame z jiného thlu
pohledu. Pouzivané znaceni je inspirovano ¢lankem [Fontana a kol. (2020), pro
vétsi prehlednost vsak pro nékteré pojmy zavadime vlastni znaceni.

2.1 Zakladni znaceni, definice

Pokud neni specifikovano jinak, uvazujeme v celé kapitole (stejné jako v sekci
1.4) ndhodny vybér X = (X;,...,X,)" z nezndmého rozdéleni Fx, kde Fx €
F = {vsechna rozdéleni na R se spojitou distribu¢ni funkei}. Déale uvazujme na-
hodnou veli¢inu X, nezavislou na X se stejnym rozdélenim Fx. Pro predem
zvolené v € (0,1) hleddme predikéni interval B, (X ) ndhodné veli¢iny X, na
hladiné 1 — «. Predikéni interval budeme hledat tak, ze vybereme x € R a bu-
deme ovérovat, zda plati X,,.1 = x. Vybrané z € R budeme nazyvat ovérovand
hodnota.

2(Pfevzato z diplomové prace Semela| (2016))) Uloha klasifikace je studovéna v kontextu mno-
horozmeérné statistiky a strojového uceni. Touto tlohou rozumime situaci, kdy mame k dispozici
nékolik objektu (tzv. trénovaci mnozinu), které nélezi do pravé jedné z predem specifikovanych
disjunktnich t¥id. Zaroven na kazdém z objektl pozorujeme urc¢itou sadu znakt. Cilem klasi-
fika¢ni analyzy je na zékladé téchto pozorovani stanovit tzv. rozhodovaci pravidlo (nazyvané
také jako klasifikdtor), které umozni jednoznacéné zaradit do jedné z uvazovanych t¥id objekt s
libovolnou sadou znakii.
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Klicovou roli v algoritmu konformni predikce hraje tzv. mira nekonformity
(z angl. nonconformity measure). Jedna se o funkci, kterd vhodnym zpusobem
prifadi napozorovanym datim a hodnoté x € R tzv. skére nekonformity (z angl.
nonconformity score). Skére nekonformity pak lze prirozenym zpisobem seradit
zastupnych hodnotach pro napozorovana data a ovérovanou hodnotu z € R, pro
které lze prirozené definovat poradi.

Znaceni. Ve zbytku této kapitoly budeme pouzivat nésledujici znaceni
M :=(Xy,....X,,z), xR

Definice 6. (Mira nekonformity a skore nekonformity)

Uvazujme ndhodnyj vijbér X = (X1,...,X,)", v € R a mnoZinu M,

M = (Xy,...,Xpn,x). Mira nekonformity prvku x vzhledem k mnoZiné M, je
libovolné zobrazent

AM,z): R"" xR — R.

Hodnotu
ry = A(M,x)

nazyvame skore nekonformity prvku x € R vzhledem k M .

Miru nekonformity zavadime primarné proto, abychom rozsirili pojem poradi
na obecnou ulohu. Zdtraznéme, ze jelikoz v této kapitole pracujeme s nahodnym
vybérem X z jednorozmeérného spojitého rozdéleni F'y, poradi je za této situ-
ace prirozené definované a miru nekonformity explicitné zavadét nepotfebujeme.
V sekci jsme nepiimo pracovali s mirou nekonformity A(M,x) =...

Zaroven pomoci miry nekonformity mizeme mérit, jak moc se dané x € R
lisi od mnoziny napozorovanych hodnot, do které jsme zahrnuli z. Jinymi slovy
mérime, jak moc je x vzhledem k M nekonformni. Z tohoto pohledu by vhodna
volba miry nekonformity mohla byt také napt.

1 n
i=1

Za predpokladu X, = =z, se jednd o Euklidovskou vzdéalenost bodu z od

n%rl S Xy = X041, tj. vybérového priméru nahodného vybéru (X7, X,,1)"

a zaroven bodového odhadu stredni hodnoty nahodné veli¢iny X, ;. Pozname-
nejme jesté, ze pojem mnozina v Definici [6] pouzivame proto, abychom zduraznili,
ze nezadleZi na poradi ve kterém hodnoty X,..., X,,, x vstupuji do funkce A.

Pozndmka. (Skére nekonformity)
o Cim vy je hodnota r,, tim vice se x lisi od mnoziny M.

e O r, mizeme v jistém smyslu uvazovat jako o reziduu daného x € R.
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2.2 Algoritmus

Uvazujeme ndhodny vybér X = (Xy,...,X,)" z nezndmého spojitého roz-
déleni F'x. Dale uvazujme ndhodnou veli¢inu X, ; nezavislou na X se stejnym
rozdélenim Fx a miru nekonformity A : R**! x R — R. Hleddme predikéni in-
terval B, (X) nahodné veli¢iny X, ;; na hladiné 1 — « pro predem stanovené
a € (0,1). Idea algoritmu konformni predikce spoc¢iva v tom, Ze pro kazdé x € R
ovéiime, zda patii do predikéniho intervalu B, (X). Je zfejmé, ze provést ne-
spocetné mnoho takovych pokust nelze. V nasi situaci (a obecné vzdy, kdyz
konstruujeme predikéni interval pro nahodnou veli¢inu se spojitymﬁ rozdélenim),
proto samotny vypocet spoléhd na néjaky dodatecny princip. Priklad takového
principu naznac¢ime v prikladu

Znadent. Pro nazornost budeme znacit

sz—l—l = szA(M,I), ZL’ER,
ri=rx, =AM, X;), 1€{l,...,n}.

)

Poznamka. Znaceni zavedené vyse je intuitivnejsi, kdyz si predstavime, ze pro
vybrané x € R, pro které ovéfujeme, zda patii do predikéniho intervalu B, (X)
Sfiktivné dosadime® X, .1 = z. Pak pro kazdé i € {1,...,n,n+ 1} piSeme rf =
A(M, X5).

Algoritmus 1: KP pro ndhodny vybér

Vstup Napozorovany ndhodny viybér X = (Xy,...,X,,)", predem zvolend
mira nekonformity A, hladina vgznamnosti 1 — «, kde o € (0,1).

Vystup Interval B,(X), t.Z2. P[ X411 € B,(X)] > 1—a.

Zacatek

Krok 1: Vyber z € R.

Krok 2: Spocitej

re =AM, z) = A((X4, ..., X,,2),2),
ri =AM, X;) = A((Xy,..., X, 2),X;), i€{l,...,n}.

Krok 3: Spocitej

Z?:Jrll H{T? > Tﬁ-s—l}

plr) = n+1

Krok 4: Pokud p(z) > «, zahrn = do B, (X).
Konec

3V ptipadé klasifikace nabyva ndhodna veli¢ina, pro kterou kvantifikujeme nejistotu predikee,
pouze malého poctu hodnot. V takovém pripadé konstruujeme predikéni mnozinu. Oznacme
tuto ndhodnou velicinu jako Y a nechf ma rozdéleni Fy. Nosi¢ Sy rozdéleni Fy je mnozina s
malym poétem prvki, napf. pro alternativni rozdéleni — Fy = Alt(p),p € (0,1), pouze dvou-
prvkova, Sy = {0,1}. V takové situaci je mozné vypocet provést hrubou silou, tedy postupné
po jednom pro kazdé y € Sy.
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Pozndmka. p je funkce p : R — {n%rl, %H, ..., 1}. Hodnota p(x) pak byva
neformalné nazyvana jako p-hodnota pro testovani nulové hypotézy Hy : X411 =

x.

Jeden cyklus algoritmu tedy probiha tak, ze vybereme libovolné redlné = a oveé-
fujeme, zda patii do B,,(X), t.j. predik¢niho intervalu ndhodné veli¢iny X, 1. Pro

zvolené x € R spocitdme skére nekonformity 7,75, ..., 7y ;. Hodnota ;| udava,
jak moc se vybrané x € R lisi od mnoziny M — mnoziny napozorovanych nahod-
nych veli¢in Xy,...,X,, do které jsme navic pridali tstovanou hodnotu x € R.

Kazda z hodnot 77 pak specifikuje, jak moc se od M lisi napozorovand hodnota
X;. Skére nekonformity 7y, které je relativné velké viici ostatnim hodnotam
r?, indikuje, Ze vybrané x € R ma vzhledem k napozorovanym nahodnym veli-
¢indm Xy, ..., X, neobvyklou hodnotu. Je intuitivni, ze takové x do predikéniho
intervalu nezahrneme.

Idea tretiho kroku algoritmu stavi na principu vyuzitém v odvozeni predikc-
niho intervalu v sekci [[.4] Sefadime si spocitand skore nekonformity od nejmen-
stho po nejvétsi a zjistujeme poradi hodnoty 7y, | mezi hodnotami 7,73, ..., 75 .
Pokud ry,; patii mezi 1 — a nejmensich hodnot, zahrneme = do predik¢niho in-
tervalu B,(X). Ve formulaci algoritmu je jako rozhodovaci pravidlo pouzita o
néco méné intuitivni hodnota p(z). Divodem je neformdlni analogie ke klasické
p-hodnoté v ramci testovani hypotéz. Hodnotu p(z) interpretujeme jako ¢ast téch
skére nekonformity r¥,7 € {1,...,n,n + 1}, kterd jsou alespon tak velkd jako
r¥. 1. Tzn., pokud je pocet skore nekonformity 7,7 € {1,...,n,n+1}, ktera jsou
alespon tak velkd jako 77, ; striktné vétsi nez « - (n + 1), « zahrneme do B, (X).
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3. Rozsireni metody

V predchozi kapitole jsme definovali klicové pojmy metody konformni predikce
pro ndhodny vybér z jednorozmérného spojitého rozdéleni a nasledné formulovali
algoritmus. V této kapitole rozsitime metodu na slozitéjsi tlohu. Budeme se za-
byvat konformni predikci v regresni analyze.

Pozndmka. (Regresni analyza) (Semela, (2016)))

Pojem regresni analyza ¢i regrese, pouzivame jako souhrnné oznaceni pro zkou-
mani zavislosti mezi tzv. zdvisle proménnou ndhodnou veli¢inou a jednou nebo
vice nezavislymi ndhodnymi veli¢inami nazyvanymi jako vysvétlujici proménné.

Hlavnim tucelem kapitoly je predstavit metodu konformni predikce v tloze,
kterd ma (na rozdil od ryze ilustra¢ni tlohy ve druhé kapitole) uplatnéni v apli-
kované statistice. V prvni sekci rozsitime znaceni a definice zavedené v druhé kapi-
tole do ramce regresni tlohy. Budeme se zabyvat konstrukei predikéniho intervalu
pro zavisle proménnou nahodnou veli¢inu se spojitym rozdélenim. Ve druhé sekci
formulujeme algoritmus a uvedeme nékteré dalsi vlastnosti miry nekonformity. V
zavéru kapitoly demonstrujeme fungovani algoritmu na ptikladu, ktery navazuje

na piiklad [I.4]

3.1 Zakladni znaceni, definice

V celé kapitole uvazujeme nezavislé, stejné rozdélené nahodné vektory
(Y, X7, ie1,...,n Kazdé Y; je ndhodnd veli¢ina s rozdélenim Fy, € F,
F = vsechna rozdéleni na R se spojitou distribu¢ni funkci. Kazdé X; je
p-dimenzionaln{ vektor X; = (X;,... X;,)",p € N.

Pozndmka. (Terminologie)

e V souladu se vSeobecné pouzivanou terminologii, budeme ndhodné velic¢iny
Y; nazyvat zdvislé proménné a elementtiim vektoru X; (ndhodnym veli¢indm
X;;) budeme fikat vysvétlujici promeénné.

+ Clanek Fontana a kol.| (2020) a podobné dalsi publikace popisuji situaci ve
vétsi obecnosti a nazyvaji nahodné veliciny Y; jako tzv. stitky (z angl. label)
a ndhodné vektory X; jako tzv. objekty (z angl. object).

Znaceni. Oznacme proi € 1,...,n
Y p+1
z =Y., X)), Zierh,

ZT)T, A= Rnx(p+l)'

ey n
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.
Uvazujme nyni ndhodny vybér Z = (ZlT A ) z nezndmého sdruzeného

rozdéleni Fz. Déle uvazujme nahodny vektor Z, 1 = (Yoy1, X,[y,) , nezévisly
na Z se stejnym rozdélenim Fz. Nasim tkolem bude na zakladé napozorova-
nych hodnot vektori Z, ..., Z, a X, sestavit predikéni interval pro budouci
hodnotu ndhodné veli¢iny Y,,,; na stanovené hladiné 1 — a.

Znaceni. Pro prehlednost budeme znacit

X = (ZT>X7—LF+1)T'

Definice 7. (Predikcni interval 2)
Interval B, (X) C R nazveme predikénim intervalem ndhodné veliciny Y,i1 v
modelu F na hladiné 1 — a, a € (0,1), prdvé kdyz

P[Yi1 € By (X)) > 1 — a.

Pozndmka. Vsechny vlastnosti predikéniho intervalu uvedené v poznamkach
v prvni kapitole lze pTirozené rozsitit i do kontextu této kapitoly.

Znaceni. Ve zbytku této kapitoly budeme pouzivat nasledujici znaceni

Z = (Xr—ar—&—l?y) Y E R)
M = (Zl,...,Zn7Z>.

Definice 8. (Mira nekonformity a skére nekonformity 2)

T
Uvazujme ndhodny vybér Z = (ZIT, . .,ZJ) , nahodny vektor X,.,, vektor
z= (XTLI,y) € RPT kde y € R, a mnoZinu M = (Z,,...,Z,,z). Mira nekon-
formaty pro z vzhledem k mnoziné M, je libovolné zobrazeni

A(M, z): ROEDXEHD 5 ReFL_ R

Hodnotu
ry = A(M,z)

nazyvame skore nekonformity vektoru z = (X;H, y) vzhledem k M.

Pozndmka. (Mira nekonformity)

Obecné zavisi vhodna volba miry nekonformity na povaze fesené ulohy. Zpravidla
vSak plati A(M,z) = A (M, (X,Ll,y)) = |y — 6(M)|, kde (M) znaci néjaky
bodovy odhad ndhodné veli¢iny Y,,,, zalozeny na mnoziné M.

Znaceni. Oznacme

rh =1, = A(M,z),
r{i=rg =AM, Z;), i€l,...,n.

17



3.2 Algoritmus

Uvazujme znaceni zavedené v predchozi sekci. Algoritmus konformni predikce
v regresni uloze formulujeme nasledovné.

Algoritmus 2: KP v regresni tloze

Vstup Napozorovany nahodny vybér Z = (ZIT, cee ZJ)T, napozorovanyy
nahodny vektor X, .1, predem zvolend mira nekonformity A, hladina
vijznamnosti 1 — «, kde o € (0,1).

Vystup Interval B,(X), t.Z2. P[Y,+1 € Bo(X)] > 1 —a.

Zacatek

Krok 1: Vyber y € R.

Krok 2: Spocitej

TZ+1 = A(M7Z),
T?IA(M,ZZ), ZEl,,n

Krok 3: Spocitej X
i ! >

n+1

p(y) = =

Krok 4: Pokud p(y) > a, zahrn y do B,, (X).
Konec

Poznamka. At uz jako miru nekonformity A zvolime libovolnou funkci splnujici
Definici , algoritmus vzdy vyprodukuje (konzervativni) predikéni interval né-
hodné veli¢iny Y,, 11 na hladiné 1 — «. Predikéni interval vsak bude informativni
(dostatecné maly) pouze v pripadé, Ze je mira nekonformity zvolena vhodné, tedy
zejména, kdy7 je 0(M) rozumnym bodovym odhadem ndhodné veli¢iny Y, ;. Si-
tuaci dobrte ilustruje nasledujici jednoduchy priklad.

Priiklad. Uvazujme trividlni miru nekonformity
AM,z)=1, M cR"™ z¢cRF,

Pak pro Vy € R plati

TZH = ]-7
rf=1, i1€l,...,n,
a tedy
ply) =1

Predikéni interval je tedy celd redlné osa, t.j. B, (X) = R. Ziejmé tedy spliuje
P[Y,1 € B,(X)] > 1 — aq, ale je zcela neuzitecny.
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Prubéh algoritmu je analogicky k pribéhu popsanému v sekei[2.2] Jak jiz bylo
zminéno, zjevnym problémem jeho implementace je, ze nelze ovérovat pro kazdé
y € R. Ukazuje se, ze pro nékteré volby miry nekonformity lze provadéni ne-
spocCetné mnoha cykli algoritmu obejit. Napriklad v pripadé, kdy ke konstrukci
miry nekonformity pouzijeme bodové odhady sestrojené metodou linedrni regrese.
Prabéh algoritmu pro takovy pripad ilustrujeme na nésledujicim ptikladu. Pred-
poklddame zakladni znalost linedrniho modelu.

Priiklad. Navazeme na piiklad [1.4] Uvazujeme délku zobdku a hloubku zobdku
(oboje v . mm) dvaceti tuéndki oslich ndhodné vybranych ze 124 tucénaku stej-
ného druhu, viz Tabulka V prvni kapitole jsme pracovali pouze s hloubkou
zobaku. Na zakladé 19 napozorovanych hodnot jsme zkonstruovali predikéni inter-
val pro nezndmou hloubku zobaku dvacatého tuénaka na trech riznych hladinach.
Konstruovat predikéni interval pro neznamou hloubku zobaku dvacatého tuénaka
budeme i tentokrat, nyni ovSem vezmeme v tvahu i délky zobaku jednotlivych
tucnak.

Pro jednoduchost zkonstruujeme pouze predikéni interval na hladiné 0.95.
Neznamou hloubku zobdku dvacatého tuénaka tentokrat oznacme jako Ysy. Vo-
lime miru nekonformity zalozenou na bodovych odhadech zalozenych na metodé
linearni regrese. Skére nekonformity pak maji nasledujici tvar

ryo = |y — Y,
ri =Y, =YY", iel,... n.
Predikéni interval konstruujeme tak, ze si zvolime néjaké y € R, tedy potencialni

hodnotu hloubky zobaku dvacatého tucnédka, a ovérime, zda patii do predikéniho
intervalu. Do intervalu zahrneme vsechna takova y € R, pro ktera plati

21221 H{Tg > 7’%’0}
20 ’

p(y) >0.05 kde p(y)=

tedy vSechna takova y € R, pro kterd plati 322, T{r? > r4,} > 1. Tedy ta y € R,
pro kterd je skore nekonformity rj, mezi r{, ... r§, nejvysSe devatendcté nejvetsi.
7, obrazku vidime, Ze pro kazdou volbu y € R konstruujeme novou regresni
piimku a pocitdme skore nekonformity r¢ jako vzdalenost hodnoty hloubky zo-
baku i-tého tuénaka od této primky.

Podivejme se na hodnoty hloubek zobakt v Tabulce a zvolme y € R
na potencidlni dolni hranici predikéniho intervalu. Zvolme nejprve y = 12. V
prvnim sloupci Tabulky vidime vSechna skore nekonformity pro volbu y =
12 sefazend od nejmensiho po nejvétsi. Hodnota ri2 je nejvétsi, tedy y = 12
nezahrneme do predikéniho intervalu, jedna se o ptilis malou hodnotu. Podobna
situace nastava, pro potencialni odhad horni hranice y = 19. Ve tfetim sloupci
Tabulky [3.1|se mtizeme presvédcit, Ze hodnota rig je nejvétsi mezi ostatnimi skére
nekonformity a y = 19 do predikéniho intervalu nezahrneme. Naopak pri volbé
y = 15 je riy sedmé nejmensi skore nekonformity, hodnota y = 15 tedy patif
do predikéniho intervalu. Postupnym dosazovanim hodnot za y v programu R
dostaneme oboustranny predikéni interval pro hloubku zobdku dalsiho nahodné
vybraného tucéndka na hladiné 0.95 ve tvaru (12.737,18.231).
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y =12 y =15 y =19

ri2 =0.038 ri5=0.078 r{y=0.028
ry? =0.038 rP®=0.101 r{®=0.175
ri2 =0.046 ri5=0.212 r{§=0.203
rig = 0.069 ri2=0.230 r{g=0.231
ris = 0.115 =0.301 7§ =0.401
riz =0.369 rig =0.320 r}®=0.426
riz =0.408 riy =0.409 7l =0.452
ri3 =0.554 ri2 =0.552 71§ =0.454
riz =0.792 ri2 =0.582 r{?=0.485
r? =0.846 riY =0.685 ri=0.650
762 =0.938 ri®=0.731 1 =0.704
r§? = 0.954 =0.765 71} = 0.861
ri? = 1.000 7”51)5 =0.785 r{y = 0.867
ri3 =1.046 r;> =0.855 r{j = 0.991
152 =1.077 rg® =1.083 1y =1.092
ri2=1.177 ri5=1.172 ri=1.340
rig = 1.577 rP=1.227 rl=1591
ri?2=1.738 rig=1.326 rl®=1.855
ri2 = 2.492 = 1.788 7] = 2.592
ras = 3.185 rﬁ =2.535 1y =3.293
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Tabulka 3.1: Tabulka skére nekonformity pro volby y =12, y = 15 a y = 19.
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Obrazek 3.1: Regresni primky zkonstruované na zakladé volby y = 12, y = 15 a y = 19.
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4. Simulac¢ni studie

Hlavni vyhodou metody konformni predikce je, ze za predpokladu, ze uva-
zujeme nezavislé nahodné veliciny nebo vektory, produkuje predikéni interval na
stanovené hladiné pro libovolny rozsah nahodného vybéru n € N. V sekci[1.2]jsme
uvedli frekventistickou metodu konstrukce predik¢éniho intervalu, ktera plati za
predpokladu, ze uvazujeme ndhodny vybér z normélniho rozdéleni. V této kapi-
tole porovname vysledky ziskané pouzitim metody konformni predikce s vysledky
obdrzenymi zminénou frekventistickou metodou ze sekce[I.2] kterd produkuje pre-
dikéni interval ve tvaru

Bu(X) = (an: /52 (1 + :L) o (1 - ‘;‘)) .

4.1 Normalni rozdéleni

Budeme postupné pracovat se sadou ndhodnych vybéru o rozsahu 19, 39, 199,
z rozdéleni N(0,1). Generovani a vypocet opakujeme pro kazdy rozsah vybéru
1000krat. Vypocet probiha tak, ze zkonstruujeme predikéni interval na zédkladé 19,
respektive 39, respektive 199 pozorovani, nasledné vygenerujeme dalsi nezavislé
pozorovani a ovérime, zda lezi ve vytvoreném predikénim intervalu. Pti vypoctu
predstirame, ze stfedni hodnotu ani rozptyl rozdéleni nezndme a interval B,,(X)
konstruujeme pro frekventistickou metodu (déle také metodu F) presné tak, jak
bylo popsano v sekci a pro metodu konformni predikce (déle také metodu
K) presné tak, jak jsem popsali v sekci Jelikoz ma metoda F v porovnani
s metodou konformni predikce prisnéjsi predpoklady, predpokladame, ze bude
davat lepsi vysledky nez univerzalnéjsi metoda konformni predikce.

V Tabulce 4.1| vidime, Ze pro vSechny rozsahy ndhodného vybéru maji obé me-
tody o néco mensi pokryti, nez garantovanych 0.95, to mize byt ale pouze ndhoda.
Zda se, 7ze z hlediska pokryti se metody nelisi. Pro délky predikénich intervali
uz je to jinak. Pro ndhodny vybér o rozsahu 19 produkuje metoda K nekonecné
dlouhy predikéni interval. To souvisi s principem predstavenym v piikladu [1.4]
Vybirdme totiz 19 intervalii z 20 a lze tak konstruovat pouze jednostranny pre-
dikéni interval. Takovy nedostatek metoda F nema. Pro vétsi rozsahy vybéra
jsou jiz délky predikénich intervalt podobnéjsi. Metoda K mé predikéni intervaly
o néco vétsi a také variabilnéjsi. Pro vSechny rozsahy nahodnych vybérta tedy
metoda F dava lepsi vysledky, pro rozsah 19 pak znac¢né lepsi, jelikoz vysledné
predikéni intervaly jsou vyrazné kratsi, tedy informativnéjsi.
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n  metoda pokryti pram. délka (sd) min. max.
N(,1) 19 F 0.949 4.258 (0.710) 2.253 6.497
K 0.948 oo (—) 00 00
39 F 0.936 4.053 (0.461) 2.707 5.837
K 0.943 4.278 (0.657) 2.681 6.907
199 F 0.949 3.952 (0.195) 3.182  4.594
K 0.947  3.991 (0.272) 3.020 5.068
Exp(l) 19 F 0.914 4.100 (1.264) 1.269 10.530
K 0.949 oo (—) 00 00
39 F 0.937 4.051 (0.871) 2.041 8.310
K 0.947 4.279 (1.310) 1.715 11.778
199 F 0.945  3.923 (0.376) 2.948 5.673
K 0.950 3.754 (0.452) 2.653 5.513

Tabulka 4.1: V tabulce vidime srovnani vysledki metod K a F pfi rtznych rozsazich nahod-
ného vybéru. Porovnavame pokryti, pramérnou délku predik¢niho intervalu, minimalni délku
predikéniho intervalu a maximalni délku predikéniho intervalu.

4.2 Exponencialni rozdéleni

Opét pracujeme se sadou nahodnych vybéra o rozsahu 19,39, 199, tentokrat
z rozdéleni Exp(1). Opét predstirame, ze stfedni hodnotu ani rozptyl rozdéleni
nezname. Generovani a vypocet opakujeme pro kazdy rozsah vybéru 1000krat a
stejné, jako bylo popsano v predchozi sekci. Jelikoz predpoklady metody F nejsou
splnény, ocekavame tentokrat lepsi vysledky pro metodu konformni predikce. Z
Tabulky vidime, ze zatimco konformni predikce splnuje garantované pokryti,
metoda F ma pokryti nizsi nez o¢ekavanych 0.95. Pro nahodny vybéru o rozsahu
19 je pokryti vyrazné nizsi, pro nartistajici rozsah se pak zlepsuje. Co se tyce
délek vyslednych predikénich intervalii, metody si vedou podobné jako v pripadé
normalniho rozdéleni.
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Z.aver

V prvni kapitole prace jsme definovali zakladni pojmy, na kterych stavi metoda
konformni predikce. Odvodili jsme nejjednodussi verzi metody pro nahodny vy-
bér z jednorozmérného spojitého rozdéleni a formulovali vétu, kterd dokazuje jeji
platnost. Fungovani metody jsme nasledné demonstrovali na vlastnim prikladu.
Ve druhé kapitole jsme sjednotili znaceni prevzaté z riznych zdroji a definovali
klicové pojmy pro formulaci algoritmického provedeni metody. Nasledné jsme ve
treti kapitole definice a znaceni rozsitili do ramce regresni analyzy a opét pred-
vedli nazornou ukéazku na prikladu. Ve ¢tvrté kapitole jsme provedli jednoduchou
simulaci. V kontextu ndhodného vybéru z jednorozmérného spojitého rozdéleni
jsme porovnavali vysledky, ziskané konformni predikci, s vysledky zalozenymi na
frekventistické metodé predstavené v sekei[1.2]

Zdtraznéme, ze na vybrané téma, pokud je autorce znamo, neexistuje zadna
odbornéa publikace. Autorka tak za hlavni pfinos této prace povazuje vystavbu
teoretickych zakladi metody v prvni kapitole, formulaci Véty [3] a sjednoceni
znaceni a formulaci definic pro algoritmické provedeni metody.

Tato bakalarska prace je pouze tvodem do problematiky konformni predikce.
Metodu jsme uvazovali pouze v kontextu konstrukce predikéniho intervalu, nabizi
se tedy rozsitit jeji zkoumani na pripad predikéni mnoziny, t.j. zkoumat konformni
predikei i v klasifikac¢nich tlohach. Dale, mimo jiné, existuje celd rada modifikaci
metody formulovanych primarné za tcelem zmirnéni konzervativni povahy pre-
dikéniho intervalu.
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