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Uvod

James-Steinov paradox patri k zaujimavym zisteniam minulého storocia v ob-
lasti statistiky. Pri odhade strednej hodnoty normalneho rozdelenia je v pripade
jediného dostupného pozorovania intuitivne a matematicky opodstatnené pouzit
ako odhad prave dané pozorovanie. Jedna sa totiz o odhad strednej hodnoty vybe-
rovym priemerom, ¢o je nestranny a konzistentny odhad strednej hodnoty. V pri-
pade normalneho rozdelenia je to zaroven odhad ziskany metdédou maximalnej
vierohodnosti a spomedzi vSetkych moznych odhadov je najvhodnejsi z hladiska
strednej kvadratickej odchylky (MSE). Ak pozorujeme realizaciu z dvojrozmer-
ného normalneho rozdelenia, je takto zvoleny odhad taktiez najlepsi. Pokial vsak
mame k dispozicii jedno pozorovanie pochadzajice z viacrozmerného normalneho
rozdelenia s dimenziou vektora strednych hodnot vacsou ako dva, prestava byt
z hladiska MSE tento odhad idealny, stava sa tzv. nepripustnym odhadom. Exis-
tuje totiz iny odhad, ktory pre Iubovolnu skutoé¢nii hodnotu vektora strednych
hodnot dosahuje nizsie hodnoty strednej kvadratickej odchylky. Tento prekvapuj-
uci zaver sa nazyva James-Steinov paradox.

Cielom tejto bakalarskej préace je popisat pripustnost a nepripustnost odhadu,
definovat James-Steinov odhad a vysetrif chovanie réznych odhadov pomocou nu-
merickych simulécii. Praca je ¢lenend na styri kapitoly. V prvej kapitole zavedieme
potrebné pojmy. Definujeme mimo iné odhad, pripustnost, respektive nepripust-
nost odhadu a strednt kvadratickt odchylku. Na zaver prvej kapitoly predstavime
James-Steinov odhad a uvedieme jeho vybrané vlastnosti. V druhej kapitole ana-
lyticky dokazeme pripustnost vyberového priemeru z jedného pozorovania pre
dimenziu vektora strednych hodnot mensiu ako tri. V tretej kapitole diskutu-
jeme detaily James-Steinovho odhadu a dokéZeme, ze dosahuje nizsie hodnoty
strednej kvadratickej odchylky neZ vyberovy priemer. Stvrta a zaroveii posledné
kapitola tejto prace obsahuje numerické simulacie vykonané v ramci vypraco-
vania bakalarskej prace. Na nahodne generovanych datovych siboroch budeme
skimat chovanie strednych kvadratickych odchylok uvazovanych odhadov a po-
rovname ich spravanie pri zmene skuto¢nych hodnoét vektorov strednych hodnot
a ich dimenzii. Numericky ziskané hodnoty spracujeme vo forme grafov a budeme
diskutovat zhodu s teoretickymi vlastnostami.



1. Odhad

1.1 Zakladné pojmy

V praxi casto vyvstava potreba odhadnuf teoretické vlastnosti pozorovanych
hodnot. V pripade, ze chapeme pozorované hodnoty ako realizdcie nezavislych
rovnako rozdelenych nahodnych veli¢in, alebo ndhodnych vektorov, pracujeme
s ndhodnym vyberom. Definicie v tejto sekcii spolu so sprievodnym komentarom
sme Cerpali z (Kulich, 2014)).

Definicia 1. Postupnost X,X5, ..., X, nezavislych rovnako rozdelenych nahod-
nych vektorov s distribu¢nou funkciou F', nazyvame ndhodni vyber z rozdelenia F'.
Konstantu p € N nazyvame rozsah vyberu.

Prvky ndhodného vyberu mézeme oznacovat aj ako pozorovania alebo data.
Distribu¢ni funkciu F nepozname. Casto nds vsak zaujima vybrand vlastnost da-
ného rozdelenia, ako napriklad stredna hodnota alebo rozptyl. Na to, aby sme sa
o danej vlastnosti nieco blizsie dozvedeli, vyuzivame pozorované hodnoty a pred-
poklad, ze dana distribu¢né funkcia F' spadd do predom zvolenej mnoziny rozde-
leni F, ktort volame model.

Definicia 2. Model pre ndhodny vyber X;,X5,...,X,, je predom stanovend mno-
zina rozdeleni F, o ktorej predpokladame, zZe do nej spadd aj nezndme rozdele-
nie F'.

Vlastnosti rozdelenia F', ktoré nas zaujimaji, nazyvame parametre. Jedna
sa o nejaki konstantu, pripadne vektor konstint € € RF, ktori by sme vedeli
zistit, ak by sme poznali F. Parameter teda vo vSeobecnosti mozeme zapisat
ako & = t(F), kde t je nejaky funkciondl. Mnozinu vsetkych pripustnych hodnot
parametra &€ = t(F) : F € F zna¢ime © C R*. Konkrétnu hodnotu hladaného
parametra potrebujeme odhadnuf z pozorovanych dat.

Definicia 3. Odhadom parametra € rozumieme meratelni funkciu nahodného
vyberu £ = T,(X:,Xa2,...,.X,).

Nakolko je odhad parametra meratelnou funkciou pozorovanych dat, je taktiez
nahodnou veli¢inou.

Definicia 4. Odhad &€ = T,(X1,Xs,....X,) nazgvame nestranny odhad parame-
tra € ak plati Eé = & pre vsetky £ € O.

Nestranné odhady nazyvame aj nevychylené. Odhady s konec¢nou strednou
hodnotou, ktoré nie st nestranné nazyvame vychylené.

Definicia 5. Nech odhad &€ = T,(X,X>,....,X,) parametra & mé konecny vektor
strednych hodnét. Rozdiel E(€ — &) nazyvame vychyglenie odhadu &.

Odhady ktoré st nestranné maju teda nulové vychylenie. V ramci tejto prace
sa zameriame na odhady strednej hodnoty. Jednym z najbeznejsich je wvyberovy
priemer.



Definicia 6. Velicina X, = %Zle X, sa nazyva vyberovy priemer nahodného
vyberu X1,Xs,...,.X,,.

Vyberovy priemer je nestranny odhad vektora strednych hodnot. Nakolko exis-
tuje velké mnozstvo moznych odhadov, potrebujeme sposob ako rozne odhady
hladaného parametra porovnaft z hladiska kvality. Pre tento tucel zadefinujeme
pojem stratovej a rizikovej funkcie (Nagy|, 2023)).

Definicia 7. Stratova funkcia je lubovolné meratelné zobrazenie
L:0x0 —[0,00).
kde © je mnozina vSetkych moznich hodnot parametra.

Hodnota stratovej funkcie L(£,€) ma svojim sposobom odzrkadlovat, ako
blizko je nas odhad skutocnej hodnote parametra. Preto v praxi volime L tak,
aby platilo

L(Ehfl) =0
161 — &l < &3 — &Il = L(&1,€2) < L(&3,€4)

pre lubovolné £;,£,,€3,£, € ©. KedZe hodnota stratovej funkcie L(ﬁ,é) zavisi od
odhadu &, je taktiez nahodnou veli¢inou.

Definicia 8. Rizikovd funkcia odhadu & parametra € € © je definovand ako
R(£€) =EcL(£4), § € 0.

Jednd sa o strednii hodnotu stratovej funkcie L(& ,é) konkrétneho odhadu é
v zavislosti od skutoc¢nej hodnoty parametra &. Chovanie rizikovej funkcie ndm
teda dava istu predstavu o tom, ako spolahlivy je nas odhad pri zmene skutocnej
hodnoty hladané¢ho parametra. Podobne ako pri volbe odhadov, existuje velké
mnozstvo stratovych, respektive rizikovych funkcii, na zaklade ktorych porovna-
vame konkrétne odhady. V tejto praci vSak budeme vyuzivat jednu z najcastejsie
volenych rizikovych funkcii, a to stredni kvadratickd odchyjlku.

Definicia 9. Nech odhad & (v zmysle definicie |3) parametra & € © C R¥ m4
konec¢ny rozptyl. Funkciu

MSE; = E[| - £|°

voldme strednd kvadratickd odchylka odhadu €.

Na zaklade zvolenej rizikovej funkcie, vieme posudit kvalitu roznych odha-
dov hladaného parametra. Cielom je najst taky odhad, ktory dosahuje spomedzi
vsetkych moznych odhadov najmensiu hodnotu rizikovej funkcie.

Definicia 10. Hovorime, Ze odhad él dominuje odhadu EQ ak su splnené nasle-
dugjiice podmienky

A

VE € ©: R(££) < R(£E,)
Elﬁ S @ : R(gaél) < R(€7£2)
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Inak povedané, v pripade, ze odhad él dominuje odhadu 22, odhad éz straca
svojim sposobom opodstatnenie. Vzdy totiz mdézeme volit odhad él, ktory bude
dosahovat rovnakych alebo lepsich vysledkov. Tym sa dostavame k otazke pri-
pustnosti odhadu.

Definicia 11. Pokial existuje [ubovolny odhad él, ktory dominuje odhadu E'Q,
teda, Ze plati

VE € O: R(E.E)) < R(EE,)
3¢ €0 R(EE)) < R(EL,).

voldme odhad éz nepripustny. V pripade, Ze Ziadny taky odhad neexistuje, voldme
odhad &, pripustny.

1.2 James-Steinov odhad

V tejto praci sa zameriame na sSpecificky pripad, kde budeme pozorovat na-
hodny vyber z n-rozmerného norméalneho rozdelenia s vektorom strednych hodnét
€= (&,...,6,)T a kovarianénou maticou X = I,,, to jest n-rozmernou jednotkovou
maticou. Ako bolo spomenuté vyssie, jednym z najcastejsie pouzivanych odhadov
strednej hodnoty je vyberovy priemer. V pripade normalneho rozdelenia je to
taktiez odhad ziskany pomocou metédy maximéalnej vierohodnosti.

Predpokladajme, ze rozsah nasho ndhodného vyberu je p = 1, t.j., mame len
jedno pozorovanie X = (X1,Xs,...,X,,)T. Ako odhad vektoru strednych hodnot
pouzijeme prave vyberovy priemer. Mame:

Jednoprvkovy nahodny vyber: X ~ F,
Model: F € F={N,(§, %), £ € R", X =1,},
Odhadovany parameter: £ = EX
Odhad parametra: £, = X,

Nakolko mame len jedno pozorovanie, vyberovy priemer bude rovny prave
danému pozorovaniu, teda éo (X) =X, = X.V dalsom budeme odhad éo ozna-
covat VP odhad. Ukazeme, Ze v pripade, Ze pri porovnani s inymi odhadmi vyu-
zijeme ako rizikovi funkciu strednt kvadratickti odchylku, to jest

R(& & =E|E—€IP=E> (& &),
=1

zistime, Ze odhad éO(X) = X je pripustny pre n < 2, no pre n > 3 sa stava
nepripustnym. Existuje totiz iny odhad, ktory pre Iubovolni skuto¢ni hodnotu
hladaného parametra & dosahuje nizsiu hodnotu strednej kvadratickej odchylky.
Tento odhad sa nazyva James-Steinov odhad, viz.(James a Stein), |1992] str. 363),

a ma predpis:
A (n—2)>
X)=(1- X
00 = (1- G




Fakt, ze odhad EO(X ) = X prestava byt pripustny pre dimenziu n vacésiu ako
dva sa nazyva James-Steinov paradox. Hodnota MSEEO sa pri zmene skutocnej
hodnoty vektoru strednych hodndét nemeni. Plati:

MSE; =E[|&, - &|* =n
pre fubovolnt dimenziu n € N a vektor strednych hodnot £ € R™.

Tvrdenie 1. Nech X = (X1,....X,)T ~ N, (&, I,) kde X; ~ N(&,1) pre vsetky
i € {1,....,n}. Potom pre vietky &€ = (&1,....6,)T € R™ plati E|| X — £|]2 =n

Doékaz. Uvazujme ndhodny vektor Y definovany ako

Y =V, =X -¢
Y;=X;— & ~N(0,1), Vi € {1,....,n}.

Kedze plati:
EY? = (EY;)* + VarY; = 0+ 1= 1,Vi € {1,....n},

tak z linearity strednej hodnoty dostavame

E|X — &) =E[Y|*=EY Y2 =Y EY?=Y"1=n
=1 i=1 =1

O
Najvacsie zlepsenie oproti VP odhadu, respektive najvacsi pokles v hodnote stred-
nej kvadratickej odchylky, dosahuje James-Steinov odhad pre vektor strednych
hodnot € = 0. V pripade, Ze ||€||* = 0, bude pre lubovolnii dimenziu n > 2 platit
(James a Stein), [1992)

(n—2)>
MSE; =E|(1- X
<=0~ s

T 2, (1.1)

pricom MSE; bude pre |€||* — oo konvergovat k MSE; =n.

Tvrdenie 2. Nech X = (X1,....X,,)T ~ N,(&, 1) kde X; ~ N(&,1) pre vSetky
i € {1,....,n}. Potom pre vsetky & € R™ plati

2

(n—2) B
MKL_WMP>X - 42
Doékaz.
) A (n —2)’
£ (- o) x| - - men -2l
9 1
=n—2n—2)+(n—2) EHX”2 (1.3)
=n—2(n—2)+(n—2)>%*n-2)

=2



Tretia rovnost vyplyva z toho, Ze || X ||> m4 centralne chi-kvadrat rozdelenie
s n > 3 stuptiami volnosti, takze 1/|| X ||* ma inverzné chi-kvadrat rozdelenie so
strednou hodnotou n — 2.

[
V pripade, Ze || X||> > (n — 2), tak James-Steinov odhad zmensi kazdy prvok
vektora X smerom k pociatku. Toto zmensSenie, z angli¢tiny shrinkage effect, je
prave dovodom, preco zlepsenie James-Steinovho odhadu oproti VP odhadu klesa
s rasticou normou vektora strednych hodnot [|€]]2.

Pozndmka. James-Steinov odhad je mozné zapisat v tvare

&z(l—M)(X—u)w

kde v € R" je Iubovolny vektor. Odhad él je teda specificky pripad odhadu EQ
pri volbe v = 0. Odhad ég bude dominovat odhadu éo bez ohladu na zvoleny
vektor v, no zlepSenie oproti vyberovému priemeru bude najvyraznejsie prave pre
vektor strednych hodnét & = v. Podobne ako v pripade é 1, bude zlepsenie oproti
vyberovému priemeru, nepriamo tmerné vzdialenosti vektora & od v. V tomto
vseobecnom pripade bude odhad EQ zmensovat pozorovany vektor X smerom k v.



2. Dvojrozmerny pripad

V tejto kapitole sa zameriame na pripustnost VP odhadu EO(X ) =X v pri-
pade, ze dimenzia n vektora strednych hodnot & je mensia ako tri. Dokazeme,
ze je pripustny pre n = 2, pricom pripustnost pre n = 1 bude z daného dékazu
taktiez vyplyvat.

2.1 Dvojrozmerny parameter

Ako bolo naznacené na zaciatku kapitoly, pre rozmery parametra n < 2 je
VP odhad pripustny. Zvysok kapitoly, vratane referencii, bude sledovat pracu
Charlesa Steina, viz.(Stein, |1956)). Pre tcely dokazu nizsie uvedeného tvrdenia
zadefinujeme sféricky symetricky odhad.

Definicia 12. Hovorime, Ze odhad é je sféricky symetricky okolo pociatku, ak ho
vieme napisat ako

£(X) =[1 - (X)X,
kde h je redlna funkcia. Ekvivalentne méZeme povedat, e odhad splria
§=gobog
pre lubovolni ortogondlnu transformdaciu g. Teda pre vsetky x plati
gl&(g7' X)) = &(X).

Tvrdenie 3. Nech X n-rozmerny ndahodny vektor, s vektorom strednich hodnot
§£€ R" a kovariancnou maticou I, € R™™", ktord je n-rozmernd jednotkovd ma-
tica. Potom je odhad &,(X) = X wektora strednijch hodndét pripustny pre n < 2.

Dokaz. Pri dokazovani pripustnosti pre nizsie rozmery budeme postupovat ob-
dobne ako v (Hodges a Lehmann|, [1951) a (Girshick a kol., [1951). Nech £ je lubo-
volny odhad &, s konec¢nou hodnotou rizikovej funkcie R pre lubovolni hodnotu
parametra. Dalej zadefinujme funkciu b ako

b(€) = E€(X) — €.

Oznacme b;;(§) = %bi(ﬁ), kde b;(§) je i-ta stradnica b(§) a &; je j-ta sturad-

nica vektora & . Potom plati

2
R(&) > [Ib(&)I1* + > (Z 7i510i; + bz’j(é)]) (2.1)
( J
pre lubovolni volbu koeficientov 7;;, ktora spliia 3, nfj = 1 pre vsetky ¢ a kde
0;j =1 ak i = j, inak 0. Volbou

_ 0+ b(8)
V8 + by (€))2

Mij




maximalizujeme pravi stanu nerovnosti (2.1) a dostavame

R(&) > b(€ ||2+ZZ%+%
= ||b(& )”2"‘77/4‘221%1’ +Zzb’2j(€)

V pripade, ze odhad é je sféricky symetricky, ma b tvar

b(€) = —o(lI€]*)¢.

kde ¢ je redlna diferencovatelna funkcia. V tomto pripade vynechanim posledného
¢lena dostavame z (2.2)

R(&) = n+ (1€ (I1€]1%) — 2na((I€]1*) — 411€]1°¢'(1€]I")- (2.3)

Najprv vyuzijeme (2.3), aby sme ukazali, ze pre n = 2 je VP odhad pripustny.
Zo (Stein, (1956} str. 201) vyplyva, ze ak odhad éo nie je pripustny, tak existuje
sféricky symetricky odhad é , ktory je vzdy lepsi a teda existuje funkcia v, ktora
nenadobtda nulovii hodnotu, pre ktoru plati

2> R(€) = 2+ €I (I€]1%) — 4o(lI€I1*) — 4lI€1*¢' (I€]1%)
pre vietky ||€]|> > 0. Ak oznac¢ime t = ||€||* a ¢(t) = to(t) vidime, Ze plati
1
0> Sy2(0) — 4 (1) (2.4)
pre t > 0. Teda ¥ je neklesajica funkcia. Ukdzeme, ze (2.4) implikuje, Ze 1

je rovné nule. Najprv uvazujme, ze ¥ (to) < 0 pre nejaké ¢ty > 0. Integrovanim
nerovnosti

/
Vo L
W2(t) — 4t
od t <ty do ty dostavame
1 1 1 to
-+ —— > —log —. 2.5
o) T om = 1% 29

Pre ¢ — 0 bude lavd strana nerovnosti (2.5) obmedzend, no pravd strana bude
divergovat do nekonecéna. Teda nastane spor. V pripade, Ze 1(ty) > 0 pre nejaké
to, tak plati

LN S
Oto) o8 T4 B4

pre vsetky t > ty. Pre t — o0, bude lava strana obmedzena, no prava strana bude
divergovat do nekonecna, teda opéf nastane spor.

Vyuzitim (2.2) ukdZeme, Ze pre n > 3 neexistuje Ziadne ¢ > (n — 2)% a [|&]|?
také, aby pre vSetky [|£|]> > ||&l|* platilo

R(&) <n— (2.6)

Cc
1€11>



Na zaklade (Stein), 1956, str. 199-200) vieme, Ze existuje odhad, ktorého zlepsenie
oproti VP odhadu je asymptotické voci (n — 2)%/||€||* pre ||€]|* — oo. Staci teda
ukazaft, ze nerovnost

> n+ €70 (I1€11°) — 2na(lI€N*) — 4llEN*o'(IE117),  (2.7)

H€H2

ktord dostaneme kombindciou (2.3) a (2.6) nema riesenie, ktoré by platilo pre
vietky [|€]]? > ||&o]|*. Na dokaz tejto vlastnosti, nech

s(lI€N*) = + f(IEIP)-

||€ ||2
Z (2.7) tak dostavame

e—(n=2)
1€]]2

Nech ¢ = ||€]|%,4(t) = t(f(t). Potom plati

> (1€ (1€11%) — 4f (€117 — 4lEN*F (€N

_M > 1¢2(t) — 4 (1)
! t (2.8)
Y'(t) S 1

a4+ 2(t) — 4t

kde a®* = ¢ — (n — 2)2. Z nerovnosti (2.4), ktord je slabsia ako nerovnost (2.8)
vidime, ze ¥(t) < 0. Tym padom pre ty < t dostdvame

v () t

tan tan

>—1 — 2.9
a _4a0g0 ( )

Lava strana nerovnosti (2.9) je obmedzend, no prava strana diverguje do neko-
necna pre t — oo, ¢o je opat spor. Tym je dokaz dokonceny.
O
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3. Nepripustnost VP odhadu

V tejto kapitole formalne dokazeme nepripustnost VP odhadu éO(X ) = X pre
dimenziu n > 3 a od6évodnime clen (n — 2) v James-Steinovom odhade. Podobne
ako predosla kapitola bude tato kapitola sledovat pracu Jamesa a Steina, vid.
(James a Stein, [1992). Z dévodu zhody so struktirou tejto prace doslo k miernej
zmene znacenia a zapisu, no obsahova stranka zostala nezmenena.

3.1 Vlastnosti James-Steinovho odhadu

Za predpokladu, ze dimenzia n vektora strednych hodnot je vacsia ako tri,
plati pre stredni kvadratickd odchylku James-Steinovho odhadu

)1 gt ) x ¢

kde Y je ndhodna velicina s Poissonovym rozdelenim so strednou hodnotou
1€||%/2. Vztah [3.1| budeme dokazovat v dalsej sekcii.

Zo vztahu vyplyva, Ze hodnota strednej kvadratickej odchylky James-
Steinovho odhadu je ostro mensia nez v pripade VP odhadu pre Iubovolni hod-
notu &. Volba ¢lena (n—2) v menovateli James-Steinovho odhadu nie je ndhodna.
Uvazujme odhad

2
(n—2)°

=n-—-E—-— 1

n n—2—|—2Y<n’ (3.1)

Bo(X) = (1 . ”Xb“2> X, (3.2)

kde b > 0 je kladna realna konstanta. Hodnota strednej kvadratickej odchylky
odhadu ¢, (X) potom dosahuje minima cez vSetky & préave pre hodnotu b = n—2.

3.2 Dokaz nepripustnosti

V tejto sekeii dokdzeme vlastnosti uvedené v sekcii [3.1] to jest nepripustnost
VP odhadu a zaroven volbu konstanty b = n — 2. Uvazujme odhad

B2(X) = (1 - “Xb“2> X, (3.3)

kde b > 0 je kladna realna konstanta. Hodnota strednej kvadratickej odchylky
tohto odhadu je

b
MSE4, = E X —¢
¢ H( ||X||2>

2

§'X

(X >
—E||X — €| - 2B S R (3.4)
X2 | X1
(X-9'x
R, Ty o M
X2 X2

11



| X ||* je ndhodn4 veli¢ina s necentrdlnym chi-kvadrat rozdelenim s n stupiiami
volnosti a parametrom |€||*. Nech W je ndhodnd veli¢ina s podmienenym cen-
tralnym chi-kvadrat rozdelenim s n + 2Y stupnami volnosti, kde Y je nahodna
veli¢ina s Poissonovym rozdelenim so strednou hodnotou 1/2||£[]%. || X||* a W st
rovnako rozdelené a plati

]Elel:]E(El

HX H2 X%HY X%+2Y

n—2+2Y"

Y) _E— 1 (3.5)

Na vypocet strednej hodnoty prostredného vyrazu na pravej strane (3.4) oznacime

U=
(3.6)
X |°
V=|X-
H HE
Potom
W= |X|?=U*+V (3.7)

kde U mé normalne rozdelenie so strednou hodnotou ||£€|| a rozptylom 1 a V je
nezdvislé od U a mé4 x? rozdelenie s n — 1 stuptiami volnosti. ZdruZena hustota
UalV je

1 1 2 1 n—3)/2 _—v/2
Vor P [_2<“ —ligh ] 20 /2T (1 — 1)/2]0( Ve (3:8)

pre v > 0 a 0 pre v < 0. Zdruzena hustota U a W je potom

1
V2r2 DT [(n — 1)/2]

ak u?> < w a 0 inak. Plat{

_ 1 1
(1w =) exp |~ €] + [€lu = Ju], (39

u exp (—5I€]1°) >
W \2r20-D/2T[(n — 1) /2] /0 dw

vy 9 1
—(w — y?)n3)/2 — —w\du.
[ =t exp (g = 50 )du

(3.10)
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Substituciou t = ﬁ dostédvame

1
/ dw/ —(w — )" 3)/Qexp(|]€||u—§w)du
1
= [ w2 exp —§wcm¢/ — 1) 2 exp (|| € t/)
1 .
_/ w3/ 2 oxp ( dwz ||€H\/_ / tz+1<1_t2>(n73)/2dt
-1

_ Z ||€|| ' / wn/2+j—l exp (—fw)dw/ t2(g+1)(1 _ t2)(n—3)/2dt
< (27 +1)! 2 = (3.11)

Z ||€H2j+1 n/2+]F
(27 +1) 2

MHQMWW“Tb+ﬂFF%]
=0 (27 +DI(5 +)

_ 00 2T |1 2j+1
:F[n2 1]2n/22 3] lel

2T+ 1) (5 +d)

+j}B{j+3n_1}

27 2

Z rovnic (3.6), (3.7), (3.10) a (3.11) vidime, zZe plati

(X &)X v
E—srz— =1~ l§lE=
X712 W
exp(—3ll¢)*) & L[5 gl
- 1- e SRy —
=0 271115 + 1] (f—l—j>
(3 ||£|| )’ SN (3.12)
= exp(—5|€ § '
( HH);) HHJX%]WFZY
_ [P (§||€H ) n-—2
= exp(=5 [l );) 4 n—2+%
1
=R Ty
kde Y mé Poissonovo rozdelenie so strednou hodnotou EY = ||£||?/2. Kombina-

ciou (3.4), (3.5) a (3.12) dostavame

M%%_‘H< \XW> ¢

1 1
—n—2n—2)E—— tPE—
=2 = ey PR Sy

2

(3.13)

Hodnotu tejto funkcie minimalizujeme pre vsetky &, ak za b dosadime n — 2, ¢im
dostaneme préve pravi stranu vyrazu
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4. Simulacia

V tejto kapitole bude nasim cielom demonstrovat chovanie strednej kvadra-
tickej odchylky pre VP odhad Eo a James-Steinov odhad él definované v
na konkrétnych datovych stiboroch. Zameriame sa na chovanie James-Steinovho
odhadu oproti VP odhadu pri obmene dizky a dimenzie vektorov strednych hod-
not €. Budeme pracovat s konkrétnymi realizaciami nahodného vyberu z prislus-
nych normalnych rozdeleni. Transformaciou prvkov tohoto ndhodného vyberu a
naslednym spriemerovanim, dostaneme numerické aproximéacie strednej kvadra-
tickej odchylky:.

Numerické simulécie boli vykonané v programe Wolfram Mathematica. Pri-
klad pouzivaného kédu vid. priloha

4.1 Generovanie dat

Simulacie prebiehali podla nasledovného algoritmu.

Zvolime dimenziu n € N vektora strednych hodnot.

Zvolime vektor strednych hodndt £ € R™.

Vygenerujeme postupnost X1,X5,..., X, ~ N, (&, I,,) s rozsahom p = 10000.
7 tejto postupnosti nasledne vypocitame hodnotu

n—2
<1 - ||Xi||2> Xi-e

Tym dostaneme numerickt aproximéciu strednej kvadratickej odchylky James-
Steinovho odhadu pre uvazovany vektor strednych hodndt &.
Z postupnosti X1, X5,..., X, vygenerovanej vyssie vypocitame taktiez hodnotu

2

. (4.1)

IS e —gp =ty
p= R p

=1

135 . 12
=S € (X)) = &lIP = =D 11X — €17, (4.2)
P4 P4

¢im ziskame aproximaciu strednej kvadratickej odchylky VP odhadu.

Simulaciu opakujeme pre rozne hodnoty parametra &.

Vypocitané hodnoty vynesieme do grafu zavislosti strednej kvadratickej od-
chylky uvazovanych odhadov od kvadratu normy vektora ||£]|?. Hodnoty stred-
nej kvadratickej odchylky James-Steinovho odhadu budu zavisiet od konkrétnych
vektorov € a dimenzie n. Hodnoty rizikovej funkcie VP odhadu vsak budu zavisiet
len od dimenzie n.

4.2 Chovanie rizikovej funkcie

Nasim cielom bolo demonstrovat chovanie strednych kvadratickych odchylok
uvazovanych odhadov. Dimenzie vektora strednych hodnot sme volili postupne
n = 3,5,10,20. Pre zvoleni dimenziu sme ndsledne menili normu ||€||* v rozsahu
[0;49].

V dalsom prezentované numerické vysledky vykazuju drobné odchylky od ana-
lytickych ocakavani. Jednd sa o statistické chyby sposobené obmedzenym poc¢tom

14



—— James-Steinov odhad VP odhad

MSE

30 40 50

HR

Obrézek 4.1: Stredné kvadratickd odchylka odhadov pri zmene kvadratu normy
vektora strednych hodndt [|€]|? a dimenzii n = 3. Konkrétne vypocitané hodnoty,
vratane Standardnych chyb, vid. priloha [A.2] tabulka [A.T]

—— James-Steinov odhad VP odhad

MSE

HER

Obréazek 4.2: Strednd kvadratickd odchylka pri zmene kvadratu normy vektora
strednych hodndt [|€]|* a dimenzii n = 5. Konkrétne vypocitané hodnoty, vratane
Standardnych chyb, vid. priloha[A.2] tabulka [A.2]

prvkov (p) generovanych postupnosti. Hodnotu p = 10000 sme zvolili ako vhodny
kompromis medzi Statistickou presnosfou simulécii a ¢asovou narocnostou vypo-
¢tov. Pozorované statistické chyby nemaji vplyv na demonstrované kvalitativne
vlastnosti skimanych odhadov. Kvantitativnhe uvadzame hodnoty statistickych
chyb pre jednotlivé simuldcie v tabulkéch v prilohe [A.2]

Vystup simulacie s dimenziou vektora strednych hodnét n = 3 je zobrazeny na
grafe [1.1 Numericky vypocet strednej kvadratickej odchylky VP odhadu dosa-
hoval s minimalnou fluktuaciou hodnotu rovnu prave zvolenej dimenzii, teda tri.

15



—— James-Steinov odhad VP odhad
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Obrézek 4.3: Stredné kvadratickd odchylka odhadov pri zmene kvadratu normy
vektora strednych hodnot ||€]|* a dimenzii n = 10. Konkrétne vypocitané hodnoty,
vratane standardnych chyb, vid. priloha [A.2] tabulka [A.3]

—— James-Steinov odhad VP odhad

20p

MSE

HER

Obrézek 4.4: Stredné kvadratickd odchylka odhadov pri zmene kvadratu normy
vektora strednych hodnot ||€]|? a dimenzii n = 20. Konkrétne vypocitané hodnoty,
vratane standardnych chyb, vid. priloha [A.2] tabulka [A.4]

V pripade James-Steinovho odhadu vidime ocakavany pokles hodnoty strednej
kvadratickej odchylky. Najvicsie zlepSenie je pozorovatelné prave pre hodnotu
1€]]> = 0. V stlade s teoretickym predpokladom uvedenym v bola nami
spocitana hodnota strednej kvadratickej odchylky James-Steinovho odhadu pre
|€]]> = 0 rovnd dvom v ramci Statistickej chyby simuldcie. Pri ndraste hodnot
1€||* potom stredné kvadratickd odchylka James-Steinovho odhadu konvergovala
k hodnotam vypocitanym pre VP odhad.

Dalsie grafy ukazuju vyvoj strednej kvadratickej odchylky oboch odhadov pre

16



— n=3 n=5 n=10 — n=20

Zleps$enie

HR

Obrazek 4.5: Rozdiel strednej kvadratickej odchylky VP odhadu a James-
Steinovho odhadu.

vyssie dimenzie. Obdobne ako na obrazku [4.1| ostava hodnota strednej kvadratic-
kej odchylky VP odhadu prakticky konstantné, vzdy rovna uvazovanej dimenzii
(opat v rdamci Standardnej chyby simulacie). Chovanie James-Steinovho odhadu
je taktiez podobné v kazdej simuldcii. Stredné kvadratickd odchylka pre ||€||* = 0
nadobtuda hodnotu dva a nasledne rastie smerom k hodnote n.

Obréazok ukazuje rozdiel v strednej kvadratickej odchylke porovnavanych
odhadov pre rozne dimenzie n. Rozdiel v hodnotéch strednej kvadratickej od-
chylky konverguje k nule pri rastticej hodnote ||€]|?. Obrazok znazornuje aj
narast rozdielu strednej kvadratickej odchylky uvazovanych odhadov pri pevnej
norme vektora strednych hodnot a roznych dimenziach n. Tento rozdiel, respek-
tive pokles v hodnote strednej kvadratickej odchylky James-Steinovho odhadu
oproti VP odhadu, v grafe oznacujeme ako zlepsenie.
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Zaver

Cielom tejto bakalarskej prace bolo popisat pripustnost a nepripustnost od-
hadu, definovat James-Steinov odhad a vysetrif chovanie réznych odhadov po-
mocou numerickych simulacii.

V teoretickom tvode sme definovali potrebné pojmy, ako odhad, jeho pri-
pustnost a stredni kvadratickit odchylku. Predstavili sme VP odhad (vyberovy
priemer, vid. uvod kapitoly a James-Steinov odhad, uviedli ich zakladné
vlastnosti a popisali James-Steinov paradox. Nasledne sme dokazali pripustnost
VP odhadu pre dimenziu (n) vektora strednych hodnét mensiu ako tri. Diskuto-
vali sme ¢len (n —2) v predpise James-Steinovho odhadu. Formélne sme dokazali
nepripustnost VP odhadu pre dimenziu vektora strednych hodnot vécsiu ako dva.

Vlastnym prinosom tejto prace bola priprava a vykonanie numerickych simu-
lacii, ktorymi sme demonstrovali spravanie sa strednych kvadratickych odchylok
uvazovanych odhadov. Na nahodne generovanych datovych stiboroch sme nu-
mericky pocitali strednt kvadraticki odchylku VP odhadu a James-Steinovho
odhadu. Pre zvolent dimenziu vektora strednych hodndt sme do grafu vyniesli
hodnoty strednych kvadratickych odchylok v zavislosti od kvadratu normy vek-
tora strednych hodnét. Demonstrovali sme nepripustnost VP odhadu pre n > 3
a diskutovali charakteristické trendy oboch uvazovanych odhadov na zédklade nu-
mericky ziskanych hodnét. Diskutovali sme statistické chyby v generovanych hod-
notach. Konkrétne numerické chyby sme uviedli v prilohe. Numerické simulacie
boli vykonané v programe Wolfram Mathematica.
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A. Prilohy

A.1 Simulaény kéd
Priklad kédu z aplikacie wolfram mathematica vyuzity pri simuldciach

(* inicializicia nahodneho generatora na konstantny seed *)
SeedRandom[118]

(* Pomocne funkcie na realizaciu odhadov *)

stein[x_, b ] :=1 - (b - 2)/x . x

mse[x_, y_, b_] :=

Total [MapThread[(stein[x, bl*#1 - #2)°2 &, {x, y}1]
bezny[x_, y_] := Total[MapThread[(#1 - #2)72 &, {x, y}]]

(* Numericki simulicia pre dimenziu n=1 *)

(* Generovanie realizacii normalneho rozdelenia pre rozne stredne
hodnoty*)

vyberyl =

Table[RandomVariate [NormalDistribution[i, 1], 1000]

, {1, 0, 7, 0.5}];

strednehl = Table[{i}, {i, 0, 7, 0.5}];

(* Numericky vypocet strednej kvadratickej odchylky nad
vygenerovanym datasetom pre bezny odhad a James Steinov odhad *)
baselinel =
Table [Mean [Map [bezny [{#}, stredneh1[[i]]] &, vybery1[[i]]1]], {i,
Length[stredneh1] }];
xil = Table[
Mean [Map [mse [{#}, stredneh1[[il], 2.5] &, vybery1[[ill1], {1,
Length[strednehl]}];

(* Simulacia pre n=3, rovnaké kroky ako pre dimenziu 1 *)
vybery3 =
Table[RandomVariate[
MultinormalDistribution[{i, O, 0}, IdentityMatrix[3]], 10000]
, {i, 0, 7, 0.53}]1;
stredneh3 = Table[{i, 0, 0}, {i, 0, 7, 0.5}];
baseline3 =
Table[Mean [Map [bezny [#, stredneh3[[i]]] &, vybery3[[il]]], {i,
Length[stredneh3]}];
xi3 = Table[
Mean [Map [mse[#, stredneh3[[il], 3] &, vybery3[[illl1]l, {i,
Length[stredneh3]}];

(* Simulacia pre n=5 az n=20, rovnaké kroky ako pre dimenziu 1 *)
vyberyb5 =
Table[RandomVariate[
MultinormalDistribution[{i, O, 0, 0, 0}, IdentityMatrix[5]],
100001, {i, 0, 7, 0.53}]1;
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stredneh5 = Table[{i, 0, 0, O, 0}, {i, 0, 7, 0.5}]1;
baselineb5 =
Table[Mean [Map [bezny [#, stredneh5[[i]]] &, vybery5[[i]l]]], {i,
Length[stredneh5]}];

xi5 = Tablel
Mean [Map [mse[#, stredneh5[[i]l], 5] &, vybery5[[i]]1]1]1, {41,
Length[stredneh5]}];
vyberyl0 =
Table[RandomVariate[
MultinormalDistribution([{i, O, O, O, O, O, O, O, O, O},
IdentityMatrix[10]]1, 10000], {i, 0, 7, 0.5}]1;
stredneh10 = Table[{i, O, O, O, O, O, O, O, O, OF,
{i, 0, 7, 0.5}];
baselinel0 =
Table [Mean[Map[bezny [#, strednehl0[[i]]] &, vybery1O[[ill]l], {1,
Length[stredneh10]3}];
xil0 = Tablel[
Mean [Map [mse [#, stredneh1O[[i]], 10] &, vybery10[[i]l11]1, {i,
Length[stredneh10]}];
vybery20 =
Table[RandomVariate[
MultinormalDistribution({i, O, O, O, O, O, O, O, O, O, O, O, O, O,
0, 0, 0, 0, 0, 0}, IdentityMatrix[20]]1, 10000], {i, O, 7, 0.5}];
stredneh20 =
Table({i, O, O, O, O, O, O, O, O, O, O, O, O, O, O, O, O, O, O,
0}, {i, 0, 7, 0.5}]1;
baseline20 =
Table[Mean [Map [bezny [#, stredneh20[[i]]] &, vybery20[[i]]1]], {i,
Length[stredneh20]3}];
xi20 = Tablel[
Mean [Map [mse [#, stredneh20[[i]], 20] &, vybery20[[i]l]11], {i,
Length[stredneh20]}];

(* Pomocna funkcia pre vykreslenie grafov, parovanie hodnot
numericky vypocitancyh rizikovych funkcii odhadov s normami
vektorov strednych hodnot *)

combo[x_] := MapThread[{#1, #2} &, {Table[i"2, {i, O, 7, 0.5}], x}1;

(* Generovanie vystupnych grafov *)

ListLinePlot [{combo[xi3], combo[baseline3]}, AxesOrigin -> {0, 0},

PlotLegends -> Placed[{"Steinov odhad", "MSE odhad"}, Above]

, Frame -> {{True, False}, {True, Falsel},

FrameLabel -> {{Style["Rizikova funkcia", Bold, Black, 15],
None}, {Style[DoubleBracketingBar[\[Xi]]~2, 15, Bold, Black],
None}}, PlotRangePadding -> None, Mesh -> All,

PlotRange -> {{0, 50}, {0, 5}}]

ListLinePlot [{combo[xi5], combo[baseline5]}, AxesOrigin -> {0, 0},

PlotLegends -> Placed[{"Steinov odhad", "MSE odhad"}, Above]

, Frame -> {{True, False}, {True, Falsel}},
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FrameLabel -> {{Style["Rizikova funkcia", Bold, Black, 15],
None}, {Style[DoubleBracketingBar[\[Xi]]~2, 15, Bold, Black],
None}}, PlotRangePadding -> None, Mesh -> All,
PlotRange —-> {{0, 50}, {0, 5.5}}]
ListLinePlot [{combo[xi10], combo[baseline10]}, AxesOrigin -> {0, 0},
PlotLegends -> Placed[{"Steinov odhad", "MSE odhad"}, Abovel
, Frame -> {{True, False}, {True, Falsel}},
FrameLabel -> {{Style["Rizikova funkcia", Bold, Black, 15],
None}, {Style[DoubleBracketingBar[\[Xi]]~2, 15, Bold, Black],
None}}, PlotRangePadding -> None, Mesh -> All,
PlotRange —> {{0, 50}, {0, 10.5}}]
ListLinePlot [{combo[xi20], combo[baseline20]}, AxesOrigin -> {0, 0},
PlotLegends -> Placed[{"Steinov odhad", "MSE odhad"}, Above]
, Frame -> {{True, False}, {True, Falsel}},
FrameLabel -> {{Style["Rizikova funkcia", Bold, Black, 15],
None}, {Style[DoubleBracketingBar[\[Xi]]~2, 15, Bold, Black],
Nonel}}, PlotRangePadding -> None, Mesh -> All,
PlotRange —> {{0, 50}, {0, 20.5}}]
zlepsenie = {baseline3 - xi3, baselineb - xib, baselinel0 - xilO0,
baseline20 - xi20};
ListLinePlot [{combo[zlepsenie[[1]]], combo[zlepsenie[[2]]],
combo [zlepsenie[[3]]], combo[zlepsenie[[4]]]}, AxesOrigin -> {0, 0%},
PlotLegends -> Placed[{"n=3", "n=5", "n=10", "n=20"}, Above]
, Frame -> {{True, False}, {True, Falsel}},
FrameLabel -> {{Style["ZlepSenie", Bold, Black, 15],
None}, {Style[DoubleBracketingBar[\[Xi]]~2, 15, Bold, Black],
None}}, PlotRangePadding -> None, Mesh -> All,
PlotRange -> {{0, 50}, {0, 20.5}}]
pomoc[x_, y_] := MapThread[#1 - #2 &, {x, y}]

(xvypocet standardnych odchylok*)
js3 = Map[StandardDeviation,
Table[Map[mse[#, stredneh3[[i]], 3] &, vybery3[[ill], {i,
Length[stredneh3] }]]
jsb = Map[StandardDeviation,
Table[Map[mse[#, stredneh5[[i]], 5] &, vybery5[[i]l]], {1,
Length[stredneh5]}]]
js10 = Map[StandardDeviation,
Table [Map[mse[#, stredneh10[[i]], 10] &, vybery10[[i]1], {1,
Length[stredneh10]3}]]
js20 = Map[StandardDeviation,
Table [Map[mse[#, stredneh20[[i]], 20] &, vybery20[[i]l]l], {i,
Length[stredneh20]}]]
be3 = Map[StandardDeviation,
Table[Map[bezny [#, stredneh3[[i]]] &, vybery3[[il]l], {i,
Length[stredneh3] }]]
be5 = Map[StandardDeviation,
Table [Map[bezny [#, stredneh5[[i]]] &, vybery5[[il]], {1,
Length[stredneh5]}]]
bel0 = Map[StandardDeviation,
Table[Map[bezny[#, stredneh10[[i]]] &, vybery10[[i]]], {i,
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Length[stredneh10]}]]
be20 = Map[StandardDeviation,
Table [Map[bezny [#, stredneh20[[i]]] &, vybery20[[il]], {1,
Length[stredneh20]}]]

A.2 Numerické vystupy simulacii

V tejto casti uvadzame numerické vystupy simulacii prezentovanych v grafoch
v sekeii (4.2

€7 T3S [SEJS|VP |SEVP
0.00 | 1.948 | 0.0328 | 3.012 | 0.0248
0.25 | 2.045 | 0.0318 | 3.053 | 0.0247
1.00 | 2.265 | 0.0292 | 3.039 | 0.0249
2.25 | 2.580 | 0.0455 | 3.055 | 0.0248
400 | 2.685 | 0.0240 | 3.015 | 0.0243
6.25 | 2.794 | 0.0229 | 2.999 | 0.0245
9.00 | 2.839 | 0.0229 | 2.963 | 0.0236
12.25 | 2.936 | 0.0241 | 3.031 | 0.0248
16.00 | 2.919 | 0.0240 | 2.985 | 0.0246
20.25 | 2.972 | 0.0242 | 3.036 | 0.0247
25.00 | 2.943 | 0.0239 | 2.978 | 0.0242
30.25 | 2.928 | 0.0240 | 2.962 | 0.0243
36.00 | 2.965 | 0.0241 | 2.986 | 0.0243
42.25 | 2.965 | 0.0242 | 2.988 | 0.0244
49.00 | 3.008 | 0.0249 | 3.031 | 0.0250

Tabulka A.1: Numericky vypocitané hodnoty a standardné chyby strednych kva-
dratickych odchylok James-Steinovho odhadu a VP odhadu pre r6zne hodnoty
normy vektora strednych hodnot [|£]|? pre dimenziu n = 3. Skratka J-S znaci
stredni kvadratickd odchylku James-Steinovho odhadu. SE J-S potom znaci stan-
dardni chybu pri vypocte J-S. Obdobne VP predstavuje strednu kvadraticky od-
chylku VP odhadu a SE VP potom standardnt chybu.
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€7 [J-S | SEJ-S| VP |SEVP
0.00 | 1.995 | 0.0337 | 5.028 | 0.0319
0.25 | 2.205 | 0.0495 | 4.997 | 0.0317
1.00 | 2.551 | 0.0298 | 5.014 | 0.0318
2.25 | 3.004 | 0.0271 | 4.980 | 0.0316
4.00 | 3.451 | 0.0257 | 4.995 | 0.0316
6.25 | 3.861 | 0.0309 | 5.056 | 0.0318
9.00 | 4.196 | 0.0276 | 5.057 | 0.0318
12.25 | 4.323 [ 0.0270 | 4.991 | 0.0311
16.00 | 4.432 | 0.0282 | 4.980 | 0.0317
20.25 | 4.564 | 0.0289 | 4.986 | 0.0320
25.00 | 4.692 | 0.0295 | 5.034 | 0.0317
30.25 | 4.714 | 0.0295 | 4.985 | 0.0311
36.00 | 4.681 | 0.0299 | 4.917 | 0.0313
42.25 | 4.776 | 0.0301 | 4.988 | 0.0316
49.00 | 4.770 | 0.0299 | 4.951 | 0.0311

Tabulka A.2: Numericky vypocitané hodnoty a standardné chyby strednych kva-
dratickych odchylok James-Steinovho odhadu a VP odhadu pre rézne hodnoty
normy vektora strednych hodnot [|€]|? pre dimenziu n = 5. Skratka J-S znadi
stredni kvadratickd odchylku James-Steinovho odhadu. SE J-S potom znaci stan-
dardnu chybu pri vypocte J-S. Obdobne VP predstavuje strednt kvadraticky od-
chylku VP odhadu a SE VP potom standardnt chybu.

€ [ J-S | SEJ-S| VP SE VP
0.00 | 2.027 | 0.0309 | 10.003 | 0.0453
0.25 |2.226 | 0.0310 | 9.928 | 0.0447
1.00 [ 2.727 [ 0.0297 | 10.042 | 0.0444
2.25 | 3.561 | 0.0286 | 10.023 | 0.0455
4.00 | 4.365 | 0.0258 | 9.971 | 0.0448
6.25 | 5.193 | 0.0269 | 9.962 | 0.0447
9.00 | 6.001 | 0.0282 | 10.019 | 0.0452
12.25 | 6.675 | 0.0303 | 10.065 | 0.0451
16.00 | 7.083 | 0.0314 | 9.902 | 0.0447
20.25 | 7.642 | 0.0334 | 10.070 | 0.0449
25.00 | 7.990 | 0.0355 | 10.050 | 0.0448
30.25 | 8.237 | 0.0366 | 9.988 | 0.0441
36.00 | 8.523 | 0.0379 | 10.047 | 0.0449
42.25 | 8.624 | 0.0382 | 9.978 | 0.0446
49.00 | 8.814 | 0.0388 | 9.958 | 0.0440

Tabulka A.3: Numericky vypocitané hodnoty a Standardné chyby strednych kva-
dratickych odchylok James-Steinovho odhadu a VP odhadu pre rozne hodnoty
normy vektora strednych hodnot ||€||* pre dimenziu n = 10. Skratka J-S znaci
stredni kvadratickd odchylku James-Steinovho odhadu. SE J-S potom znaci stan-
dardni chybu pri vypocte J-S. Obdobne VP predstavuje stredni kvadraticky od-
chylku VP odhadu a SE VP potom standardnt chybu.
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1€11? | J-S SE J-S | VP SE VP
0.00 | 1.994 [ 0.0294 | 19.886 | 0.0629
0.25 |2.261 [ 0.0289 [ 19.979 | 0.0638
1.00 | 2.877 | 0.0276 | 20.072 | 0.0637
2.25 | 3.857 | 0.0285 | 19.957 | 0.0636
4.00 |5.047 [0.0271 | 20.017 | 0.0630
6.25 | 6.393 | 0.0274 | 20.035 | 0.0641
9.00 | 7.750 | 0.0286 | 19.952 | 0.0639
12.25 | 9.065 | 0.0304 | 20.044 | 0.0640
16.00 | 10.234 | 0.0325 | 20.064 | 0.0643
20.25 | 11.310 | 0.0353 | 20.065 | 0.0639
25.00 | 12.244 | 0.0368 | 20.033 | 0.0625
30.25 | 13.049 | 0.0399 | 19.913 | 0.0624
36.00 | 13.896 | 0.0424 | 20.002 | 0.0629
42.25 | 14.542 | 0.0447 | 20.036 | 0.0635
49.00 | 15.014 | 0.0463 | 19.911 | 0.0631

Tabulka A.4: Numericky vypocitané hodnoty a Standardné chyby strednych kva-
dratickych odchylok James-Steinovho odhadu a VP odhadu pre rozne hodnoty
normy vektora strednych hodnot ||€||* pre dimenziu n = 20. Skratka J-S znaci
strednu kvadratickd odchylku James-Steinovho odhadu. SE J-S potom znaéi stan-
dardni chybu pri vypocte J-S. Obdobne VP predstavuje strednu kvadraticky od-

chylku VP odhadu a SE VP potom standardnti chybu.
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