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Uvod

Modelovani volatility, jinak také kolisavosti, nahodnych procesti s diskrétnim
casem se pouziva zejména v ekonometrii. Modely, které je pro tento icel mozné
vyuzit, jsou autoregresni model s podminénou heteroskedasticitou, jinak také mo-
del ARCH, a jeho zobecnéna varianta, model GARCH. Tyto modely lze aplikovat
naptiklad pri fizeni financnich rizik, ocenovani aktiv a odhadovani vynost z cen-
nych papiri.

V této praci predstavujeme modelovani volatility pouzitim mnohorozmérného
modelu GARCH. Budeme se zabyvat riznymi zpiisoby jak vyjadrit podminénou
varian¢ni matici prislusného ndhodného procesu (¢asové fady), jak prechazet od
jednoho vyjadieni ke druhému a jaké podminky pro to musi byt splnény. Kazdé
vyjadreni této matice obsahuje sadu parametri. Nasim cilem bude porovnat po-
¢ty parametru prislusnych vyjadreni a pojednat o odhadovani parametri. Pro
analyzu financ¢nich dat aplikaci modelu GARCH pouzijeme EViews, program pro
statistické a ekonometrické analyzy.

V prvni kapitole uvadime definice jednorozmérného modelu ARCH a GARCH
a nékteré jejich zakladni vlastnosti, jako je stacionarita. Ve druhé kapitole rozsi-
fime definici modelu GARCH na mnohorozmérnou variantu, predstavujeme pa-
rametrizace vech, BEKK a vec a pojednavame o vztazich mezi témito parame-
trizacemi. Déale se vénujeme podminkam kovarianc¢ni stacionarity pro jednotlivé
parametrizace a v neposledni fadé také odhadu parametr mnohorozmérného mo-
delu GARCH metodou maximéalni vérohodnosti. Ve tieti kapitole se zabyvame
aplikaci modelu GARCH na realna data, konkrétné odhadem parametri dvouroz-
mérného modelu GARCH pro ¢asové rady logaritmickych vynosovych mér akcie
Komeréni banky a indexu PX pomoci systému EViews.

Hlavnimi zdroji pro tuto préaci jsou ¢lanky |[Engle a Kroner| (1995) a |[Rossi
(2004)). Vetsinu znaceni v této préaci prebirdme z ¢lanku Rossi (2004)).



1. Jednorozmeérny model

GARCH

V této kapitole se budeme zabyvat jednorozmérnou verzi modelu GARCH
a néekterymi jeho vlastnostmi. Nejprve zavedeme jednorozmérny model ARCH
a nasledné jeho generalizovanou variantu.

1.1 Definice modelu ARCH

Autoregresni model s podminénou heteroskedasticitou poprvé zminuje ve svém
¢lanku |[Engle (1982)) a popisuje jej jako model s nulovou stfedni hodnotou, ne-
konstantnim podminénym rozptylem, ktery zavisi na predchozich pozorovanich,
a konstantnim nepodminénym rozptylem. [Rossi (2004)) definuje model ARCH
nasledujicim zpiisobem:

Necht y; je ndhodny proces s diskrétnim celoc¢iselnym casem t takovy, ze

Yt = [t T €,
e = E(yt’q)tfl%

kde ®;_; je informace zndmé v case t — 1 (o-algebra generovand €;_1,€;_o,... ).
Necht pro ndhodné veli¢iny ¢; plati

E(et|<I>t,1) =0,
Var(e,|®y—1) = atz,

a € = 0,2, kde 2z je standardizovany proces k ¢;. Piedpoklddejme, Ze z; ~ N (0,1)
nezdvislé a z; jsou nezavislé na o?. Pak plati

E(z|P:—1) =0,
Var(2t|¢t_1) =1.

Potom autoregresni model s podminénou heteroskedasticitou radu ¢, znaceno

ARCH(q), ma tvar
€| P11 ~ N(0,07),
q
af =w+ Z ozief_i,
i=1
kde w >0, a; > 0,7 =1,...,q. Zjevné tedy plati o7 > 0. Ziejmé plati

Var(yt|CI>t_1) = O'tz.

1.2 Definice modelu GARCH

V predchozi sekci jsme uvedli jednorozmérny model ARCH. Nyni predsta-
vime zobecnénou verzi tohoto modelu, kterou popisuje ve svém clanku |Bollerslev



(1986). Tato verze navic pouziva zpozdéné hodnoty podminéného rozptylu ca-
sové Tady. Zobecnény autoregresni model s podminénou heteroskedasticitou radi
p a ¢, znaceno GARCH(p,q), je tvaru

€t|q)t—1 ~ N(0,0’?), (].].)
q P

o =w+ D e+ Y Bior (1.2)
i=1 =1

kdew>0,0; >0,i=1,...,4,8; 20,7 =1,...,p. Prop = 0 se model zredukuje
na ARCH(q). Déle budeme pro zjednoduseni ¢asto volit parametry p = ¢ = 1.
Podminény rozptyl modelu GARCH(1,1) mé potom tvar

2 _ 2 2
o =w+ i€+ o .

Poznamka. Bollerslev| (1986) také uvadi ekvivalentni reprezentaci GARCH(p,q),
kterou muzeme dostat jako

q p p

etz =w+ Z aief,i + Z b’jef,j — Z ijf,j + vy,
i=1 j=1 j=1

v =¢ —o; = (n; — 1o,

kde n, ~ N(0,1) nezdvislé a ndhodné veli¢iny v, jsou nekorelované, E(v;) = 0.
GARCH(p,q) tedy miiZze byt interpretovan jako ARMA model pro €? fadia m =
max{p,q} a p.

Definujme nyni operdtor zpétného posunuti L tak, Ze plati LFw, = w;_y.
Ozna¢me h; = o7. Pak miizeme rovnost (1.2)) prepsat ve tvaru

hy = w+ A(L)el_; + B(L)h;_;. (1.3)
Pokud vsechny koreny rovnice 1 — B(z) = 0 lezi vné jednotkového kruhu, mizeme
rovnici (1.3]) prepsat jako
hy=w(l—=B(1)"' +AL)1 - B(L) e, =

=w(l - Epjﬁj>‘1 + i@ﬁfﬂv (14
j=1 i=1

kde &; pochdzeji z rozvoje vyrazu D(L) = A(L)(1 — B(L))~!. Kombinac{ vyrazi
(1.1) a (1.4) dostaneme model ARCH(o0).

1.3 Stacionarita

Jednou z vlastnosti ¢asovych fad je stacionarita. Cipra| (2008) definuje sta-
cionaritu casové tady y; tak, ze chovani této fady je v jistém smyslu stochas-
ticky ustalené. Rozlisujeme striktni stacionaritu a slabou stacionaritu. Striktni
stacionarita znamena, ze pravdépodobnostni chovani prislusného stochastického
procesu je invariantni vac¢i posuntim v case. Pro slabou stacionaritu staci, aby
prislusny proces byl invariantni vii¢i posuntim v ¢ase pouze v ramci momentt do
druhého tadu, tedy pro kazdé s a t a pro libovolné h plati
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E(y;) = n = konst, (1.5)

Cov(ys,yi) = E(ys — 1) (yr — 1) = Cov(Ysin,Yern),
Var(y,) = 0 = konst. (1.7)

P1i nulové stredni hodnoté se pro slabou stacionaritu pouziva téz nazev ko-
varianc¢ni stacionarita. Stacionarité modelu GARCH se ve svém c¢lanku vénuje
Bollerslev| (1986)) a jako nutnou a zdroven postacujici podminkou slabé stacio-
narity modelu GARCH uvéadi platnost nerovnosti D(1) < 1, nebo ekvivalentné
A(1) + B(1) < 1, viz nasledujici véta.

Véta 1. (Bollerslev, 1980, Theorem 1.) Model GARCH(p,q), definovany dle

. . splnuje podminky kovariancni stacionarity (| . . pmve
tehdy, kdyz A(1) + B(1) < 1. Pak E(¢;) = 0, Var(e;) = w(1l — A(1) — B(1))™*
a Cov(ese5) =0, prot # s.

Diikaz. Dokazano ve zdrojovém ¢lanku (Bollerslev, [1986)).
0

Pozndmka. Nutnou a zaroven postacujici podminkou slabé stacionarity modelu
ARCH, kterou uvadi |[Engle| (1982), je, ze vSechny koteny charakteristické rovnice
procesu ¥; lezi vné jednotkového kruhu.



2. Mnohorozmeérny model

GARCH

V predchozi kapitole jsme definovali jednorozmérny model GARCH. Tuto defi-
nici nyni rozsitrime pro N-rozmérny model GARCH, jak uvadi|Rossi (2004)). Necht
Yy, je ndhodny proces s diskrétnim celociselnym casem ¢, slozeny z N-rozmérnych
nahodnych vektori, takovy, ze

Y = Mt + €,
pe = E(y,|¥,_1),

kde ¥, ; je informace zndm4 v Case t — 1 (o-algebra generovand €;,_1,€;_o, ... ).
Necht pro €; plati

E(e,|¥, 1) =0,
Var(et’\Ilt,l) = Ht7

1/2 . . . ,
a € = Ht/ z;, kde z; je N-rozmérny standardizovany proces k €;.

/2 L o . ,
se nazyva odmocninova matice a plati

Poznamka. Pozitivné definitni matice Ht1
H, = Htl/ th1/ %, Vyjadieni matice Htl/ ? dostaneme pouzitim spektralnfho roz-
kladu. Necht H, = QAQT je spektralni rozklad matice H,. Pak matici Htl/2
mitzeme vyjadiit jako H,/? = QAY2QT.

Predpoklddejme, ze z; ~ Ny(0,Iy) nezavislé a z; jsou nezdvislé na H;. Pak
plati

E(z:|¥; 1) =0,
Var(z|¥; 1) = Ix.

Matice H,; je pozitivné definitni fadu N a

Var(yt|‘1’t_1) = Ht-
Kazdy prvek matice H; z4visi na prvcich g-krat zpozdéné matice €;€! a na prveich
p-krat zpozdéné matice H;. Rizné parametrizace matice H; a jejich vzajemné
vztahy jsou predmétem zbytku této kapitoly. Pro zjednoduseni budeme déle ¢asto
uvazovat dvourozmérny model GARCH(1,1), tedy N = 2.

2.1 Reprezentace vech

Jednu z parametrizaci matice H; dostaneme pouzitim operatoru vech. Méjme
symetrickou matici A typu N x N. Operator vech setadi prvky dolniho troju-
helniku matice A do sloupcového vektoru délky N (N + 1)/2. Jelikoz je matice
H, symetricka, tak vech(H;) obsahuje vSechny prvky H;. Rossi| (2004) uvadi dvé
varianty této reprezentace.



2.1.1 Obecny model
Reprezentace vech modelu GARCH(p,q) méa tvar

q P
vech(Hy) = W + Y Afvech(e,_i€l_;) + > Bjvech(H,_;), (2.1)
i=1 =1
kde W je vektor délky N(N + 1)/2 a Aj a Bj jsou matice typu
N(N+1)/2x N(N +1)/2.
Priklad. Pro dvourozmérny model GARCH(1,1) (N =2,p = ¢ = 1) dostaneme

* * * 2 * * *
b1 w1 ayp Q19 Qg3 €11 11 Y12 013 hi14-1
* * * * * *
hore | = [we | + a3 a3y azs €14-1€2¢-1 | T [ b3 05 b33 hot4—1
* * * 2 * * *
haa 4 w3 a3y Gzp dsg €211 b3, b3 b3 hag -1
(2.2)

Prvky matice H; muzeme z modelu (2.2)) vyjadrit jako

* 2 * * 2
hi1e =w1 + A11€7 1 T Qpa€1—1€2¢—1 + Q1365 1+

+ bﬁhu’tfl + bT2h21,t71 + bi3h22,t71, (23)
h?l,t =wsy + a;leit—l + Cl;2€17t_1€2,t_1 + a§3637t_1+

+ b31h11e-1 + baghor -1 + bozhao i1, (2.4)
h227t =ws + a;lﬁ%,t—l + a§2€17t,1€2,t71 + a;BEg,t—l—i_

+ b5 ha1e—1 + b3phor i1 + bighos 1. (2.5)

Pocet parametrii reprezentace vech je roven N(N+1)/2+4(p+q)(N(N+1)/2)2.
I pro nizké hodnoty N a p = ¢ = 1 dostaneme velmi vysoky pocet parametrii.

N \ Pocet parametri

2 21
3 78
4 210
5 465

Tabulka 2.1: Pocet parametri reprezentace vech, p = ¢ =1

2.1.2 Diagonalni model

Problém vysokého poctu parametrii je mozné vytesit pouzitim diagonalni re-
prezentace. V tomto modelu jsou A} a B diagonalni matice.
Diagondlni reprezentace vech dvourozmérného modelu GARCH(1,1) je tvaru

hi1e w1 aj; 0 0 5%,&1 by 0 0 ha14—1

hort | = w2 |+ 0 a3 O €14-1€24-1 |+ 0 b3 O hovi—1 ],

hggvt ws 0 0 a§3 6%’15_1 0 0 b§3 hggjt_l
(2.6)

(i,7)-ty prvek matice H; tedy zavisi pouze na (i,j)-tych prvcich €€l | a H; ;.
Prvky matice H; muzeme opét vyjadrit jako

hll,t =w; + aTl'Eitfl + bﬂflhll,tfl?

ho1y = W + a59€1 1—1€24-1 + byohor ¢—1,

* 2 *
hagy = w3 + A33€5; 1 + b3zhozi-1.



Pocet parametri diagonalni reprezentace vech je (N(N + 1)/2)(1 + p + q).
Oproti obecnému modelu mé diagonalni model mnohem mensi pocet odhadova-
nych parametri.

‘ Pocet parametru

N
2 9
3 18
4
5

30
45

Tabulka 2.2: Pocet parametri diagonalni reprezentace vech, p =¢ =1

2.2 Reprezentace BEKK

Hlavnimi nevyhodami reprezentace vech je vysoky pocet parametri a naroc-
nost overeni pozitivni definitnosti matice H;, a to jak v obecném, tak v dia-
gonalnim modelu. Nésledujici parametrizace, kterou predstavuji |Engle a Kroner
(1995)), se snazi tyto problémy Tesit tak, aby zaroven prilis neztratila na obecnosti.
Tuto parametrizaci matice H; nazyvame reprezentace BEKK a je pojmenovana
podle svych autorii: Baba, Engle, Kraft, Kroner.

2.2.1 Obecny model
Rossi (2004)) uvadi reprezentaci BEKK modelu GARCH(p,q) ve tvaru

K gq K p
H, =CC"+)Y Y Aue il A, +> > BjH,_;B], (2.7)

k=11i=1 k=1j=1

kde C' je dolni trojuhelnikovd matice typu N x N a A;; a Bj;, jsou matice typu
N x N. Casto se klade K = 1. Model GARCH(p,q) mé4 pak tvar

q p
H, =CC" +> Aje,_iel A, +> B;H,;B]. (2.8)
i=1 Jj=1

Priklad. Pro dvourozmérny model GARCH(1,1) (N = 2,p = ¢ = 1) dostaneme
h11,t h12,t _ 0%1 C11C21 +
hoi+ haoy Cl1Ca 3y + C3y
aix a2 6% t—1 €1,t—1€2,¢—1 ailz as1
+ ’ 9 +
Q21 Q22 €1,t—1€2,¢—1 €t-1 Q12 Qa2

b].]. b12 hll t—1 h12 t—1 bll b21
+ ' ’ . (2.9
(bzl b22> <h21,t1 h22,t1> (bw 622> (2.9)



Prvky matice H; muzeme z modelu (2.9)) vyjadrit jako

hi1 ¢ 2031 + lelﬁit_l + 2a11a12€1 4—1€24-1 + aﬂé%,t_ﬁr

+ bflhll,tfl + 2b11b12ho1 41 + b%2h22,t717 (2.10)
hi2t =c11c21 + a11a21€it_1 + (a11a92 + a12a21 )€1 1—1€24-1 + a12a22€§,t_1+

+ b11ba1hi1t—1 + (b11bag + bi2bar ) hoy i1 + biabashos i1,

2 2
ho1t =c11C91 + anai€y, | + (ay1a20 + a12a91)€14—1€24—1 + A12022€5 41+

+ b11bo1hir -1 + (b11bag + bi2bar ) hoy i1 + biabashos i1, (2.11)
hast =Cay + Cog + a31€1 1 + 2021092€1 4 1€24 1 + a5p€5, |+
+ bglhn,t—1 + 2b21b22ho1 1 + b§2h22,t_1. (2.12)

Zfejmé h12,t = hQLt.

Pocet parametrii reprezentace BEKK je roven N(N + 1)/2 + (p + q) K N2
V porovnani s obecnym modelem vech pouzivd model BEKK mnohem méné
parametru.

N \ Pocet parametri vech \ Pocet parametri BEKK
2 21 11
3 78 24
4 210 42
5 465 65

Tabulka 2.3: Porovnani po¢tu parametri vech a BEKK, p=¢ =1

Parametr K urcuje obecnost procesu. Reprezentace BEKK je dostatecné
obecnd, aby zahrnovala vSechny pozitivné definitni diagonalni reprezentace
a skoro vSechny pozitivné definitni vech reprezentace (Rossi, [2004).

Véta 2. (Engle a Kroner, |1995, Proposition 2.1) Méjme reprezentaci BEKK
N-rozmérného modelu GARCH(p,q) [2.8), kde p = q = 1. Predpoklidejme, Ze
prvky na diagondle matice C' jsou kladné a prvky ayy a by jsou také kladné. Pak
jsou matice C', A1 a By touto reprezentaci urceny jednoznacné.

Diikaz. Nejprve dokazeme jednoznacnost matice C'. Jestlize jsou prvky na di-
agonale matice C kladné, pak je matice CC”T pozitivné definitni. Ozna¢me
C, = CCT. Potom je CCT Choleského rozklad matice Cy a z jednoznaénosti
Choleského rozkladu dostaneme jednoznacnost matice C.

Néasledné dokazeme jednoznacnost matice Aqp. Z vyjadiime prvek na
pozici (I, m) matice H; nasledujicim zptusobem:

N N N N
Rimt = Cim + Z Z 1 Qmj€it—1€5,t—1 + Z Z biibmjhij 1.

i=1j=1 i=1j=1

Polozme konstantu ¢, a vSechny by;b,,; rovny nule. Pak prvek na pozici (1,1)
matice H,; je

N N
hll,t = Z Z A1;A15€5t—1€5,t—1-

i=1j=1



Koeficient u €2, , je a?;, prvek aj; je tedy urcen jednoznacné aZ na znaménko.
Predpokladejme, ze prvek aq; je kladny. Pak koeficient u €;_1€;¢—1 je (arna1; +
ajjayy) = 2aq1aq4. Jelikoz je prvek aj; urcen jednoznacéné, tak jsou i vSechny

prvky aij,7 = 2,..., N urCeny jednoznacné. Prvni fadek matice A;; je tedy urcen
jednoznac¢né. Tento postup miizeme rozsirit na dalsi radky matice Aq; studiem
prvki higy, ..., hiny. VSechny fadky matice Aq; jsou uréeny jednoznacné, matice

Ay je tedy urcena jednoznacné.
Jednoznacnost matice B dokdzeme analogicky volbou konstanty ¢, a vsech
@130y, TOVRych nule.

]

Jednim z divodt zavedeni reprezentace BEKK bylo zjednoduseni ovéreni
pozitivni definitnosti matice H;. Nasledujici véta stanovi postacujici podminku
pozitivni definitnosti H; pro K = 1.

Véta 3. (Rossi, |2004, Proposition 11) Méjme reprezentaci BEKK N -rozmérného
modelu GARCH(p,q) . Jestlize Hy, H_y, ..., H_,.1 jsou pozitivné definitni
matice, pak je pro vSechny mozné hodnoty €, matice Hy pozitivné definitni, pokud
ma matice C nebo nékterd z matic By, 1= 1,...,p hodnost N.

Diikaz. Dokazano ve zdrojovém clanku (Rossi, 2004).

Pozndamka. Engle a Kroner| (1995) uvadi i verzi pro model (2.7]).

2.2.2 Diagonalni model

Erten a kol. (2012) popisuji diagonalni reprezentaci parametrizace BEKK.
V tomto modelu jsou matice A;; a Bj;, diagonalni.

Diagonalni reprezentace BEKK dvourozmérného modelu GARCH(1,1),
K =1, je tvaru

hll,t h12,t _ C%l C11€21 +
hoiy  haosy C11C21 Cgl + 632
0 2 _ _ 0
+ ai €1t—1 €1t 2162,75 1 ail +
0 azx) \€ri-1€2:1 €341 0 ax
bii 0O hiig—1 hizg—1) (bun O
+ ’ ' . (213
<0 bm) <h21,t—1 hasi—1) \ 0 bao (2.13)
Prvky matice H; mizeme vyjadrit jako
hiy =ci, + aji€el -1 bY1hatsa,
hi2t =ci1Co1 + ai1G92€1 4—1€24—1 + b11baghor 41,

ho1+ =c11Co1 + @11a22€1 4—1€2¢—1 + b11b2ghor 41,
haa :Cgl + 022 + a22€2t 1 b22h22t 1
Opét zfejmé h127t = h21,t-
Pocet parametra diagondlni reprezentace BEKK je N(N +1)/2+ (p+¢q)KN.

Oproti obecnému modelu i diagonalnimu vech modelu je tedy pocet odhadovanych
parametri diagonalniho modelu opét mensi.
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N | Pocet parametri diag. vech ‘ Pocet parametri diag. BEKK
2 9 7
3 18 12
4 30 18
5 45 25

Tabulka 2.4: Porovnani poc¢tu parametri diag. vech a diag. BEKK, p=¢ =1

2.3 Reprezentace vec

Nésledujici parametrizace, kterou definuji|Engle a Kroner| (1995)), vyuziva ope-
rator vektorizace vec. Méjme matici A typu N x N. Operétor vec sefadi sloupce
matice A do sloupcového vektoru délky N2.

Déle potrebujeme zavést Kroneckeruv soucin matic. Méjme matici A typu
m X n a matici B typu p x ¢. Pak Kroneckertiv sou¢in matic A a B je

allB . alnB
A®B = : :
amB ... an.B

kde vysledna matice A ® B je typu mp x nq (Raol, 1978)).

Poznamka. Rao| (1978]) uvadi, ze Kroneckertuv souc¢in ma nasledujici vlastnosti:
e 0O A=AR0=0,
e (A1 +A)®B=A 9B+ A, ® B,
e AR (B1+By)=A®B;+A® By,
e tAR®RbB =abA R B,
« AJA; ® B1B; = (A, ® B)(A; ® By),
e pro A, B regulami: (A9 B) ' =A@ B,
« (A® B)” = A~ ® B~ pii jakékoli volbé pseudoinverze,
« (A B)T = AT @ BT,
e (A®B)(A'®@B™) = Ipxng
Rovnéz dokézeme nasledujici pomocné tvrzeni:
Tvrzeni 1. Méjme matice A, B, C typu 2 x 2. Pak plati

vec(ABC) = (CT ® A)vec(B).

Diikaz. Roznasobenim obou stran rovnice ukazeme, ze oba vektory jsou shodné.

apibiici + annbiacar + arzbaicii + ajabaaca
vec(ABC) = ag1b11¢11 + 9112691 + agebaiciy + azaboacas
aiibiicia + ainbiacoy + arzbaicia + aiabaacas
ag1by1c12 + 21012092 + a22b21C12 + A22D22C20
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b1
T . c1iA A ba1 .
(C" ® A)vec(B) = (ClgA 022A> by | =
b2

a11€11  @12€11 A11C21  (12C21 b1y
a21C11  G22C11 (A21C21  G22C21 ba1
a11C12 @G12€C12 A11C22 (12C22 b2
a21C12  A22C12 G21C22 A22C22 bao
aiibiiciy + arabarcin + aribiacar + arabaacyy
az1biicin + agabaiciy + a21bi2ca1 + agebaacar
a11b11¢12 + ajabaicia 4+ ai1b12c22 + a12b92can
az1b11C12 + agabaicia + az1biacas + azebaacan

plati tedy vec(ABC) = (CT @ A)vec(B).

[
Pozndmka. Tvrzeni [1| plati i pro ¢tvercové matice rozmeéru vétsiho nez 2.
Reprezentace vec modelu GARCH(p,q) ma tvar
q p
vec(Hy) = Co+ > Ajvec(e—i€/_;) + > Bjvec(H,_;), (2.14)

i—1 j=1

kde Cj je vektor délky N? a A; a B; jsou matice typu N? x N?. Mezi paramet-
rizacemi BEKK a vec existuje vztah, ktery je popsan nasledujici vétou.

Véta 4. (Engle a Kroner, 1995, Proposition 2.4) Reprezentace BEKK (2.7))
a reprezentace vec (2.14)) jsou ekvivalentni prave tehdy, kdyz

Cy = (C ® C)vec(Iy), (2.15)
K

A=) A ® Ay, (2.16)
k=1
K
k=1

Diikaz. Pro jednoduchost necht p = ¢ = 1.
Kdyz reprezentaci BEKK ([2.7)) vyjadiime ve tvaru vec, dostaneme

K K
vec(H;) = vec(CCT) + > vec(Aire_1€_1AL}) + > vec(BiH,_1BY)).
k=1 k=1

To dle tvrzeni [I] mizeme upravit na

K K
vec(Hy) = (CC)vec(In)+Y_ (A1x @ Arg)vec(er—1€,_1)+ Y (B ® Biy)vec(H;_1).
k=1 k=1

Odtud dostaneme vSechny tii pozadované rovnosti.
Analogicky lze postupovat pro p > 1 nebo ¢ > 1.
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Zaroven lze ukéazat, ze vSechny pozitivné definitni diagonalni reprezentace vec
je mozné prepsat ve tvaru BEKK. V takovém ptipadé je parametrizace BEKK
stejné obecna jako parametrizace vec.

Véta 5. (Engle a Kroner, 1995, Proposition 2.6) Méjme reprezentaci vec
N-rozmerného modelu GARCH(p,q). Predpoklidejme, Ze konstantni cast matice
H,; je pozitivné definitni, tedy Cy = vec(Q), kde Q2 je pozitivné definitni.
Ddle predpoklidejme, Ze A; a B; jsou diagondlni pro vsSechna i = 1,...,q
aj=1,...,p. Pak jestlize H; je pozitivne definitni pro vsechny mozné hodnoty
€, tak existuje dolni trojihelnikova matice C' a diagondlni matice A;, a By,

k=1,...,K takové, Ze plati (2.15) — (2.17)).

Diikaz. Dokazano ve zdrojovém ¢lanku (Engle a Kroner| 1995).

2.4 Vztah mezi parametrizaci BEKK a vech

Nyni se budeme vénovat vztahu mezi reprezentacemi BEKK a vech. K tomu
pouzijeme reprezentaci vec jako prostrednika. Rossi| (2004) uvadi, Ze mezi ope-
ratory vec a vech existuje nasledujici vztah. Méjme symetrickou matici A typu
N x N. Pak

vec(A) = Dyvech(A), (2.18)

kde Dy je tzv. duplika¢ni matice typu N? x N(N +1)/2. Pro symetrickou matici
H rozmért 2 x 2 dostaneme

100

h h
hoy D h“ _loto h“
hoy 2 h21 010 h21
hoo 22 00 1 22

Pro znazornéni vztahu mezi parametrizacemi vyuzijeme postup, ktery
popisuje Rossi (2004). Vezmeme reprezentaci BEKK N-rozmérného modelu
GARCH(p,q) (2.8) a vyjadiime ji ve tvaru vec:

q p
vec(Hy) = vec(CCT) + > vec(Ane_i€e_A})) + > vec(BjH,_;B)). (2.19)

i=1 j=1

Podle tvrzeni 1| mizeme tento vzorec prepsat ve tvaru

q P
vec(Hy;) = vec(CCT) + 3 (An ® Aj)vec(e—iel ;) + > (Bj1 ® Bji)vec(H,_j),
=1 j=1
(2.20)
a ze vztahu (2.18)) dostaneme
vec(H,) = Dyvech(H,) = Dyvech(CCT)+
“ s 2 (2.21)
+ Z (Aj1 ® Aj1)Dyvech(e—i€;_;) + Z (Bj; ® Bj1)Dyvech(H,_;).
i=1 j=1
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Ma-li Dy plnou sloupcovou hodnost, ozna¢mé
D) = (DyDy) ™' Dy.

Z¥ejmé DDy = Iy2y N(N+1)/2- Vynasobime-li vyraz " matici D} zprava,
dostaneme

q
vech(H,;) = vech(CC™) + D} ( Z i1 ® Aj))Dyvech(e,_i€l )+
=1
) (2.22)
+D3( Z 1 @ Bj1))Dyvech(H;_;).
7j=1

Déle se zamérime na dvourozmérny model.

Priklad. Pro dvourozmérny model GARCH(1,1) (N = 2,p = ¢ = 1) méme po
roznasobeni ([2.22))

2

B 11

h21,t = C11C21 +
2 2

haa €y + Co

2 2 2 2
a11€1,-1 T 2a11a12€1 116241 + A12€9¢ 1
2 2
+ | Gra21€7, + (11022 + a12a21 )€1 ¢-1€24—1 + 12022€5 ;¢ | +
2 2 2 2
51 €741 + 2091022€1 116211 + U596

b3 ha1e—1 + 2b11biohor 11 + blyhas i1
+ [ b11b21ha1 -1 + (b11bag + biabor ) hor 11 + biobashas i1 |
b3 ha1e—1 + 2b21baghor 41 + bishos—1

kde prvky matice H; muzeme vyjadrit jako (2.10]) — (2.12)).

Pti porovnani prvku H; v parametrizaci vech (2.3) — (2.5) a v parametrizaci

BEKK (2.10) — (2.12)) dostaneme

hll,t Dowy + CLEGitfl + CLT2€1¢,162¢71 + CLT3€§¢,1+
+ bﬁhnt 1+ bighor -1 + bishes -1 =
= CH + (111€1t 1 + 2@11@126115 1€2t 1 + a12€2t 1+
+ bF hat g1 + 2b11b1ohar 41 + bighao s 1,
hoiy @ wo + agﬁit—l + a59€1 162,41+ a;3€%,t—1+
+ b3 h11 -1 + biohor 11 + bighos 1 =
= C11C21 + a11a21€it_1 + (a11a92 + a12G21 )€1 416241 + a12a22€%,t_1+
+ bi1barhir i1 + (b11bag + bi2bar ) hot 11 + biabashos 1,
hogy @ ws+ a}’;leit_l + a5y€1 416241 + a§3e§7t_1+
+ b5 h114-1 + b3ohor o1 + bighoo 1 =
= 31+ Coy + 4516 1y + 2091090611 16241 + U5, i+
+ bglhn,t—l + 2ba1b92ho1 ¢ -1 + baghagt—1.
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Parametry reprezentace vech (prvky vektoru W a matic A} a B z ([2.1)) pro
p = q = 1) tedy muzeme pomoci parametru reprezentace BEKK (prvku matic
C, Ay a By z (2.8) pro p = ¢ = 1) vyjadiit nasledujicim zptsobem:

w1 ch
W= |w| = C11C21 )
ws e +
ap, aip G713 ai 211012 at
AT = a3 a3 az | = |anaxn (a11a22 + a12a21) a120a22 |,
az a3 a§1 2a1 a2 a%z
biy 07y 07 by 2b11012 by
Bl = | b5, b3y 53| = [ biiba (b11b2g + b12b21)  bi2bao
bs; b5y b3 b3, 2021022 b2,

Pozndmka. Reperezentace vech , kterou dostaneme vyjadrejim z reprezen-
tace BEKK (2.19), je urdena jednoznacné. Obrdcend implikace obecné neplati,
nebot napt. A; ® Ay = (—An) ® (—A;1) odtud nelze jednoznacné urcit Aj;
(Rossi, 2004)).

K tomu se vaze nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 2. Necht A je diagondlni matice typu 2 x 2 a Dy je duplikacni matice
takovd, Ze plati (2.18). Pak pro Df = (D¥Dy)"*DI je matice DS (A ® A)D,
také diagondlni s proky a;aj;,1 <i < j <2 na diagondle.

Dukaz. Mame matice

1 00
a1 0 . 010
A‘(o a22>’ D=5 1 0
0 01
Matici DS dostaneme vypocétem
-1
1 000 (1J (1) 8 1000
D =(DiD))'DIf =0 1 1 0 010 01 10]|=
0001 00 1 0001
10 0 0
=10 1/2 1/2 0
0 0 0 1
Déle mame
2
oo o e 0 o] fo1 0
DS (A® A)D,= |0 1/2 1/2 0 12 =
0 0 0 1 0 0 11092 0 010
0 0 0 a,) \0 0 1
al, 0 0
= 0 anaxp 0
0 0 a3
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Matice D3 (A ® A)D; je tedy diagondlni s prvky a;aj;,1 <i < j < 2 na diago-
nale.

]

Pozndmka. Tvrzeni |2 plati i pro ¢tvercové matice rozméru vétsiho nez 2.

Diisledek. Kazdou pozitivné definitni diagonélni reprezentaci vech lze jednoznacné
vyjadrit ve tvaru BEKK.

2.5 Kovarianc¢ni stacionarita mnohorozmérného
modelu GARCH

Tuto kapitolu zakonc¢ime pojednanim o nutnych a postacujicich podminkach
kovarian¢ni stacionarity mnohorozmérného modelu GARCH. Budeme se vénovat
stacionarité vsech tfi vyse zminénych parametrizaci, tedy vech, BEKK a vec.

2.5.1 Parametrizace s operatorem zpétného posunuti

Engle a Kroner| (1995) uvadi dalsi zptisob parametrizace matice H,. VyuZivaji
pri ném operator zpétného posunuti L, ktery jsme definovali v prvni kapitole.
Mé&jme posloupnost {€;}2 _ a ozna¢me 7; = vec(e€l) a hy = vec(H;). Pak
muzeme mnohorozmérny model GARCH zapsat ve tvaru

ZB ) "HCo + A(L)my). (2.23)

Tato parametrizace zahrnuje modely ve tvaru BEKK i modely ve tvaru vec.
Tento fakt ukazeme tak, ze (2.23)) upravime do tvaru

h,=Cy+ A(L)n, + Z B(L)"'(Cy+ A(L)n,) =
i=2

= Cy+ A(L)n: + B(L) Y. B(L)™Y(Cy + A(L),) =

i=1
Kdyz polozime

A(L)= AL+ AyLl* +-- -+ ALY,
B(L) = B|L+ ByL*+---+ B,L?,

K

A(L) = Z (A1 ® Agy)L -+ Z gk © Agr) L,
k=1
K

B(L) =) (B ® By)L +Z B, ® By,)L?,
k=1

dostaneme model BEKK, zapsany ve tvaru vec (2.19) pro k =1,..., K.
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2.5.2 Podminky stacionarity

Pro urceni podminek kovarianéni stacionarity mnohorozmérného modelu
GARCH vyuzijeme parametrizaci s operatorem zpétného posunuti. Nejprve zfor-
mulujeme nésledujici vétu.

Véta 6. (Engle a Kroner, |1995, Proposition 2.7) Méjme {€,}5°_ ., a mnohoroz-
mérny model GARCH(p,q) s parametrizaci (2.23). Pak je proces €; kovariancéné
staciondrni pravé tehdy, kdyz pro kazdé vlastni ¢islo X matice A(1) + B(1) plati

|A] < 1.

Diikaz. Dokazano ve zdrojovém ¢lanku (Engle a Kroner| 1995).
[l

Odtud dostaneme podminky kovarianc¢ni stacionarity pro parametrizace vec
a BEKK. Z véty [0 vyplyva, Ze proces €; s parametrizaci vec je kovarianéné
stacionarni pravé tehdy, kdyz jsou absolutni hodnoty vlastnich c¢isel matice
LA+ Z§:1 B; mensi nez jedna. Déle z ni vyplyva, Ze proces €; s parametri-
zaci BEKK je kovariancné stacionarni pravé tehdy, kdyz jsou absolutni hodnoty
vlastnich ¢isel matice Sf |, 3%, (A @ Ag) + 58, >h—1 (Bji ® Byi,) mensi nez
jedna (Engle a Kroner, 1995). Nepodminéna kovariancni matice, pokud existuje,
je urCena vyrazem

E(m) = (I - A(1) — B(1))"'Co.

Uvazujme nyni model GARCH(1,1). Pak nepodminéna kovarian¢ni matice pro
parametrizaci vec je

E(’f’t) = (I - Al - Bl)ilco.
Polozme navic K = 1. Pak nepodminéna kovarianéni matice pro parametrizaci
BEKK je
E(m) = (I - (A1 ® A1p) — (B @ Byy)) lvec(CCH).

Diisledek. Diagonalni model GARCH ve tvaru vec je stacionarni pravé tehdy,
kdyz plati a; + b; < 1 pro vSechna i. Diagonalni GARCH model ve tvaru
BEKK je staciondrni prévé tehdy, kdyz plati Y, (a? , + b2 ) < 1 pro vSechna i
(Engle a Kroner, |1995).

Pozndmka. Nediagondlni model GARCH ve tvaru BEKK miize byt stacionarni,
i kdyz méa jeden nebo vice prvki na diagonale vétsich nez jedna (Engle a Kroner,
1995)).

Rossi| (2004) uvadi podminky stacionarity pro parametrizaci vech. Mé&jme
mnohorozmérny model GARCH s parametrizaci vech ve tvaru

vech(H;) = W + A*(L)vech(e€l) + B*(L)vech(H,).
Ziejme
AYL)= AL+ AJL% + -+ ALY,
B*(L) = BiL+ B3L* +---+ B L".
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Proces €; s parametrizaci vech je kovarianéné stacionarni prave tehdy, kdyz jsou
absolutni hodnoty vlastnich ¢isel matice A*(1) + B*(1) mensi nez jedna.

Pro model GARCH(p,q) s parametrizaci vech je nepodminéna kovarianéni
matice, pokud existuje, ur¢ena vyrazem

E(vech(e€l)) = (In. — A*(1) — B*(1))"'W,

kde N* = N(N +1)/2.

Diisledek. Diagonalni model GARCH ve tvaru vech je stacionarni pravé tehdy,
kdyz plati af; + b}; < 1 pro vSechna ¢ (Rossi, |2004)).

Priklad. Mé&jme dvourozmérny model GARCH(1,1) (N = 2,p = ¢ = 1). Pak je
proces € s parametrizaci vech (2.1)) kovarianéné staciondrni pravé tehdy, kdyz
jsou absolutni hodnoty vlastnich ¢isel matice

* * * * * *

Ay Gro Gi3 bi; by bi3

Al +Bi = [a3 a3 a3 |+ |05 b5 b3
* * * * * *

Qg; QA3p dgg b3y b3y bis

mensi nez jedna.

Priklad. Méjme dvourozmérny model GARCH(1,1) (N = 2,p = ¢ = 1). Pak je
proces €; s parametrizaci BEKK ([2.8) kovariantné stacionarni pravé tehdy, kdyz
jsou absolutni hodnoty vlastnich ¢isel matice

Ay ® A+ By ® By =

(1%1 a11a12  a11012 a%z 5%1 biibiz b11b12 b%g
| G11G21  G11Q22 A12021 G12G22 bitbar bi1baa bigbar  bigbao
| anan aipa2 ariaze  aiaas bi1ba1  b12ba1 biibay  bi2bao

Cl%l 21022 (A21G22 G%Q b§1 21022 ba1bo2 b§2

mensi nez jedna. a;; a b;; v parametrizaci BEKK oznacuji prvky matic Ay; a By;.

Priklad. Méjme dvourozmérny model GARCH(1,1) (N = 2,p = ¢ = 1). Pak je
proces €; s parametrizaci vec (2.14]) kovarianéné stacionarni pravé tehdy, kdyz
jsou absolutni hodnoty vlastnich ¢isel matice

@11 Q12 aiz a4 birn b1z biz bus
A B — 21 (22 (23 (24 bar by Doz Doy
1+ 5= g b by b
a31 a3z a3z aA3q 31 032 033 034
A41  G42 A43 Q44 bar biz bz bas

mensi nez jedna. a;; a b;; v parametrizaci vec oznacuji prvky matic A; a B;.

2.6 Odhadovani parametrt mnohorozmeérného

modelu GARCH

V predeslém textu jsme se vénovali definici mnohorozmérného modelu
GARCH a jeho riznym parametrizacim. Nyni se budeme zabyvat odhadovanim
parametri v jednotlivych reprezentacich. Pro odhady parametri vsech tii
zkoumanych parametrizaci se pouzivd metoda maximalni vérohodnosti.
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Engle a Kroner (1995) ji pouzivaji pro reprezentace BEKK a vec, Rossi (2004) ji
pouziva pro reprezentace vech a BEKK.

Predpokladejme, ze nahodny vektor €; a ndhodné vektory €, podminéné
informaci ¥, 1, t = 2,...,T maji N-rozmérné normalni rozdéleni Ny (0,H;),
t=1,...,T. Méjme ndhodny vybér €y, ..., er. Pak pro sdruzenou hustotu plati

f(El, ey ET) = f(ﬁl)f(€2|€1)f(63|€1,€2) Ce f(€T|61, Ce 7€T—1)-

Ziejmé je

1 1,
= ——el'H! }
f(er) (2m)N/2/det H, exp{ o€1 L €1ps
1 1
W, )= ——€e'H! } t=2 T
f(etl t 1) (QW)N/Q\/MGXP{ 2€t t € () ) s Ly
_ L 1 1 _
fles, ... er) = (2m) TN/Qtl;[l ﬁ exp{—2etTHt 1615}- (2.24)

Necht 6 je vektor parametru sdruzené hustoty f(eq,...,er). Pak (2.24]) je vyjad-
reni vérohodnostni funkce Lr(0), ze kterého jednoduse dostaneme logaritmickou
vérohodnost I7(0). Vyuzijeme pii tom vztahi

L(0)=1nf(e), L(0)=1Inf(e|¥, ), t=2,...,T,
Ir(0) = ;lt(e)'

Logaritmicka vérohodnostni funkce pak je

1
1(8) =~ [NIn(27) + In(det Hy) + €] H; 'e)|, t=1,...,T,

I7(0) = —; lTN In(27) + ET: (ln(det H,) + eth_letﬂ : (2.25)

t=1
Maximalné vérohodnym odhadem vektoru parametra @ je

~

0 = arg max L1(0).
Pozndmka. Logaritmus je ryze rostouci funkce, takze funkce L1 (0) a Ir(0) naby-
vaji maxima v tomtéz bodé.
Pozndmka. Vektor parametri @ mizeme vyjadrit jako

w
vec(AY)

0 = | vec(A;)
vec(BY)

vec(B;)
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pro reprezentaci vech (2.1]), jako
vech(C)
vec(Aqq)

0 = | vec(Ap)
vec(Bhyy)

vec(Bp)
pro reprezentaci BEKK (2.8)), a jako

Co
vec(Ay)

0 = vec(:Aq)
vec(By)

vec('Bp)

pro reprezentaci vec ([2.14]).

Vyse zminéné vektory @ obsahuji parametry rovnice podminéného rozptylu
Var(€;|®, 1) = H,;. Pozorujeme casovou fadu y, = p; + €, takze do loga-
ritmické vérohodnostni funkce dosazujeme €, = y; — p; a pro nenulovy
vektor p; pristupuji do vektoru @ parametry rovnice podminéné sttedni hodnoty
ke = E(y:|®:1).

Rada y; muze byt modelovana napriklad mnohorozmérnym autoregresnim
procesem tadu r. Ten je definovan rovnici

Y = @0+ P1Yi—1 + -+ @Y + €,

kde ¢q je vektor délky N a ¢q,..., e, jsou matice typu N x N (Cipral [2008)).
Tedy

T
=90+ PiYii
i=1
Piipadné lze pouzit externi regresory. Konkrétni specifikace rovnice podminéné
stfedni hodnoty je ukdzana v nasledujici kapitole.
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3. Aplikace modelu GARCH
na realna data

Doposud jsme se zabyvali teorii mnohorozmérného modelu GARCH. Nyni
ukazeme, jak je mozné tuto teorii uvést do praxe.

3.1 Softwarové moznosti

Nejprve bylo tfeba prozkoumat softwarové implementace mnohorozmérného
modelu GARCH. Napriklad systém WOLFRAM MATHEMATICA ma& imple-
mentovany pouze jednorozmérny model GARCH, coz pro ucely této prace neni
dostatecné.

Rozhodli jsme se pouzit systém EViews, ktery ma spolu s jednorozmérnym
modelem GARCH implementovany i mnohorozmérny model GARCH. EViews
umoznuje odhadovat parametry diagonalniho modelu GARCH s parametrizaci
BEKK a diagonédlnitho modelu GARCH s parametrizaci vech. V této kapitole
ukazeme odhad obou parametrizaci. uvadi zpusob, jak odhado-
vat volatilitu dvourozmérného modelu GARCH(1,1) s diagonalni parametrizaci
BEKK. Pri odhadovani volatility dvourozmérného modelu GARCH(1,1) s diago-
nalni parametrizaci vech budeme postupovat podobné.

3.2 Realna data

Nésledné bylo nutné najit vhodna data pro aplikaci mnohorozmérného mo-
delu GARCH. Zvolili jsme vyvoj ceny akcie Komer¢ni banky a indexu PX, oboji
dostupné na strankach KB (Komerc¢ni bankal 2023). Index PX je oficidlnim ce-

Vyvoj ceny akcie KB a indexu PX
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Obrazek 3.1: Vyvoj ceny akcie KB a idexu PX
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novym indexem Burzy cennych papirii Praha. Soucasti indexu jsou akcie deseti
spolecnosti, jednou z nich je i Komer¢éni banka, kterd ma v indexu zastoupeni
20,47% (Burza cennych papiru Prahay, 2023)). Mezi témito ¢asovymi fadami tedy
existuje zavislost. K tomuto faktu se vratime pozdéji.

Mame k dispozici udaje o cené akcie KB a indexu PX z obdobi od 1. 6. 2016
do 31. 3. 2023 a to za kazdy pracovni den (bez statnich svatki). Celkem tedy
mame 1 716 pozorovani v kazdé casové radé. Vyvoj téchto rfad je znédzornén na
obrazku Byla analyzovana i mési¢ni data, ta se ale kviuli malému poctu
pozorovani ukazala horsi nez denni data.

V nasem modelu budeme namisto cen pouzivat logaritmické vynosové miry.
KdyZ oznac¢ime P, cenu aktiva v case t, tak logaritmickou vynosovou miru r;
dostaneme jako

rn=InP—InP_;, t=2,...

Transformaci cen na logaritmické vynosy dosahneme stacionarniho prubéhu po-
zorovanych c¢asovych Tad. Puvodni rady cen stacionarni nejsou, jak lze vidét
z obrazku . Casové fady logaritmickych vynosovych mér akcie KB a indexu
PX ozna¢me postupné DLKB a DLPX. Nakonec mame tedy k dispozici 1 715
pozorovani v kazdé casové fadé. Vyvoj logaritmickych vynosovych mér akcie KB
je zndzornén na obrazku [3.2 a vyvoj logaritmickych vynosovych mér indexu PX
je zndzornén na obrazku [3.3]

Vyvoj logaritmickych vynosovych mér
akcie KB

-0,15

Obrazek 3.2: Vyvoj logaritmickych vynosovych mér akcie KB

3.3 Aplikace modelu GARCH

Nyni, kdyz mame pfipravena data, miizeme pristoupit k samotnému odha-
dovani parametri dvourozmérného modelu GARCH pro casové tady DLKB
a DLPX. Budeme nésledovat postup, ktery uvadi (2019)).
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Vyvoj logaritmickych vynosovych mér
indexu PX
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-0,05

0,1
Obrézek 3.3: Vyvoj logaritmickych vynosovych mér idexu PX

3.3.1 Rovnice podminéné stredni hodnoty

Prvnim krokem je volba rovnice podminéné stiedni hodnoty. Specifikujeme ji
tak, ze hodnota kazdé z ¢asovych fad v ¢ase t zavisi na konstanté a na zpozdénych
hodnotéch obou ¢asovych fad DLKB a DLPX. Jelikoz vime, ze mezi ¢asovymi
radami existuje zavislost, tak tato specifikace ma smysl.

pouziva zpozdéni do hodnoty t — 4, pracuje tedy s ¢tyfmi auto-
regresnimi parametry pro kazdou casovou radu. V takovém pripadé rada DLK B
zévisi na konstanté a na zpozdénych hodnotach DLKB(—1 az —4) a DLPX (-1
az —4). To samé plati pro DLPX. Rovnici podminéné stiedni hodnoty lze po
slozkach symbolicky zapsat ve tvaru

py = O+ 24: Cy(i)DLK B(—i) + zgj C1(i)DLPX (—i)

1=1 =5
4 8
foy = Co + > Co(i)DLK B(—i) + Y Cy(i)DLPX (—i).
1=1 =5

Dale
Y1t = DLKB(O) = M1t + €1t
Yot = DLPX(0) = poy + €24.

Odhad parametri provadime v EViews a vystupem je tabulka [3.1] Z vy-
sledkti vidime, Ze koeficienty u zpozdénych hodnot DLK B(—3), DLPX(—1),
DLPX(—2) a DLPX(—3) jsou na hladiné 5% statisticky vyznamné (nenulové).
To plati, jelikoz jsou jejich p-hodnoty (sloupec Prob.) mensi nez 0,05. Z rovnice vy-
nechame vsechny koeficienty, jejichz p-hodnoty jsou vétsi nez 0,05, tedy konstantu
C1 a zpozdéné hodnoty DLKB(—1), DLKB(—2), DLKB(—4) a DLPX(—4).
Dilezitou c¢asti vystupu je Durbinova-Watsonova statistika, kterd odhali pripad-
nou korelovanost sousednich rezidui. Hodnoty Durbinovy-Watsonovy (D-W) sta-
tistiky blizké 2 znaci nekorelovanost rezidui , . V nasem pripadé nic
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Variable ‘ Coeflicient ‘ Std. Error ‘ t-Statistic ‘ Prob.
4 -0.000316 0.000377 | -0.839664 | 0.4012

DLKB(—-1) | -0.030106 | 0.035545 | -0.846981 | 0.3971
DLKB(-2) | -0.030523 | 0.035521 | -0.859290 | 0.3903
DLKB(—-3) | -0.081194 | 0.035474 | -2.288808 | 0.0222

0.181057 | 0.056800 | 3.187620 | 0.0015
0.150060 0.056939 | 2.635451 | 0.0085
0.165036 0.056846 | 2.903213 | 0.0037
0.008629 0.056990 | 0.151418 | 0.8797

Durbin-Watson stat ‘ 1.997514

(—1)
&
DLKB(—4) | 0.032052 | 0.035434 | 0.904555 | 0.3658
(—1)
(—2)
(=3)
(=4)

Tabulka 3.1: Odhad rovnice podminéné stfedni hodnoty 1 (fada DLK B)

nenasvédcuje tomu, ze by sousedni rezidua rovnice podminéné stiedni hodnoty
byla korelovana.

Dostaneme novou specifikaci rovnice podminéné stiedni hodnoty, a sice ze
rada DLK B zavisi na DLKB(—3) a DLPX(—1 az —3). Vystupem této spe-
cifikace je tabulka [3.2] Vidime, Ze p-hodnoty vSech koeficientii jsou mensi nez

Variable \ Coefficient \ Std. Error \ t-Statistic \ Prob.

DLKB(-3) | -0.075698 | 0.035295 | -2.144719 | 0.0321
DLPX(—1) | 0.145744 | 0.038580 | 3.777684 | 0.0002
DLPX(-2) | 0.116230 0.038446 | 3.023188 | 0.0025
DLPX(=3) | 0.157554 | 0.056660 | 2.780721 | 0.0055

Durbin-Watson stat ‘ 2.026144

Tabulka 3.2: Odhad rovnice podminéné stfedni hodnoty 2 (fada DLK B)

0,05, vsechny koeficienty jsou tedy statisticky vyznamné. Navic D-W statistika
je blizka 2, coz znac¢i nekorelovanost sousednich rezidui. Zda se tedy, Ze by tato
specifikace mohla byt vhodnym odhadem rovnice podminéné stfedni hodnoty.
Bohuzel, pti pouziti této specifikace EViews hlasi problém s kovarianci
koeficientti. Tento problém lze vyftesit snizenim poctu koeficienti. Vytvorime
novou specifikaci tak, ze z predchozi vypustime nejméné vyznamny koeficient,
tedy DLK B(—3). V této specifikaci fada DLK B zavisi na DLPX(—1 az —3).
Vystupem je tabulka P-hodnoty koeficienti DLPX(—1) a DLPX(—2) jsou

Variable \ Coefficient \ Std. Error \ t-Statistic \ Prob.

DLPX(-1) | 0.145175 0.038620 | 3.759085 | 0.0002
DLPX(—2) | 0.117764 | 0.038480 | 3.060417 | 0.0022
DLPX(—-3) | 0.068635 0.038659 | 1.775383 | 0.0760

Durbin-Watson stat ‘ 2.025902

Tabulka 3.3: Odhad rovnice podminéné stfedni hodnoty 3 (fada DLK B)

mensi nez 0,05, tyto koeficienty jsou statisticky vyznamné na hladiné 5%. Koefici-
ent DLPX(—3) ma p-hodnotu vétsi nez 0,05, ale mensi nez 0,1. Tento koeficient
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je statisticky vyznamny na hladiné 10%, v rovnici jej tedy ponechdme. Hodnota
D-W statistiky opét nasvédcéuje nekorelovanosti rezidui. Odhadem rovnice pod-
minéné stredni hodnoty pro radu DLKB je tedy

C1(1)DLPX(—1) + C1(2)DLPX (—2) + C1(3)DLPX (=3).

Stejnym zpiisobem specifikujeme rovnici pro DLPX. V konec¢né specifikaci
dostaneme, ze fada DLPX zdvisi na DLPX (—1 az —3). Vystupem je tabulka[3.4]
Z p-hodnot vidime, ze koeficienty u DLPX(—1) a DLPX(—2) jsou statisticky

(3.1)

Variable \ Coeflicient \ Std. Error \ t-Statistic \ Prob.
DLPX(—l) 0.061251 0.024041 2.547721 | 0.0109
DLPX(-2) | 0.105781 0.024051 | 4.398130 | 0.0000
DLPX(-3) | 0.026018 0.024195 | 1.075333 | 0.2824

Durbin-Watson stat | 2.001714

Tabulka 3.4: Odhad rovnice podminéné stfedni hodnoty 4 (fada DLPX)

vyznamné na hladiné 5%. Koeficient DLPX(—3) mé p-hodnotu vétsi nez 0,05.
Tento koeficient je statisticky vyznamny na hladiné 30%. D-W statistika znaci
nekorelovanost rezidui rovnice. Odhadem rovnice podminéné stfedni hodnoty pro
rfadu DLPX je

Cy(1)DLPX(—1) 4+ C3(2)DLPX (=2) + C5(3)DLPX (-3). (3.2)

Bwire (2019) ve svém c¢lanku pracuje s mési¢nimi daty. Jelikoz pouzivame
denni data, tak by zpozdéni do hodnoty t — 4 nemuselo byt dostatecné. Proto
jsme se rozhodli zopakovat cely postup pro zpozdéni az do hodnoty ¢t — 20. Timto
postupem dostaneme nasledujici specifikace rovnice podminéné stredni hodnoty.
Rada DLK B zévisi na DLPX(—1), DLPX(—2) a DLPX(—16) a fada DLPX
zévisi na DLK B(—T7), DLPX(—2) a DLPX(—15). Vystupem téchto specifikaci
je tabulka [3.5 a tabulka [3.6]

Variable \ Coeflicient \ Std. Error \ t-Statistic \ Prob.
DLPX(-1) 0.151961 0.038727 | 3.923877 | 0.0001
DLPX(-2) 0.118109 0.038633 | 3.057201 | 0.0023
DLPX(—16) | -0.117294 | 0.038645 | -3.035144 | 0.0024

Durbin-Watson stat ‘ 2.037995

Tabulka 3.5: Odhad rovnice podminéné stfedni hodnoty 5 (fada DLK B)

Vsechny p-hodnoty a D-W statistiky u obou specifikaci odpovidaji pozadav-
kim. Odhady rovnic podminéné stiedni hodnoty jsou

DLKB :
DLPX :

C1(1)DLPX(—1) + Cy(2)DLPX(—2) + C,(3)DLPX (—16),
Co(1)DLE B(=T7) + C3(2)DLPX (—2) + C(3)DLPX (—15).

Bwire (2019) pouziva v obou slozkdch podminéné stfedni hodnoty stejné re-
gresory. Pro aplikaci modelu GARCH budeme volit 3 dvojice rovnic podminéné
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Variable ‘ Coeflicient ‘ Std. Error ‘ t-Statistic ‘ Prob.

DLKB(—7) | 0.049027 | 0.014949 | 3.279602 | 0.0011
DLPX(-2) | 0.110940 0.024035 | 4.615750 | 0.0000
DLPX(—15) | 0.072645 0.024003 | 3.026515 | 0.0025

Durbin-Watson stat ‘ 1.873372

Tabulka 3.6: Odhad rovnice podminéné stfedni hodnoty 6 (fada DLPX)

stfedni hodnoty se stejnymi regresory pro DLKB a DLPX. Na zdklade (3.1))
a (3.2) pouzijeme DLPX(—1), DLPX(—2) a DLPX(—3), na zakladé (3.3) po-
wzijeme DLPX(—1), DLPX(—2) a DLPX(—16) a na zadkladé (3.4) pouzijeme
DLKB(—T7), DLPX(—2) a DLPX(—15). Koeficienty zna¢ime v souladu se zob-
razenymi vystupy z EViews. Dostaneme vyjadreni

DLPX = C(1)DLPX(—1) + C(2)DLPX(—-2) + C(3)DLPX(—

3),
DLKB = C(4)DLPX(—1) + C(5)DLPX(~2) + C(6)DLPX(—3

), (3.5)

DLPX = C(1)DLPX(—1) + C(2)DLPX(—-2) + C(3)DLPX(—16),
DLKB = C(4)DLPX(~1) + C(5)DLPX(=2) + C(6)DLPX(—16), (3.6

DLPX = C(1)DLKB(=7) + C(2)DLPX(=2) + C(3)DLPX(—15),
DLKB = C(4)DLKB(=7) + C(5)DLPX(—2) + C(6)DLPX(—15). (3.7

V nésledujicim tseku rozhodneme, ktery z odhadt vede k nejlepsimu modelu.

3.3.2 Diagonalni BEKK

Dalsim krokem je pro kazdy z téchto odhaditi implementovat dvourozmeérny
model GARCH(1,1) s diagonélni parametrizaci BEKK. Nésledné rozhodneme,
ktery z modelu je nejlepsi. K tomu pouzijeme Akaikeho informac¢ni kritérium.
implementaci pouzivime EViews a vystupy jsou k dispozici na nasledujicich stran-
kach. Vysledné modely oznacime postupné BEKK 01, BEKK 02 a BEKK 03.

P1i porovnéni vyslednych modelt zjistime, Ze nejnizsi hodnotu AIC méa model
BEKK 02, tedy model s odhadem rovnic podminénych stfednich hodnot (3.6)).
Vidime, ze C'(2), C(4), C(5) a C'(6) maji p-hodnoty mensi nez 0,05, tyto koefici-
enty jsou tedy statisticky vyznamné na hladiné 5%. C(1) a C(3) maji p-hodnotu
vétsi nez 0,05, tyto koeficienty tedy mohou byt na hladiné 5% povazovany za
nulové. Na hladiné vétsi nez 10% bychom jejich nulovost zamitali. Hodnoty obou
D-W statistik jsou blizké 2, coz znac¢i nekorelovanost sousednich rezidui rovnic
podminénych stiednich hodnot. Pro koeficienty C'(7) - C'(13) rovnice podminé-
ného rozptylu jsou vsechny p-hodnoty mensi nez 0,05, takze vSechny koefi-
cienty jsou statisticky vyznamné na hladiné 5%. Rovnice podminéného rozptylu
ma tvar

333 278\ (032 0 032 0
_ —6 ’ 3 ) T )
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System: BEKK_01

Estimation Method: ARCH Maximum Likelihood (BFGS / Marquardt
steps)

Covariance specification: Diagonal BEKK

Date: 07/07/23 Time: 16:38

Sample: 4 1715

Included observations: 1712

Total system (balanced) observations 3424

Presample covariance: backcast (parameter =0.7)

Convergence achieved after 32 iterations

Coefficient covariance computed using outer product of gradients

Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.
Cc(1) 0.044117 0.023557 1.872729 0.0611
C(2) 0.058272 0.020897 2.788525 0.0053
C(3) 0.019428 0.020973 0.926352 0.3543
C(4) 0.130846 0.033469 3.909453 0.0001
C(5) 0.074274 0.029934 2.481258 0.0131
C(6) 0.093428 0.029654 3.150642 0.0016
Variance Equation Coefficients
C(7) 2.35E-06 3.45E-07 6.795571 0.0000
C(8) 2.07E-06 3.13E-07 6.620597 0.0000
C(9) 4.77E-06 5.89E-07 8.100130 0.0000
C(10) 0.293895 0.014448 20.34093 0.0000
C(11) 0.253409 0.010345 24.49560 0.0000
C(12) 0.936372 0.005460 171.5124 0.0000
C(13) 0.955267 0.003461 276.0049 0.0000
Log likelihood 11319.15  Schwarz criterion -13.16677
Avg. log likelihood 3.305827  Hannan-Quinn criter. -13.19282
Akaike info criterion -13.20812
Equation: DLPX = C(1)*DLPX(-1) + C(2)*DLPX(-2) + C(3)*DLPX(-3)
R-squared 0.013446 Mean dependent var 0.000243
Adjusted R-squared 0.012292 S.D. dependent var 0.009780
S.E. of regression 0.009720 Sum squared resid 0.161464
Durbin-Watson stat 1.967166
Equation: DLKB = C(4)*DLPX(-1) + C(5)*DLPX(-2) + C(6)*DLPX(-3)
R-squared 0.016555 Mean dependent var -0.000177
Adjusted R-squared 0.015404 S.D. dependent var 0.015639
S.E. of regression 0.015519 Sum squared resid 0.411569
Durbin-Watson stat 2.013774
Covariance specification: Diagonal BEKK
GARCH =M + A1*RESID(-1)*RESID(-1)*A1 + B1*GARCH(-1)*B1
M is an indefinite matrix
A1 is a diagonal matrix
B1 is a diagonal matrix
Transformed Variance Coefficients
Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.
M(1,1) 2.35E-06 3.45E-07 6.795571 0.0000
M(1,2) 2.07E-06 3.13E-07 6.620597 0.0000
M(2,2) 4.77E-06 5.89E-07 8.100130 0.0000
A1(1,1) 0.293895 0.014448 20.34093 0.0000
A1(2,2) 0.253409 0.010345 24.49560 0.0000
B1(1,1) 0.936372 0.005460 171.5124 0.0000
B1(2,2) 0.955267 0.003461 276.0049 0.0000

Obréazek 3.4: Model BEKK 01
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System: BEKK_02

Estimation Method: ARCH Maximum Likelihood (BFGS / Marquardt
steps)

Covariance specification: Diagonal BEKK

Date: 07/07/23 Time: 16:39

Sample: 17 1715

Included observations: 1699

Total system (balanced) observations 3398

Presample covariance: backcast (parameter =0.7)

Convergence achieved after 33 iterations

Coefficient covariance computed using outer product of gradients

Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.
Cc(1) 0.045465 0.024558 1.851337 0.0641
C(2) 0.062280 0.021291 2.925237 0.0034
C(3) -0.033977 0.021256 -1.598488 0.1099
C(4) 0.144605 0.032512 4.447801 0.0000
C(5) 0.096717 0.027563 3.508970 0.0004
C(6) -0.080019 0.037565 -2.130174 0.0332
Variance Equation Coefficients
C(7) 3.33E-06 4.53E-07 7.343778 0.0000
C(8) 2.78E-06 3.95E-07 7.025044 0.0000
C(9) 5.63E-06 6.64E-07 8.472375 0.0000
C(10) 0.319284 0.015181 21.03197 0.0000
C(11) 0.260767 0.010331 25.24078 0.0000
C(12) 0.919131 0.006492 141.5783 0.0000
C(13) 0.950673 0.003685 257.9791 0.0000
Log likelihood 11248.62  Schwarz criterion -13.18455
Avg. log likelihood 3.310365  Hannan-Quinn criter. -13.21075
Akaike info criterion -13.22616
Equation: DLPX = C(1)*DLPX(-1) + C(2)*DLPX(-2) + C(3)*DLPX(-16)
R-squared 0.014357 Mean dependent var 0.000270
Adjusted R-squared 0.013194 S.D. dependent var 0.009719
S.E. of regression 0.009654 Sum squared resid 0.158081
Durbin-Watson stat 1.967041
Equation: DLKB = C(4)*DLPX(-1) + C(5)*DLPX(-2) + C(6)*DLPX(-16)
R-squared 0.018609 Mean dependent var -0.000160
Adjusted R-squared 0.017452  S.D. dependent var 0.015585
S.E. of regression 0.015448 Sum squared resid 0.404758
Durbin-Watson stat 2.029583
Covariance specification: Diagonal BEKK
GARCH =M + A1*RESID(-1)*RESID(-1)*A1 + B1*GARCH(-1)*B1
M is an indefinite matrix
A1 is a diagonal matrix
B1 is a diagonal matrix
Transformed Variance Coefficients
Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.
M(1,1) 3.33E-06 4.53E-07 7.343778 0.0000
M(1,2) 2.78E-06 3.95E-07 7.025044 0.0000
M(2,2) 5.63E-06 6.64E-07 8.472375 0.0000
A1(1,1) 0.319284 0.015181 21.03197 0.0000
A1(2,2) 0.260767 0.010331 25.24078 0.0000
B1(1,1) 0.919131 0.006492 141.5783 0.0000
B1(2,2) 0.950673 0.003685 257.9791 0.0000

Obréazek 3.5: Model BEKK 02
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System: BEKK_03

Estimation Method: ARCH Maximum Likelihood (BFGS / Marquardt
steps)

Covariance specification: Diagonal BEKK

Date: 07/07/23 Time: 16:40

Sample: 16 1715

Included observations: 1700

Total system (balanced) observations 3400

Presample covariance: backcast (parameter =0.7)

Convergence achieved after 38 iterations

Coefficient covariance computed using outer product of gradients

Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.
Cc(1) 0.009278 0.012906 0.718920 0.4722
C(2) 0.059532 0.021060 2.826786 0.0047
C(@3) 0.028029 0.022859 1.226148 0.2201
C(4) -0.002915 0.023394 -0.124594 0.9008
C(5) 0.095878 0.027200 3.524860 0.0004
C(6) 0.005803 0.035630 0.162878 0.8706
Variance Equation Coefficients
C(7) 2.92E-06 4.45E-07 6.556895 0.0000
C(8) 2.49E-06 3.78E-07 6.585615 0.0000
C(9) 5.38E-06 6.54E-07 8.231026 0.0000
C(10) 0.309814 0.015133 20.47239 0.0000
C(11) 0.259811 0.010256 25.33319 0.0000
C(12) 0.926067 0.006679 138.6508 0.0000
C(13) 0.951962 0.003646 261.1119 0.0000
Log likelihood 11248.86  Schwarz criterion -13.17707
Avg. log likelihood 3.308488  Hannan-Quinn criter. -13.20326
Akaike info criterion -13.21866
Equation: DLPX = C(1)*DLKB(-7) + C(2)*DLPX(-2) + C(3)*DLPX(-15)
R-squared 0.013638 Mean dependent var 0.000272
Adjusted R-squared 0.012476 S.D. dependent var 0.009716
S.E. of regression 0.009655 Sum squared resid 0.158208
Durbin-Watson stat 1.882426
Equation: DLKB = C(4)*DLKB(-7) + C(5)*DLPX(-2) + C(6)*DLPX(-15)
R-squared 0.005677 Mean dependent var -0.000164
Adjusted R-squared 0.004505 S.D. dependent var 0.015581
S.E. of regression 0.015546  Sum squared resid 0.410130
Durbin-Watson stat 1.895513
Covariance specification: Diagonal BEKK
GARCH =M + A1*RESID(-1)*RESID(-1)*A1 + B1*GARCH(-1)*B1
M is an indefinite matrix
A1 is a diagonal matrix
B1 is a diagonal matrix
Transformed Variance Coefficients
Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.
M(1,1) 2.92E-06 4.45E-07 6.556895 0.0000
M(1,2) 2.49E-06 3.78E-07 6.585615 0.0000
M(2,2) 5.38E-06 6.54E-07 8.231026 0.0000
A1(1,1) 0.309814 0.015133 20.47239 0.0000
A1(2,2) 0.259811 0.010256 25.33319 0.0000
B1(1,1) 0.926067 0.006679 138.6508 0.0000
B1(2,2) 0.951962 0.003646 261.1119 0.0000

Obréazek 3.6: Model BEKK 03
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3.3.3 Diagonalni vech

Pti implementaci dvourozmérného modelu GARCH(1,1) s diagonélni para-
metrizaci vech budeme postupovat stejné jako u diagondlniho modelu BEKK.
Vystupy jsou k dispozici na nasledujicich strankach a vysledné modely oznacime
postupné vech_ 01, vech_ 02 a vech_ 03.

Pti porovnéani vyslednych modeli zjistime, Ze nejnizsi hodnotu AIC mé model
vech 02, tedy opét model s odhadem rovnic podminénych stfednich hodnot (3.6).
Nyni C(2), C(4) a C(6) maji p-hodnoty mensi nez 0,05, tyto koeficienty jsou tedy
vyznamné nenulové. C(1), C'(3) a C(5) maji p-hodnotu vétsi nez 0,05. Na hla-
diné vétsi nez 11% bychom jejich nulovost zamitali. Stejné jako u diagonalniho
modelu BEKK jsou hodnoty obou D-W statistik blizké 2, coz znaci nekorelo-
vanost sousednich rezidui rovnic podminénych sttednich hodnot. Pro koeficienty
C(7) - C(15) rovnice podminéného rozptylu jsou vSechny p-hodnoty mensi
nez 0,05, takze vSechny koeficienty jsou statisticky vyznamné na hladiné 5%.
Rovnice podminéného rozptylu diagonalniho modelu vech méa tedy tvar

3,18 0,097 0 0
vech(H,) =107%[345| +| 0 0,081 0 |wech(e_1€l )+

7.23 0 0 0,079
0,85 0 0
+1 0 086 0 |vech(H;).
0 0 0,88

3.3.4 Stacionarita

Driive v textu jsme uvedli, ze diagonalni GARCH model ve tvaru BEKK je
staciondrni pravé tehdy, kdyz plati S8 | (a3 +b%) < 1 pro viechna i a ze
diagonalni model GARCH ve tvaru vech je stacionarni pravé tehdy, kdyz plati
aj; + b;; < 1 pro vSechna ¢. Pro nase modely plati

BEKK : 0,3192842 4+ 0,919131% = 0,946744
0,260767% + 0,950673% = 0.971779
vech :  0,097168 + 0,850088 = 0,947256
0,080529 + 0,864123 = 0,944652
0,079105 + 0,881875 = 0,96098.

Oba modely tedy splnuji podminky kovarianéni stacionarity.
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System: VECH_01

Estimation Method: ARCH Maximum Likelihood (BFGS / Marquardt

steps)
Covariance specification: Diagonal VECH
Date: 07/07/23 Time: 18:27
Sample: 4 1715
Included observations: 1712

Total system (balanced) observations 3424
Presample covariance: backcast (parameter =0.7)

Convergence achieved after 61 iterations

Coefficient covariance computed using outer product of gradients

Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.
c(1) 0.042142 0.024216 1.740295 0.0818
C(2) 0.053152 0.022132 2.401647 0.0163
C(3) 0.017587 0.021492 0.818318 0.4132
C(4) 0.101199 0.036892 2.743095 0.0061
C(5) 0.051044 0.032707 1.560633 0.1186
C(6) 0.051155 0.032971 1.551508 0.1208
Variance Equation Coefficients
C(7) 2.43E-06 3.90E-07 6.231859 0.0000
C(8) 2.59E-06 4.30E-07 6.023478 0.0000
C(9) 5.91E-06 7.48E-07 7.894109 0.0000
C(10) 0.085129 0.009154 9.299206 0.0000
Cc(11) 0.070491 0.006637 10.62069 0.0000
C(12) 0.071826 0.006275 11.44652 0.0000
C(13) 0.875036 0.011916 73.43661 0.0000
C(14) 0.888463 0.010657 83.36808 0.0000
C(15) 0.896812 0.008458 106.0336 0.0000
Log likelihood 11337.27 Schwarz criterion -13.17924
Avg. log likelihood 3.311118 Hannan-Quinn criter. -13.20929
Akaike info criterion -13.22695
Equation: DLPX = C(1)*DLPX(-1) + C(2)*DLPX(-2) + C(3)*DLPX(-3)
R-squared 0.012807 Mean dependent var 0.000243
Adjusted R-squared 0.011652 S.D. dependent var 0.009780
S.E. of regression 0.009723  Sum squared resid 0.161569
Durbin-Watson stat 1.962439
Equation: DLKB = C(4)*DLPX(-1) + C(5)*DLPX(-2) + C(6)*DLPX(-3)
R-squared 0.014662 Mean dependent var -0.000177
Adjusted R-squared 0.013509  S.D. dependent var 0.015639
S.E. of regression 0.015533  Sum squared resid 0.412361
Durbin-Watson stat 1.981112
Covariance specification: Diagonal VECH
GARCH =M + A1.*RESID(-1)*RESID(-1)' + B1.*GARCH(-1)
M is an indefinite matrix
A1 is an indefinite matrix
B1 is an indefinite matrix*
Transformed Variance Coefficients
Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.
M(1,1) 2.43E-06 3.90E-07 6.231859 0.0000
M(1,2) 2.59E-06 4.30E-07 6.023478 0.0000
M(2,2) 5.91E-06 7.48E-07 7.894109 0.0000
A1(1,1) 0.085129 0.009154 9.299206 0.0000
A1(1,2) 0.070491 0.006637 10.62069 0.0000
A1(2,2) 0.071826 0.006275 11.44652 0.0000
B1(1,1) 0.875036 0.011916 73.43661 0.0000
B1(1,2) 0.888463 0.010657 83.36808 0.0000
B1(2,2) 0.896812 0.008458 106.0336 0.0000

* Coefficient matrix is not PSD.

Obréazek 3.7: Model vech 01
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System: VECH_02

Estimation Method: ARCH Maximum Likelihood (BFGS / Marquardt

steps)
Covariance specification: Diagonal VECH
Date: 07/07/23 Time: 18:28
Sample: 17 1715
Included observations: 1699

Total system (balanced) observations 3398
Presample covariance: backcast (parameter =0.7)

Convergence achieved after 63 iterations

Coefficient covariance computed using outer product of gradients

Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.
C(1) 0.043068 0.024972 1.724619 0.0846
C(2) 0.054780 0.022355 2.450404 0.0143
C(3) -0.034798 0.021877 -1.590575 0.1117
C(4) 0.105380 0.037926 2.778576 0.0055
C(5) 0.056398 0.032576 1.731278 0.0834
C(6) -0.091137 0.037337 -2.440926 0.0146
Variance Equation Coefficients
C(7) 3.18E-06 4.86E-07 6.542602 0.0000
C(8) 3.45E-06 5.25E-07 6.569051 0.0000
C(9) 7.23E-06 8.61E-07 8.389511 0.0000
C(10) 0.097168 0.010328 9.408140 0.0000
C(11) 0.080529 0.007365 10.93361 0.0000
C(12) 0.079105 0.006696 11.81465 0.0000
C(13) 0.850088 0.013792 61.63817 0.0000
C(14) 0.864123 0.012023 71.87094 0.0000
C(15) 0.881875 0.009197 95.88790 0.0000
Log likelihood 11270.02 Schwarz criterion -13.20098
Avg. log likelihood 3.316662 Hannan-Quinn criter. -13.23122
Akaike info criterion -13.24899
Equation: DLPX = C(1)*DLPX(-1) + C(2)*DLPX(-2) + C(3)*DLPX(-16)
R-squared 0.013649 Mean dependent var 0.000270
Adjusted R-squared 0.012486 S.D. dependent var 0.009719
S.E. of regression 0.009658 Sum squared resid 0.158194
Durbin-Watson stat 1.961322
Equation: DLKB = C(4)*DLPX(-1) + C(5)*DLPX(-2) + C(6)*DLPX(-16)
R-squared 0.016694 Mean dependent var -0.000160
Adjusted R-squared 0.015534  S.D. dependent var 0.015585
S.E. of regression 0.015464  Sum squared resid 0.405548
Durbin-Watson stat 1.988944
Covariance specification: Diagonal VECH
GARCH =M + A1.*RESID(-1)*RESID(-1)' + B1.*GARCH(-1)
M is an indefinite matrix
A1 is an indefinite matrix
B1 is an indefinite matrix
Transformed Variance Coefficients
Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.
M(1,1) 3.18E-06 4.86E-07 6.542602 0.0000
M(1,2) 3.45E-06 5.25E-07 6.569051 0.0000
M(2,2) 7.23E-06 8.61E-07 8.389511 0.0000
A1(1,1) 0.097168 0.010328 9.408140 0.0000
A1(1,2) 0.080529 0.007365 10.93361 0.0000
A1(2,2) 0.079105 0.006696 11.81465 0.0000
B1(1,1) 0.850088 0.013792 61.63817 0.0000
B1(1,2) 0.864123 0.012023 71.87094 0.0000
B1(2,2) 0.881875 0.009197 95.88790 0.0000

Obréazek 3.8: Model vech 02

32




System: VECH_03

Estimation Method: ARCH Maximum Likelihood (BFGS / Marquardt

steps)
Covariance specification: Diagonal VECH
Date: 07/07/23 Time: 18:29
Sample: 16 1715
Included observations: 1700

Total system (balanced) observations 3400
Presample covariance: backcast (parameter =0.7)

Convergence achieved after 69 iterations

Coefficient covariance computed using outer product of gradients

Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.
C(1) 0.007415 0.013163 0.563292 0.5732
C(2) 0.053697 0.022285 2.409529 0.0160
C(3) 0.027787 0.022894 1.213701 0.2249
C4) -0.003556 0.023811 -0.149327 0.8813
C(5) 0.051121 0.032861 1.555648 0.1198
C(6) -0.001758 0.035549 -0.049448 0.9606
Variance Equation Coefficients
C(7) 2.94E-06 4.75E-07 6.203210 0.0000
C(8) 3.16E-06 5.10E-07 6.196347 0.0000
C(9) 6.89E-06 8.42E-07 8.179502 0.0000
C(10) 0.093068 0.010146 9.172758 0.0000
Cc(11) 0.077483 0.007139 10.85300 0.0000
C(12) 0.078393 0.006527 12.01067 0.0000
C(13) 0.858210 0.013732 62.49540 0.0000
C(14) 0.872163 0.011914 73.20328 0.0000
C(15) 0.884957 0.009045 97.83471 0.0000
Log likelihood 11272.57 Schwarz criterion -13.19622
Avg. log likelihood 3.315462 Hannan-Quinn criter. -13.22644
Akaike info criterion -13.24420
Equation: DLPX = C(1)*DLKB(-7) + C(2)*DLPX(-2) + C(3)*DLPX(-15)
R-squared 0.012641  Mean dependent var 0.000272
Adjusted R-squared 0.011477  S.D. dependent var 0.009716
S.E. of regression 0.009660 Sum squared resid 0.158368
Durbin-Watson stat 1.882038
Equation: DLKB = C(4)*DLKB(-7) + C(5)*DLPX(-2) + C(6)*DLPX(-15)
R-squared 0.003456 Mean dependent var -0.000164
Adjusted R-squared 0.002281  S.D. dependent var 0.015581
S.E. of regression 0.015563  Sum squared resid 0.411046
Durbin-Watson stat 1.888166
Covariance specification: Diagonal VECH
GARCH =M + A1.*RESID(-1)*RESID(-1)' + B1.*GARCH(-1)
M is an indefinite matrix
A1 is an indefinite matrix
B1 is an indefinite matrix*
Transformed Variance Coefficients
Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.
M(1,1) 2.94E-06 4.75E-07 6.203210 0.0000
M(1,2) 3.16E-06 5.10E-07 6.196347 0.0000
M(2,2) 6.89E-06 8.42E-07 8.179502 0.0000
A1(1,1) 0.093068 0.010146 9.172758 0.0000
A1(1,2) 0.077483 0.007139 10.85300 0.0000
A1(2,2) 0.078393 0.006527 12.01067 0.0000
B1(1,1) 0.858210 0.013732 62.49540 0.0000
B1(1,2) 0.872163 0.011914 73.20328 0.0000
B1(2,2) 0.884957 0.009045 97.83471 0.0000

* Coefficient matrix is not PSD.

Obrazek 3.9: Model vech 03
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Z.aver

V této praci jsme predstavili modelovani volatility pouzitim mnohorozmér-
ného modelu GARCH. Nejprve jsme definovali jednorozmérny model ARCH
a jednorozmérny model GARCH. Uvedli jsme definici stacionarity a podminku
kovarian¢ni stacionarity modelu GARCH.

Definici jednorozmérného modelu GARCH jsme rozsitili na mnohorozmérny
model GARCH a zabyvali jsme se vlastnostmi podminéné variancéni matice H,.
Uvedli jsme parametrizace H;, z nichz jsme dostali reprezentace vech, BEKK
a vec modelu GARCH. Pro reprezentace vech a BEKK jsme uvedli obecnou
a diagonalni variantu a porovnavali jsme pocty jejich parametrii. Dale jsme se
vénovali vztahiim mezi parametrizacemi, konkrétné vyjadreni parametra repre-
zentace vech pomoci parametri reprezentace BEKK a podminkdm ekvivalence
reprezentace BEKK a reprezentace vec. Nasledné jsme se zabyvali kovarianéni
stacionaritou mnohorozmérného modelu GARCH. Uvedli jsme nutnou a posta-
cujici podminku kovarianc¢ni stacionarity pro vSechny vyse zminéné reprezentace.
Také jsme pojednali o odhadovani parametri mnohorozmérného modelu GARCH
metodou maximalni vérohodnosti.

Diagonalni model GARCH s parametrizaci BEKK a diagonalni model GARCH
s parametrizaci vech jsme aplikovali na ¢asové fady redlnych dat. Casové fady
vyvoje ceny akcie Komeréni banky a indexu PX jsme prevedli na casové rady
logaritmickych vynosovych mér. Pro tyto fady jsme odhadli rovnice podminé-
nych stfednich hodnot a nésledné jsme pro parametrizaci BEKK i parametrizaci
vech odhadli rovnici podminéného rozptylu. Posuzované modely s rtizné volenou
rovnici podminéné sttedni hodnoty se jevily jako kvalitativné srovnatelné. Timto
se nam podarilo mnohorozmérné modelovat volatilitu.
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