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ABSTRAKT

Cilem diplomové prace pomoci série vyukovych experimentti zavést objem jehlanu, kuzelu
a koule pomoci Cavalieriho principu u zaka devatého ro¢niku zakladni Skoly. Nejprve jsou
v praci charakterizovany teorie a pristupy, na zékladé kterych byl experiment stavén, jako je
teorie generického modelu a konstruktivismus. Dalsi ¢ast se zabyva analyzou ucebnic pro 2.
stupen zakladni Skoly a gymndzia, které se vénuji zavadéni objemu téles jehlan, kuzel a
koule, a pfedevs§im tém ucebnicim, které dané objemy zavadi pomoci Cavalieriho principu.
Vyukovému experimentu predchézela série hodin zaméfenych na seznameni zaki
s vybranymi geometrickymi télesy a odvozovani vypoéti jejich povrchii. Nasledovalo
zavedeni Cavalieriho principu, nejprve v roving, nasledné v prostoru. V praktické ¢asti prace
jsou uvedeny tulohy, které byly ve vyukovém experimentu pouzity. Popis pribéhu
vyukového experimentu je doplnén kopiemi feSeni Zakl. Zavéry jsou ilustrovany postiehy
74kl a shrnutimi, k nimz dospéli formou diskuze nad tlohami. V zavéru prace je uvedeno
vyhodnoceni vyukového experimentu a zhodnoceno, jak Zaci k vyuce pfistupovali a co se
z ni naucili. Ukézalo se, ze Cavalieriho princip je urcit€¢ jednou z moznosti, jak k vyuce

tohoto tématu pfistoupit.
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ABSTRACT

The aim of the thesis is to use a series of pedagogical experiments to introduce the volume
of a pyramid, a cone and a sphere using Cavalieri's principle for pupils of the ninth year of
primary school. First, the thesis characterizes the theories and approaches on the basis of
which the experiment was built, such as the generic model theory and constructivism. The
next part deals with the analysis of schoolbooks for the upper primary school and
gymnasium, which are devoted to the introduction of the volumes of solids of pyramids,
cones and spheres, and especially those schoolbooks which introduce the given volumes
using the Cavalieri principle. The pedagogical experiment was preceded by a series of
lessons focused on familiarizing pupils with given geometric solids and deriving
calculations of their surfaces. This was followed by the introduction of the Cavalieri
principle in the plane and also in space. In the practical part of the thesis, the tasks that
were used in the pedagogical experiment are presented. The description of the course of
the pedagogical experiment is supplemented by copies of the pupils' solutions. The
conclusions are illustrated by the pupils' observations and summaries, which they arrived at
in the form of a discussion on the tasks. At the end of the thesis, an evaluation of the
pedagogical experiment is presented and an evaluation of how the pupils approached the
teaching and what they learned from it. It turned out that Cavalieri's principle is definitely
one of the ways to approach the teaching of this topic.
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Uvod

V diplomové praci se zabyvam vyukou objemt téles na zakladni Skole pomoci Cavalieriho
principu, konkrétn¢ jehlanu, kuzelu a koule. Z vlastni zkuSenosti ze svych zakovskych let
mohu fict, Ze se zavadéni objemu téles mnohdy provadi pfedanim vzorecku, u kterého se
ocekava, ze se ho zaci nauci a budou aplikovat na dalsi tlohy. Méla jsem problémy si tolik
vzorcll zapamatovat a ani m¢ nenapadlo premyslet o tom, jak mohly vztahy na vypoctu
objemi vzniknout. S jinou moznosti pristupu k zavadéni objemt téles jsem se setkala az na
vysoké Skole na Pedagogické fakulté. V magisterském studiu didaktiky matematiky nam
byli pfedstaveny rtizné ptistupy k vyuce matematiky. Jednim z nich byla teorie generickych
modeld. Od té doby jsem véd¢la, ze nemohu ucit uz jinak, protoze mi kone¢n¢ vyuka s timto
piistupem zacala davat smysl. Proto jsem se rozhodla, které uc¢im na zakladni skole, zavést
objemy jehlanu, kuzelu a koule pravé s oporou v teorii generickych model. K tomu se

piimo nabizel Cavalieriho princip.

Cilem diplomov¢ prace je ptipravit, realizovat a vyhodnotit vyukovy experiment zaméieny
na Cavalieriho princip, pomoci kterého zavedu objemy téles s zaky devatého roc¢niku
zakladni $koly. Zaci by méli porozumét tomu, z &eho vztahy pro vypoéet objemu jehlanu,
kuzelu a koule vychazi. K tomu je potieba zrealizovat také vyuku, ve které se zaci
s principem postupné seznami. Nedilnou soucasti prace je také reSerSe ucebnic, které jsou
na toto téma zameétené, s cilem zjistit, jakym zplisobem jejich autofi téma vykladaji. Také
jsem se zamgéfila na to, které ucebnice objemy vybranych téles podle Cavalieriho principu
zavadéji. Vyuka inspirovana ulohami z uvedenych publikaci byla realizovana v devatém

ro¢niku zakladni skoly.

Diplomova prace je rozdélena na dvé ¢asti. Prvni ¢asti je teoreticka ¢ast, ve které predstavuji
pojmotvorny proces, teorii generického modelu, konstruktivismus a transmisivni piistup
k vyuce. Ddale navazuje definovani geometrickych téles a poté jsou uvedeny vybrané
ucebnice, které zavadi objemy mnou vybranych téles. Nasledujici oddily jsou vénované
tomu, jak Bonaventura Cavalieri princip, ktery dnes podle n&j pojmenovavame, odvodil. Je
zde také uvedeno znéni Cavalieriho principu, jak v roving, tak i v prostoru. V poslednim
oddilu teoretické ¢asti uvadim ucebnice, které se pfimo Cavalieriho principu vénuji a podle

néj zavadi objemy vybranych téles.



Druha &ast je prakticka. Uvodni &ast se zabyva piipravou vyuky a podminkami, ve kterych
se realizovala. V dalsi ¢asti je pfedstaveno, jak vyuka probehla. Za¢ind ivodnimi hodinami,
které se vénovaly uvodiim k télesim, do které spada i zjisStovani jejich povrchu. Nasleduji
oddily o zavadéni Cavalieriho principu nejprve v roving, a poté v prostoru. Zavérem
vyukového experimentu a zaroven jeho vrcholem je pak samotné zavedeni objemu jehlanu,

kuzelu a koule. Pribéh vyuky je podrobn¢ popsan a ilustrovan pracemi zaka a rozhovory

s nimi. V zavéru je vyukovy experiment shrnut.

V ptilohéach prace jsou pracovni listy, které byly vyuzité ve vyuce.



1 Teoreticka ¢ast

V této casti predstavim teoretické podklady, které jsou potieba k ukotveni mé prace. Nejprve
vymezim, jaky pfistup k vyuce jsem volila z teoretického hlediska, aby pozd¢ji byly ctenaii
ziejmé veskeré pojmy, které se budou nachazet v dalsi ¢asti prace. Protoze v praktické ¢asti
se budu zabyvat vyukou objemti vybranych geometrickych téles, predstavim definice téchto
téles v této Casti. Nasledné také zminim, jak objemy téles zavadéji riizni autoti v uc¢ebnicich.
Na zavér je uvedeno trochu z historie objeveni Cavalieriho principu, samotny princip je

piedstaven a na konec uvadim u¢ebnice konkrétné se vénujici Cavalieriho principu.

1.1 Pojmotvorny proces

Soucasti pozndvaciho procesu ¢lovéka je vytvareni vztahli mezi pfedstavami a jazykovymi
vyjadfenimi. Kazdy clovék si tak ve svém védomi vytvaii pojmy. Tento proces je
dlouhodoby a slozity. Touto problematikou se jiz v historii zabyvalo nemalo autorti. Dosli

tak pro nas dalezitym tfem myslenkam:

1. Pojmotvorny proces je mozné analyzovat jen jako soucast celkového rozvoje
psychické struktury ¢loveka.

2. Vznik a pietvareni pojmu ve védomi Clovéka je dusledkem jeho aktivni Cinnosti,
pomoci kterych se pojem piediferencovava a zvnitiiuje.

3. Béhem studia je vhodné rozlozit pojmotvorny proces na posloupnost geneticky na
sebe navazujicich etap.

(Hejny & Rybarova, 1984)

Pojmotvorny proces mizeme chéapat kvalitativné — tim myslime abstrakei, na které je dany
pojem uloZeny ve védomi jedince. Déle je mozné na néj nahlizet kvantitativné — mnozstvi
zkuSenosti, které jedinec nabyl s danym pojmem. Pojmotvorny proces je potom posloupnost
kvalitativnich zmén, kdy se pfechazi z niz$i abstrakéni hladiny na vyssi abstrakéni hladinu.
Tyto pfechody mezi abstrakénimi hladinami se nazyvaji abstrakéni zdvihy. Z vySe
uvedené¢ho vyplyva kritérium, sjehoz pomoci rozklddaji Hejny a Rybarova (1984)
pojmotvorny proces na etapy. Jednou etapou mysli jedno ¢asové obdobi, ve kterém
pfedstava o daném pojmu zlstava ve védomi ¢lov€ka na urcité abstrakéni hladiné. Celkem

uvadi Ctyfi etapy:
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1. Synkreticka ptedstava: Z pojmd, které se dostavaji do védomi cloveka, se vyclenuje
skupina takovych pojmd, které se maji asociovat s budoucim pojmem. Pojem se vaze
na zivotni zkusenost, a jest¢ se neodd¢lil od blizkych pojmi ani v pfedstavé nebo
v ¢innosti.

2. Predmétna predstava: Pojem se odd€luje od ptibuznych pojmil a prediferencovava
se, pretvari se, ale i tak je stale tizce spojen s konkrétnim predmétem.

3. Intuitivné-abstraktni piedstava: Pojem se odpoutava od piedchozich asociaci a
piechazi k rodicim se abstraktnim ptedstavam. Manudlni operace se nahrazuji
mySlenkovymi operacemi.

4. Strukturdlni ptedstava: Pojem, ktery je zde uz abstraktni, se stava soucasti

matematické struktury, stava se prvkem axiomatické teorie.

Kazdy pojem, ktery vstupuje do védomi Clovéka je relativni. Kazdy si jej vysvétluje po svém,
a proto piiuceni dojde kazdy pojem do rtizné etapy. Pokud béhem celého procesu vstupovani
pojmu do jednotlivych etap nema pojem dostateCnou predmétnou piedstavu nebo se stane,
ze pojem neprojde vSemi etapami, uklada se do védomi jako prazdné fraze nebo se uklada

bez dostatecného pochopeni (Hejny & Rybarova, 1984).

1.1.1 Teorie generického modelu

Jednou z teorii zabyvajicich se poznavacim procesem je teorie generického modelu, kterou
uvadi kolektiv autorti pod vedenim Milana Hejného. Tato teorie vznikala dlouhodobé na
zéklad¢ dlouholetych vyzkumt. Je zalozena na konstruktivismu, coz je metodicky ptistup,
ktery predstavuje myslenku, ze kazdy poznatek, ktery ptichazi do védomi zéka, si musi zak
sam vybudovat na zéklad€ zkuSenosti. U¢itel mize k budovani poznatku zaka ptispét tim,
ze bude pro néj vytvaret takové prostiedi, ve kterém zak dostane vhodné série tloh. Ucitel

bude také budovat pracovni klima ve tfid¢ a motivovat zaky.

Jak jiz bylo feceno, teorie se dlouhodobé& vyvijela. UZ mezi lety 1942-1977 se ji zabyval Vit
Hejny, otec Milana Hejného. Ten se snazil nalézt metodu, kterd by vedla ke zlepSeni situace
u zékd, ktefi matematice ,,nerozumi‘. Takovi zaci se snazi zplusoby feSeni dané latky ucit
zpaméti misto toho, aby se snaZzili latce porozumét. Usiloval proto o zlepSeni této skute¢nosti

a hledal zptsoby, jak pfispét k budovani zZakovych poznatkl, a jak je vést k porozuméni
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vztahl mezi nimi. Vit Hejny byl také pfesvédcen, ze k zefektivnéni vyuky povede také to,

kdyz bude ucitel znat zakonitosti poznavaciho procesu (Hejny, 2014).

Na tuto praci Vita Hejného pak navazuje jeho syn Milan Hejny a mimo to se inspiruje a
prebird myslenky od Jeana Piageta (1985), Leva Semionovi¢e Vygotského (1970, 1976) a
dalsich autort, ktefi se zabyvali touto problematikou (Hejny, 2004).

Milan Hejny vytvotil model mechanismu poznavaciho procesu Zaka, ktery pomaha 1épe
pochopit, jak zakovy myslenkové pochody funguji, dale pomaha pii odhalovani chyb zak
a khledani jejich pfi¢in nebo pomahd ke konstruovéni reedukacnich postupl. Také
napomaha k tomu, aby uclitel dokazal ve vyuce zvolit vhodné postupy a strategie, které
nevedou k formalnimu poznani zaka a vedou k vyssi efektivité vyuky. Béhem takového
uceni neni dilezité jen ziskani poznatka, ale také vSechny probéhlé procesy, které vedou
k ptebudovani pojmu ve védomi zZaka, a také netispéSné cesty, které vedly za poznanim

(Hejny, 2004).

Cely proces poznani a budovani matematického poznatku rozdéluje Hejny (2004) do série
péti hladin a dvou zdvihti. Prvni hladinou procesu je motivace, ktera ma zaka vést k aktivite.
Po ni nasleduje hladina izolovanych modelii, kde zék ziskava zkuSenosti s konkrétnimi
piipady budouciho poznatku. Pfes prvni mentalni zdvih, ktery se nazyva zobecneni, se
dostava poznatek do hladiny generickych modelu, které je v procesu stéZejnim pojmem. Po
této hladin€ nasleduje dal$i mentalni zdvih, jenz je nazyvan abstrakcni zdvih, a ten dostava
poznatek do nejvyssi hladiny, kterou nazyvame abstraktni poznatek. Pokud dojde k tomu,
ze se do jiz vytvorenych struktur ma zaradit novy poznatek, nazyvame tento proces
krystalizace (Hejny, 2014; Hejny & Kufina, 2009). Proces poznani a budovani
matematického poznatku Ize znazornit schématem, viz obrazek 1. Poznavaci proces
neprobiha tak, Ze by poznatek vstoupil do jedné hladiny, ukoncil ji a preskocil do dalsi.
Vétsinou probihd tak, Zze vstupuje do né€kolika hladin, kromé motivace, najednou (Hejny,

2004).

> izolované > genericky > abstraktni
motivace modely zobecnéni model abstrakce poznatek

krystalizace

Obrazek 1 Schéma teorie generického modelu (Hejny 2014, str. 73)
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Motivace

Motivace stoji na uplném pocatku a z toho diivodu hraje dtlezitou roli v celém poznavacim
procesu. Pojem vychazi z latinského slova moveo = hybat a stimeo = bodat (Hejny, 2014).
Motivace by méla u zaka vyvolat rozpor mezi ,,nevim* a ,,chtél bych védét™ (Hejny, 2004).
Dobra motivace predstavuje uspésny start. Dité je od ptirody zvidavé a ma silnou potiebu
poznavat véci kolem sebe. Bez touhy po védéni si zak nevytvoti Zadné poznatkové struktury,
protoze k budovani poznatkl je potieba, aby se do né&j zdk sdm aktivné zapojil (Hejny &

Kufina, 2015).

Izolované modely

Izolovany model' je konkrétni model nasi pfisti znalosti. V této hlading Z4ci postupné
nabyvaji zkuSenosti s konkrétnimi ptipady poznatku. V prubéhu této etapy projde poznatek
nekolika podhladinami (fazemi). Nejprve dochézi k prvotni zkuSenosti, setkani s prvnim
modelem. Téchto modelt pfichazi postupné vice, ale jsou od sebe zatim oddé€leny,
separovany. Nékteré modely za¢nou postupné vytvaret strukturu, protoze na sebe vzajemné
poukazuji a shlukuji se do skupin. Tato faze je pro hladinu izolovanych modeli klicova.
V konec¢né fazi si zatne zak uvédomovat, co je podstatou jejich ,,stejnosti, a nakonec se
za¢nou ve védomi zéka vytvaret shluky izolovanych modeli a vytvoii komunity (Hejny,

2004).

Mezi izolovanymi modely hraji dilezitou roli typy jednotlivych modelt: piekvapivy model,

zdanlivy model a ne-model.

Prekvapivy model je takovy model, jehoz existenci jsme neptedpokladali. Prekvapivym
modelem by mohl byt ¢tverec na obrazku 2, protoze takovy Ctverec zaci €asto povazuji za

kosoctverec.

Zdanlivym modelem nazyvame takovy model daného objektu, ktery se pouze jevi byt
modelem. Jako ptiklad miizeme opét vyuzit ¢tverec na obrazku 2, ale tentokrat by to byl

zdanlivy model kosoctverce, protozZe na obrazku kosoctverec neni.

! Ve starich publikacich, napt. Hejny, Novotna a Stehlikova (2004), uvadi Milan Hejny misto pojmu izolované
modely pojem separované modely.
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A
Obrazek 2 Ctverec ABCD — pirekvapivy model
Ne-modelem rozumime jev, ktery neni modelem. Rozhodn€ nepatii do komunity

separovanych modelii. Naptiklad jim muize byt ukdzka nekonvexniho mnohouhelniku pfi

zavadéni pojmu konvexni mnohouhelnik.

Genericky model

Kdyz soubor izolovanych modelli vytvoii strukturu, zaéneme jeji strukturovany princip
nazyvat generickym modelem. DoSlo tak k prvnimu mentalnimu zdvihu — zobecnéni.
Zobecnéni nebo téz generalizace vychazi z posledni podhladiny izolovanych modeli, kdy se
spojuji a vytvaii komunitu. Generalizace je stéZzejnim momentem celého poznévaciho
procesu, dodava novou energii v podobé motivace, protoze piindsi néco nového. Poznatek
v hladiné generického modelu je prototypem izolovanych modeli, miZzeme ho povazovat za
jejich zastupce (zastupce kteréhokoli prvku). Také dava vhled do komunity prvki a
vyjadiuje jejich podstatu. Genericky model je stdle vazan na nazornost. Napiiklad prsty
mohou byt generickym modelem pro pocitani, kdy zastupuji urcity pocet objektl. Stejné tak

jimi mohou byt navody, grafy, vzorce nebo algoritmy (Hejny, 2004; Hejny & Kuiina, 2009).

Abstraktni poznatek

Genericky model je na stejné Urovni abstrakce jako modely izolované. AZ poslednim
mentéalnim zdvihem — abstrakénim zdvihem — dochdzi k abstraktnimu poznani, které je ¢asto
provazeno zménou jazyka. Prechézi se od konkrétnich modelil a vyjadieni do jazyka pismen
a symboltl. Zak musi rekonstruovat své dosavadni ukotveni poznatku, coz doprovazi mnoho

zmeén, a tento proces je pro n¢j velmi naro¢ny (Hejny, 2004).

S jazykem pismen a symbolll se Zaci podrobné seznamuji az na druhém stupni zakladni
Skoly. Jazyk pismen pomiize pti hleddni generického modelu pti ptfechodu z izolovanych

modell. Tento proces se vSak nesmi uspéchat, aby Zaci porozuméli tomu, pro¢ to tak je.
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Proces Ize urychlit tim, Ze ucitel pedstavi poznatek zaktim sdm. To vede v§ak pouze k tomu,
ze zaci budou schopni fesit pouze podobné ulohy jako ptiklad, ktery ukazal ucitel sam

(Hejny, 2014).

Krystalizace

Krystalizace byva dlouhodobym procesem. Probihd béhem celého poznavaciho procesu. Pti
novém poznani dochdzi k propojovani s jiZ existujicimi poznatky nejprve na urovni modeld,
potom na Urovni abstraktniho poznani (Hejny, 2004). Novy poznatek se napojuje na jiz
vytvofené struktury ve védomi Zaka, a to 1 ve vice oblastech. Vytvati se husté vazby mezi

poznatky, které uz ve védomdi jsou nebo tam teprve budou (Hejny, 2014).

Jesteé by do tohoto procesu mohla spadat automatizace. Hejny (2004) ji do poznévaciho
procesu nezafazuji, 1 kdyZ hraje ve vyuCovani dileZitou roli. ,,Automatizace uvoliuje
intelektualni energii cloveka pro jinou, narocnéjsi cinnost* (Hejny & Kutina, 2009, str. 142).
Pomaha eliminovat kalkulativni kroky, které by zvySovaly kognitivni naro¢nost ukolu, a je

tak mozné se soustiedit vyhradné na vhodnou strategii (Hejny & Kufina, 2009).

Formalni poznatek

Poznatek, ktery ptichdzi do védomi zéka zvenci jako informace, kterd neni konstruovana
pomoci jednotlivych etap teorie generického modelu, nazyvame formalnim poznatkem.
Formalni znalosti jsou takové znalosti, které jsou uchovavany jako izolovana fakta, nejsou
dostatecné¢ propojena, jsou bez struktury a maji nizkou aplikacni silu (Hejny, 2004).
Samoziejmé ne vzdy je mozné se jim pln¢ vyhnout. Jde piedevSim o situace, jako je
seznamovani s pojmy, napiiklad ndzvy geometrickych utvart. Kazdy ucitel by mé¢l tvorbé
formalnich poznatki ptedchdzet a v pfipadé jejich vzniku je umét diagnostikovat a
reedukovat. Mohlo by se zdat, ze do formalnich poznatkti spadaji i zautomatizované postupy.
Lze v8ak volbou vhodné série uloh ovéfit, jestli jsou dané poznatky opiené o izolované a

generické modely. Tipy na takové ulohy nabizi Hejny (2004), str. 40—41.
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1.2 Konstruktivismus

V Pedagogickém slovniku se konstruktivismus definuje jako ,,Siroky proud teorii ve véddach

o chovani a socidlnich védach, zdurazinujici jak aktivni ulohu subjektu a vyznam jeho

vnitrnich predpokladii v pedagogickych a psychologickych procesech, tak diilezitost jeho

interakce s prostiedim a spolecnosti.* (Pricha kol., 2013, str. 132)

Definici pro konstruktivismus je mnoho, uvnité néj existuje i mnoho proudt.. Napiiklad

Hejny a kol. rozd€luje konstruktivismus na né€kolik proudii na radikalni, kognitivni, socialni,

pedagogicky, didakticky a realisticky konstruktivismus (Stehlikova, 2004). Pro tuto praci

jsou stézejni praveé posledni dva uvedené proudy.

Hejny a Kufina (2015) se vénuji didaktickému konstruktivismu a ve své praci formuluji deset

zasad pro vyucovani matematice, které nazyvaji Desatero didaktického konstruktivismu:

1.

Aktivita — Matematiku chapeme piedevsim jako specifickou lidskou aktivitu, tedy
nikoli jen jako jeji vysledek, ktery se obvykle formuluje do souboru definic, vét a
dikaza.

Reseni uloh — Podstatnou slozkou matematické aktivity je hledani souvislosti, feseni
uloh a problémd, tvorba pojmi, zobeciovani tvrzeni a jejich dokazovani. Popsany
proces miize probihat v matematice samé nebo v libovolné jiné oblasti lidského
poznani. Tvorba matematickych modelt reality je pak jeho soucasti.

Konstrukce poznatkii — Poznatky, a to nejen poznatky matematické, jsou nepfenosné.
Pfenosné (z knih, Casopist, pfednasek a rtiznych médii) jsou pouze informace.
Poznatky vznikaji v mysli poznavajiciho ¢loveka. Jsou to individualni konstrukty.
ZkuSenosti — Vytvafeni poznatkli (napf. v oblasti pojmi, postupl, piedstav,
domnének, tvrzeni, zdGvodnéni, ...) se opird o informace, je vSak podminéno
zkuSenostmi poznavajiciho. ZkuSenosti si pfinasi zak z¢asti z kontaktu s realitou
svého Zivota, mél by vSak mit dostatek ptilezitosti nabyvat zkuSenosti i ve Skole
(experimentovani, feSeni uloh, ...)

Podnétné prostiedi — Zakladem matematického vzdélavani konstruktivistického typu
je vytvareni prostiedi podnécujiciho tvofivost. Nutnym pfedpokladem toho je tvotivy
ucitel a dostatek vhodnych podnéth (otazky, Glohy, problémy...) na stran¢ jedné a

socidlni klima tfidy pfiznivé tvofivosti na stran¢ druhé.
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6. Interakce — Ackoli je konstrukce poznatkli proces individudlni, pfispiva k jeho
rozvoji socialni interakce ve tfid¢ (diskuse, srovnavani vysledkd, konstrukce
prikladii a protipiikladd, pokusy o formulace domnének a tvrzeni, argumentace,
hledani dikazu...).

7. Reprezentace a strukturovani — Pro konstruktivisticky pfistup k vyucovani je
charakteristické péstovani nejriznéjSich druhi reprezentace a strukturalni budovani
matematického svéta. Dil¢i zkuSenosti a poznatky jsou rtizné orientovany, tfidény,
hierarchizovany, vznikaji obecngjsi a abstraktnéjsi pojmy.

8. Komunikace — Pro konstruktivistické vyu€ovani v matematice ma znacny vyznam
komunikace ve tfid¢, a péstovani riznych jazykd matematiky. Jednim z nich je
neverbalni vyjadfovani, jinym matematickd symbolika. Dovednost vyjadfovat
vlastni mySlenky a rozumét jazyku druhych je tieba systematicky péstovat.

9. Vzdélavaci proces — Vzdélavaci proces v matematice je nutno hodnotit minimalné
ze tii hledisek. Prvni je porozuméni matematice, druhé je zvladnuti matematického
femesla, tieti jsou aplikace matematiky. Pro porozuméni matematice ma zasadni
vyznam vytvafeni predstav, pojmu a postupil, uvédomovani si souvislosti. Rozvijeni
matematického femesla vyzaduje trénink a ptipadné i pamétové zvladnuti urcitych
pravidel, algoritmti a definic. Aplikace matematiky nemusi byt jen vyvrcholenim
vzdélavaciho procesu, mohou hrat roli i motivacni. Matematiku se uc¢ime jejich
provozovanim.

10. Formalni poznani — Vyucovani, které ma charakter pfedavani informaci (vyucovani
transmisivni), nebo vyucovani, které dava pouze navody, jak postupovat (vyucovani
instruktivni), vede pfedevsim k ukladani informaci do paméti. To umoziuje v lepSim
ptipade¢ jejich reprodukci (napt. u zkousky), obvykle vSak dochézi k jejich rychlému
zapominani a zfidkakdy k jejich netrividlnimu vyuziti. Takové poznani je

pseudopoznénim, je poznanim formalnim.
(Hejny & Kutina, 2009, str. 194-195)

Zaci by méli mit radost z matematického poznani. Matematika by jim méla p¥ijit smysluplna
a uzitecnd. Meli by citit potiebu se ji ucit. Matematika by méla zaky vést k dobré

argumentaci a k rozvoji socidlnich schopnosti. Ucitelé¢ by méli zaky podporovat, protoze
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takové tkoly rozhodné neni jednoduché zvladnout samostatné. M¢l by také pro né€ vytvaret

vhodné podnétné prostiedi.

1.3 Transmisivni vyucovani
V ptedchozi kapitole jsem ptedstavila konstruktivisticky pfistup k vyuce, ktery bude i déle

v praci zminovan. Na druhém po6lu spektra stoji transmisivni pristup k vyuce.

Transmisivni vyucovani je podobné behavioristickému pfistupu. Vyuka se zaméfuje na
vykon, a ne na osobnost zaka. Zak zaujima pasivni roli ve vyuce, piijima znalosti v jiZ hotové
podobé od ucitele a ocekava se od néj, Ze si co nejvice zapamatuje a nasledné bude ucivo
reprodukovat. Ucitel se snazi podat zdkovi velky objem informaci a snazi se zakiim usnadnit
uceni zpaméti (Hejny a kol., 2014). Transmisivni vyucovani muze vést k formalnim
poznatktim. Ucitel¢ zpravidla vyuzivaji kombinaci konstruktivistického a transmisivniho

pristupu, kterd se nachéazi na riznych ¢astech pomysiného spektra.

1.4 Geometricka télesa

Geometrické téleso je mozné definovat tak, jak ho uvadi Eva Pomykalova: ,,Geometrické
teleso je prostorovy omezeny souvisly geometricky utvar. Jeho hranici nazyvanou také
povrchem je uzaviend plocha.” (Pomykalova, 1995, str. 123). Mezi geometricka télesa
fadime napftiklad krychli, kvadr, kuzel, jehlan, kouli atd. Tyto trojrozmérné Gtvary maji tfi
rozmeéry — délku, Sitku a vysku. Mzeme je d€lit na dvé kategorie a témi jsou mnohostény a

rotacni télesa. Pfiklady mnohosténti a oblych téles jsou na obrazku 3.

Obrazek 3 Geometricka téelesa

U kazdého takového télesa je mozné se zabyvat jeho povrchem nebo objemem. Uved’'me

proto, co povrchem a objemem myslime.
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Obsah

U rovinnych obrazcl uréujeme obsah utvaru. Obsah rovinnych utvart mizeme definovat

takto:

Obsah S obrazce je kladné ¢islo pfifazené geometrickému obrazci tak, ze plati:
1. Shodné obrazce maji sobé rovné obsahy.
2. Sklada-1i se obrazec z n€kolika obrazci, které se navzajem nepiekryvaji, rovna se
jeho obsah souctu jejich obsah.
3. Obsah &tverce o strané 1 (mm, cm ...) je 1 (mm?, cm?, ..)).

(Pomykalova, 1993, str. 65-66)

Obsahem ttvaru tedy myslime ¢islo, které urcuje velikost ohraniené plochy danym

utvarem.

Povrch

Povrch geometrickych téles oznaCujeme stejné jako obsah rovinnych utvart pismenem S a
rozumime jim obsah jeho hranice (Pomykalova, 1995, str. 150) neboli obsah jeho sité. Siti
geometrického télesa pak myslime rozvinuti vSech ploch, které tvoii povrch télesa, do

roviny. Pfiklady siti kvadru a valce jsou na obrazku 4.

Obrazek 4 Sit’ kvadru a valce

Objem
Objem urcujeme u geometrickych téles a zna¢ime ho zpravidla pismenem V. Myslime tim

velikost prostoru, které téleso zabira.

Objem télesa je kladné ¢islo ptifazené Utvaru tak, Ze plati:

1. Shodna télesa maji objemy sobé& rovné.
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2. Jestlize je téleso slozeno z n¢kolika nepronikajicich se téles, je jeho objem roven
souctu objemt téchto téles.
3. Objem krychle o strané 1 (mm, cm, ...), je roven 1 (mm?, cm’, ..)).

(Pomykalova, 1995, str. 149)

Pro zaky pak objem mtize znamenat, jakym mnozstvim latky (naptiklad vody nebo vzduchu)

se da téleso naplnit.

Jak jiz bylo zminéno, je mozZné vSechna geometrick4 télesa roziadit do dvou kategorii, které

v dal§im textu popiSu podrobngéji.

1.4.1 Mnohostény

Mnohostén je geometrické téleso, jehoz hranice je tvofena mnohothelniky. Zadné dva
mnohotihelniky nelezi v jedné rovin€é a kazda strana jednoho mnohouhelniku je zaroven
stranou jiného mnohothelniku. Neboli, pokud rozvineme sit’ mnohosténu do roviny, bude

se jeho sit’ skladat z nékolika mnohouhelnika (Kadlecek, 1996, str. 147).

Pravidelny mnohostén je téleso, jehoz vSechny stény jsou shodné mnohotihelniky a zaroven
z jeho kazdého vrcholu vychazi stejny pocet hran. Pro pravidelné mnohostény se také
pouziva oznaceni Platonska télesa. Platonskych téles je prave pét. Jsou to pravidelny Ctytfstén
(tetraedr), pravidelny Sestistén (hexaedr), pravidelny osmistén (oktaedr), pravidelny

dvanactistén (dodekaedr) a pravidelny dvacetistén (ikosaedr), viz obrazek 5.

Obrazek 5 Platonska télesa

Mnohostény mlizeme déle délit na télesa hranolového a jehlanového typu.

Hranol
Abychom mohli piesn€ vymezit pojem hranol, musime nejprve definovat pojem hranolova

plocha (viz obrazek 6):
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Necht’ je dan konvexni n-thelnik A4, A4,, ..., A, lezici v roviné p a piimka s riznobézna
s rovinou p. Sjednoceni vSech rovnobézek s pfimkou s protinajici hranici mnohothelniku

A4 A, ... A, se nazyva hranolova plocha.
(Polak, 2008, str. 517)
Dale ur¢ime, co je hranolovy prostor:

Mnozina vSech pfimek rovnobéZznych s ptimkou s protinajici mnohouhelnik 4,4, ... 4, se

nazyva hranolovy prostor.
(Polak, 2008, str. 517)
A s pomoci takto definovanych pojmi mizeme konecn¢ zavést hranol:

Prinik tohoto hranolového prostoru a vrstvy s hraniénimi rovinami p a o |l p (o # p) se

nazyva n-boky hranol.

(Polak, 2008, str. 517)

Obrazek 6 Hranolova plocha

Specialnimi pfipady hranoli jsou pravidelny Sestistén, ktery nazyvame krychle, a hranol
tvofeny Sesti pravouhlymi ctyithelniky, které vSak nemusi byt shodné, a ten nazyvame
kvadr. Dalsi typy hranolii se nazyvaji podle toho, jaky n-uhelnik se nachéazi v podstavé
hranolu v definici hranolové plochy. Pro trojuhelnik se hranol nazyva trojboky hranol, pro

¢tytthelnik se hranol nazyva ¢tytboky hranol, pro pétithelnik je pétiboky hranol atd.
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Jehlan
Analogicky jako hranol mizeme zavést i jehlan. Nejprve definujeme jehlanovou plochu (viz

obrazek 7):

Necht’ je dan konvexni n-uhelnik A4, A,, ..., A, vroviné p abod V, ktery v této roviné nelezi.
Sjednoceni vSech pfimek prochazejicich bodem V a protinajici hranici mnohothelniku

A4, ... A, se nazyva jehlanova plocha.
(Polak, 2008, str. 518)
Déle zavedeme jehlanovy prostor:

Sjednoceni vSech pfimek prochéazejicich bodem V' a protinaji mnohothelnik A4, ... A, se

nazyva jehlanovy prostor.
(Polak, 2008, str. 518)
A nakonec definujeme jehlan:

Priinik jehlanového prostoru a prostorové vrstvy, jejimz hrani¢nimi rovinami jsou rovina p

arovina g || p prochazejici vrcholem V' jehlanového prostoru, se nazyva n-boky jehlan.

(Polék, 2008, str. 518)

Obrazek 7 Jehlanova plocha
Nejjednodussim jehlanem je Ctyfstén. Hranice Ctyfstén tvofi Ctyfi trojuhelniky. Zvolenim
jednoho z trojiihelniki podstavou ziskdme trojboky jehlan a zbylé trojuhelniky budou

bo¢nimi sténami. Cty¥stén (nebo také trojboky jehlan) méa nejmensi mozny podet stén ze
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vSech jehlanii. Jiné jehlany se pojmenovavaji analogicky jako hranoly. Jehlan s postavou
trojuhelniku se nazyva trojboky jehlan. Jehlan s podstavou ¢tyithelniku se nazyva ¢tyiboky

jehlan atd.

1.4.2 Rotacni télesa

Rotacni télesa (také nékdy nazyvana obla télesa) jsou geometricka télesa, ktera vznikaji
rotaci rovinného utvaru kolem pfimky. Pfimku nazyvame osou rotace, pficemz tato osa
rotace leZi ve stejné rovin¢€ jako dany geometricky utvar (Pomykalova, 1995, str. 134—136).

Mezi rotacni télesa patii valec, kuZzel a koule.

Vilec

Viélec miizeme zavést pomoci kruhoveé valcové plochy, stejné jako se zavadély mnohostény.
Poté ukazi, jak se zavadi rotacni valec jako specialni ptipad kruhového valce, ktery ma strany
kolmé k podstavam.

Necht’ je dana kruznice k v roviné p a piimka s riiznobézna s rovinou p. Sjednoceni vSech
piimek, které jsou rovnobézné s piimkou s a protinaji kruznici k, se nazyva kruhova valcova
plocha. Tyto pfimky se nazyvaji povrchové piimky, kruznice k se nazyva fidici kruznice
(viz obrazek 8).

(Polék, 2008, str. 521)

Sjednoceni vSech piimek, které jsou rovnobézné s piimkou s a protinaji kruh s hranici k, se

nazyva kruhovy valcovy prostor.
(Polak, 2008, str. 521)

Prinik kruhového vélcového prostoru a vrstvy s hrani¢nimi rovinami p ao |l p (o # p) se
nazyva kruhovy valec. Podstavy télesa tvofi kruhy, v nichZ tyto roviny protinaji kruhovy
véalcovy prostor. Strany valce jsou tsecky vytaté rovinami na povrchovych ptimkach. P1ast

vélce je mnoZina stran valce. Vyska valce je vzdalenost rovin jeho podstav.

(Polék, 2008, str. 521)
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Obrazek 8 Kruhova valcova plocha

Rotacni valec vznika rotaci obdélniku, ptipadné ctverce, kolem pfimky obsahujici jednu jeho
stranu. Jedna strana obdélniku je vySkou valce a druhé jeho strana je polomérem podstavy
valce. Na obrazku 9 je dan obdélnik ABCD, ktery rotuje kolem pifimky o. Strana AD je
vyskou rotacniho valce. Body B a C vytvoii svou rotaci podstavné hrany valce (kruznice).
Rotaci stran AB a CD vzniknou podstavy valce a rotaci strany BC vznikne plast. Use¢ka AB
je polomérem valce, jeji dvojnasobek je primerem valce. Polohy tsecky BC v jednotlivych

mistech rotace se nazyvaji strany valce.

3
T —

A

! r

Obrazek 9 Vznik rotacniho valce

Kuzel
KuZel opét stejné jako valec nejprve definuji pomoci kuZelové plochy a poté jako rotacni

téleso (specidlni ptipad kruhového kuzelu).
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Necht’ je dana kruznice k v roviné p abod V, ktery v roviné nelezi. Sjednoceni vSech ptimek,
které prochazeji bodem V a protinaji kruznici k, se nazyva kruhova kuzelové plocha. Bod V'

se nazyva vrchol kuzelové plochy (viz obrazek 10).
(Polak, 2008, str. 521)

Sjednoceni vSech ptimek, které prochazeji bodem V a protinaji kruh s hranici k, se nazyva

kruhovy kuzelovy prostor.
(Polak, 2008, str. 521)

Kruhovy kuzel je téleso, které tvofi cast kruhového kuZelového prostoru. Je omezena
kruhovou kuZelovou plochou a rovinou, ktera je riznob&zné s ptimkami kuzelové plochy,
ale neprochazi jejim vrcholem V. Vypliuji jej tedy vSechny usecky, jejichz jeden krajni bod
je ve vrcholu 7 a druhymi krajnimi body jsou jednotlivé body fidiciho kruhu.

Podstava kuzele je fidici kruh. Strany kuzele jsou Usecky, jejichz jeden krajni bod je ve
vrcholu V a druhy na fidici kruznici. P1ast’ tvofi mnozina stran kuzele. VySkou rozumime

usecku spojujici vrchol kuzele a patu kolmice spusténé z ného na rovinu podstavy. Rota¢ni

kuzel je specialni ptipad kruhového kuzele.

(Polék, 2008, str. 521-522)

Obrazek 10 Kruhova kuzelova plocha
Rotac¢ni kuzel stejné jako rota¢ni valec vznika rotaci rovinného tvaru kolem osy. Zde rotuje
pravouhly trojihelnik kolem pfimky, ktera obsahuje jednu jeho odvésnu, jak je ukazano na
obrazku 11. Pravouhly trojuhelnik ABV rotuje kolem osy o. Bod V je vrcholem kuZelu.

Rotaci bodu B vznika podstavnd hrana a rotaci strany AB podstava kuZelu. Délka odvésny
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AB je polomérem podstavy. Plast’ kuzelu vznikd rotaci ptepony BV a jednotlivé polohy

v rotaci prepony BV nazyvame strany kuzelu.

Obrazek 11 Vznik rotacniho kuzelu
Koule
Kulova plocha je mnozina bodii v prostoru, které maji od pevného bodu S stejnou vzdalenost

r > 0. Bod S je sttedem kulové plochy a r jejim polomérem. Znaci se k(S; 1)
(Polak, 2008, str. 522)

Koule jako rotacni téleso vznika rotaci kruhu kolem piimky (osy rotace) prochdzejici jeho
prumérem, viz obrazek 12. Stfed kruhu je zaroven stfedem koule. Zaroven také polomér
kruhu je polomérem koule. Hranici koule (nebo téz povrch koule) je kulova plocha, ktera
vznikla rotaci kruznice kolem osy rotace. Primér koule je kazda usecka, jejiz krajni body

lezi na kulové plose a zarovei obsahuje stied koule.

Obrazek 12 Vznik koule
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1.5 Zavadéni geometrickych téles ve vyuce

V ptedchozim oddile jsem piedstavila, jak je mozné jednotliva télesa definovat. Zde se budu

vénovat tomu, jaké jsou mozné zptisoby vyuky zavadéni téchto téles.

Jednim ze zpUsobi je transmisivni piistup. Zakim se piedloZi télesa a uditel piedstavi
formou vykladu pozadovana geometricka télesa, doplni jej o demonstrativni obrazky a
ukazky modeld nebo tfeba zabrousi 1 k informaénim technologiim a vyuZije interaktivni
tabuli k zajimavym cvi¢enim. VétSinu aktivni role zastava ucitel, Zak je v pasivni, piijimajici
pozici. Jednotlivé vztahy pro vypocty povrchi a objemil jsou zaktim piedany, mozna i
doplnény o jejich dikazy, ale pouze informativné a po Zakovi se nepozaduje, aby jim
porozumél. Dilezitéjsi je, aby si vzorecky zapamatoval a umél je pouzit v nésledujicich

aplika¢nich tlohéch.

Jinou moZnosti vyuky je konstruktivisticky ptistup. Béhem takové vyuky jsou zakam taktéz
predkladana télesa, ale ucitel je ve vyuce spise jako facilititor nebo moderator a zaci odhaluji
dané vztahy, ktera pro télesa plati. Samoziejmé pojmy vztahujici se k télesim objevit nelze.
Aktivni &ast vyuky piebiraji Zaci a podileji se na ni. Zaci jsou vedeni k tomu, aby
porozuméli, dostali vhled do problematiky a uméli je nésledné 1 vyuzivat. Mezi
konstruktivistické ptistupy se fadi teorie generickych modela od profesora Milana Hejného
a kolektivu autort. V dalsim textu se budu jiz vyhradné vénovat vyuce s konstruktivistickym

pristupem.

V nasledujicich oddilech piedstavim, jak je mozné se ve vyuce zavadét vybrana geometricka
télesa. Budu prevazné vychazet z uéebnic Matematika pro 9. rocnik ZS, 2. dil (Odvarko &
ucebnice H-mat (Hejny a kol.) Matematika 9 pro ZS a viceletd gymndzia — Geometrie
ucebnice (Binterovd a kol.), Matematika pro gymnadzia: stereometrie (Pomykalova)
Matematika pro stiredni skoly — 6. dil: Stereometrie — ucebnice (Vondra). V téchto oddilech
pouze uvedu, jaké jsou moznosti zavadéni tcles, Ctendf se pak muze na podrobné

rozpracovani podivat do uvedenych publikaci, na které odkazuji.
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1.5.1 Jehlan

Nejprve je pii vyuce dulezité zaky motivovat k tématu. To mizeme provést tak, ze zaktim
téleso predstavime bud’ na obrazku nebo jako model nebo klidn€¢ kombinaci obojiho. Stejné
jako nabizi ucebnice, je pak vhodné nechat zaky, aby nachazeli ve svém okoli, nebo patrali
ve své paméti, kde se jehlan kolem nich vyskytuje. Mohou tim byt stiechy hradd nebo vézi
(Trejbal, 1999) nebo tieba také pyramidy. Dale miizeme navazat popisem casti jehlanu,

napiiklad tak, jak je uvadi Odvarko a Kadlecek (2013), viz obrazek 13.

Jehlan
y=—hlavni vrchol——, .
1 Eni 1
" __——botni hrana ! b
bk a“*-{ ._——Dbotni sténa ha— VYSKa
| -<—vrchol podstavy
- ~— podstavna hrana— .
w ;
d _— podstava — fg
Cryiboky jehlan Pétiboky jehlan
Podstava je Ctyiihelnik. Podstava je pEtithelnik.
Boéni stény jehlanu jsou trojiihelniky.
Vzdalenost hlavniho vrcholu od roviny podstavy je télesova vyska jehlanu, stru¢ngji
vyska jehlanu.

Obrazek 13 Cv'dstijehlaml (Odvarko & Kadlecek, 2013, str. 5)

Povrch jehlanu

Vsechny uvedené ucebnice piistupuji k zavadéni povrchu jehlanu stejné. Nejprve Ctenaie
seznami se siti jehlanu, poté spocitaji obsah plochy vyznacené touto siti. Nakonec vztah
zobecni, protoze kazdy jehlan ma pokazdé jiny pocet Casti a tvori je rizné geometrické

utvary, do vzorce S = S, + Sy, kde S, znaci obsah podstavy jehlanu a S, obsah plaste.

Objem jehlanu

K objemu jehlanu pfistupuji vSechny ucebnice podobné. VSechny vybrané ucebnice se
shoduji v tom, Ze ndzorné ukazuji, Ze tfi shodné jehlany zaplni cely objem kvadru (krychle),
a bud’ rovnou takovy model predstavuji (viz obrazek 14), nebo alesponl Zaky nabadaji, at’ si

ovéii na Skolnim modelu, Ze to plati (Trejbal, 1999, str. 24).
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Obrdzek 14 Krychle rozdélend na ti shodné jehlany (Vondra, 2014, str. 59)

Z poznatku, Ze se objem kvadru da rozd¢lit na tii shodné jehlany vyvozuji, ze objem jehlanu
spocitame jako objem kvadru, a protoze hranoly jiz zaci znaji, prechazi k vypoctu objemu
jehlanu: V = iSpv, kde S, je obsah podstavy a v vySky jehlanu, ktera je shodna s vySkou

kvadru.

Jiny piistup k objemu jehlanu uvadi Pomykalova (1995) a u¢ebnice H-mat od Hejného a kol.
Jejich piistup vice popiSu v oddile 1.8.

1.5.2 KuzZel

Uvod k télesu kuzel op&t viechny u¢ebnice zaéinaji motivaci, stejné jako u jehlanu, hledanim
objektl v okoli s danym tvarem a pokracuji popisem jeho ¢asti (viz obrazek 15). Specidlni
casti, kterou kuZzel mé a neni zcela intuitivni ji pojmenovavat, je strana kuzelu. Herman a
kol. (2001) nabizi zdktim vyzkousSet si, jak vzniké rotacni kuzel. Vyuziva k tomu pravouhly

trojuhelnik AVS (viz obrazek 16), ktery kdyZ nechd rotovat kolem odvésny VS, vznika kuzel.

Kuzel

| ———

vrchol kuzele

<~ strana kuZele
T vy¥¥ka kuZele

«_____ polomér kuiele
\"\_____ podstava kuzele
Podstavou kuZele je kruh.
Vyika kuzele je vzddlenost jeho vicholu od stiedu podstavy.
Polomér kuzele je polomér jeho podstavy.

Obrdazek 15 Casti jehlanu (Odvirko & Kadlecek, 2013, str. 16)
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Obrdzek 16 Rotacni kuzel vznikly z pravouihlého trojiihelniku AVS (Herman a kol., 2001, str. 80)
Povrch kuzelu
Povrch kuZelu se opét poji se siti a pocitdnim obsahu sité. Sit’ kuzelu se skladd z kruhu a
kruhové vysece. Motivaci pro sit’ kuzelu mize byt pro zaky tfeba vyroba cepicky, jak
ukazuje Hejny a kol. (2017), viz obrazek 17. S kruhovou vyseci se Zaci do t€¢ doby nesetkali
a je pro né novym pojmem. Spocitat obsah kruhu neni problém. Na obsah kruhové vysece
pouzivaji ucebnice rtizné piistupy.

Igor se rozhodl, Ze na 3kolni besidku pijde jako trpaslik. V jednom Bt
nadel navod na vyrobu Cepice. §i

\ naneste lepidlo I |

Z papiru A4 vystfihl co nejvétsi palkruh na jeji vyrobu. Vyrobte éepici a Zjistéte,
jestli se vejde na hlavu.

Obrdzek 17 Vyroba cepicky (Hejny a kol., 2017)
Herman a kol. (2001) a Odvarko a Kadlecek (2013) odvozuji obsah kruhové vysece pomoci
poméru podobnosti (pfimé tméernost), kde davaji do poméru obsah plasté s obsahem celého
kruhu (7s?), ze kterého je vyiiznuta kruhova vyse¢, polomérem je délka strany s kuZelu, a
pomér délky oblouku kruhové vysece (2rr) a obvodu kruhu kruhové vysece (2rs). Poméry

podobnosti jsou stejné, je mozné piejit k rovnosti:
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S, ws? = 2nr: 2ms

pl

Sp

| = Trs

Pocitani obsahu plasté za pomoci obloukové miry (poméru velikosti thlu ku celému kruhu)
uvadi Pomykalova (1995) a Hejny a kol. (2017). V ptipadé¢ Hejného a kol. (2017) zéci
z uvedenych izolovanych modeld odvodi vztah pro vyjadieni uhlu, Pomykalova (1995) bez

odvozeni uvadi vztah ¢ = 2% a z toho dochazi k vyjadieni vztahu pro obsah plaste.

Zcela jiny ptistup uvadi Binterova a kol. (2010). Kruhovou vyse¢ rozdéluji na mensi kruhové
vysece, ,,skoro trojuhelniky* (Binterova a kol., 2010, str. 27). Pokud se vysece vhodné
pieskladaji, vznikne kosodélnik, jak je vidét na obrazku 18. Spocitat obsah takového utvaru
je pro zaky snadné. Stejny postup preskladani uvadi i Hejny a kol. v pfirucce pro ucitele

(2019).

Obrazek 18 Rozdéleni plasté kuzelu na "skoro trojuhelniky * (Binterova a kol., 2010, str. 27)

Objem kuZelu
Objem kuZelu vétSina ucebnic uvadi jako zobecnéni objemu jehlanu tak, Ze se zvétSuje pocet

vrcholit mnohothelniku v podstavé jehlanu. Cim vice vrcholi bude mit, tim bude podobnéjsi
kruhu. Proto se objem kuzelu pocita V = éSpv, kde S, = mr? je obsah podstavy (kruhu) a

v je vyska kuZelu.

Stejnym zplisobem k odvozeni pfistupuje i ucebnice Hejného a kol. (2017), ale s tim
rozdilem, Ze jim pouhé konstatovani faktu nepostacuje a postava Elmara v ucebnici vyziva,

aby Zaci ovéftili vztah ,,Cavalierim®.
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1.5.3 Koule
Koule je opét zavadéna pomoci motivace hledanim objekt ze zkuSenosti zéka, které maji
tvar koule. Nékteré ucebnice popisuji, jak koule vznikd — rotaci kruhu nebo pulkruhu

(Trejbal, 1999; Herman a kol., 2001).

Protoze vétSina ucebnic nejprve zavadi objem koule, uvedu zde také opacné poradi zavadéni

pojmti objem a povrch koule.

Objem koule
Nékteré ucebnice predavaji vzorec pro vypocet objemu koule bez zdtivodnéni (napt. Vondra,
2014 nebo Trejbal, 1999). Trejbal (1999) dokonce uvadi, Ze ho pouze pfijmeme za spravny,

protoZe Zaci nejsou v tuto chvili schopni vztah odvodit.

Dalsi ucebnice se pokousi alesponn o uvahu s odhadem. Piikladem toho je ucebnice od
Hermana a kol. (2001). Nejprve pfipominaji, Ze rotaci ¢tverce kolem jedné jeho hrany vznika
rotaéni valec o objemu V = mr2. Pokud stejnym zpiisobem nechdme rotovat polovinu

< ;o . , oy . NV . 1
¢tverce, ktery ufizneme po jeho uhlopficce, vznikne rota¢ni kuzel o objemu V = 5717”3.

Pokud ve Ctverci sestrojime ¢tvrtkruh, jako je na obrazku 19, dostaneme téleso, jehoz objem

bude mensi nez objem valce a zaroven vEtsi nez objem kuzelu.

Obrazek 19 Rotace ctverce, trojuhelniku a ctvrtkruhu (Herman a kol., 2001, str. 118)
Rotaci ctvrtkruhu ziskame polokouli, proto budeme uvazovat dvojnasobky uvedenych
objemii: <% < Viguie < 27r2. Bez ditkazu pak uvadi, Ze ., chyby" obou odhadi jsou
stejné, nebot objem V je aritmetickym priumeérem obou nalezenych hodnot* (Herman a kol.,

2001, str. 119) a dostavaji vztah pro objem koule V = (g nrd + 27Tr2) 2= %nr3.

Pomykalova (1995) a Hejny a kol. (2017) se svym ptistupem odliSuji, vice v oddile 1.8.
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Binterova a kol. (2010) naznacuji, jak je mozné k vypoctu objemu koule dospét, ale
neodvozuji ho s tim, ze se odvozeni zaci nauci, pokud ptjdou na stfedni Skolu. Objem
odhaduji z objemu valce, ktery lze opsat polokouli a z objemu kuzelu, ktery lze polokouli

vepsat. Pro ndzornost uvadi pouze obrazek 20.

Obrazek 20 Odhad objemu koule (Binterova a kol., 2010, str. 31)

Povrch koule
Zavedeni povrchu koule opét ne€kteti autofi nechavaji bez zdiivodnéni (napi. Bitnerova a
kol., Vondra, Odvarko & Kadlecek). Problémem, ktery u povrchu koule nastava, je to, Ze

koule nema sit’, neni mozné ji rozvinout do roviny.

Nejvice ucCebnic uvadi postup srozdélenim koule na n shodnych ctyfbokych jehlani
s vyskou poloméru koule (viz obrazek 21). Protoze jsou jehlany malé, mizeme jejich
podstavy povazovat za rovinné. Povrch celé koule je rozd€len na podstavy jehlanti a objem
koule roztezén na nékolik jehlanti. Vzhledem k tomu, Ze jen zménime uspotradani objemu
(kouli rozebereme na jehlany), se velikost objemu nezméni. Proto soucet objema jehlanti a
objem koule je stejny. Dale vime, Ze soucet obsahti podstav vSech jehlant tvoii povrch celé

koule. Na konec jde jen o Gipravu rovnice:

Vi =Viy + Vjp + -+ Vi

4 . 1

§nr =§Sp1v+§Sp2v+-~-+§Spnv
4 3

§nr =3 p1r+§Sp2r+-~-+§Spnr
4 1

§T[T3 = §r(5p1 +Spy + o+ Spn)

4 . 1

§nr = §r5k

S, = 4mr?,
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kde Vj je objem koule, Sy je povrch koule, Vj; je objem jehlanu, proi = 1, ..., n, S;,; je obsah

podstavy jehlanu, proi = 1, ...,n, v je vyska jehlanu a r je polomér koule.

U této upravy bychom mohli namitat, Ze podstava jehlani je rovnd, a ne zakiivena jako je
povrch celé koule. Tento problém vyfeSime tim, ze jehlany budeme tivahou postupné
zmenSovat. Pouzijeme infinitezimalni pfedstavu k tomu, aby podstavy jehlant byly tak
malé, ze se cely povrch vyhladi a ztratime tim chybu vzniklou z rovinnych podstav (Herman

a kol., 2001; Trejbal 1999; Hejny a kol., 2018).

Obrazek 21 Koule roziezand na n jehlanii (Herman a kol., 2001, str. 120)
Hejny a kol. (2018) ukazuje jeste¢ jiny zpusob hledani povrchu koule, a to pomoci
experimentu za pomoci modelu koule, valce a provazku. Vélec mé stejnou vysku jako ma
koule primér. Pomoci provazku omotame celou kouli a provazek poté namotame na
pripraveny valec, viz obrazek 22. Zaci pak zjistuji, do jaké vysky se omota vélec provazkem.
Protoze Zaci znaji vztah pro vypocet povrchu vélce a pfi presném omotani bude provazek
dosahovat do vysky priméru koule, tedy 27, ziskdme z toho vztah pro vypocet povrchu

koule: S = 2mr - 2r = 4nr2.

=3

Obrdazek 22 Namotavani provazku na kouli (Hejny a kol., 2018, str. 30)
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1.5.4 Cavalieriho princip pro zavadéni objemii téles
Jiny zpiisob, ktery ucebnice od Evy Pomykalové a Milana Hejného a kol. odlisuji, je
Cavalieriho princip. Pomoci tohoto principu je mozné odvodit objemy téles se zaky na

urovni zékladni Skoly. Uvedu nejprve jeho znéni pro télesa:

Dana jsou dvé telesa a rovina w. Jestlize kazdéa rovina, rovnobéznéd s w protne dvé télesa

v utvarech stejného obsahu, pak je objem obou téles stejny.
(Hejny a kol., 2016, str. 55)

Cavalieriho princip ma pomérné mladou, ale pfesto zajimavou historii. Jak je mozné zavést
pomoci n€j objemy téles predstavim az v oddile 1.8 poté, co uvedu, jak se k nému jeho autor

Bonaventura Cavalieri dostal.

1.6 Bonaventura Cavalieri

O zivoté Bonaventury Cavalieriho pise ve své knize Cavalieri's Method of Indivisibles Kristi

Andersen (1984, str. 292-301), jeho dilem je tento a nasledujici oddil inspirovany.

Bonaventura Cavalieri, ktery zil v 17. stoleti, se nejvice proslavil svou metodou
nedé¢litelnych. Myslenky této metoda ale nejsou az tolik zndmé, to predevsim proto, ze
autofi, ktefi se zabyvali obecnym vyvojem analyzy v 17. stoleti, psali piedevSim
o infinitesimalech. Nékteii dokonce kdyz prezentovali Cavalieriho metodu, prezentovali ji

tak zjednodusené, ze neodrazela jeho ptivodni zdmeéry.

Vse, co o Cavalieriho zZivoté vime, prameni piedevsim z jeho dopist s Galileem Galilei a
s dalsimi kolegy, z n€kolika oficidlnich dokumentli a od jeho prvniho Zivotopisce a zaka

Urbana Davisa.

Cavalieri se narodil kolem roku 1598 v Milané a uz jako chlapec se sezndmil s pomérné
malym muzskym fadem jezuitl. V roce 1615 vstoupil do tohoto fadu a pfi té prileZitosti
ptijal kiestni jméno Bonaventura. V jezuitském klastete v Pise se stal zdkem Benedetta

Castelliho a nasledné 1 samotného Galilea Galileiho.

Kniha, kterd proslavila Cavalieriho mezi matematiky, byla Geometria indivisibilibus

continuorum nova quadam ratione promota® (Bologna, 1635), zkricené Geometria.

2 Geometrie nedélitelnych kontinui pfedstavovéna novym zplisobem (pielozeno)
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Publikaci na toto téma bylo v té dob& malo, proto vzbudila pozornost dalSich matematikd.
Geometria obsahuje zacatky metody nedélitelnych a teorémy tykajici se této metody. Kratce
pred svou smrti Cavalieri publikoval dalsi praci o ned€litelnych Exercitationes geometricae

S€X3.

Vydéani knihy Geometria v roce 1635 bylo vyvrcholenim del$iho procesu, na kterém
Cavalieri pracoval, a odhaluje tak zajimavy vznik metody nedélitelnych. Bylo to na po¢atku
20. let 17. stoleti, kdy Cavalieri dostal napad pouzit nedélitelnych pii porovnani dvou obsahii

a dvou objemt (Andersen, 1984, str. 292-296).

1.6.1 Metoda nedélitelnych

Zémérem Cavalieriho metody nedélitelnych bylo poskytnout nastroj pro kvadratury a
kubatury (obsahy a objemy) obrazcli. Jeho metoda byla nova, ale jeho ptredstavy
o kvadraturach a kubaturach byly zaloZeny na fecké teorii velikosti. Re&ti matematici délili
matematické objekty do rtznych kategorii. Pro Cavalieriho byly dilezité kategorie
obsahujici pfirozena Cisla a tfi kategorie obsahujici jednorozmérné, dvourozmérné a
trojrozmérné geometrické utvary. Dva objekty ze stejné kategorie jsou stejného druhu a lze
je rizn¢ kombinovat a skladat. Dané kombinace a vztahy nebyly definovéany, ale nékteré

z jejich vlastnosti byly postulovany v Euklidovych Zdkladech.

Recky koncept &isel neumoziioval miry jako délka, plocha a objem zapisovat &isly. Proto
provést kvadraturu nebo kubaturu znamenalo pro fecké matematiky najit pomér mezi
hledanym tdajem a ,,znamym* tdajem.

Cavalieri se inspiruje feckymi matematiky a ve své knize Geometria predstavuje sviij

koncept ,,vSech pfimek* (omnes lineae)*:

Jsou-li mezi rovnobézkami sestrojeny libovolné dva rovinné obrazce a jestlize vSechny
ptimky ve stejné vzdalenosti od rovnobézek protinaji obrazce ve stejné velkych ¢astech, jsou

si obrazce navzéajem rovny. Jsou-li mezi dvéma rovinami sestrojeny libovolné dva objemové

3 Sest geometrickych cvigeni (pielozeno)
* Dnes tento koncept nazyvame Cavalieriho principem.
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obrazce a jestlize vSechny roviny sestrojené ve stejné vzdalenosti od rovnobéznych rovin

protinaji obrazce a jsou roviny jimi protnuté stejné, jsou si dané obrazce sobé& rovny’.

Hlavni myslenkou konceptu ,,vSech piimek™ je urceni nedélitelnych figur, které jsou
zakladem Cavalieriho definice nedélitelnych. Znamena to, ze geometrické objekty lze
generovat pohybem. V piipad¢ rovinného obrazce to lze provést pohybem piimky
rovnobézné se sebou tak, aby protinala dany obrazec. Priseciky mezi pohybujici se piimkou
a obrazcem jsou, feceno Cavalieriho terminologii, ,,vS8echny piimky* obrazce, tedy jeji
nedélitelné. Stejné tak pro télesa jsou ,,vSechny roviny“, které ziskame priusecikem

pohybujici se roviny s télesem, jeho nedélitelné.

Uvazujme-li rovinny Utvar F = ABC, viz obrazek 23, a pfimka BC je regulou urcujici smér
v rovin€ F, pak vSechny piimky v roviné F rovnobé&Zné s ptimkou BC tvoii soubor tétiv

v rovingé F. Tuto mnozinu tétiv autor oznacuje jako Or(l) (Andersen, 1984, str. 299-301).

A A

F Ol
Obrazek 23: Rez utvarem F (Andersen, 1984, str. 301 )

1.7 Cavalieriho princip

Jak uz bylo zminéno, znéni Cavalieriho principu sepsal sdm Cavalieri ve své knize
Geometria jako koncept ,,vSech pfimek®. Dnes je zndmy v upravené podobé€ a v riznych

variantach. Uvedu tedy nékteré z nich.

5 Datae planae figurae cucantur duo plana inuscem paralela, recta, fiue inclinata ad planum datae figurae, hinc
inde indefinité producta; quorum alterum moueatur verfus reliquum eidem femper aequiditans donec illi
congruerit: fingulae rectae lineae, quae in toto motu fiunt communes fectiones plani moti, & datae figurae,
fimul collectae vocentur: Omnes lineae tallis figurae, fumptae regula una earundem; & hoc cum plana funt
recta ad datam figutam: Cum verd ad illam funt inclinata vocentur. Omnes linee eiufdem obliqui tranfitus datae
figurae, regula pariter earundem una. (Cavalieri, 1653, str. 99)
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1.7.1 Cavalieriho princip v roviné

Gray (1987, str. 13) vyjadifuje Cavalieriho princip pro dvé dimenze takto: ,,Princip tvrdi, Ze
dva rovinné obrazce maji stejny obsah, pokud lezi mezi dvema rovnobézkami, a jakdkoli
primka sestrojena rovnobézné se dvema danymi rovnobézkami vytne dvé stejné tétivy v obou

obrazcich.*

Na obrazku 24 mizeme vidét ilustraci Cavalieriho principu pro dva rovinné obrazce.
\\ \\
/} /}

[ !

Obrazek 24 llustrace Cavalieriho principu ve dvou dimenzich

Obsah trojuhelniki
Cavalieriho princip se lehce ukaze pti zkouméni obsahti trojuhelniki, které jsou stejné jako
na obrazku 24 ohrani¢ené¢ dvéma rovnobézkami. Takové trojihelniky mizeme vidét na

obrazku 25.

Obrazek 25 Trojuhelniky mezi rovnobézkami

Podivejme se na né¢ z pohledu Cavalieriho. VSechny trojuhelniky maji stejnou zékladni
stranu (lezi na jedné z rovnobézek). Pokud bychom si predstavili, ze naptiklad prostfedni
trojihelnik rozdélime pomoci metody nedélitelnych na jednotlivé tétivy (viz oddil 1.6.1),
muizeme jednotlivymi tétivami lehce posunout doleva nebo doprava, a tim ndm vzniknou
trojuhelniky vlevo a vpravo. Rozdéleni na tétivy je vidét na obrazku 26. VSechny
trojuhelniky maji stejnou vysku, zadna z tétiv nezmizi, nebude zakryta nebo nevznikne

prazdna mezera.
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Obrazek 26 Rozdeleni trojuhelniku na jednotlive tétivy
Muzeme tedy fict, ze vSechny tyto trojuhelniky maji stejny obsah.
Tato predstava, viz obrazek 26, pracuje s konecnym poctem tétiv. Mlizeme ale myslenku

rozvést dale a mezi kazdé dve tétivy vlozit dalsi a mezi n€ vlozit dalsi, az se dostaneme na

uroven infinitezimalnich rozmért. Tétivy tedy zaplni cely prostor trojihelniku.

Takovyto trojuhelnik bude mit 1 stejny obsah s pravouhlym trojuhelnikem se stejnou

zakladnou, jak vidime na obrazku 27.

Obrazek 27 Pravouhly trojithelnik
Rovnobézniky
Obdobné mizeme Cavalieriho princip ukazat na dvojici rovnobézniki, viz obrazek 28. Oba
rovnobézniky jsou ohranieny dvéma rovnobézkami, maji stejnou vysku 1 stejné¢ dlouhou
zdkladnu. Kazdd pfimka rovnob&zna srovnobézkami protind rovnobézniky ve stejné
velkych tétivach. Nejlépe je to videt na strandch, které lezi na rovnobézkéach. Rovnobézniky

tedy maji stejn¢ velky obsah.
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Obrazek 28 Rovnobezniky

Jak vidime, k ur¢ovani obsaht trojihelniki, které jsou ostrouhlé nebo tupouhlé, a k uréovani
kosodélnikl neni potieba znat slozity vzorec pro vypocet. Sta¢i myslenka, ktera tu uz je od
17. stoleti, a umét vypocitat obsah pravotihlého trojuhelniku a obdélniku. A kdybychom §li
jeste dal, tak vlastné ani obsah pravouhlého trojihelniku nepotiebujeme znat, protoze je to
jen polovina obdélniku. Takto jsme tedy zredukovali nemalé mnozstvi vzorci na obsah

obdélniku a jednu uvahu, kterd je stale stejna.

1.7.2 Cavalieriho princip v prostoru
V knize Geometria zavedl Cavalieri koncepty, které mohou byt pouzity pii vypoctech a

uvahach v prostoru. Jde spiSe o zobecnéni toho, co bylo ukdzano na ttvarech v roving.

Pro teSeni objemu pevnych téles v prostoru si Cavalieri pfedstavoval soubor rovnobéznych
rovin (Definice 11.2 v Geometrii). Déale si predstavoval, ze se jedna tecna rovina pohybuje
smérem k druhé, pficemz sni stile ziistavd rovnobézna. VSechny priseCiky vzniklé
protnutim pohybujicich se rovin a télesa bere Cavalieri jako koncept ,,vSech rovin“. Ukéazka

,vSech rovin®, jak je zamyslel Cavalieri, je na obrazku 29.

Obrazek 29 "Vsechny roviny" télesa podle Cavalieriho
Cavalieri se pfedev§im zajimal o pfipad, kdy prisec¢iky rovnob&znych rovin a télesa jsou

¢tverce a porovnaval jejich obsahy. VSiml si, Ze ¢tverce jsou sobé podobné a ze vztahu pro
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pomér mezi objemy utvaru, ktery je stejny jako pomér obsaht jejich prisecikl s rovinami

neboli
Vi:V, = Op, (D: O, O}

(V; oznacduje objem itého geometrického utvaru)
(O, (D) libovolnou rovinu ze ,,vSech rovin® Gtvaru)

dosel k podobnému vztahu, ktery vyjadiuje poméry mezi ttvarem a obsahem ¢tverce
Al: AZ = Sll:SlZ

(A; oznacuje soubor vSech podobnych a rovnobéZznych obrazct OF(A(L')))
(S); oznaCuje obsah ctverce s délkou strany ;).

(Andersen, 1984)
Pro objemy miiZeme princip uvést ndsledovné:

Pokud objemy leZzi mezi dvéma rovnob&znymi rovinami (tedy maji stejnou vysku) a jakykoli
fez rovinou rovnobéznou s rovinou spolecné zékladny obou téles tvoii prifezy se stejnym

pomérem, pak jsou télesa ve stejném pomeru jako fezy.

1.8 Cavalieriho princip v uéebnicich matematiky

Cavalieriho princip, jak bylo jiz zminéno, uvadéji 1 nékteré ucebnice pro zakladni skolu,
ovSem na ruzné arovni. U¢ebnice Hejného a kol. (2016) pomoci Cavalieriho principu pfimo
zavadi objemy té€les, jiné jej jen zminuji jako dal$i moznost, ale vice princip nerozvadi (napf.

Herman a kol.).

Cavalieriho princip se objevuje i1 ve stfedoskolskych ucebnicich, jako naptiklad v u¢ebnici
Matematika pro gymnazia — Stereometrie od autorky Evy Pomykalové (1995) nebo také
v ucebnici pro gymnazia od Jifiho Hermana a kol. (2001). Jiné ucebnice objemy téles vice
nerozvadéji, ¢asto pouze jen uvedou vztah pro vypocet (napt. J. Vondra, Z. Pilpén a kol.,
Binterova a kol. nebo O. Odvarko a J. Kadlecek). Jak ale zmifiuje Poldk v publikaci
Geometrie, ve sttedoskolské matematice se princip nedokazuje, protoZe je mozné jej dokéazat

az s pomoci integralniho poctu (Polék, 2014). Podivejme se na uvedené publikace blize.
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1.8.1 Ucebnice nakladatelstvi H-mat

Ucebnice nakladatelstvi H-mat poprvé zminuji Cavalieriho princip v ucebnici Matematika
C (Hejny a kol., 2016). Hejny a kol. nejprve predstavuji tii pomérné intuitivni ulohy, které
by mély zaktim zprostfedkovat manipulativni zkuSenost s Cavalieriho principem. Cilem celé
kapitoly, kde jsou tyto tfi ilohy umistény, je, aby Ctenaf intuitivné porozumél predstave, ze
kdyz se téleso rozfeze na ,,vrstvy*, tak se jejich premisténim objem télesa nezméni (Hejny a
kol., 2017, str. 73).

Prvni tloha (viz obrazek 30) nechava zdka, aby si sam zkusil pfesouvat diivka vodorovné
podél rizné tvarovanych kiivek a u toho si uvédomil, ze kazdy z vzniklych Gtvarti ma stejny

obsah. Diilezité u této tlohy je, aby si ji Zaci manipulativné opravdu vyzkouseli.

Ariana vyskladala dfivka podél Zerné (svislé) dsecky.
Kazdé drivko polozila vodorovné a tak, Ze se levym koncem sl
Divka davala tésné k sobé a vytvorila tim obdélnik.

I

Vyskladejte dfivka vodorovné podél $ikmé tsecky, oblouku i vinky.
Zjistéte, ktery ze Ctyf Gtvard ma nejvétsi obsah.

Obrazek 30 Uloha s. 46, cv. 1 (Hejny a kol., 2016)

vvvvvv

by mozné sehnat do tfidy pro Zdky mens$i mnozstvi kostek a Zaci by mohli manipulovat
s nimi. V uloze jde pfedevsim o to, aby zaci méli pfedstavu toho, Ze stejné jako v prvni Gloze
se nemé&nil obsah Utvaru pfi manipulaci s diivky, tak zde se nebude ménit objem télesa,

pokud krychli¢ky premistime. Prechazi se tak od 2D modelt k 3D modelu.
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V Krychlolandu pouzivali ke stavbé pyramid stejné velké kamenné bloky ve tva
krychle. Ktera pyramida ma vétsi objem?

Obrizek 31 Uloha s. 46, cv. 2 (Hejny a kol., 2016)

Tteti tloha je opét s 3D utvary, tentokrat je navrstvenych deset minci, pokazdé jinym
zptsobem a Zaci maji zjistit, ktery ze sloupedkd méa nejvétsi objem. Uloha ma predevsim

poukdazat na moznou formulaci Cavalieriho principu:

,DVE télesa maji stejny objem, jestlize maji stejnou podstavu, stejnou vysku a jejich fezy
rovnobézné s podstavami vedené ve stejné vzdalenosti od podstavy maji stejné obsahy.*

(Hejny a kol., 2017, str. 74)

Nasledné¢ na dalsi stran¢ ucebnice Matematika C je v modrém ramecku uveden Cavalieriho
princip, jak ho Kira uvadi jako ,,dlikaz*. Zminuje i Bonaventuru Cavalieriho, ktery s touto

myslenkou pfisel, viz obrazek 32.

g" Bnena dva trhaci blocky. Jeden byl ve tvaru krychle,

' ]frfhﬁ' ve tvaru ,zkroucené krychle”. V obou bylo 500 stejnych listle.

ira tvrdf, 2& dvéma rliznymi zplisoby dokaze, Ze objemy obou téles jsou stejné.
prvni zpiisob: Kdyz rovny blogek zkroutim, nemiZu zménit jeho objem.
Druhy zplisob: Kazda rovina rovnobézna se stolem protina obé télesa ve stejném

(itvaru.

Myslenka porovnavat objemy dvou téles pomoci Jvrstev” vznikla v roce 1635.
Objevitelem byl italsky matematik Bonaventura Cavalieri (1598-1647).

K jeho my3lence se jesté vratime.
Obrazek 32 Cavalieriho princip, Matematika C (Hejny a kol., 2016, s. 46)
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Ucebnice autorského kolektivu vedeného Milanem Hejnym dale poskytuje nékolik dalsich
uloh, které jsou feSitelné pomoci Cavalieriho principu. Jednotlivé ulohy jsou rozmistény

v nasledujicich kapitolach po celé ucebnici. Ukazme si nékteré z nich.

Zjistéte, ktery Gtvar ma vétsi obsah.

Obrizek 33 Uloha s. 49, cv. 2 (Hejny a kol., 2016)

Tato tloha, viz obrazek 33, neni zaddna GipIn€. V zadani chybi udaje o kruznicich. V pfirucce
pro uditele autofi uvadéji, ze kruznice jsou stejn& velké (Hejny a kol., 2017). Ulohu je mozné
vyfesit, a to bud’ Cavalieriho principem nebo tzv. geometrické chirurgie. Pro nas je
zajimavéjsi prvni postup. Pokud vezmeme piimku rovnobéZznou s okraji tvard, u kterych
hledame obsah, zjistime, Ze kazda takova piimka protina oba Utvary v useckach, které maji
stejnou délku. Pro lepsi predstavu a pochopeni by zde bylo i vhodné pfipomenout prvni
ulohu z kapitoly o Cavalieriho principu, kde se obdobnym zpiisobem pokladala diivka podél
ruznych kiivek. Tato tloha se od tlohy se diivky lisi tim, ze si zak musi pfedstavit nekonecny

pocet ptimek, které utvary protnou.

Dalsi uloha se tyka uz objemu téles. Ulohu mtizeme vidét na obrazku 34. Pro spodni ¢ast
utvaru je feSeni pomérné snadné. VSimneme si, ze podstava krychle i kvadru ma stejny
obsah, v kazdém rovnobézném ftezu s podstavou tedy bude obsah stejny. Pro vrchni cast
kosteliku (jehlany) feSeni tak snadné nebude. Vodorovnym fezem stiech obou kostelikil
bude vzdy jiny Utvar. Levou stfechu kosteliku rozfezeme na postupné se zmensSujici ¢tverce

a pravou stfechu na obdélniky.
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o Podstava levého  kosteliku® je Etverec 10 m x 10 m.
Podstava pravého  kosteliku” je obdélnik 8 mx 12,5 m.
Wyiky obou ,kosteliki” jsou stejné {naznaceno na obrazku).
Zjistéte, které roviny rovnobé&iné s podstavami protinaji kosteliky” v (itvarag

stejného obsahu.

20m
10m L
5m
10m 125m
10m Em

Obrdzek 34 Uloha na str. 54 cv. 1

1.8.2 Elektronicka ucebnice Krynického

Tato ucebnice se nachéazi na webovych strankach www.realisticky.cz s podtitulem kdyzZ (se)

chcete naucit ... Ucebnice se nachazi na internetu volné piistupné. Cely projekt je dilem
sttedoskolského ucitele Martina Krynického. Ucebnice neni recenzovana a neni schvalena
Ministerstvem Skolstvi, ale pfesto spliiuje svym obsahem vSechny body dané Ramcovym

vzdélavacim programem.

V ucebnicich Krynického je Cavalieriho princip zminén v kapitole 5.4.2 Objemy a povrchy
mnohostént 1°, kde se objem odvozuje na zakladé znalosti definice obsahu. V tivodu je
definice obsahu znovu ukézéna a prvni ulohou pro zaky je, aby vymysleli obdobnou definici
pro objem télesa. Dale je jen zminéno, Ze je mozné pomoci Cavalieriho principu odvodit

vzorce pro objemy téles, a ndsledné je predstaven Cavalieriho princip:

,Jestlize pro dvé télesa existuje takova rovina, Ze kazda rovina s ni rovnobézna protina obé

télesa v rovinnych ttvarech se stejnymi obsahy, maji télesa stejny objem.* (Krynicky, 2021)

Poté je vysvétlen jeho vyznam na dvou sloupeccich minci, které jsou kazdy jinak
poskladany, ale maji stejny objem, protoze jsou ze stejnych minci a v kazdé roviné
rovnobézné s podstavnou plochou maji stejny obsah, viz obrazek 35. Vice v u€ebnici princip

neni rozvinut ani vyuZit.

Shttp://www.realisticky.cz/ucebnice/01%20Matematika%20S%C5%A 0/05%20Stereometrie/04%20T%C4%9
Blesa/02%200bjemy%20a%20povrchy%20mnohost%C4%9Bn%C5%AF%201.pdf
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Obrazek 35 Sloupecky minci (Krynicky, 2021)

1.8.3 Ucebnice Herman a kolektiv

Ucebnice od Hermana a kol. zminuje, ze ,télesa, ktera maji stejny ,tvar‘ a ,velikost*, maji
stejny objem. Objem télesa, které je rozdeleno na nekolik casti, se rovna souctu objemii
Jjednotlivych casti* (Herman a kol., 2001, str. 67). Tim zfejmé narazi na Cavalieriho princip,
protoze dale se pokracuje, ze tyto vlastnosti nejsou dostacujici pro odvozeni vzorce pro
objem jehlanu a je doplnéno pravidlo: ,,Dva jehlany, které maji shodné podstavy a shodné
vysky, maji tyz objem* (Herman a kol., 2001, str. 67). Tato pravidla autofi uvadéji bez dikazu
a doplnuji je obrazkem (viz obrazek 36), ke kterému ptidavaji i podrobné&jsi popis celého
principu, aniz by ale B. Cavalieriho zminili. Zdavodnuji, pro¢ maji uvedené jehlany stejny
objem, tim, Ze ve stejné (libovoln¢) vysce se nachazeji desticky, tvarem podobné hranoltim,

které maji stejny objem.

l‘lll.

Obrazek 36 Jehlany o stejném objemu (Herman a kol., 2001, str. 67)
V dalsi ¢asti odvozuji objem jehlanu pomoci hranolu a dokazuji, Ze je moZné jej vyplnit
ttemi jehlany se stejnym objemem. Vice se vSak ke Cavalieritho principu nevraceji a

nevyuzivaji jej pro dalsi zdiivodnéni.
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1.8.4 Ucebnice Pomykalova

Pomykalova (1995) ptfi zavadéni objemi téles uvadi nejprve zavedeni objemu kvadru,
protoze je zakladem pro odvozovani vzorcti ostatnich téles. Vzapéti zmifuje, ze pro
odvozovani objemu se vyuziva vlastnosti objemu zvané Cavalieriho princip a uvadi toto
znéni:

Jestlize pro dvé télesa existuje takova rovina, Ze kazdéa rovina s ni rovnobé&zna protind ob¢

télesa v rovinnych utvarech se stejnymi obsahy, maji télesa stejny objem.
(Pomykalova, 1995, str. 150)

Pro lepsi predstavu Ctendfe nabizi typické znazornéni principu pomoci dvou sloupcil

vyskladanych minci, které podle Cavalieriho principu maji stejny objem.

Princip déle vyuZziva u odvozovani objemi dalSich téles. Naptiklad pro kosy hranol zmiruje,
ze lze pro n¢j dokédzat pomoci Cavalieriho principu, ze ma stejny vzorec pro vypocet objemu
jako kolmy hranol. Dal8im ptikladem vyuZiti principu je odvozeni vztahu pro objem jehlanu.
Nejprve autorka odvozuje, pro¢ by jehlan s obsahem podstavy a? mél byt tfetinou objemu
krychle o stejné délce hrany jako je podstava jehlanu, a nasledné vztah zobecniuje na platnost
pro vSechny jehlany a pro zdivodnéni uziva Cavalieriho princip. Ditkkaz demonstruje na
dvou jehlanech (viz obrazek 37), které maji stejny obsah podstavy a stejnou vysku a pomoci
stejnolehlosti ukazuje, Ze v kazdém fezu rovinou rovnobéznou s rovinou podstav jsou
obsahy fezli shodné. Zavérem je, ze jehlany maji stejny objem, a pro libovolny jehlan plati

1
V= gSpU.

Obrdazek 37 Porovnani objemii jehlanii (Pomykalova, 1995, str. 155)
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Posledni zminka o Cavalieriho principu v této ucebnici je u odvozeni objemu koule. Objem
koule je zde odvozen objevenim toho, Ze polokoule a valec o stejné vysce jako je polomér
koule s vyjmutym rota¢nim kuzelem, ktery s nim ma spole¢nou jednu podstavu a vrchol
kuzelu je stfedem druhé podstavy valce, maji stejny objem. Dikaz je samoziejmé proveden
pomoci Cavalieriho principu, protoze se odvodi, Ze v kazdém fezu rovinou rovnobéznou
s podstavami téles jsou obsahy fezi stejné velké. Nakonec autorka zminuje, Zze obdobnymi

uvahami je mozné ukazat i objemy kulové usece a kulové vrstvy (Pomykalova, 1995).

1.8.5 Ucebnice Trejbal

Posledni uéebnici, ktera alespoii naznacuje uvahy podobné Cavalieriho principu, je uéebnice
od Josefa Trejbala (1999). Opét se podivame do kapitoly o objemu jehlanu. V ni autor uvadi
ukéazky jehlant a rizné ptiklady, kde se Zdk mlZe s takovym télesem setkat. Potom navazuje
uvahou, kterad odkazuje na obrazek (viz obrazek 38), a vysvétluje pro¢ by mély mit jehlany
stejny objem. K argumentaci vyuzivd myslenky, Ze jehlany jsou vyrobeny ze stejné¢ho
materidlu a stejného poctu velmi tenkych desticek, které vzhledem k jejich malé tloustce
piipodobiiuje k hranoliim. Tyto stejné hranoly maji stejny objem. Protoze takova tivaha plati
pro kazdou dvojici desticek a vSechny desticky daji dohromady jehlan, vyvozuje, ze oba
jehlany maji stejny objem. Vice se v dalSim textu k principu nevraci, ani jej neuziva
k dalSimu odvozovani vztahli pro objemy. Dokonce u kapitoly o objemu koule piSe:
Prijméte ho’” za spravny, aniz budete uvazovat, jak vznikl. V zdkladni §kole nejste totiz

schopni ho presnym matematickym postupem odvodit.* (Trejbal, 1999, str. 33)

Obr. 9 Va

Obrizek 38 Ctyrboké jehlany se shodnym objemem (Trejbal, 1999, str. 24)

7 Vzorec pro objem koule
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2 Prakticka ¢ast

Praktickd ¢ast mé prace se tyka zavedeni objemu téles v 9. ro¢niku zékladni skoly. V této
kapitole postupné piedstavim, co celé vyuce predchazelo, jaké zaky jsem ucila, jaka byla
pripravend struktura hodin v¢etné vyukovych metoda, a neposledné jak vyuka probéhla, a

jaké méla vysledky.

2.1 Specifikace zaki

Zaci, snimiz jsem pracovala, navstévuji zékladni $kolu, na které ¢&tvrtym rokem
pedagogicky plisobim. Je samotné u¢im matematiku od 6. ro¢niku. Ttida je heterogenni, jsou
v ni slabsi Zaci se specidlnimi vzdélavacimi potfebami, zaci, kteti maji primérny prospéch,
i 7aci, ktefi se pravideln& u¢astni matematickych a logickych soutézi a olympiad. Zaki je ve
tiide 29.

Zaci jsou zvykli v hodinach matematiky pracovat s uéebnici autorti Odvarko a Kadlegek,
s pracovnim seSitem od nakladatelstvi Fraus® pro 9. roénik. K vyuce vyuzivdme mimo to
1 klasicky sesit, do kterého si Zaci dé€laji pozndmky. Kazdy zak si potizuje pozndmky podle

své vlastni potieby.

Vyuku matematiky se snazim vést konstruktivisticky a kazdy krok s zadky zdtvodiujeme.
K vyvolavani zaka ve vyuce vyuzivam diivka, na kterych jsou napsana jména zaku, aby zaci
byli vyvolavani nahodné. Nékteti zaci jsou zvykli byt ve vyuce velmi pasivni a nahodnym
vyvolavanim se je snazim udrzet v pozoru a zapojit kazdého zaka alespon jednou za hodinu.
Vétsinou diivka vracim zpét do kelimku, aby zaci mohli byt vyvolani opakované, n¢kdy
vSak volim strategii, kdy vytazena dfivka nevracim, aby se dostalo na vSechny zaky. Po
vyvolani vSech, vracim dfivka do kelimku. Ve vyuce také n€kdy zaci vyuZzivaji tabulky, které
slouzi k tomu, aby mohli ukazat své odpovédi, pokud nebyli vyvoldni. Také je vyuzivame

pro hlasovani nebo pro kratké pocitaci aktivity s rychlymi odpovéd’'mi.

8 Tlusty, Pavel & Huclova, Miroslava. Matematika 9 s nadhledem 2v1: Hybridni pracovni sesit. Praha: Fraus,
2020.
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2.2 Cile vyuky

Cilem vyuky bylo zavést objemy jehlanu, kuzelu a koule pomoci Cavalieriho principu. Ke
splnéni cile je potieba provést i sérii vyukovych hodin, které budou probihat béhem bézné
vyuky, ve kterych se zaci nejprve seznami s Cavalieriho principem ve dvourozmérném
prostoru a v dalsich hodinach se budou seznamovat s tim, jak Cavalieriho princip funguje
v trojrozmérném prostoru. Poté bude nasledovat uvod k zavedeni objemi pro jehlan. Zaci
by si méli u toho uvédomit, ze objem jehlanu je tietinou objemu kvadru, ktery je stejné
vysoky a jeho podstava ma stejny obsah jako postava jehlanu. Dale bude obdobnym

zpusobem probihat vyuka o kuzelu a na zavér ptijde odvozeni objemu koule.

2.3 Priprava a priubéh vyuky

Pro vyuku bylo potieba piipravit ndkolik pomiicek a materialéi. Cast uloh je inspirovana
literaturou jako napiiklad ucebnicemi a pracovnim seSitem matematiky pro 2. stupen a
viceletd gymnézia Hejného a kolektivu (Matematika C, kapitola ,,Cavalieriho princip®,

Matematika E a Matematika F).

Nejprve se zaci seznamovali s télesy jehlan, kuzel a koule, naucili se, jak se pojmenovavaji
jejich jednotlivé Casti, a jak se pocita jejich povrch. VSechny tyto ¢asti se ucili aktivnim
zpusobem. Toto netradi¢ni potadi vyuky (zavést nejprve povrchy vSech téles a az poté
vSechny objemy) jsem volila z toho divodu, aby Zaci télesa znali, pak se teprve vénovali
objeveni Cavalieriho principu, a jak se s nim pracuje pii porovnavani obsahti a objemd, a az

na zaver se vénovali jejich objemum.

Cela vyuka probihala béhem biezna roku 2023 v obdobi pied jednotnymi pifijimacimi
zkouskami na stiedni $koly. Zaci méli tydné pét hodin matematiky. Pipravu vyuky jsem
¢lenila na jednotlivé hodiny a béhem celé vyuky jsem ji pritbézné upravovala, ménila potadi
uloh nebo ulohy ptesouvala podle potfeb zakii z hodiny do hodiny. Z tohoto diivodu zde
nebudu uvadét presné potadi probiranych casti vyuky, ale zaméfim se na probirand témata
jako celek. Jak jiz bylo zminéno, nejprve jsem se se Zaky vénovala povrchim téles, proto
prvné€ uvedu, jakym zplisobem se Zaci s povrchy seznamovali. Dal§im krokem bylo zavedeni
Cavalieriho principu nejprve v roving a poté v prostoru a nasledné upevnéni tohoto principu.
Na zavér jsme se Zaky objevovali objemy jehlanu a kuZelu, kde nejprve objevili objem

jednoho konkrétniho télesa a pomoci Cavalieriho principu jsme vypocet objemu zobecnili
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pro vSechny jehlany a kuzely. Objem koule byl specificky v tom, Ze objem koule se zavad¢l

rovnou u obecné zadané koule pomoci Cavalieriho principu.

2.3.1 Souvislost s RVP a SVP
Ocekavané vystupy, které uvadi Ramcovy vzdélavaci program pro zikladni vzdélavani’
(RVP ZV) ktomuto tématu, se vztahuji k tematickému okruhu Geometrie v roviné a

v prostoru pro 2. stupenl. Po absolvovani 9. ro¢niku dle ocekavanych vystupi RVP ZV

(2021) mé zak:

e urcit a charakterizovat zdkladni prostorové Utvary (t€lesa), analyzuje jejich vlastnosti
e odhadnout a vypocitat objem a povrch téles
e nacrtnout a sestrojit sit¢ zakladnich téles

e nacrtnout a sestrojit obraz jednoduchych téles v roviné

Na skole, kde vyuka probihala, se podle $kolniho vzdélavaciho programu'® u¢i zaci o objemu
téles jehlan, kuzel, koule v devatém ro¢niku. Vystupem tématu je, Ze zak sestroji obraz

téchto téles v roving€ a spocita jejich objem a povrch.

2.4 Metoda sbéru dat

V pribéhu vyuky jsem zaznamenévala jak pisemné ve formé poznamek, tak i na diktafon,
jakym zplisobem zaci reaguji na ptipravené ulohy a otazky. Béhem celé vyuky jsem také
potizovala fotografické zaznamy prace vybranych zaki, které budou zde v praci uvedeny.
Potizovani vSech zdznamu vcetné potizovani fotografii praci bylo se souhlasem zakonnych

zastupct vSech téchto zakl a vSechny vyroky a fotografie jsou také anonymizovany.

2.5 Plan vyuky

Vyukovy experiment byl naplanovéan na patnact vyukovych hodin, coz zhruba vychéazelo na
mésic vyuky. Cely experiment jsem rozclenila podle témat. Nejprve zavadéni téles jehlan a
kuzel, kde se Zaci sezndmili s pojmy k nim se vztahujici a s vypoctem povrchil téchto téles.

Nasledn¢, abychom mohli vhodné€ odvodit objemy téchto téles, nasledovala série hodin, ve

9 Ramcové vzdélavaci programy, c2011-2021. Narodni pedagogicky institut Ceské republiky (diive Nérodni
ustav pro vzdelavani) [online]. Praha: Narodni tustav pro vzdélavani [cit. 2023-07-06]. Dostupné
z: http://www.nuv.cz/t/rvp

10 Skolni vzdélavaci program pro zdkladni vzdélavani. Praha: ZS Hostivat, 2021. [cit. 2023-07-06]. Dostupné
z: http://www.zshostivar.cz/svp/svp.pdf
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kterych se zaci seznamovali s Cavalieriho principem, nejprve v roviné a poté v prostoru.
Potom uz mohli Zaci s pomoci tohoto principu objevovat objemy téles, véetn¢ objemu koule.
Poslednim tématem bylo hledani vztahu pro povrch koule. Do planu jsou zatazeny
i procvi¢ovaci hodiny, kde si zaci upeviovali nabyté poznatky z ptedchozich hodin. Cely

plan vyuky shrnuje tabulka 1.

Vyuka byla vedena konstruktivisticky s vyuZzitim teorie generického modelu, na kterou se
budu v pribéhu odkazovat. Zaci byli aktivné zapojovani do procesu odhalovani vztaht.
Jediné pojmy tykajici se popisu &asti téles byly zak@im predany. Ulohy a aktivity, které jsem
ve vyuce pouzivala, byly inspirovany nebo piejimany z u¢ebnic H-mat, od autord Odvarko
& Kadlecek, z pracovniho seSitu od nakladatelstvi Fraus, a také od Bimové a kol. (2019).

Veskeré odkazy na publikace se nachazeji u odpovidajicich uloh.

Tabulka I Plan vyuky

Cislo vyukového

Téma Cil hodiny
celku
‘ Jehlan — tvodni 74k rozpozna jehlan, uréi jeho zakladni
1. vyucovaci hodina . o
hodina parametry a narysuje jeho sit’.
‘ Povrch konkrétniho . ‘
2. vyucovaci hodina 74k urci povrch jehlanu.

jehlanu

Povrch libovolného

3. vyucovaci hodina ‘ 74k vypocita povrch libovolného jehlanu.
jehlanu
‘ Kuzel — Givodni 74k uréi zakladni parametry kuzelu a
4. vyucovaci hodina ' o
hodina narysuje jej.
5. vyucovaci hodina Povrch kuzelu 74k spotita povrch kuzelu.
) Cavalieriho princip 7.4k rozpozna Utvary se stejnym
6. vyucovaci hodina ‘
v roving obsahem.

) Cavalieriho princip 74k porovna objemy téles v prostoru a
7. vyucovaci hodina o )
Vv prostoru urci, jestli maji stejny objem.

52



74k vysvétli vztah pro poéitani objemu

8. vyucovaci hodina Objem jehlanu .
jehlanu.
. Objem libovolného | | . . '
9. vyucovaci hodina . Zak spocita objem libovolného jehlanu.
jehlanu

10. vyucovaci hodina

Procvicovaci hodina

74k si upevni pojmy tykajici se jehlanu a
procvici si vypocty jeho povrchu a

objemu.

11. vyu€ovaci hodina

Objem kuzelu

74k uréi objem kuzelu.

12. vyu€ovaci hodina

Procvicovaci hodina

Z4k si upevni své poznatky o

vlastnostech kuzelu.

13. vyucovaci hodina

Objem koule

74k objevi, ze objem polokoule je mozné
ziskat odectenim objemu kuzele z vélce o

stejném poloméru podstavy a vysce.

14. vyucovaci hodina

Povrch koule

74k vysvétli vzorec pro vypodet povrchu

koule.

15. vyuc€ovaci hodina

Procvicovaci hodina

Z4k si upevni ziskané poznatky o kouli.

Jak bylo jiz zminéno, pribéh vyuky se v pribé¢hu realizace experimentu ménil, proto

v nasledujicich oddilech bude pribeh vyuky zaznamenan po tematickych celcich.

2.6 Zavedeni povrchii jehlanu, kuZelu a koule

Aby se zaci mohli ucit o objemu téles, museli se naucit télesa rozpoznéavat. Tento kol byl

pro n& jednoduchy, nebot’ télesa jiz znali z vlastni zkuSenosti. Télesa jako komoly jehlan a

komoly kuzel byla pro né nova, ale tém se v této praci nevénuji. Pojmenovani ¢asti téles jako

je vrchol, hrana, podstava a plast’ byla zakiim jasna. Dalsi pojmy, které jsou pro télesa

specifickd, jsem Zakim predstavila, protoze jde pouze o pojmy, které nelze zadnym

zpiisobem objevit. Jednalo se naptiklad o stranu kuZelu nebo sténovou vysku jehlanu.
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2.6.1 Povrch jehlanu

Pro zavedeni povrchu jehlanu dostali zaci do dvojice maly model pravidelného ¢ctytbokého
jehlanu a papir. Dostali za ukol jehlan obalit papirem tak, aby zddné misto télesa nebylo
neobalené a zaroven, aby se zadny kus papiru neptekryval s jinym kusem. Cilem bylo objevit
sit’ jehlanu, aniz by zaci toto zadani explicitn€ dostali. Pro zéky byl tento ukol zndmy, nebot’

takto jiz hledali sit’ valce minuly $kolni rok.

U tohoto tkolu se muselo piedev§im dbat na to, aby Zaci opravdu presné dodrzeli zadani a
opravdu se Zadny kus papiru neptekryval. Nékterym zakim délalo obtiZe toto zadani dodrzet
amusela jsem jim kritéria zadani opakovat. Nakonec vSichni ziskali sit’ jehlanu. Kazdy svym
zpusobem, a proto jsme si vSechny izolované modely, na které zéci ptisli, nakreslili na tabuli,
viz obrazek 39. Jeden ze Zzakd prezentoval sit’ slozenou ze Ctyi ¢tvercli a jednoho
trojahelniku. Jak se po jeho prezentaci ukédzalo jednalo se o ne-model, jeho obal nespliioval
kritérium, Ze se papir nesmi na zadnych mistech ptekryvat. Opravu své sit¢ pak zak na tabuli

udé¢lal jinou barvou.

P ;
erec  $tresuhen i

Nl Steginy teo,

Obrazek 39 Sit jehlanu — navrhy zZdaku
Siti jehlanu byl pro zaky obal télesa. Na otazku, co si predstavuji pod pojmem povrch jehlanu
odpovidali, Ze objem je to uvniti a povrch to venku. Na to samostatn¢ navazovali, Ze budeme
pocitat obsah ctverce a Ctyf trojihelnikli. Po dotazu, jak bychom pocitali povrch jiného
jehlanu neZ pravidelného ctyfbokého, bylo z odpovédi zakl zfejmé, ze si dokazi poradit
1 s jinymi jehlany, protoze si, jak sami fekli, spocitaji obsahy jednotlivych ¢asti, ze kterych
se bude sit’ jehlanu skladat. Tim byl zaveden povrch jehlanu a déle si ho Zaci procvicovali

na zadanych tlohéch.
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2.6.2 Povrch kuzelu
Kuzel jsem se zaky zavad¢la jako rotacni téleso pomoci manipulacnich uloh, podle toho, jak

ho zavadi Bimova, D. a kol., 2019:

Rotujte vystrizenym trojuhelnikem a zkuste vymodelovat kuzel. VyzkouSejte postupné se

dvema trojuhelniky a rotujte kolem ruznych stran trojuhelnika.

a) Rotaci kterého trojuhelniku vznikne rotacni kuzel? Rotaci kolem které strany?
b) Mohou rotaci stejného trojuhelniku vzniknout riizné kuzely?

c) Miize rotacni kuzel vzniknout i jinou rotaci nez kolem strany trojuhelnika?

Cilem aktivity bylo, aby Zzici objevili, Ze kuzel vznikne rotaci trojuhelniku, ale ne
libovolného. K dispozici méli pfipraveny obecny trojuhelnik, rovnoramenny trojihelnik,
pravouhly trojuhelnik a rovnoramenny pravouhly trojihelnik a jejich manipulaci méli dojit
k cili. Z jejich experimentovani doSli k zavéru, ze kuZel vznikne rotaci pravothlého
trojihelniku podlé obou jeho odvésen (dva razné kuzely), rotaci rovnoramenného
trojihelniku podél jeho osy soumérnosti (u n¢j stacilo udé€lat jen ptl otacky) a i1 rotaci
rovnoramenného pravouhlého trojuhelniku, u kterého staci vybrat jen jednu odvésnu,

protoze rotaci kolem druhé odvésny ziskdme stejny kuzel.

Pro hledani vypoctu povrchu kuZzelu si zéaci nejprve vyrobili Cepicku, kterd méla mit tvar
kuzelu (ptipodobnili jsme ji narozeninové ¢epicce pro lepsi specifikaci, aby zaci nevyrabéli
néco jiného). Poté zaci prezentovali, z jakého kusu papiru ¢epicku vyrobili. Mnoho z nich
nemelo ¢epicku vyrobenou do podoby kuzelu, protoze vzali pouze papir A4 a smotali jej do
kornoutu. Po vybidnuti, aby odstranili piebyte¢né Casti, které se prekryvaji nebo nemaji byt
soucasti, je nékteti z nich pouze ohnuli (prekryli jimi ¢ast kuZzelu) nebo kol neprovedli.
Ostatni zaci, kteti ¢epicku vyrobili, sva feSeni nakreslili na tabuli, a tim ostatnim Zakiim
ukéazali mozné¢ modely sité kuZelu (viz obrazek 40). U poslednich dvou modela siti na
obrazku 40, kde kruhové vysece tvortici plast kuzelu maji uhel vétsi nebo roven 180°, mélo
par zaktl obtize s pfedstavou toho, Ze by to mohl byt plast’ kuzelu, byly to pro né& piekvapivé
modely. Ale vzhledem k tomu, Ze Zdkyné¢, které toto feseni uvedly, mély pted sebou takovy
kuzel vyrobeny, bylo pro jejich spoluzaky jednodussi si kuzel predstavit a piijmout

pfedstavované modely jako plasté kuzelu.
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Obrazek 40 Site kuzelu ze sesitu zakyné

Povrch kuZelu se skldda ze dvou Casti podstavy a plasté. Obsah podstavy byl pro zaky
trividlni. Pro pocitani obsahu plasté se zaci seznamili s novym pojmem, a to s kruhovou
vyseci. Pocitani jejiho obsahu vSak pro né trivialni nebyl. Napady zakh na vypocet obsahu
byly vétSinou takové, ze hledali v kruhové vyseci znamé ttvary, jejichz obsahy umi spocitat,
jako napftiklad trojuhelniky nebo obdélniky. VZdy vSak zbyla ¢ast kruhové vysece nebo
kruhova usec, kterd byla pro Zdky neznamé a nevédéli si s ni rady. Po vycCerpani vSech
napadu jsme se vratili k tomu, co je kruhova vysec — ¢ast kruhu. Pomoci zobeciiovani zakiim
znamych kruhovych vyseci (od Ctvrtiny, poloviny, tfetiny kruhu az k obecné velikosti thlu
kruhové vysece) jsme se dostali ke vztahu, ktery ndm udaval souvislost poméru obsahti
kruhu a kruhové vyseCe a poméru obvodu kruhu a kruhové vysece. Postup byl inspirovan
tlohou z Hejny a kol., Matematika E, ucebnice pro 2. stuper ZS a viceletd gymndzia, 2017

z kapitoly Obl¢é Utvary. Zavérem byla Gprava rovnice

Skruh:spl = Okruh* Okruhova vyset
ns?: S, = 2ms: 2mr

Sp1 = TS,

kde Syryn je obsah kruhu, ze které¢ho je vyfiznuta kruhova vyse¢ s polomérem s, S,,; obsah

kruhové vysece tvotici plast’ kuzelu, oy, Obvod kruhu, ze kterého je vyfiznuta kruhova
vyseC s polomérem S a Oyyynova vyser J€ délka oblouku kruhové vysece, kterd je stejna jako

je obvod podstavy kuZelu s polomérem r.

Zaci provadéli tipravu rovnice samostatné. Néktefi pocitali s parametry, jini si dosadili za

7 = 3,14 a jini si dosadili konkrétni hodnoty i za s,r. VétSina zakd také misto Sy, psala x,

56



jako neznédmou, aby si odliSili parametry od toho, co chtéji vypocitat, viz Gprava rovnice

zéaka na obrazku 41.

,
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Obrazek 41 Vypocet obsahu kruhové vysece ze sesitu zdaka

Po odvozeni jsem zakiim nabidla jesté jiny zptisob nalezeni obsahu kruhové vysece a to tak,
ze kruhovou vyse¢ nastfihame na mensi vysece, ze kterych pomoci preskladani slozime
rovnobéznik, jak uvadi Bitnerova a kol. (2017). Stejnym zplisobem jsem se zéky zavadéla
obsah kruhu. Vypocet obsahu rovnobézniku byl jiz trividlni zalezitosti a vysledek vypoctu

ekvivalentni s pfedchozim postupem.

Pti reflexi zavadéni povrchu kuzelu vsak zaci uvedli, ze jim piisel vhodnéjsi prvni zptsob
pomoci zobeciiovani a Upravu rovnice. Nekteti fekli, ze jim prvni zpiisob stacil, a tak ani

druhému zptisobu nevénovali pozornost.

2.6.3 Koule

Povrch koule byl jako jediny zaveden jinym zplsobem nez ptfedchozi télesa. Koule je
specifickym télesem, a proto si vyzaduje i specificky ptistup. Povrch koule jsme se Zaky
zavadeli na konec, az poté, co znali jeji objem.

Jednim z pfistupt k zavadéni povrchu koule je namotavani provazku kolem koule a nasledné
kolem valce, a pak se zjist'uje, do jaké vysky se provazek na vélec namota (viz oddil 1.5.3).
Bohuzel ale postup namotavani provazku neni zcela pfesny, protoZze nezname tloustku

provazku, ktery namotavame. Proto jsem tento postup pii vyuce nepouzila.
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Dalsi moznosti je ukazat, ze povrch koule se vejde do ¢tyt kruhid. Nejcastéji je uvaden tak,
ze se oloupe naptiklad pomeranc a jeho slupka se rovnomérné natrha a rozdéli do ¢tyi kruhti
se stejnym polomérem jako je polomér koule (pomerance). Opét tento pristup neni presny,
nebot’ pfi zaplnovani kruhl vznikaji veliké mezery, a tedy nemusel by ani byt pro zaky
presvédcivy.

Ptistup, ktery jsem volila ve vyuce, se zakldda na znalosti objemu koule, ktery uvadi
naptiklad Herman a kol. (2001), viz oddil 1.5.3. Spociva v tom, Ze se koule ,,rozfeze* na
jehlany s vyskou stejnou jako je polomér koule a jejich vrcholy se vSechny potkavaji ve

sttedu koule. Jehlan je pro zaky v tu dobu znamym télesem.

Nabidla jsem zaktim tuto pfedstavu. Nakreslila jsem kouli a vysvétlila, jak by se dala koule
roziezat na Ctyiboké jehlany. A ptala jsem se 74k, co uz o kouli vime, a co by ndm zde
mohlo pomoci v nalezeni vztahu pro povrch koule. Jeden ze zakt fekl, Ze vSechny jehlany
daji dohromady celou kouli. Zeptala jsem se, jestli by zaci dokazali matematicky vyjadfit,
co jejich spoluzak fekl. Zaci slovné odpovédéli, ze objem koule se rovna objemu jehlani.
Zapsala jsem tedy Vioyie = Vieniany- Protoze se Zaci jeSt€ nesetkali s vyjadienim souctu
neznamého poctu (az nekonecneho poctu), fekla jsem jim, ze miZzeme misto Vigpian, psat

Vis + Vi + -+ + V. Pak jsem se Zaka doptavala, jak by vyjadtili jednotlive objemy pomoci

toho, co uz znaji z predchozich hodin, z ¢ehoz jsme se dobrali vyjadieni %nr“” = gSplr +
g p2l + 0+ iSpnr. Dalsi upravy byly pro zaky ziejmé. Ze obsahy podstav jehlanti daji
dohromady povrch koule bylo pro n¢ skoro pfirozené a sami myslenku dokézali vysvétlit

bez pottebnych dopliujicich otazek.

2.7 Seznameni se s Cavalieriho principem

Zavadeéni Cavalieriho principu v ¢eskych ucebnicich pro zakladni Skoly maji pouze ucebnice
H-mat. Jiné ucebnice se o ném pouze zmiiuji, jak uvadim v oddile 1.8. V ucebnicich H-
matu je zavadén Cavalieriho princip v ucebnici Matematika C, které je doporucena zakiim

Sestého ro¢niku zakladnich skol.
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2.7.1 Obsah

Nejprve jsme, stejné jako v ucebnici Matematika C (Hejny a kol., 2016), zavadéli princip
v roving, nasledné v prostoru. Zde se trochu projevila nevhodnost zavadéni Cavalieriho
principu az v devatém ro¢niku zakladni $koly. Pfedevs§im Slo o znalost vypoc¢tu obsahu

trojuhelniku, od kterého se nedokazali Zaci ze zac¢atku odprosit a uvazovat nad ilohami jinak.

Z4ci méli ptipraveny pracovni list (viz P¥iloha 1), na kterém byly zadany jednotlivé ulohy.
Pracovali ve dvojicich. Soucasti pracovniho listu byla 1 manipulace s dfivky, v naSem
piipad¢ jsme pouzili Spejle, které jsem predem nastiihala, misto diivek. VSechny Spejle mély

stejnou délku.

Prvni tloha (viz obrazek 42) byla zamétena pravé na manipulaci se Spejlemi, a aby zaci
ziskaly izolované modely pro ttvary v roviné se stejnym obsahem. Zaci méli vyskladat
diivka podél zadanych tsecek a zjistit, ktery z utvari ma nejvétsi obsah. Skladani vétsing
74kl ned¢lalo obtize. Jen asi dvé dvojice skladali Spejle ne kolmo k tisecce jako Ariana, ale
podél usecky a snazili se tim vymodelovat tvar use¢ek. Po upozornéni, ze ma;ji skladat jako
Ariana, uz pracovali podle pozadovaného zadédni. Nasledn¢, kdyZ méli vSichni vyskladano,
jsem zakim poklédala ptipravené otdzky. Prvni z nich ,,Ktery z utvarii ma nejvétsi obsah?*
m¢li Zaci v zadani a méli si na ni pripravit odpoveéd’ i s vysvétlenim predem. Zde jsou nékteré
z odpoveédi zaka:

Z1: , Nejvétsi obsah mél posledni Gtvar.“

U: ,,Proc si to myslis?*

Z1: ,ProtoZe ta ara je nejdel3i.«

72: ,Nejvétsi obsah mé tieti utvar, protoze je to podél oblouku.“

73: ,Nejvétsi obsah mél ten utvar, ktery vyskladala Ariana.

U: ,,Pro€ si to mysli§?*

73: , Nevim.“

74: ,Viechny utvary mély stejny obsah, protoZe jsme je skladali ze stejnych $pejli.*

75: , Nejvétsi obsah mél prvni titvar.“

ProtoZe Zaci nebyli rozhodnuti o spravné odpovédi, jak ukazaly jejich vypovédi, nékteti jen
tipovali a nedokézali proto zdlvodnit svou odpovéd’, hlasovali jsme, o tom, ktery z Gtvarii

ma nejveétsi obsah. Zaci hlasovali zvednutim tabulky se svou odpovédi. Pii hlasovani se
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ukdzalo, ze vyrok zéka 4 byl pro ostatni dostate¢né presvédcivy, protoze kromé tii zakl se
vSichni rozhodli pro moznost, zZe vSechny utvary maji stejny obsah. Po dotazani, pro¢ volili
tuto moznost, odpovidali, ze vSechny utvary jsou ze stejného poctu stejnych Spejli, proto
maji vSechny stejny obsah.

1. Ariana vyskladala drivka podél cerné usecky. Kazdé drivko polozila vodorovné a tak, aby se levym koncem dotykalo cerné
usecky. Drivka skladala tésné k sobé.

/

Vyskladej dfivka vodorovné podél Sikmé tsecky, oblouku i vinky. Zjistéte, ktery ze ¢tyf Gtvarl ma nejvétsi obsah. Vysvétli.

Obrazek 42 Zadni iilohy 1 - Cavalieriho princip v roviné
Druh4 uloha (viz obrazek 43) jiz zobectiovala piedstavu porovnavani obsahu Gtvart. Zaci
meli porovnavat obsah dvou Ctyithelnikli, ale mohli se jeste¢ vratit k modelu Spejli a
vyskladat si do obsahu pfipravené Spejle a s nimi manipulovat. Pak se opakovala stejna
situace jako u pfedchoziho cviceni, kdy pro zdky nebyla manipulace se $pejlemi dostatecné
piesveédciva a zaci tvrdili, ze vEétsi obsah ma jeden nebo druhy ¢tyituhelnik. Jejich zdivodnéni
byla takova, Ze se od pohledu jeden jevi vétsi nez druhy. Kdyz jsem zaky nasmeérovala zpét
k myslence se skladanim Spejli, zacali se postupné navzajem piesvédCovat, ze obsahy jsou
stejné. Jelikoz zde museli zaci prejit k predstave, ze Spejle jsou velmi tenké, aby zaplnily
cely prostor Utvaru, vyZadovala jsem po nich, aby fadn¢ zdiivodnili, pro¢ jsou obsahy stejné.
Jeden ze 74kl zdiivodnil, Ze obsah druhého c¢tyitihelniku bude vétsi, protoze je delsi. Proto
jsem se ho zeptala:
U: ,,Proc je delsi? Jakou délku ma Spejle, kterou jste pouzili na prvni ¢tyfuhelnik?*
7 ,,a
U: ,,A jakou délku ma Spejle v druhém ctytuhelniku?“
S

U:,,Takze?*

N«
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7: ,Jsou stejné dlouhé.«
U: ,,Kdyz porovname $pejle v jiném misté, jakou budou mit délku?

Z: . a“

U: ,,Co to znamena pro obsahy téch dvou ¢tyithelnikt?*

N«

. ,,Takze budou stejné.*

Timto vyzadovanim zdivodnéni jsme vlastn€ i naznacili, jakd je podstata Cavalieriho
principu v roving. Utvary musi mit stejnou délku usecky, kterou vytne kazda prolozena
pfimka rovnobézna se zakladnou. Zakim vsak stale nic o Cavalieriho principu sdéleno

nebylo.

2. Porovnej obsahy danych ¢tyfuhelnikd:

a a

Jsou dany ¢tyruhelniky porovnej jejich obsahy. Vyzkousej si manipulativné, co se s dfivky déje.

Obrazek 43 Zaddni vlohy 2 — Cavalieriho princip v roviné
U zadani tfeti alohy (viz obrdzek 44) Zaci jiz od pohledu fikali, ze Utvary budou mit stejny
obsah, aniz by docetli zadani. Pfredpokladali, Ze zadani bude stejné jako pfedchozi. V tloze
se skryval ne-model, ktery cilil na pochopeni, ze v kazdé usecce, kterd vznikd prinikem
utvaru a ptimky rovnobézné se zakladnou, musi byt Gtvary stejné. Coz u posledniho utvaru
neplatilo a Zaci méli zdGvodnit pro¢. Zaroven zde jim jiZ nemohli byt $pejle ndpomocny a
zaci se méli od nich oprostit. Stale se piesto mohli k nim vracet a Spejle si do trojuhelniku

alespon nakreslit a porovnavat s jinym Utvarem.
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3. Které utvary maji stejny obsah?

Obrazek 44 Zadani ulohy 3 — Cavalieriho princip v roviné

Poté, co se Zaci nad ulohou vice zamysleli, nebo si do trojuhelnikd nakreslili ,,Spejle®,
vysvétlili, Ze prvni dva Gtvary maji stejny obsah, protoze zmétenim kazdé ,,Spejle* jim vyjde
stejna délka. Po tomto zdiivodnéni si zacali 1 vice v§imat odliSnosti posledniho utvaru. Jedna
zékyné tekla, Ze nemiize mit stejny obsah, protoze ,.tam nahore je zaobleny*. Pro jistotu
jsem se zeptala nahodné vyvolaného jiného zaka, jestli maji vSechny utvary stejny obsah.
Ten stejné jako jeho spoluzacka zdivodnil, ze prvni dva ano, ale posledni se 1isi tim, ze je
na vrcholu zaobleny a Spejle by tam byly jinak dlouhé. Ukazalo se, ze Zaci stale jeste

potiebuji k tvaham modely Spejli.

Dalsi uloha byla tpravou ulohy z Hejny a kol., Matematika C, pracovni sesit pro 2. stupen
ZS a viceletd gymndzia, 2018 z kapitoly Trojuhelniky II. Zagatek ulohy byl stejny, ale misto
zaveéru, kde Kira ukazuje rychlejsi zplisob feseni, jsem zaktim dala za ukol vymyslet: Jaky
by byl rychlejsi zpusob reseni? Cilem bylo, aby Zaci pfisli na to, ze mizeme jen trojuhelnik
,harovnat® do pravouhlého trojihelniku (pieskladat Spejle).

S prvni Casti zadani neméli Zaci potize ani s vypodty obsahil. ReSeni jedné zakyné
z pracovniho listu je na obrazku 45. Na posledni otdzku o hledani rychlej$iho zptisobu feseni
mnoho 74kl neodpovédélo. Ostatni se spiSe snazili nabidnout feSeni pomoci vzorecku, ktery
by jen mladsi Arianing sestie ptedali, nebo by ji fekli, at’ si pocka do sedmé ttidy, kde ji to
pani ugitelka vysvétli. Jini uvadéli, ze Arianin zplisob je postadujici. Zaci tak viibec ilohu
nepropojili s tim, co se naucili v pfedchozich ulohach. NejspiSe zde v tom 1 branilo to, Ze
vzore€ek pro vypocet obsahu trojuhelniku znali a nechtéli se od n&j oprostit. Proto jsem jim

stejn¢ jako Kira vucebnici Hejného a kol. (2018) nabidla moZnost s pravouhlym
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trojuhelnikem, a aby si vzpomnéli na to, co délali pied chvili v pfedchozich ulohach
pracovniho listu. Na to se chytily dvé zakyné a zacaly vysvétlovat, jak by preskupily Spejle
v trojuhelniku do pravouhlého trojuhelniku.

U: ,,V ¢em by nam to bylo napomocné?*

Z: ,Protoze pravotihly trojuhelnik je uZ jen polovina obdélniku.*

4. Ariana vysvétluje své mladii sestfe, jak se pocitd obsah trojlhelniku.
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Podivej se, doplnim to na rovnobéinik (obr. 2). Z néj ted ustiihni trojdhelnik a presuf jej tak, abys dostala obdélnik (obr. 3).

Sestra to udélala a pak postupné dopotitala i obsah pivodniho trojuhelniku. Dokreslete obrazek 3.
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Obrazek 45 Reseni ctvrté ilohy — Cavalieriho princip v roviné
U paté tlohy pocitali zaci riznymi zptsoby, ukazky nékterych z nich jsou na obrazcich 46
a 47. Ti, ktefi meli hotovo pokracovali poslednim cvi¢enim, které bylo pouze na procviceni
obsahu trojuhelniku. Zaci vyhodnotili, Ze nejjednodussi bude nejprve spoéitat obsah
trojuhelniku ADE, protoZe je pravouhly a znaji délky jeho odvésen. Jako dalsi pocitali obsah
trojihelniku ABC, domnivam se, Ze ho zvolili proto, Ze byl pro né prototypem jim znamého
trojuhelniku typicky pojmenovaného ABC. Vysku vétSina z nich urcila spravng, i Ze je stejna
jako u trojuhelniku ADE. N¢kteti zaci dokonce chtéli pouzit Pythagorovu vétu, protoze nasli
pravouhly trojuhelnik s dokreslenou vySkou a dopocitavali ostatni strany lichobéZzniku
ABCD (viz obrazek 47), i kdyZ to nebyla soucast ukolu. Po dotdzéani, k ¢emu potiebuji délku
této strany znat, odpovidali, ze ji pocitali jen tak. Posledni trojihelnik ACE byl pro zaky
ofiSkem. Vyzadala jsem si od zakl napady, které k tomu maji a jedna zadkyné uvedla, Ze

trojuhelnik ma stejnou vysku jako trojihelnik ADE a stejné dlouho stranu. S jeji pomoci pak
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i ostatni zvladli obsah trojuhelniku spocitat. Vyuziti Cavalieriho principu, nebo alespoii
zminka o posouvani $pejli a nahnutych trojuhelnicich jako u predchozich ptikladd, se

v odpovédich zakt v této tloze neprojevilo.

5. Lichobé#nik ABCD je pravouhly, bod E je stfedem Gsecky CD. Zjistéte absahy trojuhelnikd AED, ACE, ABC.
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Obrizek 46 Reseni tilohy 5 Zdka 1 — Cavalieriho princip v roviné

5. Lichob&znik ABCD je pravouhly, bod E je stfedem usecky CD. Zjistéte obsahy trojuhelnikd AED, ACE, ABC.
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Obrizek 47 Reseni iilohy 5 Zdka 2 — Cavalieriho princip v roviné
Zavérem, abych ovéftila pochopeni 7k, jsem jim ptedlozila Glohu, kde méli porovnat
obsahy trojuhelnikil a vysvétlit svou odpovéd’, viz obrazek 48. Zaci zdivodnili, Ze maji

stejny obsah, protoZe jde jen o ,,posunuté* Spejle.

YVrid

Obrazek 48 Porovnani obsahii trojuhelnikii
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2.7.2 Objem

Po zavedeni Cavalieriho principu v rovin¢ jsme nejprve se zaky zopakovali, co védi o
porovnavani obsahi utvar v roving. Nasledné jsem na to navéazala, Ze se budeme divat
stejnym zptisobem na télesa v prostoru. K demonstraci jsem pouzila sloupec zetonti (stejné
velikych kolecek), které zndzornovaly valec. Zkoumali jsme, co se bude dit s objemem
tohoto vélec, pokud valec nahneme (posuneme Zetony ve vélci, aby valec nebyl kolmy). Zaci
odpovidali, ze se objem nezméni, ze jsme pouze zmenili tvar. Poté jsem zaktim ukazala dva
sloupce Ctvercovych papirkl, které byly stejné vysoké, jeden sloupec byl rovny, takze
vypadal jako kvadr, druhy sloupec mél papirky rtizné posunuté a otocené tak, ze
nepfipominal zadné znamé t&leso. Slo o to, aby Zaci ziskali i jiny model, a hlavné papirky
byly tenci a vice znazornovaly rovinu. Opét jsme diskutovali o tom, ktery ze sloupct ma
vétsi objem, ale tentokrat jsme hledali i diivod, pro¢ maji nebo nemaji stejny objem. Zaci
piisli na to, Ze sloupce se skladaji z totoznych papirkd, a kazdy papirek mé stejny obsah,
proto museji mit sloupce 1 stejny objem. Pti shrnuti diskuze jsem Zakiim demonstrativné
piedvedla, Ze papirky v fezech v rovinach rovnobéznych s podstavou maji stejny obsah a to
tak, Ze jsem vyndala papirky z fezné roviny, papirky pres sebe ptelozila a ty se vzajemné

piekryly.

V dalsi ¢asti vyuky méli zaci porovnat objemy dvou jehlanii a vélce, které maji stejnou vysku
a stejny obsah podstavy. Zadani méli Zaci promitnuté z projektoru (viz obrazek 49). VSichni
zéci byli presvédCeni o tom, Ze jehlany maji stejny objem, protoze maji stejnou podstavu a
vysku a jeden je jen nahnuty, stejné, jak tomu bylo u pfedchozi demonstrace se sloupci
papirkii. Na otdzku, jestli ma stejny objem 1 valec, tvrdila ¢ast zaki, ze ano a druha ¢ast, ze

valec nema stejny objem jako jehlany.

il
h h h
y

Obrdazek 49 Porovnani objemii jehlanii a vdlce se stejny obsahem podstavy
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Pti zdivodnovani prvni cast zaka tvrdila, ze télesa maji stejny obsah podstavy a stejnou
vysku, tak musi mit i stejny objem, protoze to tak platilo 1 u sloupct papirkii. Druhd cast
zaka tvrdila, ze nemaji stejny objem, protoze se jehlany smérem k vrcholu zuzuji a vélec ne.
Z4ky jsem vyvolavala ndhodné s pomoci diivek a ti se stéidali se svymi nazory. Zacala jsem
na n¢ naléhat, aby si vzpomnéli, co jsme délali na zacatku se sloupci papirkd. Postupné zacali
7aci z prvni ¢asti ménit svoje presvédéeni, Ze télesa maji stejny objem, a jako vysvétlovali,
7e se valec nezuzuje tak jako jehlany. Argumentem pro né nebylo, Ze maji stejny obsah
v kazdé fezu rovnobé&znou rovinou s podstavou, ale jestli se téleso zuzuje nebo ne. Neboli,

~r o7

jestli listecky tvotici tato télesa se postupné zmensuji nebo ne.

Nasledovala samostatna prace s piedtisténym zadanim jako pracovni list (viz Pfiloha 2).
Béhem prace jsem chodila mezi zaky a individualné s zadky rozebirala jejich odpovédi.
Nékteti Zaci u prvniho cviceni zaskrtli, Ze pouze télesa A a C maji stejny objem, viz obrazek
50. Po pozéadani, aby svou odpoveéd’ zdivodnili, se kazdy z zaka sdm hned opravil, ze 1 valec

bude mit stejny objem, protoze ma v kazdém priiezu stejny obsah.

1, Viechna nasledujici télesa majl stejnau vy3ku a stejnou zakladnu. U kterych téles mGZeme Fict, Ze maji stejny objem?
ey
//L__/

Obrazek 50 Reseni vilohy 1 — Cavalieriho princip v prostoru
U druhého cviceni vSichni Zaci spravné vysvétlili, Ze télesa nemaji stejny objem. Zde uvadim

n¢které z uvedenych divodl 74kl z pracovnich listi:

Z1: ,Nemaji stejny objem. U jehlanu skldddme Sthelniky na sebe a ty se zmensuji. U hranolu

skladame taky Sthelniky, ale ty se nezmensSuji.*
72: ,.Jehlan mé vrchol a hranol by furt rostl do vysky.“
73: , Nemaji, protoze jehlan se zmensuje a hranol ne.

74: ,,Pokud v piilce vezmeme 1 &ast jehlanu a hranolu obsahy se shodovat nebudou.*
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U tietiho cvi¢eni méli Zaci vypocitat objemy dvou kvadri, z ¢ehoz jeden byl kolmy a druhy
kosy, a to jim délalo obtize. Pro zacatek neveédéli, jak vypocitat objem prvniho z téles. Proto
jsme si spoleéné ptipomnéli vypocet objemu kvadru. Pak se néktefi pustili do vypoctu
objemu druhého nekolmého kvadru, jini fekli, Ze neznaji pro n¢j vzorec, a Ze nevi, jak ho
spocitat. Zde se neprokazalo, ze by zaci vyuzili toho, Ze mohou jen porovnat objemy téles.
U jinych se vSak ukazalo, Ze jiz maji genericky model porovnavani objemu téles a
zdivodnovali, Ze nemusi nic pocitat, protoze té€lesa maji objem stejny, jen jsou jinak

,;nahnuta“.

Ctvrté cviceni nebylo piili§ jasné formulovano a néktefi Zaci si mysleli, Ze posledni dvé
télesa jsou nizsi nez prvni dvé€, protoze obrazek znazornoval vySku a pii jejich naklonéni
musi mit tedy vysSku nizsi. Kazdopadné tato nesrovnalost neméla vliv na podstatu ulohy a
vSichni zvladli uvést vhodné argumenty, pro¢ maji télesa alespoinl po dvojicich (vedle sebe)
stejné objemy. Uvadéli, ze maji stejny obsah podstavy a nijak se té€lesa nezuzuji, jsou vSude
stejnd, a proto maji stejné objemy. Pro upfesnéni zadani jsem zaktim polozila otazku ,Jak
by to bylo, kdyby byla stejné vysoka vsechna telesa?, z ¢ehoz vSichni dopocitali spravné
objemy. Vypocet jednoho zéka, ktery spocital jen objem prvniho a uvédomil si, Ze ostatni
nemusi pocitat, protoze maji stejnou vysku a obsah podstavy, je na obrazku 51. Jedna Zakyné
m¢éla jiny vysledek neZ ostatni a byla presvédCend, ze proto nemaji vSechna télesa stejny
objem. Nechala jsem ji pfedvést jeji vypocet na tabuli, jak k vysledku dosla a ukazalo se, Ze

neumocnila polomér kruhu, proto méla jiny vysledek nez ostatni.
e . - ;
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Obrazek 51 Resent tilohy 4 — Cavalieriho princip v prostoru
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pro zaky ukazalo jako obtizné. Zaci mé&li urcit obsah prifezu rovnobéznou rovinou hranolu,
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kdyz védéli, ze jsou obé télesa stejn€ vysoka a maji stejny objem. Nekolik zaki si nev§imalo
posledni ¢ast zadani, ze télesa maji stejny objem a nevyuzili souvislosti mezi télesy, nebo
ani nic nevyzkouseli a snazili se pocitat obsah vyznaceného trojahelniku s pomoci zadanych
rozmérd v obrazku v zadani. Jedni si fekli, ze trojuhelnik vypada jako pravouhly a byli o
tom skalopevné piesvédéeni, protoze by to podle nich neslo jinak vyfesit. Rekla jsem jim,
at’ ovefi, jestli je pravouhly. Po vypocitani obracené Pythagorovy véty a ovéfeni jeji
nerovnosti 102 # 52 + 72, nebyla jedna zakyné stale pfesvéd&ena o tom, Ze trojuihelnik neni
pravouhly. Nevidé€la v tloze jiné vychodisko a pottebovala nalézt oporu v néem, co znala.
Jeji feSeni je uvedeno na obrazku 52 (nakonec po spole¢né diskuzi ve svém feSeni opravila
vysledek obsahu trojahelniku). Jini Z4ci se snazili ptes nezndmou dopocitat dalsi rozméry
téles, ziskat vysku trojuhelniku apod. Pomoci otazky: ,,Co vse o télesech vite?* jsem se
snazila zadky navést k tomu, aby si uvédomili, Ze nemaji zadané pouze rozmeéry téles, ale ze

i zadani nese dulezitou informaci.

U: ,,Co to znamena, Ze maji stejny objem? Vzpomeriite si, co platilo pro ty sloupce papirki.
Co m¢ly stejného?*

7: , Mély stejné objemy i obsahy v priifezech.“

U: ,,Co to znamena pro tato dve¢ télesa?

72: , Maji stejny obsah?

U: ,,No jasné! Je to naopak nez to, co jste doted’ d¢lali.*

72: , Takze ten trojithelnik m4 stejny obsah jako ten &tverec?*

U: ,,A pro¢ by m¢l mit?“

73, ProtoZe maji oba stejny objem!*

U: ,,Piesné tak.*

74: ,.Ja to nechapu. Pro¢ by ten trojuhelnik mé&l mit obsah 16,5 cm??
Z5: ,,ProtoZze maji stejny objem.*

Z4: ,,Co? A jakto?*

Z5:,,Tomas v tom zadani!“

Z4: ,,Ajo, tady to je v tom zadani.*

Po tomto uvédomeéni Zaki, Ze v zadani maji odpoveéd’ k feSeni, vSichni spravné dopocitali

obsah trojuhelniku, ktery byl uz ted’ jednoduchy.
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5. Dany trojbeky hiranol a étyfboky hranol maji stejny objem. Rovina, ktera je rovnobéina se z:
podstavy, protina obé télesa a vytvafi prifezy. Jaky je obsah prifezu u trojbokého hranolu? ¥

Obrazek 52 Reseni tilohy 5 - Cavalieriho princip v prostoru

Pti zavére¢ném shrnuti jsem zaktm sdélila, ze to, co vlastné celou dobu d¢lali, je platny
princip, ktery vymyslel v 17. stoleti Bonaventura Cavalieri. Princip jsem Zaktim promitla na

tabuli (viz obrazek 53), aby ho vid€li a mohli si jej zapsat.

o Domluva:

Déna jsou dveé télesa a rovina w. Jestlizke kaZzda rovina, rovnobéina
s w protne Zluté i zelené téleso v Utvarech stejného obsahu, tak
objem Zlutého télesa je stejny jako objem zeleného télesa.

e

Obrazek 53 Znéni Cavalieriho principu (Hejny a kol., 2016)

2.8 Objemy téles pomoci Cavalieriho principu
V této kapitole se budu vénovat tomu, jak se Zaci ucili objemim jehlanu, kuZelu a koule
pomoci Cavalieriho principu. Zci jiz byli s t&lesy seznameni a védéli, jak spogitat povrch

kuzelu a jehlanu. Povrch koule se odvozoval az poté, co zaci znali objem koule.

2.8.1 Jehlan

Ve vyuce byl zadan ukol, aby Z4ci sestavili model jehlanu podle zadéni:

Vyrobte ze ctvrtky model jehlanu, jehoz zdkladnou je ctverec o délce strany 15 cm. Dvé
sousedni stény tvorici plast jehlanu budou pravouhlé trojuhelniky s pravym uhlem k sobé

prilehlym. Vyska jehlanu je 15 cm.
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Zaktm bylo zadani napsano na tabuli, aby jej méli stéle pied sebou. Sami se rozfadili do

trojic, ve kterych pracovali.

Jedna jedina skupinka pfesn€¢ pochopila, jak ma jehlan podle zadani vypadat (nutno
podotknout, ze ve skupiné byli spolu Zaci, ktefi normaln¢ o matematiku neprojevuji zdjem a
ani v ni neexceluji). Ostatnim skupinam délalo obtize pochopit, co znamena, ze dvé sousedni
strany plasté jsou pravouhlé trojihelniky. Umistovali pravouhlé trojihelniky misto na
sousedni strany na strany protéjsi, jini z toho vyvodili, Ze vSechny stény plasté¢ budou ze

shodnych pravouhlych trojihelniki.

Moje napomoc zaklim byla v tom, Ze jsem jim radila, aby si nejprve udélali nacrtek, aby
vidéli, jak bude jehlan vypadat. Ty skupinky, které tak udé€laly, dale pracovaly bez obtizi.
Ostatni, které si nacrtek neudé€laly, jsem nechala, at’ si alesponl pfipravi Casti jehlanu,
o kterych maji informace ze zadani. Nasledné, kdyz méli ¢asti vystiizené, jsem se ptala, co
jim chybi, jaky atvar budou dale vysttihovat, jak ho narysuji, co k tomu potiebuji, aby ho
narysovali apod. Mnoho z nich rysovalo trojihelniky s vyskou rovnou vysce jehlanu, ktera
byla zadana, proto jsem se jich vyptavala, jaky je rozdil mezi jehlanem (3D téleso) a
trojuhelnikem, ktery maji vyrobit (2D utvar). Takovou diskuzi si Zaci 1épe uvédomili, jak by
mél vysledny model jehlanu vypadat. Skupinky také cCasto zaCinaly tim, ze vyrabély

rovnoramenné trojuhelniky s vyskou, ktera byla zadana pro jehlan.
Po dokonceni vyroby modelu, si Zaci vzali své jehlany a dostali slovni zadani dalsiho tkolu:

Z jehlanu, které jste vyrobili sestavte jiné geometrické téleso. Musite spolupracovat s celou

tridou. Nemusite pouZzit vSechny jehlany.

Bylo celkem devét vyrobenych jehlani od deviti skupinek. V prvnich nékolika sekundach
uz tfetina tfidy méla sestavenou krychli ze svych modeld. Ostatni postupovali pomaleji a
zkousSeli rizné zplsoby toho, co Ize z jehlant slozit. Nejprve ze Ctyt jehlant sestavili dalsi
jehlan. Upozornila jsem, Ze té€leso ma byt jinym geometrickym té€lesem. Po dalSich né¢kolika

pokusech 1 oni sestavili krychli ze tif jehlanti. Sestavené krychle jsou na obrazku 54.
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Obrazek 54 Sestavené krychle z vyrobenych jehlanu

Poté jsme vysledky prace shrnuli a zacali se vénovat objemu jehlanu:

U: ,,Jaky objem ma tato krychle?

Z1:. V=a-a-6!“

72:,.To je povrch.”

U: ,,Proc€ je to povrch?*

73, ProtoZe to jsou &tverce a je jich tam Sest. Objem je a - a - a*

U: ,,Jak bychom spocitali objem toho jehlanu, ze kterych jste vyrobili tuhle krychli?*
74: ,No asi bychom to vydélili tfemi, kdyZ jsou tfi.

U: ,,Takze jak spoc¢itame objem jehlanu?‘

74: ,Jako tfetinu objemu krychle.*

Po shrnuti jsme se ptresunuli k dalsi ¢asti, kterd byla vedena formou diskuze nad tlohami,
ktery méli Zaci pred sebou.
1. Urci objemy jednotlivych jehlanii, jejichz podstavou je ctverce. Vysveétli sviij postup.

15 cm

15cm 15cm 15cm

Obrazek 55 Zadani 1. wilohy o objemu jehlanu
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Prvni tloha, a pak i vSechny nasledujici, cilily na to, aby si Zaci uvédomili, ze jehlany budou
mit stejny objem, a také aby dosli k zavéru, ze objem kazdého jehlanu je mozné pocitat jako
tietina objemu hranolu jemu opsanému. U této ulohy jsem také ocekavala, ze Zaci vyuziji ke
zdivodnéni Cavalieriho princip.

Zéci po vyrob& modelu jehlanu zjistili, jak se spoéita objem jednoho konkrétniho jehlanu.
Aby si pro kazdy jehlan zvlast nemuseli vytvaret svlyj vlastni model, musi vztah zobecnit,
aby byl platny pro kazdy jehlan. Takto jsem i zaktim ulohu ptedstavila. Zadani jsem doplnila
otazkami, na které zaci odpovidali:

U: ,,Na prvnim obrazku vidite, to, co jste vyrabéli. Jaky mé tedy objem? A co ty ostatni?*

Z1: ,,Ten posledni vypada protahlejsi, ten bude mit asi vétsi objem.*

72: , Budou stejné, protoZe jsou jen posunuté. Ty vrstvy se jen nahnuly.*

Argument Zaka 2 byl pro vSechny ostatni zdky dostacujici a vSichni jej piijali, jak jsem si

ovéfila ndhodnym vyvolavanim zaka. Proto jsme pokracovali dalsi tillohou.

2. Urci objemy jednotlivych jehlanu, jejichz podstavou je ctverec a maji stejnou vysku.

Vysvetli svuj postup.

20cm

20cm 10 cm

Obrazek 56 Zadéni 2. vlohy o objemu jehlanu
Piivodni ucel této tlohy byl takovy, Ze by zde mohli Zaci vyuzit podobnosti a vyuzit
Cavalieriho princip. Ale nechtéla jsem zaky pfili§ navadét na hledani odpovédi a nechala je,
at’ si zkusi nalézt odpovéd sami. Zaci méli prostor na rozmysleni, a poté jsem se jich ptala,
na co pfisli. Zaci se zdrahali odpovidat, a proto jsem jim polozila n&kolik otazek, které je
mohly nasmérovat:
U: ,,Co ten prvni? MiZeme z n¢ho udélat krychli jako pfedtim? Jaky ma objem takova
krychle? A jaky je tedy objem jehlanu? Co ten druhy?*
7 ,»Objem bude dvakrat mensi.*
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U: ,,Pro¢ bude dvakrat mensi?*

7: ,ProtoZe se zmensil dvakrat.«

72: ,,Udélame z toho kvadr.

U: ,,Vzpomeiite si na podobnost. Kdyz se délka zvétSila, jak to bylo stim pomérem
podobnosti? Co jsme si tam odvodili?

73:,,Je mensi étyfikrat.“

U: ,,Pro¢?

73: ,Protoze to jsme délali u téch obsahtl. Délka je mensi dvakrat, tak obsah je mensi
Ctyrikrat.

U:* A z kolika jehlani ho sloZzime?*

Zéci netusili, jak odpovédét.

U: ,,Jsou podobné, ten druhy je Ctyfikrat mensi. A kdyz se podivame na tu krychli a kvadr,
které jsme z nich vyrobili, kolikrat se zmensil ten kvadr?“

74: , Ctyiikrat.“

U: ,,Kolik jehlanl teda na vyrobu budeme pottebovat?*

75:,4,3,2,...2¢

Zéci hadali ndhodna ¢&isla a spise viibec netusili, jak si s ulohou poradit. N&ktei tusili, Ze pro
vyrobu hranolu z jehlanti budou potieba tfi jehlany, ale neuméli svou domnénku vysvétlit.
Jini Zaci navrhovali, Ze si to vyrobime. Samoziejmé by to byla moznost. Proto jsem se zakt
zeptala, jak by to udélali s dal§imi jehlany. Dosli k zavéru, ze bychom museli vyrabét kazdy
typ jehlanu zvlast’, a tento postup by nebyl piili§ ¢asoveé ekonomicky. Znovu jsme prosli od
zacCatku az do konce, co jsme béhem vyuky udélali a v prabehu se snazili kazdy krok znovu
zdtvodnit. Nakonec zaci dosli k zavéru, ze by pro jehlan v zaddni pouzili tii takové jehlany,
aby sestavili kvadr. Hledani poméru podobnosti zakiim ptipadalo pfili§ slozité a od této
mysSlenky utikali a radé&ji se vraceli k vyrobé kvadru z n€kolika jehlant. Vyroba jehlanti jim
ziejme pfiSla vice uchopitelnd, uméli by je vyrobit, a ¢ist¢ matematické odvozovani

z podobnosti pro né bylo pfili§ abstraktni.

Nasledovala posledni tloha, ktera méla zobecnit objem jehlanu na vSechny typy jehlant (n-

boké):
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3. Urci objemy jednotlivych jehlanu, jejichz podstavy maji stejny obsah a jsou stejné
vysoké. Vysvetli sviij postup.

Obrazek 57 Zadani 3. uilohy o objemu jehlanu

Uloha byla zamyslena stejnym zpisobem jako tloha predchozi. Zaci vsak stale hledali
zpusoby, jak by z jehlanl vytvofili hranoly a zkoumali, kolik takovych jehlanti by se veslo
do pétibokého hranolu. Informaci ze zadani, Ze jehlany maji stejny obsah podstavy,
nevyuzivali a nepracovali s ni. SnaZila jsem se jim pfipominat, aby u ulohy vyuzili zadani,

ale zaci jej nebrali v potaz a stale se vraceli k jejich mySlence o plnéni hranolii jehlany.

Pro zaky bylo téZko uchopitelné to, jak by mohli takové pétiboké jehlany sesklddat do
hranolu, a jestli na jeho sestaveni budou potieba také tfi nebo jiny pocet. Nakonec Zaci piesli
k jednodussi varianté, a to k trojbokému jehlanu, protoze se jim 1épe kreslil. Zdlvodnili si
mezi sebou, ze se do trojbokého hranolu poskladaji ti1 trojboké jehlany, jak vyvodili
z nakresleného obrazku, ktery si vytvorili. Rekli si, Zze kdyZ to plati pro trojboky a &tyFboky
jehlan, pak to bude urcité platit 1 pro pétiboky. Pro n¢ to byl dostatecné presvédCivy
argument. Vyvodili, Ze ze tii n-bokych jehlanti vyrobime n-boky hranol. Shrnuli jsme tedy
na zaver, jak se pocita objem hranoli, a jak z néj vypocCitdme objem jehlanu. Zavérecny

zobecnény vztah pro objem kazdého jehlanu V = éSpv si zaci zapsali do seSitd.

V procvicovaci Uloze pak zaci Casto vyuzivali k pocitani objemu jehlanu pravé hranoly.
Nejprve si spocitali objem hranolu a nésledné délili jeho objem tfemi. Ukazka takového
vypoétu zaka je na obrazku 58. Zak si jesté k zadani hranol piimo nakreslil. Ke znageni
objemu vSak pouziva pismeno S misto V, coZ je jen formalni zalezitost a nema vliv na Zadkovo

uvazovani o objemu jehlanu.
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Obrazek 58 Zdkirv vypocet objemu jehlanu

2.8.2 Kuzel

Pti vyuce objemu kuZzelu, dostali zaci za ukol vyrobit ve dvojicich plast kuzelu tak, aby mél
kuzel stejny obsah podstavy a vysku jako zadany valec, jehoz model dostali (jeden takovy
74ky vyrobeny kuZel je na obrazku 59). Uloha byla inspirovana ulohou od Bimova a kol.
(2019). Pro vyuku jsem pouzila jako modely valch prazdné konzervy. Dale Zaci pro vyrobu

potiebovali ¢tvrtky, niizky, izolepu a igelitovy sacek.

Nekteti zéci si bez problémi s tikolem poradili a dali se do vyrabéni. Jinym d¢€lalo obtize
nacrtnout jen samotny plast’ kuzelu (nebo jeho sit’), ktery méli vyrobit. Kreslili riizné utvary,
jako naptiklad trojahelnik nebo ,,kornout s kopeckem®, a nedaftilo se jim plast’ z nich vyrobit.
Nekteti dostali takovy model valce, ze plast’ kuzelu tvoftila pilkruh, a mysleli si proto, Ze to
maji Spatn¢€, a tak premeétovali jeho rozmeéry. To i piesto, ze jsme v piedchozich hodinach
takové plasté kuzeld vidéli od jinych jejich spoluzakii jako modely pii zavadéni tohoto

tématu.

Nejvetsim problémem pro zéky bylo naméfit polomér kruZnice, ze které se vyrabé¢la kruhova
vyse€ pro plast’ kuzelu. Néekteti Zaci dopocitali polomér kruhu, za které se vyrabé¢la kruhova
vyse€, pomoci Pythagorovy véty s vyuzitim vysky valce a poloméru jeho podstavy, ostatni
pouzili vysku vélce jako polomér vyrabéné kruhové vysece (délku strany kuzelu), coz ale
odhalili az u dalsi ¢asti tkolu.

Po dokonceni vyroby plasté, vyloZili Zaci model igelitovym sackem (aby se papir nepropil),

naplnili kuZel vodou a méli zjistit, kolikrat pfeliji objem kuZelu do vélce. Dvojice, které
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spravné urcily rozméry plasté kuzelu, zjistily, Zze se objem kuZzel vejde do valce tfikrat.
Dvojice, které nemély spravné vyrobeny plast’ kuzelu, naméftily, Ze se objem kuzelu vejde
do valce ctytikrat. Zde jsme objevili, ze udélali chybu a snazili se pfijit na to, co se
nepovedlo. Prosli jsme spole¢né cely jejich postup a odhalili, ze u rysovani kruhové vysece
pouzili jako polomér vysku vélce, a ne délku strany kuzelu, kterda se méla dopocitat. Bylo

mozné zaky vice ohlidat béhem vyroby plasté, aby se chyby nedopustili, ale tim by zase
piisli o moznost chybu udélat a z ni se poucit.

Poté jsme shrnuli, co zaci objevili a zacali jsme vypocet pro objem kuzelu zobecnovat.

UL LTTIT Y |
AT T

Obrazek 59 Kuzel se stejnou podstavu a vysku jako zadany valec

Pro zobecnéni jsem pouzila obdobnou ulohu jako u zobecnovani objemu jehlanu:

Urci objemy téles na obrazku. Najdi co nejjednodussi zpiisob reseni.

v=2cm

r=3cm

r=3cm

Obrazek 60 Zadani ulohy na zobecnéni objemu kuzelu

Nikomu ze Zaki nedélalo obtiZe pochopit a dokazali hned i zdiivodnit, pro€ i jiné kuZeli maji
tretinovy objem vdlce se stejnou vyskou a podstavou, a pro¢ to neplati jen pro dany kolmy

kuzel, ktery vyrobili. Jako diivody uvéadeéli, ze druhy kuZzel na obrazku je jen nahnuty (vrstvy
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se posunuly), a proto maji prvni dva stejny objem. U tietiho kuzelu na obrazku uvedli, zZe se
z n¢j vyrobi valec a do néj se jeho objem vejde tiikrat, tak jak to predtim vyrobili. Modely
valct v podob¢ konzerv, které byly pouzity pro vyrobu, byly rizné velké, ziskali zaci nékolik
izolovanych modeld pro objem kuzelu, proto bylo zifejmé pro n¢€ jednodussi pochopit a

zobecnit vztah pro objem kuzelu. Také objem kuzelu je jistou analogii pro objem jehlanu.

2.8.3 Koule

Pti vyuce tématu koule se Zaci nejprve seznamili s té€lesem jako takovym, a Ze jej budeme
probirat trochu jinak, protoZe je v jistém ohledu specifickd. Na vyuku jsem méla pfipraveny
model koule, ze kterého 1ze odebirat Casti koule po vrstvach. Nasledujici zadani uloh je

pievzato z ucebnice Matematika E od Hejného a kol. (2017):

Kouli o poloméru r rozrizneme rovinou p, ktera je od stiedu koule S vzdalena x. Zjistéte

obsah rezu.

Obrazek 61 Prunik koule a roviny

Zacali jsme tim, ze jsme na modelu koule ,,odfizli* vrSek koule a snaZili se pfijit na to, jak
bychom mohli zjistit plochu jejiho prifezu. Nejprve jsme se bavili o tom, jaky tvar fezem
koule vznikl. Zaci odpovidali, Ze vznikla kruznice, pak se opravili, ze vznikl kruh. Déle jsme
se zabyvali tim, jak by bylo mozné zjistit obsah kruhu, ktery vznikl fezem roviny a koule.
Dosli jsme k tomu, Ze potiebujeme zjistit jeho polomér. Pii sbirdni ndpadi, jak bychom
mohli na polomér pfijit, navrhovali Zaci, Ze bychom mohli vyuZit valec, nebot’ jsme ho

vyuzivali u pfedchoziho zavadéni téles (u kuzelu). Jiny divod vsak pro to neméli. Ze
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bychom se mohli na kouli podivat z jejiho prifezu, nenapadlo nikoho. Proto jsem pohled

z tohoto uhlu pohledu nabidla, viz obrazek 62.

~_

Obriazek 62 Rez kouli

V prifezu koule zacali zaci objevovat rlizné Utvary a navrhovali, co vSe vidi: obdélnik,
pravouhly trojuhelnik, rovnoramenny trojuhelnik atd. Behem toho Zaci na tabuli ukazovali,
kde tyto utvary vidi a zaroveit méli 1 navrhovat, jak bychom pomoci dané¢ho utvaru dosli
k hledanému poloméru. Také zaci navrhovali, ze by vyuzili kruhovou vyse¢, protoze ji uz
znaji.

Napad s rovnoramennym trojuhelnikem byl stézejni, protoze tim si zaci uvédomili, Ze
u tohoto utvaru vystupuje hledany polomér. Z toho je napadlo vyuziti Pythagorovy véty a
dopocitani poloméru. Zaznam upravy vyrazu ukazuje obrazek ze seSitu zakyné na obrazku

63. S vyslednym vyrazem jsme dopocitali obsah fezu koule s rovinou, ktery jsme hledali
S =nR? = (r? — x2).

M&%B 7
K K‘A{}Rf’

Obrazek 63 Vypocet obsahu rezu koule s rovinou
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Dalsi ulohou bylo stejnym zpisobem zjistit obsah fezu kuzelu a roviny rovnobézné
s podstavou kuzelu, viz obrazek 64. Hledani obsahu zéci provedli obdobnym zptisobem jako
u kuzelu. Vice napomocny jim byl rovinny pohled na kuzel (viz obrazek 65) stejné jako
u piedchozi tlohy. Zménou ale bylo to, Ze se zde méla vyuzit podobnost trojuhelniki. Zaci,
kteti zapomnéli, co o podobnosti védi jsem nabidla ulohu: Zjisti, zda jsou podobné dva
pravouihlé trojiihelniky s délkami odvésen 9 a 5 em a druhy 3 a 2,5 ¢cm. Ulohu vyfesili,

pfipomnéli si podobnost, a pak pokracovali v zapocaté praci na ptedchozi tloze.

Obrazek 64 Prinik kuzelu a roviny rovnobézné s jeho

podstavou Obrazek 65 Rez kuzelu

Podobnost trojuhelnikit Zaci odhadli z pohledu na obrazek 65. Pak ji zdGvodnili tim, Ze
strany trojuhelnikil jsou rovnobé&zné a maji proto stejny tihel a zaroven jeden thel je pravy.

Vyuzili tedy vétu uhel-uhel. Pomér podobnosti Zaci rychle odhalili a dosli ke vztahu:

)

v
X

| =

(kde R znaci hledany polomér) coz je parametricky zadand rovnice, pro zaky devatého
ro¢niku nesnadné feSitelna. Po domluvé s nimi jsme za parametry dosadili Cisla, kterd nebyla
soudé€lnd, a také jsme se domluvili, aby ¢isla mezi sebou nenésobili. Jeden z zakt se dotdzal,
co kdybychom dosadili za parametry ,.hez¢i ¢isla®. Myslel tim Cisla soud€lna. Vysvétlila

jsem, ze by se mohlo stat, Ze by je v pritbéhu tpravy zkratili. Pfitom ale nevime, jestli je to

vvvvvv
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Zaci tuto rovnici zvladli upravit, jini na konci dosadili misto ¢isel zpét parametry v, x, 1,

n¢ktefi dokonce rovnou upravovali parametricky zadanou rovnici. VSichni ziskali vysledek

Upravu rovnice jednoho zaka uvadim na obrazku 66. Zak zde poéital s dosazenymi &isly a
na zavér, jak uvadi, cisla ,,vysadil®, ¢imz myslel, Ze zpét dosadil parametry. Také
v poslednim fadku upravy vynasobil 11 - 7, coZ sdm opravil, pravé kdyz zjistil, Ze by jinak
nemohl dosadit zpét parametry. V zavéru Zak i upravil vysledny vztah pro obsah kruhu, ktery

vznikl fezem kuzelu.
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Obrazek 66 Uprava rovnice pro vypocet poloméru fezu kuzelu ze sesitu Zdika

V posledni tloze méli Zaci secist obsahy fezi polokoule a kuzelu:

Zjistete, v jaké vysce mame umistit rovinu, aby soucet obsahii obou kruhii byl co nejmensi.

Sega-

Obrazek 67 Rez polokouli a kuzelem
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Ptedchozi lohy napomohly k tomu, Ze zde méli Zaci uz jen pracovat s predchozimi vysledky
a nemuseli se zabyvat Gipravami rovnic. Jedina zména oproti predchozim uloham byla ta, ze
vyska kuzelu byla stejna jako polomér polokoule, tedy v = r, jak ukazuje obrazek 67. Tato
cast délala zaktim obtize, nejspis proto, Ze si poradné nepiecetli zadani, a pracovali rovnou
s neupravenymi vysledky z pfedchozich uloh.

Poté, co méli Zaci prostor na samostatny vypocet, ndhodné vyvolany zak upravil na tabuli
VYTaz: Stes polokoule T Stez kuzelu» Z€ Kterého tpravou vysel vysledek mr?. S jeho vysledkem
se shodovaly 1 vysledky ostatnich zakl (napf. 1 vysledek Zzdka z obrazku 68, ktery dosadil

zaokrouhlenou hodnotu 3,14 za ). Zaci si i propojili, Ze vysledny vztah pfedstavuje obsah

kruhu, poté co jsem se jich zeptala, co vysledny vyraz znamena.

{Anka’}’& Uvz\ciu \*fpa&mh_
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Obrazek 68 Uprava vztahu pro soucet obsahii Fezii koule a kuzelu za sesitu Zdka
ProtoZe v zadani byl jeden konkrétni fez, zeptala jsem se zaki, co by vyslo, kdybychom fez
udélali v jiné vysce. Tim jsem cilila na to, abychom zobecnili vypocet. Bez obtizi zaci
vysvétlili, ze by opét vysSel obsah kruhu, protoze by tam byly stejné vyrazy. Nasledné jsme
shrnuli, k ¢emu jsme se dostali. Pro zaky bylo problematické vyjadiit, co znamenaji ziskané
vysledky jako celek. Protoze se osvédcilo v minulych hodinach, Ze 1épe porozumi, kdyz
k tvaham dostavaji vizualni oporu, nakreslili jsme na tabuli, jak by mohl vypadat fez
polokoule a kuzelu v riiznych vySkach. Zacali jsme od spodu. Déle jsme kreslili, jak by
vypadaly fezy vys. Takto jsme postupovali aZ k vrcholu kuZelu. Sectenim téchto fezit nam
vzdy vySel jeden a ten samy kruh, viz obrazek 69. Z toho bylo zdkim jasné, ze souctem
objemi polokoule a kuzelu ziskdme objem véalce. Museli jsme jesté vysledek matematicky
zapsat. Pak uz kratkou upravou rovnice zaci dospéli ke vztahu pro vypocet objemu
polokoule a od polokoule se dostali k objemu koule. Zdznam Upravy vyrazu je na obrazku

69.
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Obrazek 69 Soucet objemu kuzelu a objemu polokoule se rovnd objemu valce

2.9 Vyhodnoceni vyuky

V prvni fadé¢ bych chtéla zminit, Ze cely vyukovy experiment probihal mésic pted
jednotnymi piijimacimi zkouskami na stfedni Skoly, na které se ptipravovalo 20 z 29 zaka
ve tiidé. Tato situace se na nich samozfejmé podepsala. Zaky bylo obtizné motivovat
jakymkoli zpiisobem, aby se zapojili do vyuky, ktera nebyla zaméfend pfimo na témata
z ptijimacich zkousek. Také Zaci radi pouzivali naucené vzorecky, které se ucili pravé na

piijimaci zkousky, a bylo pro né t€zké myslet na néco jiného, nebo se na tlohy divat jinak.

Castym problém také bylo, ze Zaci nedocetli zadani nebo mu nevénovali dostateCnou
pozornost a dochazeli tak k chybnym zavérim. Obcas se 1 stalo, ze své snazeni vzdali
piredem. Musela jsem se proto stale ptat zak1, co piesné se v zadani pise, aby si ho dukladné

piecetli a stale na n¢j odkazovat.

2.9.1 Povrchy téles
Zavadeéni povrehtl téles probihalo ¢innostmi, pii kterych zaci vyrabéli sité téles. Zavadely se
tak povrchy jehlanu a kuZelu. Zaci bud’ ve skupinkach nebo samostatné méli z papiru vyrabét

sité téles a v nich hledat znamé geometrické ttvary a pocitat jejich obsahy.

Sit’ jehlanu hledali tak, Ze obalovali model, ktery méli pted sebou a bylo pro né snazsi sit’
nalézt. Ztejmée asi také proto, Ze jeho sit’ se 1 sklada ze znamych utvart. Pro sit’ kuZelu zaci
model nemé¢li a museli proto vice pracovat s prostorovou predstavivosti. Ukdzalo se, Ze tim
ani neopravili, méli pak potiZe pii vyrobé modelu, ktery vyrabéli pro ucely nalezeni vztahu

pro objem kuzelu. Pti hledani vztahu pro povrch kuZzelu se museli zaci naucit pocitat obsah
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kruhové vysece. Byly jim nabidnuty dva zptsoby. Dle vypovédi zakli ze zavérecné reflexe
zalezelo na poradi predstaveni zptisobtl. Zakam piipadal vhodnéjsi zpisob, ktery byl delsi,
ale uveden jako prvni, ktery vztah pro obsah kruhové vysece vyuzival poméru mezi obsahy

a obvody kruhové vysece a kruhu, ze kterého je kruhova vyse¢ odfiznuta.

Ptistup k odvozeni vztahu pro povrch koule byl zakiim nabidnut, ale jen ivodni myslenka,
kterou pak sami rozvijeli. Zaci ukazali, Ze dokazi pracovat s obecnymi vyjadfenimi vztaht
a upravovat je. Také ukazali, Ze dokazi pracovat s predstavou neznamého poctu téles, které

v odvozeni a Upravach vyrazii vystupovaly, a s ¢imz se doposud nesetkali.

2.9.2 Cavalieriho princip v roviné

Zavedeni Cavalieriho principu probéhlo tak, Ze se Zaci nejprve s Cavaliertho principem
seznamovali pomoci piipravenych uloh, ale netusili, ze se jednd o néjaky specidlni princip.
Samotné porovndvani obsahii utvarti sjeho pomoci zaci zvladali. Pfi manipulacich se
Spejlemi a u uloh, kde je mohli vyuzit, spravné argumentovali, ze obsahy jsou stejné, protoze
délky Spejli jsou v kazdé Casti utvaru stejné dlouhé. Obtizné vSak pro né bylo aplikovat tyto
uvahy v jinych ulohach. U tloh, pfedev§im zaméfenych na obsah trojuhelniku, bylo pro zaky
piekazkou, ze pocitani obsahu trojuhelniku méli upevnéné v paméti a byli zvykli pocitat jej
pomoci vzorecku. Nikde se v pribéhu feSeni téchto uloh a v naslednych diskuzich
neprokazalo, ze by si zaci pocitani obsahu trojuhelniku spojili s Cavalieriho principem. Bud’
mohli stale jesté¢ setrvavat na hladiné izolovanych modeli nebo, coz je pravdépodobnéjsi,
nedoslo ke krystalizaci pojmu o obsahu trojuhelniku, ktery uz davno meéli ve stadiu

abstraktniho poznatku, protoze v tom zfejmé nevidéli divod.

Pokud by Zaci byli s Cavalieriho principem v rovin€ seznameni dfive, jesté pred zavadénim
obsahu trojuhelniku, mél by, podle mé&, experiment v této ¢asti vétsi uspéch. Mezi zaky se
ale nasli i taci, kterym tento postup dal jakysi nadhled a vhled do tématu, a u téch par z nich
dochéazelo k AHA-momentiim, kdy se dozveédéli, Ze pro vypocet obsahu trojihelniku staci

umeét pocitat pouze obsah obdélniku.

2.9.3 Cavalieriho princip v prostoru
Cavalieriho princip v prostoru byl pro zaky uchopitelnéjsi, ziejm& proto, Ze pracovali

snovym tématem a veSkeré poznatky si teprve konstruovali. Nemdalo zakli pouZivalo
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1 k argumentaci na porovnavani objemi téles Cavalieriho princip, 1 kdyz jeho ptfesné znéni
zatim neznali (viz vyroky zaki z pracovniho listu v oddile 2.7.2). VSichni zéci u ulohy 1
z pracovniho listu na téma Cavalieriho princip v prostoru spravné zdivodnovali, pro¢ maji
vSechna télesa v zadani stejny objem, coz jsem si ovétila béhem individualnich rozhovori
pfi prochézeni tfidou. KdyZz Zéci narazili na novou ulohu, jako napiiklad uloha 3 nebo 5
v uvedeném pracovnim listé, Casto se zdrahali nad Glohou se alesponi zamyslet a rad¢;ji fikali,

7e to nejde, nebo Ze se to neucili.

Z4ci prokazali, Ze u porovnavani objemii uvazuji pomoci Cavalieriho principu a ¢asto pro
porovnani pouzivali vyroky jako ,téleso se (ne)zuzuje®, ¢imz naznacovali, Ze téleso (ne)ma
stejny obsah ploch v prifezu rovinou. Jesté u uloh, kde Zaci pocitali objemy téles, néktefi
ukazali, ze aplikovat Cavalieriho princip dokazi (viz obrazek 51). Ostatni Zzaci pocitali

objemy bez vyuziti principu a snazili se ptiklady pocitat jinymi zpiisoby.

2.9.4 Zavadéni objemi téles

Béhem vyuky, ktera cilila na zavedeni objemt téles pomoci Cavalieriho principu, nastalo
nemalo prekazek. Nejprve se ukazalo, ze zdktim dé€la obtize manualni vyroba modeli téles.
Z4ci nesnadné pracovali s predstavou, jak by mély jejich modely vypadat, a to jak u jehlanu,
tak 1 u kuzelu. Bud’ si viibec neuméli s ukolem poradit a potiebovali velkou oporu v uciteli
nebo bezmyslenkovité vyrobili model (nebo ¢ast modelu), a kdyz jejich vysledek nevypadal

podle jejich ocekavani, bez dalsiho uvazeni nebo pocitani jen vyrobili jinou podobu modelu.

Pti zobeciiovani objemt, poté co zaci védeli, jak spocitat objem konkrétniho jednoho télesa,
a méli pfejit k tomu, Ze je vztah platny i pro vSechny ostatni, a pro¢, se u zaka neprojevilo
propojeni na Cavalieritho princip. Radéji se snazili nalézt jiné divody, jako naptiklad
zobecnovani u objemu jehlanu, viz oddil 2.8.1. Ve vyjimecnych ptipadech jeden ¢i dva Zaci
takovou argumentaci vyuzili. Ulohy, které vedly k odvozovani objemi jehlanu a kuZelu,
byly pro zdky ziejmé pfili§ obecné az abstraktni a Casto se pii nich diskutovalo a malo
poéitalo, na coz nebyli pfili§ zvykli. Zaci ¢asto ziistavali na urovni izolovanych modelii a

poznatky nezobecniovali i pfesto, zZe tak byly pfipraveny tlohy.

U objevovani objemu koule ulohy piimo na vyuziti Cavalieriho principu cilily. Ulohy byly
vice konkrétni a Zakliim se snadnéji u nich pfemyslelo, ziejmé proto, ze ulohy byly vice

pocitaci. VypocCty néktefi Zaci zvladali i parametricky, jini dokazali upravovat rovnice
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alespon s dosazenymi Cisly a nebylo pro né tak obtizné dopracovat se k vysledku. Potize
délala interpretace vysledka, kdyz méli zaci vysvétlit, co jim vyslo. Jak se pak ukazalo, byla
k interpretaci potfeba vizualni podpora toho, na co pfisli, kterou jsem uvedla na konci oddilu
2.8.3. Pfi uvadéni argumentaci, na co zaci pfisli, nepouzival nikdo piimo, ze vyuzil
Cavalieriho princip. Ve vyrocich zéki se vSak ukazovaly alespon ndznaky principu, kdy
naptiklad fikali, Ze objem polokoule ziskdme z odecteni objemu kuzelu od objemu vélce,

protoze v kazdém priifezu u predchoziho vypoctu vysel kruh (viz oddil 2.8.3).

85



Zavér

Cilem mé prace bylo pfipravit a realizovat vyuku na zavadéni objemil vybranych téles
s pomoci Cavalieriho principu. V teoretické ¢asti byl nejprve popsan pojmotvorny proces a
charakterizovéana teorie generického modelu spolu s konstruktivistickym a transmisivnim
pristupem k vyuce. Dale byla provedena reserSe a analyza ucebnic, které¢ zavadéji objemy
jehlanu, kuzelu a koule. Z nékterych uloh uvedenych v u€ebnicich byl sestaven plan vyuky
pro vyukovy experiment. Jiné tlohy byly jen inspiraci a n€které naopak ptikladem toho, jak

bych vyuku vést nechtéla. Jednalo se pfedevSim o tlohy s transmisivnim pfistupem.

Do vyuky jsem Zaklim pfipravovala pracovni listy nebo zadani tloh, které jsem s pomoci
projektoru promitala na tabuli, a vyrabéla pomiicky (Spejle pro ivodni ¢ast o Cavalieriho
principu). Smyslem bylo pfipravit takové vyucovaci hodiny, aby byly pro Zaky dostate¢né

podnétné a Zaci v nich mohli objevovat pojmy.

Béhem vyukového experimentu jsem se snazila do uvazovani 7kl pfili§ nezasahovat a
respektovat jejich napady, i kdyZz se nékdy odchylily od ptvodniho zaméru vyuky.
Uvédomuji si, ze v nékterych situacich jsem se snazila zédky az pfili§ nasmérovat svymi
otazkami a dotlacit je k oekavané odpovédi, coz nebylo pfinosné. Pro piist€¢ bych mohla
byt vice pfipravena na situace, ve kterych zaci ptijdou pti odvozovani vztaht vlastni cestou,

a lIépe na n¢ reagovat.

V prvni Casti jsme se vénovali zavedeni téles jehlan a kuzel, pfi které se zaci seznamili
s jejich ¢astmi a objevovali, jak vypada jejich sit’ a nésledné, jak je mozné zjistit jejich
povrch. I kdyZ povrch téles neni tématem této prace, je jeho nedilnou souéasti. Zaci v této
¢asti projevili, Ze jsou schopni odvozovat vztahy pouze s proménnymi a upravovat rovnice

S parametry.

U vyuky o Cavalieriho principu se ukazalo, ze pro jeho zavadéni v roviné neni vhodny az
devaty rocnik. Pro Gcely této prace vSak nebyla jind moznost. Vyuka o Cavalieriho principu
v prostoru mohla byt obohacena o dalsi pomticky, které by podpofily predstavivost zaki, a
se kterymi by mohli Zaci ve vyuce manipulovat. Pfikladem by mohla byt télesa, ktera by se
dala roz€lenit na jednotlivé vrstvy vzniklé fezy rovinou rovnob&znou s jejich podstavou.

Zaci by mohli vrstvy porovnivat mezi jednotlivymi t&lesy a ovéfovat, jestli maji stejny
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obsah. Zaci v této &asti také prokazali, ze dokazi vyuzivat Cavalieriho princip u izolovanych
modelt, a prfedevsim u tloh, kde se pouze porovnavali obsahy nebo objemy. U aplika¢nich
uloh se v jejich odpovédich odkazy na Cavalieriho princip neukazaly.

Pti vyrobach modeli téles se ukazalo, ze Zaci nejsou piili§ zrucni ve vyrabéni a maji potize
s prostorovou predstavivosti. Jejich dovednosti v téchto dvou oblastech je potieba vice
rozvijet. Napfiklad CastéjSim zafazovanim Uloh na vyrabéni modeli nebo kreativniho

rysovani pro rozvoj zrucnosti.

Vrcholem experimentu bylo odvozeni vztahii pro objem jehlanu, kuzelu a koule, které méli
zaci objevit s vyuzitim Cavalieriho principu. U odvozovani objemu jehlanu se u zaki
projevila miskoncepce pii zobectiovani vztahu pro jeho objem. Zaci potiebovali konkrétni
piedstavu toho, jak vztah zobecnit a piisli tak se zptisobem, ktery neuvadéla zddné z ucebnic.
Sice to nebylo v souladu s cilem, kterym bylo, aby k odvozeni dosli skrze Cavalieriho
princip, ale davd nam to moZnost dalsiho pojeti pristupu k tomuto uc¢ivu. Mohla by to byt
pro dalsi ucitele inspirace. Bylo by vhodné vyrobit vice modell jehlanti, aby se ve vyuce
neobjevily jen Ctyfboké jehlany, a Zaci by tim ziskali vétSi mnoZzstvi izolovanych modelt.
Pro odvozeni objemu kuzelu se ukazalo, Ze zaci pro zobecnéni vztahu myslenky principu
pouzivaji, ale stale jen izolované. Objem koule byl nejvice na odvozeni pomoci Cavalieriho
principu pfipraveny, a proto se u zaki vice ukazalo, ze jej alespon ve zdiivodnéni pouzivaji.
Béhem psani diplomové prace jsem ziskala vétsi piehled o dostupnych ucebnicich. Bylo pro
me¢ milym piekvapenim, ze konstruktivisticky pfistup neuvadéji jen ucebnice od
nakladatelstvi H-mat. Ziskané zkuSenosti z vyukového experimentu m¢ také obohatily pro

dalsi roky mé pedagogické ¢innosti.
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Piilohy

Priloha 1 — Pracovni list: Cavalieriho princip v roviné
1. Ariana vyskladala Spejle podél ¢erné usecky. Kazdou $pejli polozila vodorovné a tak, aby

se levym koncem dotykaly Gerné usecky. Spejle skladala t&sné k sobé.

Vyskladejte Spejle vodorovné podél Sikmé tsecky, oblouku 1 vinky. Zjistéte, ktery ze Ctyt

utvari ma nejveétsi obsah. Vysvétli.

Jsou dany ctyfuhelniky porovnej jejich obsahy. Vyzkousej si manipulativné, co se se

Spejlemi d¢je.
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3. Kter¢é utvary maji stejny obsah?

4. Ariana vysvétluje své mladsi sestie, jak se pocita obsah trojuhelniku.

4 cm Vg=4cm ——

5cm a=5cm

Obr. 1 Obr. 2 Obr. 3

»Podivej se, doplnim to na rovnobé&znik (obr. 2). Z néj ted’ ustfihni trojahelnik a presun jej
tak, abys dostala obdélnik (obr. 3).“ Sestra to ud¢lala a pak postupné dopocitala i obsah
puvodniho trojuhelniku. Dokreslete obrazek 3.

Obsah obdélniku:
Obsah rovnobézniku:
Obsah ptivodniho trojuhelniku:

Jaky by byl rychlejsi zptisob feseni?
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5. Lichobéznik ABCD je pravouhly, bod E je stfedem usecky CD. Zjistéte obsahy
trojuhelniktt AED, ACE, ABC.

14 cm
D E C

12em

A 10 cm B

6. Spojte trojuhelniky se stejnym obsahem. Najdéte trojiihelnik s obsahem 12.
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Priloha 2 — Pracovni list: Cavalieriho princip v prostoru
1. V8echna nasledujici télesa maji stejnou vysku a stejnou zakladnu. U kterych téles miizeme

fict, Ze maji stejny objem?

A B C

2. M¢jme nésledujici jehlan a hranol. Ob¢ télesa maji zékladnu, ktera je pravidelnym

pétithelnikem. Maji stejny objem? Zdtvodni.

3. Méjme nasledujici hranoly, jejichz zakladny jsou ctverce. Urci jejich objemy.

12

4. Ur¢i objemy téles:

w2 0¢
é
o

Dy
3
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5. Dany trojboky hranol a ¢tyfboky hranol maji stejny objem. Rovina, ktera je rovnobézna
se zakladnami ve vzdalenosti 3 od podstavy, protind ob¢ télesa a vytvari prifezy. Jaky je

obsah prufezu u trojbokého hranolu?
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