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ABSTRAKT

Tato bakalatskd prace pojednadva o Pellové rovnici, pfiemz srozumitelné podava
strukturované informace z prostudovanych tuzemskych i zahrani¢nich knih, c¢lankt
a dalSich zdrojt. Cilem prace je vytvofit studijni materidl primarné pro studenty vysokych
Skol ale také pro zvidavé stfedoskoléky, a tedy co nejintuitivnéji vylozit co je Pellova
rovnice, jak najit jeji feSeni a jak souvisi naptiklad s fetézovymi zlomky, aproximacemi
iracionalnich Cisel, a invertibilnimi prvky v Z[\/ﬁ] Hlavni motivaci pro feSeni Pellovy
rovnice napfi¢ praci je pravé to, Ze jeji feSeni davaji dobré aproximace iracionalnich
druhych odmocnin. Pellova rovnice je pfedstavena v stru¢ném historickém kontextu. Déle
je dokazano, ze pro kazdou Pellovu rovnici existuje netrivialni celoCiselné feSeni, a pro
jeho nalezeni je vyuZita teorie fetézovych zlomkl. Pro zjednoduseni tvotfeni fetézovych
zlomki je pfedstaven tzv. Tennertiv algoritmus. Konkrétné¢ je hledani feSeni Pellovy
rovnice odvozeno pomoci sblizenych zlomkli a periodicity fetézovych zlomki
iracionalnich odmocnin. Nésledné¢ je popsana struktura feSeni: je dokazéano, ze existuje tzv.
minimalni feSeni, které generuje vSechna kladna feSeni, a je popsana mnoZina feseni, ktera
tvofi nekonecnou cyklickou grupu. V zavéru prace jsou zminéna dal$i uziti a vyskyty
Pellovy rovnice, napf. tzv. Pellova ¢isla a jak pomoci nich lze hledat pythagorejské trojice.

Timto jsou podany ucelené informace od odvozeni ptes feSeni po uziti Pellovy rovnice.

KLICOVA SLOVA
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ABSTRACT

This bachelor's thesis deals with Pell's equation, while clearly presenting structured
information from studied domestic and foreign books, articles, and other sources. The goal
of this thesis is to create study material primarily for university students but also for
inquisitive high school students, and thus explain as intuitively as possible what Pell's
equation is, how to find its solutions, and how it is related, for example, to continued
fractions, approximations of irrational numbers, and invertible elements in Z[Vn ]. The
main motivation for solving Pell's equation throughout the work is specifically that its
solutions give best approximations of irrational square roots. Pell's equation is presented in
a brief historical context. Further, it is proved that there is a non-trivial integer solution for
every Pell equation, and the theory of continued fractions is used to find it. To make the
creation of continued fractions easier, the so-called Tenner's algorithm is introduced.
Specifically, the search for a solution to Pell's equation is derived using convergents and
the periodicity of continued fractions of irrational roots. Subsequently, the structure of the
solution is described: it is proved that there is a so-called minimal solution that generates
all positive solutions, and a set of solutions that form an infinite cyclic group is described.
At the end of the thesis, other uses and occurrences of the Pell equation are mentioned, e.g.
the so-called Pell numbers and how they can be used to search for Pythagorean triples.
Thus, comprehensive information is given covering the derivation of the equation, finding

its solutions, and its use.

KEYWORDS
Pell’s equation, diophantine approximation, square root, continued fractions, number

theory
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Uvod

Pellova rovnice je pfedmétem studia matematického oboru znamého jako teorie Cisel. Jedna

se 0 kvadratickou diofantickou rovnici ve tvaru:
x?—ny?=1

Jeji vyznam spociva piedevSim v tom, ze pomoci jejich feseni Ize velmi dobie aproximovat
iraciondlni odmocniny celych ¢isel, tj. ty, které nejsou druhou mocninou néjakého celého
Cisla. Dalsi wziti Pellovy rovnice piedstavuje urcovani invertibilnich prvka
v Ciselnych oborech Z[\/ﬁ], coZ jsou algebraické struktury tvofené &isly ve tvaru x + yvn,
kde x a y jsou celé Cisla. Invertibilni prvky pak jsou takové, ke kterym existuje inverzni prvek
(Stanovsky, 2010, s. 20). Zajimavym uzitim Pellovy rovnice je hledani Cisel, ktera jsou
zaroven Ctverci (druhé mocniny celych Cisel) a trojuhelniky, coz jsou Cisla ur€ujici pocet
tecek, ze kterych lze sestavit pravidelny rovnostranny trojuhelnik. S Pellovou rovnici také

souvisi tzv. Pellova ¢isla, pomoci kterych 1ze hledat pythagorejské trojice.

Prace je rozdélena na Ctyfi kapitoly. Prvni kapitola piedstavuje Pellovu rovnici a uvadi ji

v historickém kontextu. V této casti je konkrétni Pellova rovnice odvozena z poméru

7w

Ghlop#icky a strany &tverce jako nastroj pro hledani aproximace V2, a nasledné zobecnéna pro

hledani aproximaci iracionalnich odmocnin, coz také zistava jeji hlavni motivaci napfic praci.

Tato vlastnost souvisi s n¢kolika ditkazy a také s feSenim pomoci fetézovych zlomki.

Druhd kapitola se pak zabyva fetézovymi zlomky, pomoci nichz mizeme nalézt libovolné
feSeni Pellovy rovnice. Nejprve se zde struéné hovoii o fetézovych zlomcich racionalnich
Cisel a poté se zbytek kapitoly soustiedi na feté¢zové zlomky iracionalnich ¢isel a jak souvisi
s Pellovou rovnici. Jsou zavedeny tzv. sblizené zlomky, které ptedstavuji ,,utnuté* casti
fetézovych zlomkid a je odvozen vztah, urcujici to, které sblizené¢ zlomky dévaji tfeSeni

Pellovy rovnice.

Ve treti kapitole je popsana algebraickd struktura, kterou tvoii feSeni konkrétni Pellovy
rovnice. Je definovana mnozina feSeni M a je dokazano, ze spliuje vlastnosti cyklické grupy.

Nejdilezitéjsi ¢asti této kapitoly je dikaz, ze soucinem dvou feSeni ziskame nové feSeni

a dale, Ze vSechna kladna feSeni jsme schopni generovat tzv. minimalnim feSenim.

V zavérecné Ctvrté kapitole jsou potom zminéna dalSi vyuziti Pellovy rovnice. Nejprve

hledani dalsich feSeni obecné a negativni Pellovy rovnice, poté hleddni invertibilnich prvka



v oborech Z[\/ﬁ], hledani cisel, kterd jsou zaroven trojuhelniky a ctverci a v posledni

podkapitole této Casti je predstaveno, hledat pythagorejské trojice pomoci tzv. Pellovych cisel.

V Elements of Number Theory Johna Stillwella (2003) se ¢tenat docte o dalSich zajimavych
nahledech na feseni Pellovy rovnice. Dalsi rozsifujici literaturu predstavuji napt. Kala (2021),
ktery v textu Teorie cisel poskytuje jiny pohled na sblizené zlomky. Hlavnim doporu¢enym
textem, pro dalsi Cteni je Pell’s Equation od Edwarda J. Barbeaua, ktery se vénuje Pellové
rovnici z vice thli a vice do hloubky. Pokud by ctenafe zaujaly diofantické aproximace, pak

najde dalsi informace napft. v diplomové praci Aleny JasSové (2010) Diofantické aproximace.



1 Pellova rovnice a dobré aproximace
Pellova rovnice je tedy kvadraticka diofanticka dana ptfedpisem:

x2—ny?t=1
Na tuto rovnici lze narazit napfiklad pfi aproximaci iracionalni uhlopficky ve ctverci, €i pii
pocitdni norem ¢&isel v Ciselnych oborech Z[\/ﬁ], kde norma je definovana pravé jako
|x2 — ny?|, pro dané x + y/n.
Touto rovnici se zabyvali uz staii Rekové. Mezi velka jména spjata s Pellovou rovnici patii
Theon ze Smyrny (70-135) nebo Diofantos (3. stoleti n.l.), ktery se ji zabyva ve svém dile
Arithmetica. Pouzivali ji predev§im k aproximaci V2 a to pomoci tzv. thlop#i¢kovych
a stranovych ¢isel, vztahujicich se ke strandm a uhloptickdm ve ¢tvercich. (Tattersall, 2005, s.
44)
Uz na zakladnich Skolach se déti uci, ze pomér thlopticky ve ¢tverci a jeho strany je praveé
V2. To plyne napiiklad z Pythagorovy véty, protoze uhlopiicka je pfepona v pravouhlém

trojuhelniku, ktery tvoti spolu se dvéma stranami ¢tverce.

+

Obr. 1: Pravouhly trojihelnik ve ¢tverci

(vlastni zpracovani, GeoGebra)



Vezméme nékolik ¢tverct a pomoci Pythagorovy véty spoctéme jejich thloptficky. Mé&me
¢tverce o stran€ s a thlopficce u.

a) s =1.Pakplati, ze 12 + 12 = u?atedy u = V12 + 12 = 2

b) s =2.Pakplati, ze 22 + 22 = u?au = V22 + 22 =8 = 2v2

Vimneme si vzorce, ze u = sv2. To lze odvodit i ze vzorce pro obecny &tverec.

c) Mg¢éjme ctverec o néjaké strané s a uhlopticce u. Plati, Ze:
st+s2=u?
252 = y?

Z &ehoz plyne, ze u = V252 = sv/2.

Nyni tedy vidime, Ze pomér tihlop¥icky a strany ve &tverci je skute¢né v/2 a mohli bychom
odmocninu ze dvou vyjadfit pomoci % Cislo V2 je ale iracionalni, jak miZeme snadno

dokazat.

Tvrzeni 1.

V2 je iracionalni ¢&islo.

Diikaz. Ptedpokladejme, Ze v/2 je raciondlni, tedy ji mizeme vyjadiit jako zlomek 5, kdepagq

jsou nesoudé€lna cela Cisla. Plati, Ze:

N

QT

2q* =p*

Z &ehoz plyne, 7e p? je sudé a tim padem i p je sudé. Necht p = 2m. Potom p? = 4m?2.
Z toho plyne:

2q% = 4m?

qZ — 2m2

Cislo q je tedy také sudé, coZ je ve sporu s piedpokladem, Ze p, g jsou nesoudélna.

(Tattersall, 2009, s. 60) [ |



My bychom ale chtéli aby u, s byla Cisla celd, a tedy aby % bylo racionalni. Abychom se

2
oqe . , . . u ’ 7 L. u
zbavili odmocniny ze dvou, umocnime rovnici S = V2 na druhou. Ziskdme rovnici == 2.

Tento vyraz je stale nereSitelny, protoze kdyby existovaly dvé druhé mocniny néjakych
celych cisel, jejichz podil je roven dvéma, pak by stacilo obé strany odmocnit a ziskali

bychom podil celych cisel, ktery je roven odmocniné ze dvou.

Nelze oc¢ekavat, ze bychom V2 vyjadtili celoéiselnym podilem piesné. Zkusme proto
sestavit rovnici, jejiz feSeni budou aproximovat odmocninu ze dvou s co nejmensi
chybou. Toho dosahneme napriklad upravou umocnéné rovnice tak, aby na pravé strané

byla nula.

u?—-2s>=0

Z predchoziho vime, Ze tato rovnice nema treSeni v Z. JelikoZ uvaZujme s,u cela,
vysledkem vyrazu na pravé strané bude néjaké celé Cislo. Kdyz tedy nemtZeme
dosahnout nulového rozdilu, vezméme druhy nejmensi celociselny rozdil, tedy +1. Nyni
reSime rovnici:

u? —2s?2 =41

Na prvni pohled vidime, Ze néktera celociselna reSeni existuji, napriklad u = 1,s =0

nebou = 1,s = 1 adalsi.

Obdobnou tvahu lze pouZit i k aproximaci dal$ich iracionalnich odmocnin. Odpoutejme
se tedy od Ctverce a znaceni u, s a oznaCme proménné obecné x,y. Misto Cisla 2 piSme
obecné n pro v/n, kterou chceme aproximovat. Zaroven se prozatim omezme na piipad,
kdy je prava strana kladna. Mame tedy x2 — ny? = 1. Takové rovnici se Fka Pellova,
a pravé tou se budeme zabyvat. Varianta s Cislem —1 se nazyva negativni Pellova
rovnice, a pokud mame na pravé strané néjaké c € Z \ {0} , rikame takové rovnici
obecna Pellova rovnice. Zadefinujme si tedy formalné tyto tfi pojmy, ackoliv zabyvat se

budeme hlavné Pellovou rovnici s 1 na pravé strané.



Definice 1. Pellova rovnice

Pellovou rovnici nazyvame rovnici x2 — ny? = 1, kde n je piirozené ¢&islo a zarove neni
Stverec, tedy neni druhou mocinou Zzadného celého &isla (n € N,n # d?,d € N). Resenim

jsou dvojice (x; y), kde x,y € Z. (Conrad (a), s. 1)

Poznamka Dale pojmem Pellova rovnice bez dalsich ptizvisek ¢i specifikaci rozumime prave

tuto rovnici.

Definice 2. Negativni Pellova rovnice
Negativni Pellovou rovnici nazyvame rovnici x? —ny? = —1, kde n € N,n # d?,d € N.

(Conrad (a), s. 7)

Tuto rovnici jsme si odvodili na zacatku spolu s Pellovou rovnici. Je jakousi obracenou
stranou mince, protoze diva aproximace o néco mensi nez v/n, zatimco rovnice s 1 o néco

vetsi. Zaroven je negativni Pellova rovnice specialnim piipadem obecné.

Definice 3. Obecna Pellova rovnice
Obecnou Pellovou rovnici nazyvame rovnici x> —ny? =c,kden€N,n#d* d€Z ac €

Z \ {0}. (Conrad (a),s. 7)

Pozdgji si nasla Pellova rovnice cestu dale na vychod do Indie a Ciny. Historické materidly
naznacuji, ze tyto dv€ zemé si vymeénovaly informace ohledné matematickych poznatkd, ale
mnohem vétsi pokrok ucinila Indie, kde Pellovu rovnici zkoumali naptiklad Brahmagupta
(598-668) nebo Bhaskara II. (1114-1185). Ti hledali feSeni pro vys§i odmocniny.
Brahmagupta sam byl schopen nalézt nekone¢né¢ mnoho feseni, protoze ptisel na to, Ze soucin
dvou feSeni dava nové feSeni. Nebyl ale schopen nalézt feSeni pro Pellovy rovnice obecné.
K tomu se dobral Bhéskara II., ovSem jeho metodu dokazal az Joseph-Loise Lagrange (1736-

1813) v 18. stoleti. (Stillwell, 2010, s. 75-76)

Mezi prvnimi, kdo se v Evropé zabyvali Pellovou rovnici byl naptiklad William Brouncker
(1620 — 1684). On i dalsi jiz zakladali své zkoumani na fetézovych zlomcich v/n. (Stillwell,
2010, s. 46) Pozoruhodné je, Ze prizvisko ,,Pellova®“ dal této rovnici matematik Leonhard
Euler (1707 — 1783), ktery chybné¢ pfiradil zasluhy za studia jejich feSeni pravé Johnu Pellovi
(1611 — 1685). Jak je vidno, studium této rovnice saha mnohem hloubéji do minulosti

a v moderni dob¢ se, mnohem vice nez Pell, jejim feSenim zabyvali jini matematici naptiklad



William Brouncker, John Wallis (1616-1703) nebo Pierre de Fermat (1607-1665). (Tattersall,
2005, s. 274)

Odvodili jsme tedy Pellovu rovnici pies aproximaci V2 jako nastroj pro hledani racionalnich
Cisel i, pro které plati, Ze rozdil |§ -2 | je co nejmensi. Dale jsme si rovnici zobecnili, pro
rtizné v/n, kde n neni druhou mocninou n&jakého celého ¢&isla (0, 1,4,9, 25, 36, ...). Takovym

¢islim budeme fikat Ctverce a ostatnim pak nectverce, bude-li dilezité zduraznit tuto jejich
vlastnost. Ted’ nas bude zajimat, jak najit feSeni Pellovy rovnice. Uz v tivodu prvni kapitoly,
kdy jsme fesili aproximaci V2, jsme vid&li nékolik feseni na prvni pohled. Podivejme se na
dalsi ptiklady pro riizna n. Schvaln¢ zahrneme 1 rovnice, ve kterych je n ctverec, abychom

pochopili, pro¢ se tato n z definice Pellovy rovnice vylucuji.
Piiklad 1.

Zkuste uhadnout alespon dvé feseni (xq; y,), (x5; y,) takova, ze x; # x5 a y; # V5.

a) x2—y?=1 c) x2—4y?=1
b) x2-2y?2=1 d) x%2—5y2=
Reseni.

a) Zde se jedna o rozdil dvou &tvercti. Jediné dva Ctverce, které se lisi pravé o 1, jsou 02
a 12 (Jak plyne z posloupnosti &tverci {0,1,4,9, ... }). Dostavame tak pouze dvé feSeni
(£1;0).

b) Refeni (+1;0) plati i pro tuto rovnici. Mizeme si v§imnout, Z¢ vzhledem k tomu, Ze
y = 0 je toto feSeni nezavislé na n a tim padem plati pro vSechny Pellovy rovnice.
Rikdme mu proto trividlni; a zabyvame se piipadnymi dal$imi, kterym fikame
netrividlni. Miizeme zkusit uhodnout néjaka netrivialni feSeni, pokud je vidime. Pokud
je nevidime, mizeme systematicky zkouSet dosazovat, dokud se vysledku
nedobereme. Uvazujme nésledujici metodu.

Vyjadiime x? z Pellovy rovnice: x2 = 1+ 2y? a poté postupné dosazujeme za y
pfirozena C¢isla od 1, protoZe hledame y v Z, pfi¢emz nulu neuvazujeme (ta, jak vime,
vede na trivialni feSeni) a vzhledem k druhé mocniné je dosazeni naptiklad 1 a —1
ekvivalentni. Pokracujeme v dosazovani, dokud se pravé strana nerovnd n¢jakému
ctverci. Pak jsme nasli celociselné feSeni (viz Tab. 1). Hledame tedy Cctverce

v posloupnosti ¢isel tvaru 1 + 2y?2.



y 1+2y2=x2
1 3
2 9
3 19
4 33

Tab. 1
(vlastni zpracovani)

Prvni ¢tverec jsme nasli uz v druhém kroku. Je tfeba vysledek odmocnit, protoZze jsme
nasli x2, ne x, a ziskali jsme nejmensi netrivialni feSeni (3; 2). Na dalsi feSeni bychom
narazili pro y = 12, dalsi pak az pro y = 70 (viz Tab. 3), coZ vypovida o tom, jak se
tato metoda postupné stdva hrubé neefektivni. Zaroven nezarucuje existenci ani pocet
feSeni.

¢) V tomto pfipad€ je n rovno ¢tverci, a protoZe mizeme rovnici upravit nasledujicim
zpiisobem: x2 — (2y)? = 1. Jedna se opét o rozdil &tverci jako v Uloze a), a tedy
jedinym feSenim je trivialni feSeni (+1; 0).

d) Jako jedno feSeni mizeme opét vzit trividlni feSeni. Abychom nasli dal$si miizeme

postupovat stejné jako v b). Sestavme nésledujici tabulku:

y x? =1+ 5y?
1 6
2 21
3 46
4 81
Tab. 2

(vlastni zpracovani)

Pro n = 5 se prvni ¢tverec objevil az ve ¢tvrtém kroku, nicméné stale relativné brzy a ziskali
jsme feSeni (9; 4). Kdybychom chtéli nalézt dal$i netrivialni feSeni, pokrac¢ovali bychom dale,

piicemz na dals$i feSeni bychom narazili az pro y = 72 (viz Tab. 3).

Nasledujici tabulka ilustruje neefektivitu postupného dosazovani. Jsou zde uvedena prvni
Ctyfi feSeni, kterd bychom touto metodou nasli. Ta ovSem byla spoctena metodou jinou,
konkrétné pomoci vlastnosti, ze soucin dvou feSeni je nové feSeni. Tuto vlastnost

prozkoumame ve tteti kapitole.

x?2 -2y =1 x? -5y =1

(3;2) (9;4)




(17;12) (161;72)

(99; 70) (2889; 1292)

(577;408) (51841;23184)

Tab. 3: Prvni &tyii feSeni rovnic x? — 2y2 = 1 ax? — 5y% = 1.
(vlastni zpracovani)
Béhem feSeni predchozich uloh jsme ucinili nékolik dilezitych pozorovani. Trividlni feSeni
plati pro vSechny Pellovy rovnice. Zaroveii je jedinym feSenim téch rovnic, kde n = d?,d €
N; proto tento pfipad v definici Pellovy rovnice vylucujeme. Dale si mizeme vSimnout, ze
pokud je feSenim né&jaké (x;y), pak jsou feSeni také vSechny znaménkové variace
O =), (=x;y), (=x; —).

To, ze trivialni feSeni plati pro vSechny Pellovy rovnice, je ziejmé. Jelikoz se druhy clen,
jehoz je n soucasti, vynuluje, je feSeni nezavislé na n, tedy na jediném prvku, ve kterém se
rtizné Pellovy rovnice 1i$i. Problém je redukovany pouze na x? = 1 pro vSechny piipady. Ve
vSech ptipadech bude platit x = +1 a tedy trivialni feSeni (£1; 0) plati pro vSechny Pellovy

rovnice.

Tvrzeni, Ze rovnici fesi vSechny znaménkové variace (x;y), (x; —y), (—x;y), (—x; —y) je

také dosti zfejmé. Vzhledem k tomu, ze proménné vstupuji do rovnice ve druhé mocning, je

dosazeni naptiklad (3; 2), (3; —2), (—3; 2), (—3; —2) do rovnice x? — 2y? = 1 ekvivalentni.
32-2.22=32_-2(-2)2= (=3)2-2:22= (=3)2-2(-2)2=1

To je ostatn¢ velmi dobfe vidét, pokud se podivime na graf kiivky, kterou Pellova rovnice

popisuje. Ten tvoii hyperbola soumérnd podle osy x 1 osy y.



Obr 2. Graf Pellovy rovnice x? — 2y% =1
(vlastni zpracovani, GeoGebra)

Poznamka Pokud nebude specifikovano jinak, budeme se dale bez uthony na obecnosti
zabyvat pouze kladnymi feSenimi (x,y > 0). VSechna feSeni pak dostaneme tak, Ze piidame

vSechny znaménkové variace daného kladného feSeni.

Pozorovani, které neni zcela trividlni, je, Ze v ptipad€é kdy n je Ctverec, je feSenim pouze
trivialni feSeni a zddné netrivialni neexistuje. Své pozorovani jsme si odivodnili tim, ze jediné
dva ctverce, jejichz rozdil je 1 jsou pravé 0 a 1. Pojd’'me si ale ukazat formalné;si dikaz.
Tvrzeni 2.

Pokud je n ¢tverec, pak ma Pellova rovnice pouze trividlni feSeni.
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Diikaz. Myslenku ditkazu nejprve ukazme na konkrétni rovnici x2 — 4y? = 1. V ptipadg, ze
n je Gtverec, mizeme je napsat jako d?,d € N. Cislo 4 tedy zapiseme jako 22 Nasledné
provedeme rozklad podle vzorce a? — b? = (a — b) - (a + b).
x2 _ 22y2 =1
x+2y)-(x—2y)=1

Protoze x,y € Z, ob¢ zavorky budou ve vysledku celoCiselné. Jejich soucinem tedy
dostaneme 1 pouze tehdy, kdy se a) obé rovnaji 1 nebo b) ob¢ rovnaji —1. Musi tedy nastat

jeden z nésledujicich dvou piipadi:

a) x+2y=1 b) x+2y=-1
x—2y=1 x—2y=-1
V obou ptipadech, kdyz rovnice secteme, 2y se vyrusi a dostdvame 2x = 2 resp. 2x = —2,
a tedy x = 1 resp. x = —1. Po dosazeni zjistime, ze 2y = 0, a tedy y = 0. Jedina feSeni tedy

skute¢né jsou pouze (1;0) a (—1;0).

Pro obecny ditkaz postupujme stejné. Necht x? — ny? = 1, kde n = d?,d € N. Levou stranu

opét rozlozime na soucin.
x? —d?y? =1
(x+dy)-(x—dy)=1
A nastava jeden ze dvou piipadi:

a) x+dy=1 b) x +dy=-1
x—dy=1 x—dy=-1

Kdyz rovnice secteme, vyjdou ndm rovnice totozné tém v konkrétnim piikladu 2x = 2 resp.
2x = —2 a dy = 0. Ptipad d = 0 neuvazujeme, protoze pak uz se nejednd o rovnici tvaru
x? —ny? = 1 ale pouze trivialni kvadratickou rovnici o jedné nezndmé x? = 1. V ostatnich
piipadech musi platit y = 0 a ziskavame jedina feseni (£1; 0) pro rovnice, kde n = d?.

(Kala, 2021, s. 6) [

Vyse jsme si tedy ovérili vSechna pozorovani, ktera jsme ucinili v prikladu 1. Vratme se nyni

k hledani feseni. Kdybychom hledali metodou postupného dosazovani feSeni napiiklad pro
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n = 13, velmi dlouho bychom na z4dné nenarazili. Je na mist¢ si polozit otazku, zda vSechna
n, kterd vyhovuji definici Pellovy rovnice, skutecné maji i jiné, nez trividlni feSeni. Tedy

napf., zda n&jaké netrividlni feSeni x? — 13y? = 1 existuje a ma vitbec smysl je hledat.

K tomu budeme potiebovat dalsi teorii. Ud¢lejme tedy kratkou odbocku k aproximacim
iracionalnich ¢isel. Znalosti z nasledujici podkapitoly nam pomohou pii dokazovani existence

netrivialnich feSeni.

1.1 Aproximace iracionalnich cisel

Iraciondlni cCisla nelze na rozdil od raciondlnich vyjadfit jako podil celych Ccisel. Proto,
abychom s nimi mohli po¢itat, pracujeme s racionalnimi €isly, které se danému iraciondlnimu
¢islu pouze ptiblizuji.

S jistou formou aproximace jsme se setkali uz na zdkladni Skole, kdy jsme se ucili
zaokrouhlovat. Pokud mé dané Cislo za desetinnou ¢arkou Cislici pét nebo vétsi, zaokrouhlime
nahoru, tj. na nejbliz§i vyssi celé Cislo a pokud je Cislice za carkou Ctyfi a mensi,
zaokrouhlime dolu, tj. na nejblizsi nizsi celé ¢islo. Miizeme se na tento proces divat jako na
pridavani

a odebirani. Naptiklad m&jme v2 = 1,414213562 .... Podle pravidel toto &islo zaokrouhlime
na 1, neboli odecteme necelou ¢ast odmocniny ze dvou od jeji celé ¢asti. To je o néco
presnéjsi, nez kdybychom pficitali ~0,586, abychom se dostali na 2. Jde ndm totiZ o to, aby
rozdil mezi Cislem, které aproximujeme a vyslednou aproximaci byl co nejmensi, tedy aby

hodnota vyrazu |\/§ — pl, kde p je ¢islo kterym 2 aproximujeme, byla minimalni.

Poznamka V nékterych piipadech je uzitecné aproximovat i ¢isla raciondlni. Ty sice umime

vyjadfit zlomkem, ale ten mize byt n¢kdy pfili§ velky na to, aby se s nim dobfe pocitalo.
29525
59049

Uvazujme napiiklad na prvni pohled velky a slozity zlomek, ktery ovSem muzeme

aproximovat tfeba jako %, pokud pro nas ucel neni ptekazkou drobna odchylka ptiblizné

1
118098

~ 0,0000085.

Poznamka Dale v textu budeme znacit celou ¢ast néjakého ¢isla a hranatymi zavorkami [a]
a jeho necelou ¢ast mnozinovymi zavorkami {a}. Napiiklad mame-li ¢islo 1,96, pak [a] = 1

a{a} = 0,96.
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Kdybychom se omezili na zaokrouhlovani na cela ¢isla, ptipoustéli bychom zna¢né odchylky,
pokud by plvodni ¢islo jiz nebylo velice blizko néjakému celému. Abychom doséhli mensi
odchylky, mizeme zaokrouhlovat na n¢jaké pozadované n-t¢ desetinné misto. Naptiklad
odmocninu ze dvou zaokrouhlime nej¢astéji na jedno desetinné misto: 1,4, ptipadné¢ na dvé
desetinnd mista: 1,41. To je ovSem vyhodné jen na prvnich nékolik desetinnych mist.
Praktické pogitani napf. s V2 = 1,4142 by bylo zbyte&nd naroéné a proto, ackoliv je odchylka
vyrazné¢ mensi nez pii zaokrouhlovani na celd ¢isla, neni zaokrouhlovani na vétsi pocet
desetinnych mist vyhodné. Zamysleme se, zda by nebylo mozné aproximovat iracionalni ¢isla
Iépe, tedy s jesté mensi odchylkou, ale aby zaroven konkrétni aproximace méla format, se

kterym se dobfe pocita.

Vratme se zpét k zaokrouhlovani na cisla celd a uvazujme nésobky iraciondlniho Ccisla.

Myslenka je v tom, Ze néjaky nasobek naseho Cisla, kterd chceme aproximovat, bude blizko

n&jakému celému C&islu. Vezméme jako piiklad V2, o které jsme mluvili:

V2 = 1,414213562 ... 5v2 = 7,071067811 ...
2V2 = 2,828427124 ... 672 = 8,485281374 ...
3V2 = 4,242640687 ... 7V2 = 9,899494936 ...
4\2 = 5,656854249 ... 8v2 = 11,313708498 ...

Nyni uvazujme nasledujici aproximace:

V2~ 1 - V2 =1, 5vV2 =~ 7 - \/_zg
2\/5*3 - \/Ez%, 6\/2%8 - \/_z§=_’
3V2 ~ 4 - \/izg, 7V2 =~ 10 - \/‘z%
4W2=6 VZx2=2, 8V2 ~ 11 N

3"
Dostavame se tedy k aproximaci pomoci zlomkli. Mame néjaké g, q € N, kterym nasobime

V2 a n&jaké p, které vznikne zaokrouhlenim g+/2 nahoru nebo dolii podle necelé ¢asti. Cisla
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p a q tvori zlomek ge Q, ktery aproximuje V2. Zarovei chceme, aby byly zlomky §
v zakladnim tvaru (viz ¢ = 4,q = 6).

V§imnéme si, Zze nékteré nasobky (napf. 2v/2, 7v/2) jsou blizko nasledujicimu celému &islu
a nékteré blizko predchazejicimu &islu (napi. 3v2,5v2). V téchto piipadech se pii
zaokrouhleni dopoustime jen malé odchylky, zatimco u Cisel, jejichz neceld ¢ast se pohybuje
okolo 0,5 (napf. 44/2, 6v/2), je odchylka nejvétsi. Z vysledki je vidét, e jen n&které nasobky
se dostanou blizko celému ¢islu a neplati tak, ze by kazda dalsi aproximace, ke které dojdeme
touto metodou, byla pfesnéjsi nez ta piredchozi. Proto definujeme dobré aproximace. Dobré
aproximace nefikdme kazdé aproximaci, kterd ma malou odchylku, ale identifikujeme je dle

nasledujici definice.

Definice 4. Dobra aproximace

Rekneme, Ze g € Q je dobra aproximace daného iracionalniho ¢isla a prave tehdy, kdyz

lga —p| <lsa —r]
Pro vSechna r, s takova, ze 0 < s < g ar # p. (Manin a Panchishkin, 2005, s. 50)

Jinymi slovy, dobra aproximace je takova, kterd ma od daného ¢isla mensSi odchylku nez
vSechny aproximace s mensim jmenovatelem. Intuitivné bychom si mohli myslet, Ze toto plati
vzdy. Kdyz zvétSime jmenovatel, zjemni se rozd€leni osy. OvSem jak jsme vidé€li, kdyz jsme
aproximovali v/2 pomoci g-nasobkii, neni tomu tak. Rozsifme nase hledani aproximaci
zq = 8aznaq = 12 a podivejme se na dobré aproximace V2.

Poznamka Zajima nas odchylka absolutni, tedy hodnota rozdilu aproximace a plivodniho
Cisla. Existuje také odchylka relativni, kterd udéva, o jakou cast ptvodniho Ccisla se
aproximace lisi, a bézn¢ se uvadi v procentech. Ekvivalentn¢ by se tedy dobra aproximace
dala definovat srelativni odchylkou, ovSem jednalo by se o pouhy pievod rozdilu na
procentudlni rozdil, coz je navic v pfipad€ iracionalnich odmocnin bez kalkulacky pocetné

zbytecné obtizné.

Priklad 2.

Najdéte dobré aproximace mezi aproximacemi v2 proq = 1 az q = 12.

14



—_
—_
S

V2 =1,414213562..~ 1 > — 7v2 = 9,899494936 ... ... ~ 10 > -
3 11
2V2 = 2,828427124 ......~ 3 > 3 8v2 = 11,313708498 ... ... ~ 11 > -
4 13
3v2 = 4,242640687 ... ... ~ 4 - 3 92 = 12,727922061 ...... ~ 13 —> 5
1 7
4+/2 = 5656854249 ... ... ~ 6o 10V2 = 14,142135623 ...... ~ 14 —> =
7 16
5vV2 = 7,071067811 ......~ 7 - z 11v2 = 15,556349186 ...... ~ 16 — o
4 17
6V2 = 8,485281374 ... ... ~8 > 3 12V2 = 16,970562748 ... ... ~17 > o

Resent.

Podle definice je dobra ta aproximace, ktera je blize V2 neZ vechny predchozi. Zarover jsme
si tikali, Ze aproximace je lepsi, kdyz je g-nasobek blize néjakému celému Cislu, na které
budeme zaokrouhlovat. Tedy jsou to ty aproximace g-ndsobk, jejichZ necelé ¢asti jsou bud’to
velmi blizko nule nebo velmi blizko jedné. Nejhorsi jsou potom aproximace téch, jejichz
necela cast je nejblize 0,5. To lze zjednodusit, kdyz budeme uvazovat rozdil mezi q-

nasobkem a ¢islem, pomoci kterého je aproximujeme. Nejlepsi aproximace jsou prirozené ty,

vvvvvv

l. |[v2-1|=0,414213562... 7. |7V2 = 10| = 0,100505063 ...

2. |2v2-3|=0,171572875 ... 8. |8v2—11|=0,313708498...

3. [3V2 —4| =0,242640687 ... 9. |9v2 —13| =0,272077938....

4. 2-|2v2-3|=2-0,171572875 ... 10.2-|5vV2 = 7| =2-0,171572875 ...
5. |5v2—7|=0,071067811... 11.|11V2 — 16| = 0,443650813 ...

6. 2-|3v2—4|=2-0,242640687 ... 12.|12v2 — 17| = 0,029437251 ...

Poznamka V ptipadech 4., 6. a 10. se ¢islo, které nasobi odchylku se vykrati s nejvétsim
spolecnym dé¢litelem piislusnych p, g v absolutni hodnoté. Toto je tfeba kviili nasledujicim

zlomkiim g, které pozadujeme v zékladnim tvaru.
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Prvni aproximace V2 ~ 1 je dobra (ackoliv ne velmi pfesna), protoZe ji zadna nepredchézi,
a tak spliiuje podminky z definice. Nésledujici dobrou aproximaci je druhd aproximace
3. .., L y . . ” , . S
V2 = > Jejiz odchylka je vyrazné mensi neZ u prvni. Dalsi dobra aproximace je az pata v2 =
7 o - 17
sa poté az dvanacta V2 = o

Ackoliv neplati, ze kazda dal$i aproximace je lepsi nez pifedchozi, mizeme nahlédnout, Ze pro
vetsi g se dostaneme na mensi odchylku, nez byla u pfedchozi dobré aproximace. Jinymi
slovy, pro kazdou dobrou aproximaci existuje dalsi dobré aproximace s vétSim jmenovatelem
q. Uvazujme nasledovné, rozdil mezi g-nasobkem /2 a nejbliz§im celym ¢&islem, je jistd

mensi nez jedna a plati:

a) q=2[2v2-3|<1-|V2-3|<~
b) ¢=3[3vZ—4|<1-|V2-3| <2
) q=5]5VZ-7|<1-|VZ-7| <=

d) ¢=7|W2-10]<1-[V2-2| <2

Vidime, Ze obecné jsme timto postupem schopni pro né&jaké iraciondlni Cislo a vytvofit

aproximaci:

Odchylka je vZdy mensi, nez 5. To urcuje horni hranici odchylky. Proto je-li g dostatec¢né
velké, jisté se dostaneme pod odchylku pfedchozi dobré aproximace.

Obecné tedy existuji aproximace, jejichZz odchylku miiZzeme omezit %. Zamysleme se, zda
muzeme odchylku aproximace omezit jeste 1épe.

M¢jme né&jaké q € N a rozdélme osu nasledovné:

0lq 1iq 2Iq m ilq i+1lg

Obr. 3: Rozd¢leni realné osy
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(vlastni zpracovani, GeoGebra)
RS I . . .0 i+1 . v
Pak n&jaké iraciondlni ¢islo a se vyskytuje na ose n€kde mezi Pl € Z. Ozna¢me to

z nich, kterému je a blize, s. Plati, ze rozdil a a g je mensi nez polovina délky intervalu

L]

1
—;—), tedy polovina -
. q) edy polovina -

1
-2 <
ql  2q
(Kala, 2021, s. 7)
Poznamka Jist¢ se neocitneme v situaci, kdy by se qa vyskytlo pfesné v poloving€, i

v krajnich bodech intervalu (é ; HTl). Cislo a by se pak dalo vyjadfit jako é, HTl nebo v piipadé

. . 2i+1 v . v “r . 1y . . . .
poloviny intervalu g COZ]sou vSechno ¢isla racionalni, a to je ve sporu s iracionalitou a.

Tim jsme zptesnili nd$ poznatek ohledné toho, Ze jisté existuji aproximace, jejichz odchylka
. NPV | 1 . e . .
je mensi nez : |a - §| < o Nasledujici véta tikd, ze iracionalni Cisla Ize aproximovat jesté
1épe.

Véta 3. Dirichletova véta

Pro kazdé iraciondlni Cislo a existuje nekone¢né¢ mnoho p,q takovych, ze s se lisi od

Lo v 1
0 mene nez —.
q

Ditkaz. Dikaz je pomérné¢ jednoduchy, vyuzijeme pfi ném Dirichletova principu, coz je
tvrzeni, nebo spiSe pozorovani, Ze mame-li n pifihradek, do kterych nahodné rozmistime

alespon n + 1 véci, pak v jedné z ptihradek se urcité vyskytuji alespon dvé véci.

Tvrzeni 4. Dirichletiiv princip
Kouzlo ¢isel: Méjme n € N. Rozdélime-li vice nez n predmétii do pravé n prihradek, pak

v alesponi jedné z ptihradek se nachdzi alespon dva predméty.
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Diikaz. Predpokladejme, Ze mame vice nez n predmétli a v kazdé z prihradek by byl nejvyse
1. Potom bychom méli ve vSech pfihradkach pravé n predméta, coz je spor s predpokladem,
7e mame predmétl vice nez n. (Ktizek a spol., 2018, s. 47) ]
Pokracujme v diikazu Dirichletovy véty. Necht’ je a je néjaké iraciondlni ¢islo. Pro jakékoliv
Q EN,2 < (Qnajdeme p,q € N, tak, zeplati: 1 <g<Qa |a - §| < qu. Rozd¢€lime osu na Q

intervalu:

0=0/Q 1/Q 2/Q R-1/Q 1=Q/Q

Obr. 4: Rozdéleni osy na Q intervalt
(vlastni zpracovani, GeoGebra)

A mé&me ¢&isla 0,1,{a},{2a},{3a},..{(Q —1)a}. Zde aplikujeme Dirichletdv princip,
protoze mame @ intervali a Q + 1 riznych cisel a mizeme tedy trvdit, Zze v jednom

z intervalll jsou dvé z nasich ¢isel — necht’ jsou to tfeba g — p; a g,a — p,. Rozdil téchto

dvou ¢isel je jisté mensi nez délka jednoho intervalu, tedy %

Q| =

|(q1 — p1) — (g2 — P2)| <

Upravme vyraz v absolutni hodnoté:

1
(g1 — q2)a — (p1 — p)| < 5

Nyni oznaéme (q; — q,) = q a (p; — p,) = p a vydélme celou nerovnici ¢islem q. Ziskame

nas hledany tvar:

(Kala, 2021, s. 7)

Nyni mtizeme vyménit Q ve jmenovateli pravé strany za q, protoze jak q;, tak g, jsou mensi

nez Q, a tak i jejich rozdil je mensi nez Q a plati:
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. y 1
A tedy pfirozené |a - gl < ez u

Zavér Dirichletovy véty nam postaci, abychom dokazali, ze feSeni Pellovy rovnice vzdy
existuje, a tedy ma smysl pokracovat v naSem ptipadu hledani né&jakého feSeni pro

x% — 13y? = 1, ktery jsme na za¢atku nechali otevieny.

1.2 Existence netrivialniho reSeni Pellovy rovnice

Jako prvni si dokazme, Ze netrividlni feSeni existuje pro kazdou Pellovu rovnici.

Véta 5.

Pokud je n nectverec, ma kazda Pellova rovnice netrivialni feseni v Z.

. .o y S ‘o x . ] 1
Diikaz. Nyni vime, Ze existuje nekone¢né¢ mnoho S, pro které plati: |\/_ — §| < pe2 Z toho

usoudime, ze plati:

1
Ipz—nqzl=|p—qx/5|'|p+qx/ﬁl<;<1

1 /1
Ipz—nqzl=|p—q\/ﬁ|-|p—q\/ﬁ+2q\/ﬁ|<5-<5+2qx/ﬁ)<1+2\/5

Z toho plyne |p? — ng?| < 1 + 2+/n a plati:
—1-2vn<p?—-ng*<1+2Jn

Vintervalu ( —1 — 2v/n; 1 + 2v/n) je jen koneény pocet k € Z (k # 0, kdyby se k rovnalo
nule, musela by byt v/n racionalni), na které se zobrazi nekone&né riznych p? — nq? (Protoze
p,q,n € Zjeip?—nqg? celé &islo.). Z toho vypliva, podobné jako v predchozi vétg, ze diky

Dirichletovu principu se jich na jedno k zobrazi nekone¢né¢ mnoho.

Piislusné dvojice (p; q) rozdélime do kategorii podle hodnot modulo k (tedy podle zbytku po
déleni &islem k). Vznikne k? moznych kategorii, coZ je stile kone¢ny pocet, do kterych
budme roziazovat nekoneéné mnoho dvojic (p; q). Alespon do jedné z kategorii jich bude
znovu patfit nekone¢né mnoho. Posta¢i ovSem alespon dvé. Onaéme je (pq;q1) a (03 q2),

pii¢emz plati: (py; q1) # (P2; q2), p? — ng? = k a také p; = p, mod k, q; = q, mod k (toto
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znamena, ze p; je kongruentni s p, modulo k, tedy Ze maji stejny zbytek po déleni ¢islem k).

Uvazujme nasledujici rovnost:

k? = (pf —ng?) - % —nq3) = (p — a1vn) - (p1 + @1Vn) - (2 — @2V * (2 + 92Vn)

Zavorky miizeme prekombinovat abychom dostali:

k? = [(Pl - Chﬁ) : (Pz + QZ\/E)] ) [(Pl + Ch‘/ﬁ) : (Pz - CIZ\/E)] =
= [(P1p2 —q1q2n) + (P192 — Pz‘h)\/ﬂ : [(P1P2 - q1q2n) — (P192 — pqu)\/ﬁ]

Ozna¢me pp, — q1q2n = A a p1q, — P.q, = B. Plati, ze A = p? —nq? = k =0 (mod k)
a B=piq; —p2q. =0(modk). Méme k?=(A—Bvn)-(A+Bvn). Dile mé&me

nasledujici substituci X = % aY = % .Y # 0, protoze pak by muselo platit B = 0 a tedy:

P192 —P291 =0
Celou rovnici vydélime q,q,

P2

a1 942
A muselo by platit p; = p,,q; = q, coz je ve sporu s tim, Ze (py; q1) # (p2; q2). Plati tedy:
k? = A —nB? = k? - (X2 — nY?)
Cel4 rovnice vydélena k? nam dava rovnost (X2 —nY?) =1 a (X;Y) je netrividlni feSeni
Pellovy rovnice. (Kala, 2021, s. 8) [

Muzeme tedy s urcitosti fict, Ze netrividlni feSeni vzdy existuje. Proto ma cenu zabyvat se
hleddnim feSeni napf. pro nase x? — 13y2 = 1, pro néz je téméf nemozné feSeni uhodnout
a postupné zkouseni riiznych y by trvalo velice dlouho.

YT R , v .. x . .,
Jak tedy budeme hledat netrivialni feSeni? Vime, Ze dvojice (x;y) ve tvaru 5 aproximuji Vn.

Tak jsme na zacatku kapitoly Pellovu rovnici odvodili. Tuto vlastnost také miizeme ukazat

nésledujicim vyjadienim, kde vydélime celou rovnici y? a levou stranu pak rozlozime:

X

G-m) o) b

Zavorku (§+\/ﬁ) miizeme zespodu omezit n&jakym celym &islem ¢ > 1. Prozatim

pocitejme, ze ¢ = 1, a tedy:
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Hledame tedy takova %, ktera splituji tuto nerovnost. (Woods, 2020)

Vezméme napiiklad opét V2 a uvazujme nasledovné. Vime, Ze V2 = 1,414213562 ...,

miizeme tedy tvrdit, Ze V2 lezi mezi 1 a 2.

1<vV2<2

Nase vymezeni mizeme jesté zpiesnit, a to tak, Ze se pokusime ohranicit necelou ¢ast pomoci
n&jakych zlomkd, a tak shora i zdola lépe odmocninu ze dvou omezit. V piipadé v2 mizeme

jeji necelou ¢ast 0,414213562 ..., ohranicit mezi zlomky % =0,33 a% =0,5.
1 1
1+-<V2<1++
+3 V2<1+ >

Miuzeme si vS§imnout, zZe jsme méli $tésti a horni hranice 1 +% = % je dobrou aproximaci
a také feSenim rovnice. To souhlasi s tim, Ze béhem metody postupného dosazovéani jsme brzy
objevili prvni feSeni pro x2 — 2y? = 1. Pro jind n bychom takové §tésti neméli. Otazkou je,
jak postupovat dale a V2 omezit presndji. Vezméme nase pavodni celoéiselné omezeni

a postupujme nasledovné.
1<V2<2

Cislo 1 na levé strané ozna¢me jako a, a vyjadieme v2 jako a, + &, tedy konkrétn& jako 1 +

0,414213562 ..., to bude nas krok 0.

Krok 0 1=ay<V2<2 V2 =1+¢

Jako dalsi krok se pokusime omezit &y. Pro jednoduchost bychom chtéli pouzit omezeni
celymi c¢isly, ale vzhledem ktomu, ze vtomto kroku se g, = {\/7} = 0,414213562 ...,
muzeme pouzit jen omezeni 0 a 1a g, vyjadiit jako 0 + &;, kde &; = &3. To nas ovSem nikam
neposouva, krok 1 by se opakoval do nekone¢na a dostavali bychom samé nuly nehled¢ na to,
jaké cislo touto metodou aproximujeme, protoze kazdé bychom v nultém kroku rozd¢lili na

celou a necelou ¢ast a v prvnim a dalSich krocich bychom necelou ¢ast dokola omezovali

zespoda nulou. Zkusme tedy omezit si= 2,414213562 a spodni hranici oznaéme a;
0

1

a necelou cast { } oznacme & .

€o
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Pro vypocet gl pouzijeme usmériiovani zlomki. Vime, Ze &, je necela ¢ast V2. Plati tedy:
0
80 = \/E - 1
Kdybychom nyni pouze udé¢lali pievracenou hodnotu: —— nevédsli bychom, jak tento

VZ-1

. . wrr s 4y V2+1
zlomek omezit. Proto jej rozsitime jednickou ve tvaru NTEL

1 1 V2+1 V2+1

g V2-1+2+1 2-1

Toto ¢islo nyni miizeme omezit nasledujicim zpiisobem:

=V2+1

1<V2<2
2<V2+1<3

Vidime, Ze celou ¢asti V2 + 1 je 2 a necelou &ast vyjadiime jako V2 +1—2=+2— 1.

Takto postupujeme i v dalSich krocich.

Krok 1 1
© 2=0a,<—<3 V2=1+
0

=1+

2+¢&

g’|>—\|b—\

o y S a1 . st
A takto pokracujeme, vZdy bereme pfevracenou hodnotu ¢isla o kterou omezime a vyjadiime

4

jako a; + ¢;, i € N. (Woods, 2020)

Ukazeme si dalsi ptiklady, abychom lépe pochopili tuto konstrukci. Nejprve pokracujme

v aproximaci V2.

Krok 0 l=a,<V2<2 V2=1+¢,
Krok 1 1 1 1
0 2=a,<—<3 VZ=1+4=1+

& - 2+ &
€o
1 1
Krok 2 2=0a,<_—-<3 V2=1+—p
1 2+£2
1 1
Krok 3 2=a;<—<3 V2=14—7F—
& 2++1
2+é&3

Vidime Ze, necela &ast €; je pokazdé stejna, a tedy se ve zlomku reprezentujicim +/2 bude také

2 jako a; opakovat do nekoneéna. Nyni se podivejme na v/3.
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Krok 1 1 1
° V3

l=a, <—<2 =1

1 & +1+£1

Krok 2 1 1
o 2=a2<€_<3 \/§=1+ 1
1 2+€2

Krok 3 1 1
° l=a;<—<2 V=14 —F—
52 1+2 1

1+e3

Pokud bychom pokracovali jest¢ o jeden krok dale, zjistili bychom ze a, =2 a sl =
3 1

a v dalsich krocich by se sttidali ay;.4 = 1 a a,; = 2, tedy licha a; by byla 1 a sudé 2. Pro

odmocninu z péti provedeme nasledujici kroky.

Krok 1 —
&
Krok 1 = 1
0 4=a, <V5<5 N
4+ &
Krok 2 1 1
° 4=ay<—<5 =24
€1 4+
4+£2
Krok 3 1 1
© 4=aq,<—<5 VE=2+——
& 4+ T
4+4+£3
Zde opét jako v piipadé V2 se v kazdém kroce opakuje stejné a; a plati, Ze 81 = gi Jak si
i+1 i

pozd¢ji ukazeme, pro vSechny iraciondlni odmocniny plati, ze se Cisla a; diive ¢i pozdéji
za¢nou opakovat.

Nékomu jiz mozna tato forma vyjadiovani iracionalnich odmocnin zacala pfipominat jisty typ
zlomk1, a to zlomky fetézové. O té€ch si v ndsledujici kapitole povime vic, jelikoZ se jedna

o jednu z nejbéznéjSich metod hledani feseni Pellovy rovnice.
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2 Hledani netrivialniho FeSeni a Fetézové zlomky

Pojdme tadné¢ definovat konstrukci, ke které jsme se na konci minulé kapitoly dobrali
pii aproximovani iracionalnich vn. Jak jiz bylo zminéno, jedna se o fetézové zlomky.
Podivejme se blize na jejich vlastnosti, abychom pochopili, jak pomoci nich ziskat feSeni

Pellovy rovnice.

Definice 4. Retézovy zlomek
Pro jakékoliv redlné cCislo a, definujeme jeho fetézovy zlomek pomoci posloupnosti

Ay, A1,ay, ..., A, ; EZ pro i =1,2,..,k a €,&,&, 0, &+ & ER pro i =1,2,...,k+ 1

’ ) v 1 - v o ,
danych nasledovné: a, = [a], & =a, €41 = — Gy = [€;+1]. Dostavame fetézovy
l l
zlomek:
1
a=ag+ T
a; + 1
a2+ 1
ak+5k+1

Tuto rozsahlou formulaci muZeme zjednodusené zapsat jako a = [agy; aq, Ay, .. Ak, Ek41]-

(Manin a Panchishkin, 2005, s. 51).

2.1 Retézové zlomky racionalnich isel

Pokud je a raciondlni, pak je fet€zovy zlomek koneény a = [ay; aq, ay, ... ax]. (Yang, 2008,
s. 1) To lze jednoduSe nahlédnout. Pokud mame raciondlni ¢islo, je vyjadfitelné néjakym
zlomkem, kde Ccitatel a jmenovatel jsou néjakéd celd Cisla. Zacneme-li upravovat fetézovy
zlomek odspodu, dostaneme se pravé k takovému konkrétnimu zlomku, jak uvidime

v nasledujicich ptikladech.

Piiklad 3.
Spoctéte fetézoveé zlomky pro nasledujici raciondlni ¢isla.

b) = o) = d) =2

16 113

N W

a)
Resent.

a) Pro % je vytvofeni fetézového zlomku pomérné jednoduché. Postupujme podle

pravidel pro a; a ¢; z definice. a, = E] =1,¢& = ﬁ = 2,a; = [&] = 2 amame:
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b)

3 14 1
2 2
Je vidét, ze jsme pocitali spravn€, a neni tfeba provadét zkouSku. Tu provedeme

u nasledujicich ptikladii, kde nebude spravnost vysledku patrna na prvni pohled.
Vypocet pro 2—74 je o trochu delsi, ale postupujeme stejné jako v pripadu a). PopiSme si

tentokrat postup trochu jednoduseji, protoze pro delsi fetézové zlomky mize byt jejich

konstrukce podle definice neptfehlednd. Podstatou feSeni je, Ze v kazdém kroku

-1
<1 Ny s, 1 S coa (1
odd€lime celou ¢ast a; a necelou ¢ast = kterou pievratime abychom ziskali (s—) =
i i

.  XAer oy 1 7
&;, ale abychom zachovali hodnotu necel¢ ¢asti piSeme ——. a, = 3, & ==

) ’

24—3+3—3+
7 7

wiN| =

Hodnotu necelé Casti tedy prevratime a zapiSeme do jmenovatele zlomku s Citatelem

1, pficemz se hodnota nezméni a dostaneme ve jmenovateli zlomek vétsi nez 1

o v r 3
a miizeme proces opakovat a znovu ho rozdélit. a; = 2, &, = i

24 3 1 1
—=3+;=3+7=3+ 1
3

7 2 4=
3

-1
Jelikoz posledni zlomek ma v Citateli jedna, plati ze (%) = g, = 3, a tedy rozdélime
na a, =3 a necelou ¢ast 0, ze které jiz &3 =% nevyjadiime, protoze se jedna

o nedefinovany vyraz a proces tady kon¢i. Vyjadtili jsme tedy % jako:

3+

=[3,2,3]

241
3

Proved'me nyni zkouSku abychom si ovéfili spravnost naseho vypoctu. Budeme

postupovat od posledniho zlomku a upravime vyraz 2 + g na % Nyni méme:

3 24 . o i wr AT
A upravme 3 + ~na—. Dostali jsme se k ptivodnimu ¢islu, ¢imzZ jsme dokazali, Ze nas

vysledek byl spravny.
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c) Postupujeme stejn¢ jako v predchozich piipadech, proto uvedeme jen jednotlivé

, 55 1 16
kroky. Mame &y = —, a, = [g)] =3 a g = G =
55
6 ot
7
V dal§im kroku mame &, = —, a, =[] =2 a¢, = 21_2 = %
55 3+
16 1
16 2 +7
2

= g, a, =[] =3 ae = ﬁ = % Dostali jsme se opét do bodu, kdy ¢; je celé

€2
s xr - sr1v .55, ,
¢islo, a tak zde proces konci. Dostali jsme se k vyjadieni T fetézovym zlomkem.

55
16 2+—

LI SN S SRS S A
2+ 2+7 242 = 16 16
2 2

Vidime, Ze jsme postupovali spravné a dobrali se spravného vysledku.

d) Pro wvyfeSeni tohoto piikladu bychom postupovali stejnym zplisobem jako
v ptedchozich. Vyuzijme ho ale k ukazce spojitosti mezi Eukleidovym algoritmem

a fetézovymi zlomky. Vratime se tedy k feSeni tohoto ptikladu o néco pozdéji.

Definice 5. Délitelnost v Z
Rekneme, ze Cislo a € Z déli &islo b € Z, pravé tehdy, kdyz plati, 2 b=k -a,k €
Z a znaéime a|b. V opaéném piipadé fekneme Z¢ a neddli b a piseme atb. Cislo

a oznacujeme jako délitele ¢isla b. (Ktizek a spol., 2018, s. 29)

Definice 6. Nejvétsi spolecny délitel
Jako nejvétsi spolecny délitel nenulovych Cisel a, b € Z oznac¢ime nejveétsi Cislo k € N takové,

které déli obé Cisla a 1 b. (Ktizek a spol., 2018, s. 32).
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Definice 7. Eukleidiiv algoritmus

Eukleidtv algoritmus se pouziva k nalezeni nejvétsiho spolecného délitele dvou ptirozenych
Cisel a, b, a = b, ktery zna¢ime (a, b). Pokud b déli a, nejvétsim spoleénym délitelem je b
a pripad je trivialni. Eukleidova algoritmu uzijeme v ptipadé, kdy b ned¢€li a. Princip tohoto

algoritmu spociva v nasledujicim tvrzeni, kde z je zbytek po déleni ¢isla a Cislem b.
(a,b) = (b,2)

(Ktizek a spol. 2018, s. 36). Toto tvrzeni neni ziejmé, ale ukézat, ze plati, je jednoduché.
Uvazujme nasledovné. Plati, ze nejvétsi spolecny délitel déli obé Cisla. Oznaéme nejvétsiho

spole¢ného délitele Cisel a, b zkratkou D. Déle uvazujme ¢islaa,b € N,a > b,b # 0.

a_D-k

b D-l
Cisla k a [ jsou nesoudélnd, protoze viichni spole¢ni délitelé jsou vytknuti jako soucast D.

ProtoZe a > b, musi byt Cislo k vétsinez [ a tedy lze k vyjadtit jakom -l +n; m,n € N.

a D-(m-l+n) D-m-l+D-n D'n
—_= = =m+ —

b D-1 D-1 D-1

Vsimnéme si, Zze D - n je zbytek po déleni Cisla a Cislem b. Ozname je z a pamatujme, Ze D -
[ = b. Nyni kdyz dokazeme, ze n a [l jsou nesoud€lna, bude platit, ze D, jak jsme oznadili
(a, b), bude také nejvétsi spolecny délitel b a z. Piedpokladejme, Ze | a n nesoudélna nejsou.
Pak je mizeme vyjadfit jako nasobek néjakého p,p€Z, tedy l=p-r, n=p-s.
A plati:

a D-(m-pr+p-s) D-p-(m-r+5)

b D-p-r D-p-r

Potom bychom mohli p vytknout z horni zavorky a platilo by, ze jak a, tak b maji dal§iho
spole¢ného délitele p a (a,b) =p-D, coz je ve sporu s piedpokladem, Ze D je nejvétsi
spolecny délitel, a musi platit, Ze g = %, kde n > [ a jsou nesoudé€lnd. Dokézali jsme, ze

(a,b) = (b, z).

Priklad 4.
Najdéte pomoci Eukleidova algoritmu nejvétSiho spoleéného délitele nasledujicich dvojic
Cisel.

a) 91;42 b) 85;51 ) 196;112 d) 345;113
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Reseni.

a) Piipad (91,42) postupné zjednodusujeme pomoci pravidla (a,b) = (b, z), dokud se
nedostaneme do bodu, kdy zbytek d¢li predeslého délitele, a tedy posledni nenulovy
zbytek, je nejvétsim spoleénym délitelem a a b. Jednodusi priklady mizeme napsat
jako sekvenci rovnosti nejvétsich spole¢nych délitela podle definice.

(91,42) = (427) =7

Ukazme si ale 1 podrobnéjsi postup.

91=42-2+7
42=7-64+0
Vysledkem tedy je (91,42) = 7.
b) Postupujme nejprve podrobngé.
85=51-1+34
51=34-1+17
34=17-2+40

Postup mtzeme i v tomto piipade zapsat jednoduse jako:
(85,51) = (51,34) = (34,17) = 17
¢) Jedna se o stejny princip, ukazme si pouze postup vypoctu.
196 =112-14+ 84
112 =84-1+ 28
84=28-3+4+0
(196,112) = (112,84) = (84,28) = 28

d) Vracime se k podilu, ktery jsme chtéli vyjadiit fetézovym zlomkem v piikladu 4.

Proved’'me podrobny postup hledani nejvétsiho spoleéného délitele pomoci Eukleidova
algoritmu a naleznéme pomoci ngj fetézovy zlomek, ktery vyjadiuje %. Budeme

postupovat stejné jako v predeslych piipadech, ale déleni budeme psat jako podil, tj.

racionalni ¢islo ve tvaru zlomku.

345 6
13- 7113
113 5
— =18+
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—1+1
B 5

=540

Vidime, Ze podobné& jako pfi vypoctu fetézového zlomku délime €isla na celou ¢ast
a zbytek. VSimnéme si, ze kazdy dal§i fadek je vyjadfeni pfevradcené hodnoty
predeslého zbytku. Vypocitejme nyni fetézovy zlomek a podivejme se na paralely

mezi fetézovym zlomkem a Eukleidovym algoritmem.

345 1 113
€ = 3 G0 = [e0] =32 e =m— =
113
345 1
113 °tm
6
113 1 6
a=—ma=la]l=18ag=m—=;
6
345 1

=3+
113 18+ -

5

6 1 5
€2 =5 42 =[] =1ag =&, 1%
5
345 1
— =3+—-=[3,18,1,5]
113 18+ —
1+E

Postup Eukleidova algoritmu mizeme pteznacit pfislusSnymi a; a g;.

345 6 6
m=3+1—13 so=a0+m
113 5 5
T=18+€ £1=a1+€
6 1 1
§=1+§ £2=a2+§
%=5+0 & =az+0

Vidime, Ze podle obecného popisu vpravo bychom mohli sestavit feté¢zovy zlomek. Zkusme

jesté jednou spocitat fetézovy zlomek pomoci Euklidova algoritmu v nasledujicim ptikladé.

Priklad 5.

C o ;4. 367 : . ,
Sestavte fetézovy zlomek Cisla 235 24 pomoci Euklidova algoritmu.

Resent.
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Proved’'me algoritmus a pomoci navodu z ptedchoziho piikladu dopliime ¢isla ay, a4, ..., a; do

fetézového zlomku.
367 =235-1+132
235=132-1+103
132 =103-1+29
103 =29-3+16

29=16-1+13

16 =13-1+3
13=3-4+1
3=3-1+0

Nyni sestavme fetézovy zlomek.
367 14 1
235 7 g4t
1+ T
3+ 1
1+ 1
1+E

367

Tento rozsahly zapis muzeme zkratit do podoby posloupnosti a;. Tedy: P

[1,1,1,3,1,1,4,3].

JelikoZ se snazime o aproximaci iracionalnich odmocnin, budou nas vice zajimat fetézové

zlomky iracionalnich cisel.

2.2 Retézové zlomKky iracionalnich ¢&isel

Je-li a iracionalni, pak je Fetézovy zlomek tohoto ¢isla nekonetny a = [ay; aq,a,, ...].
(Manin a Panchishkin, 2005, s. 52). Jak mUZeme vidét u fetézovych zlomki racionalnich
¢isel, pokud by iracionalni ¢islo mélo konecny fetézovy zlomek, dal by se upravit
a iraciondlni ¢islo bychom mohli vyjadfit jako racionalni zlomek, coz je ve sporu s jeho

iracionalitou.
Retézové zlomky druhych odmocnin, kterymi se zabyvame, se daji vypocitat bez predchozi
znalosti pfesné nebo piiblizné hodnoty. Pro tfeti odmocniny uz je ale vypocet t€Zsi a pro jina
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iraciondlni ¢isla, pfedevs§im ta transcendentni jiz potfebujeme kalkulacku. My se zabyvame

pouze druhymi odmocninami.

Priklad 6.

Spoctéte fetézove zlomky nésledujicich odmocnin po a,.

a) V3 b) V5 c) V7 d) V26

Resent.
a) Odmocninu ohrani¢ime mezi dvé cela ¢isla vyjadiend jako odmocniny ze ¢tvercu.
V1i<+V3< V4
1<vV3<2
Nyni vime, Ze V3 lezi mezi 1 a 2, tedy jeji cela ¢ast je 1. Necelou ¢ast zapiSeme jako
v/3 — 1. Poté ji vyjadiime jako pievracenou hodnotu ve jmenovateli a upravime tak,

abychom ji mohli omezit celym cislem.

V3=1+(V3-1)=1+ 1 =

V3-1

=1 L
=t ma T e
V3-1 V3+1 2

Nyni budeme omezovat % Muizeme vyuzit omezeni V3 a postupné upravovat,
dokud uprostied nedostaneme kyzeny tvar.
1<V3<2
2<V3+1<3
V3+1 3

1< <
2 2

Vyraz @ se tedy pohybuje mezi 1 a 1,5 a jeho celou ¢ast tvoii 1. Necelou opét
vyjadiime jako rozdil pivodniho Cisla a celé casti, ktery mizeme rovnou vhodné
upravit do jednoho zlomku. Ten jako v pfedchozim kroku vyjadiime jako pfevracenou
hodnotu ve jmenovateli, abychom ho mohli omezit nenulovym celym c¢islem. Za timto

ucelem znovu rozsifime a dale postupujeme v kazdém kroku analogicky.
1
V3i=1+ =l+——=1+——F=

T (22 ) =T
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1 1 1

b =14 =14
1+ 2 V3+1 1+2(\/§+1) 1+ﬁ+1
V3-1 341 2
2<V3+1<3
1 1 1
1+ I =1+ I =1+—1
2 EARETeY
V3-1 V3+1 2
1<\/§+1<3
2 2
1 1 1 1
1+ =1+ =1+ =1+ .
\/32-'-1 1+<@‘1> 1+\/52_1 3 _1\/§+1
V3-1 V3+1
=14+ !
1+—
2+ T
e
2<V3+1<3
1
V3=1+ - =[1;1,2,1,2,...]

T
1+2+(\/§+1—2)

Dale bychom postupovali stejné, a to nejen stejnym algoritmem, ale v§imnéme si, ze

treti a Ctvrty krok jsou identické s prvnim a druhym. Vypocet jednoho vzdy vede na

druhy, a tak by stejné byly 1 vSechny dalsi liché a sud¢ kroky.

b) Postup pro vSechny dalsi piiklady je stejny jako v pfedchozim ptipad€, proto zde

budou uvedeny pouze vysledky s komentatrem.

1
V5 =2+ - = [2;4,44/4, ...]

4+4+ T

T
4+4+(\/§+2—4)

Zde byl postup jesté snazsi nez v a), protoze vypocet druhého kroku byl stejny jako

vypocet prvniho a zacyklil se uz na zacatku.

V7 =2+ - =[2;1,1,14,...]
1+—F—
1+ L

1
1+4+(\/7+2—4)
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V tomto piipadé se zdalo, Ze se fetézovy zlomek V7 zacykli na samé 1. Oviem
v kazdém kroce vychazely rtizné vyrazy, a proto se o zacykleni nejednalo, coz také
dokazuje ¢islo 4 ve ¢tvrtém kroku. VSimneme si ale, Ze vyraz, ktery ve ¢tvrtém kroku
zbyl, je stejny jako v kroku nultém, se kterym pak pracujeme v prvnim kroku (vypocet
a, ), a tak paty krok bude identicky s prvnim a budou se opakovat ¢isla 1,1,1,4.

d)

V26 =5 + - =[5;10,10,10,10, ...]
10 + :

10+

10+1o+(\/£+5—10)
Podobné jako v b), k zacykleni jsme se dostali uz v prvnim kroku.
Poznamka Na problém bychom mohli narazit, pokud by se mezi horni a dolni hranici

omezeni nachazelo néjaké celé Cislo, protoze nevime, kde pfesné se mezi témito hranicemi

dané ¢islo nachazi. Naptiklad:

275_11<3\/§+5<14_35
T4 4 4 7

3v5+45

Nelze na prvni pohled urcit, zda se ¢islo nachézi pted nebo za Cislem 3, tedy jestli jeho
celd ¢ast je 2 nebo 3. Existuje nekolik zpilisobii, jak tento problém ptipadné vytesit. Prvni je,
ze budeme ekvivalentné upravovat nasledujici nerovnost:

3vV5+5
—— <3

3V5 <7
Obé¢ strany mizeme umocnit, protoze jsou ob¢ kladné.
45 < 49
Z cehoz plyne, Ze vyraz, ktery chceme omezit, je mensi nez tii a plati:

11 3V5+5
27511 3V H5

4 4 3

A cela cCast

545 . . o s ‘s y ;o
3\/?- je 2. Druhou metodou je zvolit Cislo vétsi a pokracovat ve vypoctu. Pokud

jsme ¢islo vetsi zvolili Spatné, behem nésledujiciho kroku ndm pfi Gipraveé necelé ¢asti vyjde

zaporné Cislo. To pozname, kdyz budeme rozsifovat. Neceld ¢ast kladného ¢isla by méla byt
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kladné a stejné tak i jeji pfevracena hodnota. Pokud tuto pfevracenou hodnotu vyndsobime

béhem upravy rozsifovanim jednickou v jakémkoliv tvaru, zistane nadale kladna.

3vV5+5 3vV5 -7

4 4

4  3J5+7 12¢/5+28

: = =-3V5-7
3v5—-7 3V5+7  45-49

Vychazi Cislo zaporné, tedy musela byt zdporna jiz neceld ¢ast. Vidime, ze od ptivodniho ¢isla
jsme odecetli ptili§ velké celé €islo, a vyraz omezime ¢islem mensim. Ackoliv je tento zplsob
o néco delsi a musime se v ptipad¢ chyby vracet, jeho vyhodou je, Ze nemusime fesit zadné
dal8i nerovnosti a v ptipad¢ spravného odhadnuti mizeme pokracovat ve vypoctu. Timto
zpusobem se také projevi, odhadneme-li nedopatienim celou cast vétSim cislem. Pokud
bychom odhadli ¢islo mensi, bude ,,necela® ¢ast vétsi nez jedna a jeji prevracena hodnota

mezi nulou a jednickou. Neptijde tedy odhadnout nenulovym celym ¢islem.

Vsimnéme si, Ze fetézové zlomky vSech odmocnin, které jsme pocitali, jsou od urc¢itého mista
periodické. Konkrétné do periody nespada cela ¢ast piivodni odmocniny a,. Pro ostatni a;
plati, Ze a,, = a,4;, kde [ je délka periody (v kolikdtém kroce se proces urcovani a; zacykli).
Ve skutecnosti toto plati pro vSechny odmocniny a vSechna cisla, kterd jsou kofeny

kvadratického polynomu. (Stein, 2017, s. 112)

Véta 6.
Nekonecny fetézovy zlomek né&jakého Cisla a je periodicky prave tehdy, kdyz a je kofenem

kvadratického polynomu. (Stein, 2017, s. 112)

Dokazat tuto vlastnost je pomérné slozité a vyzaduje dalsi poznatky z teorie téles. Diikaz pro
Cisté periodické fetézové zlomky lze nalézt naptiklad v Elementary Number Theory: Primes,
Congruents, and Secrets od Williama Steina (2017) na strandch 112-114. Vitézslav Kala
(2021) pak ve skriptech Teorie cisel na strané 15 dikaz rozSifuje pro Cisla, ktera Cisté
periodickd nejsou (naptiklad nase odmocniny). S odkazem na dikazy povazujme tvrzeni

o periodi¢nosti fetézovych zlomk iraciondlnich odmocnin za pravdivé.

Periodické fetézové zlomky budeme znacit podobné jako se znac¢i periodicky desetinny

rozvoj, a to vodorovnou c¢arou nad ¢isly opakujicimi se v periodé. Délku periody budeme
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znadit | aprvni &islo, které do periody nepatii, oddélime stfednikem. Retézovy zlomek

naptiklad V7 pak vypada nasledovng.

V7 =[2;1,1,1,4]
Obecné pak: Vn = [ay; @, a3, ... a;).

Nyni umime vytvofit fetézové zlomky iraciondlnich odmocnin a vime, ze az na nulty ¢len
jsou periodické. I pro ctvrty krok je ale proces vypoctu Casoveé ndrocny, pokud se brzy
nezacykli. Neékteré odmocniny maji vyrazné delsi periodu, viz nasledujici tabulka, do které

byly vybrany odmocniny s rtiznou periodou.

n Retézovy zlomek vn

22 [4:1,2,4,2,1,8]

31 [5;1,1,3,5,3,1,1,10]

61 [7;1,4,3,1,2,2,1,3,4,1, 14]

67 [8;5,2,1,1,7,1,1,2,5,16]

76 [8' 1' 2; 1: 1; 5' 4: 5; 1' 1; 2: 1; 16J

94 |[9;1,2,3,1,1,51,8,1,5,1,1,3,2,1, 18]

Tab. 4: Retézové zlomky iracionalnich odmocnin (PrimeFan, 2013)
(vlastni zpracovani)

Poznamka VSimnéme si, jaké vzory se objevuji v fetézovych zlomcich iracionélnich
odmocnin krom periodicity. Vidime, ze posledni Cislo periody se rovna dvojnasobku ¢isla a.
Dale si miizeme vSimnout, Ze ¢isla mezi a, a poslednim ¢islem periody tvoti palindrom, tj.

Cislo, které je stejné, kdyz ho ¢teme zleva i zprava. (Yang, 2008, s. 8)

Tvofeni fetézovych zlomku pro delsi periody stale zlistava ponckud ¢asoveé narocné. Z toho
diivodu si piedstavime algoritmus, ktery nam umozni rychle a spolehlivé spocitat a;
fetézového zlomku dané odmocniny. Tento algoritmus bude pfedevSim uZitecny v dalsi

podkapitole, kde budeme potiebovat tato Cisla k vypoctu tzv. sblizenych zlomk.
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Definice 8. Tenneruv algoritmus
Tennertiv algoritmus je algoritmus pro vypodet a; fetézového zlomku vn. Méjme k = |vn]
celou ¢ast odmocniny zn a plati n = k? + r. Sestavime tabulku o Sesti sloupcich, prvni

z nichz ndm bude udavat hodnoty a;.

1 1I III 1\Y% AV VI
k X k = n — r

a b c u v w
A B C U Vv w

Kazdy dalsi fadek pak ziskame z ptedchoziho pomoci nasledujicich vztaht:
k+c=Aw+B,kde0<B<w
C=k—-B

U=_C?

(Barbeau, 2003, s. 69)
Vezméme jako piiklad V19 (n = 19). Nejprve najdeme celou &ast k = |[v19].
V16 < V19 <25

4<+19<5

Z &ehoz plyne 7ze k =4 a 19 = 42 + 3, tedy r = 3. Nyni miZeme sestrojit prvni fadek
tabulky. Ackoliv se jednd o prvni zfadkt, dale mu budeme fikat nulty fadek, aby nazev

korespondoval s nultym krokem vypoctu fetézového zlomku a indexem ziskaného a,,.
| II III v A% VI
4 X 4 = 19 — 3

Dalsi tadky tvofime podle vySe definovanych vztahti. Nulty fadek také predstavuje hodnoty

a,b,c,u,v,w, i kdyz n¢€které z hodnot obsazuji operacni znaménka. To ale nevadi, protoze
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konkrétni hodnoty b, v k vypoctu dalSiho fadku nepotiebujeme. Pro vypocet 4,B,C,U,V,W

vyuzijeme pouze ¢ = 4,w = 3, Cisla k a n jsou pevné dana na zacatku. Plati tedy:
4+4=A-3+8B

Zde se setkavame s problémem dvou neznamych v jedné rovnici. Ten fesi omezeni Cisla B,

0 < B <w. B je tedy rozhodné kladné¢ a kdyby A -3 bylo vétsi nez leva strana rovnice,

nebylo by mozné najit spravné B tak, aby rovnice platila. Volime proto nejvétsi A tak, aby

A -3 < 8. Kdybychom zvolili ¢islo A ptiliS malé, také bychom nenasli v daném omezeni

vhodné B. Dalo by se také obecné napsat:
A=max{x e Nyw-x <k+c}
Rozdil, ktery je jist¢ mensi nezw = 3 je B. B se tedy da obecné vyjadfit jako:
k+c—A-w=B

Jedna se o prostou upravu ptivodni rovnice, ov§em nyni mame dané A. Ob¢ Cisla jsou timto
dana jednoznacné. Je mozné, ze nastane situace, kdy existuje takové A, ze A-w = k + c, pak
z vyjadieni B vyplyva, ze B je nula, coz omezeni dovoluje. V naSem piipadé¢ mame tedy

nasledujici rovnost.
8=2-3+2
Ziskali jsme A = 2 a B = 2 a miZeme pocitat déle.

C=4-2=2

Mame vsechny hodnoty pro sestaveni ,,prvniho* fadku (druhého fadku tabulky).

1 II III 1\Y% Vv VI
4 X 4 = 19 — 3
2 2 4 4 15 5

Cisla vnovém tadku se stavaji malymi a, b, c,u,v,w a hledame stejn¢ jako v predchozim

kroce ¢isla A, B, C, U, V, W nového tadku a tak déle tolikrat, kolikrat potiebujeme.
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Piiklad 7.

Spoctéte Tennerovym algoritmem a,, a,, a, a a, retézového zlomku ¢isla v11.

Reseni.

Postup je stejny jako ve vzorovém piikladé s V19, proto zde bude uvedna pouze vysledna

tabulka pro kontrolu.

I

3

3

6

3

II

X

0

0

0

I1I

3

3

3

3

1Y%

11

9

9

9

2

2

VI

2

1

Vsimneme si, ze periodi¢nost fetézovych zlomkl odmocnin se projevuje i zde. Jak je vidno,

prvni a tfeti fadek a druhy a Ctvrty fadek jsou stejné. Do vypoctu dal$iho fadku vstupuji pouze

Cisla ¢, w a k, n, ktera se od prvniho fadku opakuji s periodou 2. Mazeme tedy rovnou zapsat

cely fetézovy zlomek V11 pomoci periody.

V11 = [3;3,6]

Nyni mame pomérné rychlou metodu pro vytvoieni fetézového zlomku iracionalnich

odmocnin. Néas ovSem nebude zajimat fetézovy zlomek jako celek, ale budeme zkoumat

pouze Casti, kterym budeme fikat sblizené zlomky.

2.3 Sblizené zlomky

Pokud chceme vyjadfit iraciondlni ¢islo pomoci fetézovych zlomkd, po€etné ani graficky nam

to nepomiize. Stale se jedna o nekonecny, a tim padem i neproveditelny zapis. Mizeme tedy

jako aproximaci daného cisla konkrétni fetézovy zlomek v uréitém kroku utnout.

2+
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Takovému utnutému zlomku fikdme sblizeny zlomek. Ten pak mizeme upravit a vyjde nam

zlomek v zakladnim tvaru, ktery aproximuje, v tomto piipadé, v/2.

Neformalné¢ mlizeme fici, Ze jednotlivé sblizené zlomky aproximuji dané ¢islo, protoze z néj
okrajujeme pouze malé Casti. Zaroven s kazdym dalSim sblizenym zlomkem (ktery utneme
pozdéji) se zmenSuje Cast, kterou vynechavame, pfesnost aproximace zvétSuje a blizime se
puvodnimu ¢islu. Proto se sblizenym zlomkim také nékdy ftika konvergenty
(angl. convergents). V této praci bude pouzivan pojem sblizené zlomky, ptevzaty ze skript

Vitézslava Kaly (2021). Formaln¢ definujeme sblizené zlomky nasledovné.

Definice 9. SbliZeny zlomek
Méjme a €R, a = [ay;ay, ...,a, ]. Retézovému zlomku [ay,;ay,...,an, ], kde m <k,
fikdme m-ty sblizeny zlomek ¢isla a. Dale definujeme posloupnosti p,, a g,, nasledujicim
rekurzivnim piedpisem.

P-1 =100 = Qo; Pm = AmPm-1 + Pm—2

q-1=0,90 = 1, gm = AGmQGm-1+ Gm—2
V nasledujici vété dokazeme, Ze takto definované posloupnosti davaji zlomky Zﬁ, které
odpovidaji fetézovym zlomkam [ay,; a4, ..., @, |. (Yang, 2008, s. 1)
Véta 7.

Pro py,, 4., definovana vyse rekurzivnim piedpisem, plati, Ze Zﬁ = [ag; g, ., Ay |.
m

Diikaz.
Diikaz provedeme matematickou indukci. Uvazujme nejprve @ = [ay,; a.] (m = 1).

1 aap+1
ag; 4| = ag +—=—""—
[0 1] 0 a, a,

Nyni dosadime podle definice p_; = 1,py = ag,q-1 =0aqy = 1.

aap+1 _ a1Po +P-1 _ P1
a, aiqo +q9-1 1
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Prvni krok mame. Predpokladejme tedy, ze véta plati pro néjaké m a budeme fesit, zda pak

plati také pro m + 1. Mé&jme tedy [ay; a4, ..., aml;

1

[ag; 1, vy Ay Apan] = |Q0; Aq, voey Ayt » A, +
Am+1

Vyjadiili  jsme [a,,, a@n+q] jako jeden ¢&len "a,," =am+a1 , tim padem mame

m+1
lag; ay, -, "a" ], kde m-ty ¢len obsahuje i m + 1 ¢len. Mizeme nyni aplikovat poznatek

z prvniho kroku.

1 ] B (am +$) "Pm-1 T Pm—2

[ao; aq, ..., A1,y +
(am +

1

Am+1 ) "Gm-1 T Gm—2

Am+1

Toto vyjadieni je hlavni mySlenka dikazu. Odtud dale se jedna pouze o algebraické Upravy.
Upravime vyraz na pravé strané. Nejprve v Citateli i jmenovateli pfevedeme scitance na
stejného jmenovatele a,,, . Protoze horni 1 dolni zlomek budou mit stejny jmenovatel, tyto

jmenovatele se pokrati.

Am' Am+1Pm—-1tPm-1+Am+1'Pm-2

(am + L) "Pm-1 1 Pm-2

Am+1

(am + ﬁ) "Im-1 1 qm-2

Am+1
Am'Am+1'Am-1+qdm-1+Am+1"9dm—2

Am+1

Ay " Pm-1 T Pm—1 T Qi1 Pm—2

Am " Am+1 " Gm-1 T Gm-1 T Q1 Gm-2
V dal$im kroku vytkneme a,,,; a poté dosadime podle definice v Citateli p,,, = a;Pm-1 +

Pm—2 @ jmenovateli ¢, = @y Gm-1 + Qm—2-

Am+1 " (am "Pm-1t pm—z) + Pm-1 _ Am+1* Pm T Pm-1 _ Pm+1
A+ (am "Qm-1 T+ Qm—z) t Gm-1 Am+1 " Am + Gm-1 Qm+1

Cimz jsme dokazali, Ze [ay; ay, ..., Ay Aps1] = Zm“. (Yang, 2008, s. 2) n
m+1

Ziskali jsme nastroj, jak efektivné pocitat sblizené zlomky. Cisla aq,ay, ..., a,, ziskime
Tennerovym algoritmem definovanym v pfedchozi podkapitole a nasledn¢ z rekurzivnich

vztahll vypocteme kyzeny sblizeny zlomek.

Priklad 8.

Spoctéte m-ty sblizeny zlomek nésledujicich ¢isel. Postupujte metodou rekurze (nikoliv

spocteni utnutého zlomku).
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a) m=3, b) m =4, c) m=7, d m=09,
a=+2 a =11 a =123 a=+13

Reseni.
Nejprve sestavime fetézovy zlomek daného cisla az po a,, protoZze jako soucdast

rekurzivniho vzorce pro vypocet p,,, ¢, jsou potieba Cisla ay, a4, ..., a,,. Poté budeme dle

definice sestavovat sblizené zlomky a z nich pomoci rekurze dalsi.

a) m=3,a=12
Pouzijeme Tennertiv algoritmus, abychom spocetli potfebné cleny fetézového
zlomku. Podrobny navod, jak toto provést, najdeme v piedchozi podkapitole
a jelikoz se jedna o mechanicky postup, bude zde uveden pouze vysledek.
V2 =[1;2]
Mame: p_1 =1, pg=ay a q_1 =0,q99 =1 a vychazime z rekurzivniho vzorce
z definice sblizen¢ho zlomku.

po _a=1 p, 2-1+1 3 p, 2:3+1 7 ps 2:7+3 17

gz 2-5+2 12

% 1 q 2-1+0 27

= — = -
q2 2'2+1 5

, - b3 _ 17
Vysledek tedy je w1z

b) m=4,a=+v11
Postupujeme stejné jako v a) tim, Ze za¢neme urcenim potiebnych a;.
V11 = [3;3,6]
Méme:p_1=1, p0=a0a q_1=O,q0=1
Po a=3 p, 3:-3+41 10 p, 6-104+3 63 p; 3:-63+10
—_—= - —_,—— 0 =
qo 1  3:1+0 3 ¢q 6:3+1 19 ¢q3 3-19+3
199 p, 6-199+63 1257
= = =
60 q, 6-60+19 379

c) m=7,a=+23

V23 =[4;1,3,1,8]
pP-1=1L pp=asa qg,1=0,g,=1

Po_Go=4 P i

1-4+1 5 p, 3-5+4 19 p; 1-19+5
- = —_— = - —_——=— = -n—_——=—
o 1 ¢, 1-140 1 gq, 3-1+1 4 q5 1-4+1
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24 p, 8-24+19 211 p; 1-211+24 235 p,
- — = = - — = = - —
3-235+211 916 p, 1-916+235 1151

3-49+44 191 q, 1-191+49 _ 240

d m=9,a=+13
V13 =[3;1,1,1,1,6]

p-1=1,py=0apa q_1=0,gp=1
Po =3 p 1-3+1 4 p, 1-443 7 p; 1:7+4 11
% 1 ¢ 1140 1 q 1-1+1 2 ¢ 1-2+1 3
p, 1:-11+7 18 ps 6-18+10 119 p, 1-119+18 137
% 13+2 5 "¢ 6:5+3 33 g, 1-33+5 _ 38
p, 1-137+119 256 ps 1-256+137 393
T, T 1-38+33 71 qs  1-71+38 109
ps  1:393+256 649
T 1-109+71 180

Procvi¢ili jsme poéitani sblizenych zlomkii a umime tedy tvofit rizné aproximace n.
Vsimnéme si, Ze v piipad¢ a) se mezi sblizenymi zlomky objevila feSeni Pellovy rovnice.
Konkrétng 2t =2 B3 — g A kdybychom hledali dal, zjistili bychom, e viechny liché

a2 qs
sblizené zlomky nam davaji feSeni Pellovy rovnice. VSechny sudé sblizené zlomky pak
fes$i Pellovu rovnici negativni. Je otazkou, jak je to s ostatnimi odmocninami. Jako dalsi
ptiklad dosadime jednotlivé sblizené zlomky, které vysly v ptikladé 6 do Pellovy rovnice
a budeme pozorovat, jaké vysledky ndm budou vychdzet. Vytvoiime tabulky, které

vypadaji nasledovné.

V2prom=0azm=3

m (D ) Pm? — 2 qm?®
0 (1;1) 1
1 (3;2) 1
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2 (7;5) -1

3 (17;12) 1

Tab. 5
(vlastni zpracovani)

Prvni tadek urcuje m, druhy fadek obsahuje Citatele a jmenovatele ptislusnych sblizenych
zlomku ve tvaru feSeni Pellovy rovnice (x;y), kde p,, pfislusi x a gq,,, pfislusi y. Posledni,

treti fadek, pak udava hodnoty na pravé strané Pellovy rovnice.
Jak jsme vypozorovali jiz dfive, protoze nékterd feSeni pro n = 2 zname, feseni Pellovy
rovnice se nachdzeji na lichych mistech a na sudych mistech se nachazeji feseni negativni
. y C e o S
Pellovy rovnice. VSechny liché sblizené zlomky miiZeme popsat jako q—m,m =k-2-1,
m

kde k € N\ {0}. Zatim se jedna pouze o pozorovani. Poté, co nase pozorovani doplnime

o dalsi ptiklady, zformulujeme tvrzeni.

Priklad 9.
Vytvoite tabulku pro ostatni odmocniny a jejich sblizené zlomky z ptikladu 6. Vénujte

pfitom pozornost, zda a na jakych pozicich (pro jakd m) se objevi feseni Pellovy rovnice.

a) V11 b) V23 c) V13
Reseni.
a) V11

Béhem vypoctu ctvrtého sblizeného zlomku jsme zaroven dostali vSechny

predchozi sblizené zlomky, takze staci pouze zapsat a dosadit do Pellovy rovnice.

m Pms Gm) Pm” — 11" qp°
0 (3; 1) —2
1 (10; 3) 1
2 (63;19) —2
3 (199; 60) 1
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4 (1257;379) -2

Tab. 6
(vlastni zpracovani)
Pozorujeme, ze zde opét feSeni Pellovy rovnice davaji liché sblizené zlomky

Prm=k-2—1,kdek € N\ {0}.

m

b) V23
Stejn¢ jako v pfipad¢ a) ¢i vzorovém piikladu dosadime sblizené zlomky, které
nam vysly do Pellovy rovnice. Proto budou déale uvedeny pouze vysledné tabulky

a komentar.

m P Gm) Pm* = 23" qn
0 4;1) -7

1 5;1) 2

2 (19; 4) —7

3 (24;5) 1

4 (211; 44) —7

5 (235;49) 2

6 (916;191) -7

7 (1151;240) 1

Tab. 7

(vlastni zpracovani)
Reseni se objevila na &étvrtém (m = 3) a osmém (m = 7) fadku. Predpokladejme
stejné¢ jako v pfedchozich pfipadech, Ze takto se budou feSeni vyskytovat

pravidelné. To miizeme popsat jako viechna 2% m = k-4 — 1, kde k € N \ {0}.

dm

c) V13
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m (D Gm) Pm” — 13- qp?
0 (3;1) —4
1 4;1) 3
2 (7;2) -3
3 (11;3) 4
4 (18;5) -1
5 (119;33) 4
6 (137;38) -3
7 (256;71) 3
8 (393;109) —4
9 (649;180) 1

Tab. 8
(vlastni zpracovani)
V tomto piipadé se vyskytlo pouze jedno feSeni na desitém tadku (m = 9), ¢imz
jsme vyfesili problém, ktery nds provazel jiz od prvni kapitoly. Predpokladejme
tedy znovu, ze se bude vyskytovat pravidelné na kazdém desatém tadku
(m=9,19,29,...) a zapiSme vsSechny zlomky, které tesi Pellovu rovnici jako

Z_m,mzk-m—l,kdekeN\{O}-

m

Shriime a porovnejme nase pozorovani. Pro v2 najdeme feseni jako 2 - k — 1-ni sblizené
zlomky, tedy kazdy druhy sblizeny zlomek. Pro V11 feSeni také dava kazdy druhy
sblizeny zlomek. Pro v23 nachazime feseni jako 4 - k — 1-ni, tedy kazdy &tvrty sblizeny
zlomek, a pro V13 jako 10 - k — 1-ni, tedy kazdy desaty sblizeny zlomek.

Kdyz porovname zvyraznénad cisla s délkami period (zna¢ime [l) fetézovych zlomki
ptislusnych odmocnin, najdeme jistou spojitost. Plati: v2:1 = 1,4/11:1 = 2,+/23:1 =
4,N/13:1 = 5. Zjistime, e pro V11 a /23 se feeni Pellovy rovnice opakuji se stejnou
periodou (oviem za¢indme od m = 0, proto ne k-1l ale k-1—1) a pro V2 a 13
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s dvojnasobnou periodou (opét, kvili m =0, 2-1-k —1). Na ¢em tento rozdil zavisi?
Jinymi slovy, co maji spole¢ného V11 a v/23 a co V2 a V13? Zjistime, Ze fetézové zlomky
prvnich dvou odmocnin maji sudou periodu a zbylych dvou maji lichou. Nyni miizeme

nase pozorovani zformulovat do tvrzeni o zavislosti m, pro ktera Z—m esi Pellovu rovnici na
m

period¢ dané odmocniny.

Tvrzeni 8.

Méjme Vn = [ay; Ay, z,.., ;1] s periodou L. Pak (p,,; q,,) Tesi Pellovu rovnici

x? —n-y? =1 pravé tehdy, kdyz m = k-1 — 1, pokud [ je sudé nebom =2-1-k —1,
pokud [ je liché (k € N\ {0}). (Yang, 2008, s. 12)

Dtkaz tohoto tvrzeni je slozity a vyZzaduje dal$i technické poznatky o vlastnostech
fetézovych a sblizenych zlomki, které jsme zde neuvadéli. Pomérné kompletni dikaz
poskytuje Yang (2008) ve svém textu Continued Fractions and Pell’s Equation na stranach

10-12. Kala (2021) i dalsi autofi toto tvrzeni uvadi bez dikazu a takto bude uvedeno i zde.

S poslednim tvrzenim méame kompletni navod, jak hledat feseni Pellovy rovnice, a to jako
sblizené zlomky, jejichz index zéavisi na délce periody [ fetézového zlomku dané
odmocniny. Miizeme tak uzaviit kapitolu o hledani feSeni a podivat se, jakou strukturu
mnozina feSeni tvofi. Ackoliv jsme schopni jakékoliv feSeni najit pomoci sblizenych

zlomkd, existuje snazsi zpusob, ktery ndm odhali prozkoumani struktury feseni.
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3 Struktura Feseni Pellovy rovnice a obory Z[n]

Uz z prvni kapitoly vime, Ze pro kazdou Pellovu rovnici je mnozina netrivialnich feSeni
neprazdnd. Nejprve si definujeme reprezentaci feSeni Pellovy rovnice pomoci prvki
¢iselného oboru Z[\/ﬁ] (viz Definice 15), aby se nam s nimi 1épe pracovalo a mohli jsme
mezi nimi provadét operace. V nasledujicich tvrzenich si pak ukdzeme, Ze je takto
definovana mnoZina uzaviena na ndsobeni, protoze soucin dvou feSeni (ne nutné rtiznych),
je také tfeSenim. Pokud tedy mame jedno feSeni, které nam véta 2 zarucuje, mizeme
pomoci néj vygenerovat nekonecné mnoho feSeni, které budou v podobé mocnin tohoto
feSeni. To ale nabada k zamysleni. Co kdybychom méli jako pivodni feSeni takoveé, které
uz mocninou néjakého feSeni je? Proto dokézeme, Ze na mnozing feseni Ize definovat ostré
usporadani a zjistime, Ze existuje tzv. minimalni nebo fundamentélni feSeni. To najdeme
jako prvni ze sblizenych zlomkd, které jsou feSenimi, tedy pro k = 1. VSechna fesSeni jsou
potom mocniny pravé tohoto minimalniho feSeni. Tento zplisob generovani feSeni je

vV v

jednodussi nez pocitat jednotlivé sblizené zlomky.

Na zavér si ukdzeme, Ze mnozina feSeni reprezentované prvky Z[\/ﬁ] tvofi s operaci
nasobeni tzv. cyklickou grupu. Budeme muset kladnd fteSeni, kterd jsme doposud
uvazovali, rozifit o feSeni tvaru x — yv/n pro existenci inverzniho prvku a trivialni feseni
(1; 0) pro existenci neutralniho prvku. Dokazeme, ze takova mnoZina s operaci nasobeni

spliyji vSechny vlastnosti cyklické grupy.

3.1 Minimalni FeSeni

Jak je zminéno v uvodu kapitoly, vyjadieni pomoci prvkl Z[\/ﬁ] nam umozni popsat
strukturu a skyta uzitecné vlastnosti. Konkrétné naptiklad tu, Ze vSechna kladna feseni jsou
mocninou n¢jakého minimalniho feSeni, kterému se né€kdy tikd fundamentdlni. Pozd¢ji si
je definujeme formaln¢. Prozatim méjme piedstavu, Ze se jedna o feSeni s nejmenSim
jmenovatelem (dokazeme si také, ze ma i nejmensiho Citatele a feSeni lze tadit podle

obojiho), které neni trividlni. Vcelku paradoxné je zlomek § vytvofeny z minimalniho

feSeni nejveétsi ze zlomkd a nejhrubéji aproximuje danou odmocninu. Proto je piithodnéjsi
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tomuto feseni fikat fundamentalni, coz také znamend zakladni, jelikoz tvoii zaklad pro
vSechna ostatni feSeni. Protoze ale budeme toto feSeni definovat jako minimum mnoziny
feSeni uspotradané podle velikosti x, zlistaneme u piizviska minimalni.

Zavedeme nové vyjadieni feSeni Pellovy rovnice a dokazeme, Ze lze kladna feSeni Pellovy

rovnice ostfe uspotradat. Tak budeme moci definovat minimalni feseni.

Definice 10. ReSeni jako prvky Z[vn]
Rekneme, Ze x + yvn € Z[vn]| je fesenim Pellovy rovnice pravé tehdy, kdyz plati x? —
ny? = 1. (Dudley, 2009, 5. 91)

Nyni tedy budeme feSeni (x; y) reprezentovat iracionalnim &islem ve tvaru x + y/n.

Tvrzeni 9.
Méjme dvé feseni (x1,v;) a (X3,¥2), X1, V1, X5, ¥, > 0. Plati, Ze x; + y;v/n < x, + y,vn
prave tehdy, kdyz x; < x, (resp. y; < y,).

Diitkaz.
Pro ditkkaz prvni implikace zleva doprava budeme ptedpokladat, ze x; < x,. Tim padem
plati také x? < x2, protoze x;,y; uvazujeme kladni. Nyni vyjadiime x7, resp. x2

z Pellovy rovnice a provedeme substituci.

x?2 < x3
x2 =1+ ny?
x2 =1+ ny?

1+ny? <1+ny?
Z toho po upraveé vyplyva, ze y; < y,. Jinymi slovy, pokud je x; mensi nez x,, pak i y; je
mensi nez y,. To plati 1 obraceng, tedy: y; < y,, pak x; < x,. Tuto implikaci je snadné
dokézat. Postup je stejny, jen vyjadiujeme ptislusné y?2.
V1 <y; = ¥i <¥j

2
1_x1

2 _
Vi n
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1—x3

2 _
Y2 n

2 2
1—x1<1—x2

n n
Opét po ptisluinych apravich dostaneme x? < x2, a tedy x; < X5.
Protoze k mensimu x; pfi¢itame mensi y;-nasobek vn, je x; + y;v/n mensi nez x, +

3’2\/5-

Opacnou implikaci dokdZzeme sporem. Predpokladejme, Ze x; + y;vn < x, + y,Wn
a zaroven x; = X,. Stejnymi upravami jako v ptedchozim odstavci dostaneme, ze y; = y,

ax; +y;Vn = x, + y,\/n, coz je ve sporu s predpokladem, a musi platit, Ze x; < x,.

V predpokladu miizeme zaménit libovolné x a y. My budeme uvazovat fazeni podle x.

(Dudley, 2009, s. 92) n

Definice 11. Minimalni FeSeni
Ukazali jsme, ze kladna feSeni x, + y,Vn lze sefadit podle x,. Jelikoz se jedna
0 neprazdnou mnozinu piirozenych x;, ma tato mnozina minimum. Toto nejmensi feSeni

nazveme minimalni feSeni. (Dudley, 2009, s. 93)

Poznamka Bavime se o kladnych feSenich Pellovy rovnice, mezi které nepocitame

trivialni feSeni (1; 0), jehoz y-ova slozka je pouze nezaporna.

vvvvvv

generuje vSechna ostatni feSeni. Mnozinu feSeni tedy tvofi mocniny tohoto minimalniho
feSeni, které funguje jako generator, jak si brzy dokaZeme. S operaci ndsobeni mnoZina

feSeni tvofi strukturu, kterou popiSeme v nasledujici podkapitole.

3.2 Grupa reSeni
Struktura mnoZiny feSeni je v ivodu této kapitoly popséana jako cyklickd grupa. Nejprve si

zadefinujeme, co to cyklickd grupa je, a pak ukdzeme, Ze mnoZzina feSeni dané Pellovy
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rovnice, kterou oznac¢ime M (obsahujici kladna feSeni, feSeni se zapornym y a trividlni
feseni (1; 0) reprezentované jako 1 + 0v/n = 1), splituje s nasobenim nutné vlastnosti, aby
nasobeni, tedy ze soucin dvou feSeni je opét feSeni a Ze mocniny minimalniho feSeni jsou

praveé vSechna feSeni z mnoziny M.

Definice 12. Grupa a cyklicka grupa
Grupa je dvojice (G,*), tvofena neprazdnou mnozinou G a binarni operaci * definovanou

na mnozin¢ G, pro kterou plati nasledujici vlastnosti.

a) Jeasociativni, tj. Va,b,c € G:ax(b*c) =(a*xb) xc
b) Existuje vii€i ni neutrdlni prvek e € G, takovy, Ze Va € G:axe =e*xa =a

c) Ke kazdému prvku existuje inverzni prvek a™!, tj. Va € GIa "t € G,axa™l =

alxa=e

Grupu G nazveme cyklickou grupou, pokud existuje néjaky prvek a € G,G = {a", n € Z},

tedy takovy prvek, ktery generuje celou grup G. (Stanovsky, 2010, s. 64, 71)

Poznamka V definici nechapejme a™ jako klasickou mocninu vzhledem k nasobeni. Jedna
se 0 (n — 1)-krat provedenou operaci * na prvku a, tedy a * a * a ... * a, kde se operace *
vyskytuje pravé (n — 1)-krait. My se ovSem zabyvame operaci ndsobeni a volime
multiplikativni zapis grupy. Pfi pouziti operace ndsobeni na n stejnych prvki a mlivime

0 n-té mocnin¢€ prvku a.

Definice 13. Mnozina reSeni M
Mnozinou feseni M i 7i + y.Vn, k € N: x,2 —ny, 2 = 1}. Trivialni
nozinou feseni M rozumime mnozinu {x, * y,Vn, k € N: x; nyy . Trivialnimu

1 + 0v/n zde odpovida x, + y,Vn.

Nejprve dokazme existenci neutralniho prvku a inverzniho prvku. Neutrdlni prvek ndm

motivuje zafazeni 1 + 0vn do mnoziny M, inverzni prvek pak motivuje zahrnuti x, —

Yk\/ﬁ-
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Tvrzeni 10.

V mnoziné M existuje prvek e takovy, ze

e (xx yevn) = (xx tyxvn) e = x £ yVn, k €N

Diikaz. Protoze mnozinu M jsme definovali tak, Ze obsahuje trivialni feseni 1 + 0v/n, plati,

761+ 0Vn=1€ M. A tedy:
1+ (xx £ yivn) = (x £ ypvn) - 1 = x; + ypv/n pro viechna k € N.

(Stillwell, 2003, s. 82) ]

Tvrzeni 11.

Pro kazdy prvek z mnoziny M existuje inverzni prvek.
ka i yk\/ﬁ EM H(Xk i yk\/ﬁ)_l € M,

(xk + Yk\/ﬁ) ) (xk + }’k\/ﬁ)_l = (xk + }’k\/ﬁ)_l ' (xk + }’k\/ﬁ) =1

Diikaz. Rozdélime si piipad na x; + y;vn a x; — y,v/n. Jednoduchou tpravou ziskame:

-1 1
Xk +yn) = —re
( ) Xk + Yk\/ﬁ
Dokazeme, Ze pro viechna x;, + y,\/n plati, Ze je také feSenim.
Xp+ypVn

1 _ 1 _xk—yk\/ﬁ_Xk—yk\/H
Xt yvn xetydn x—yvn xE - ny?

Protoze (x;; y;) je feSeni Pellovy rovnice, plati, Ze x,2 — ny,? = 1 a tedy:

1 Xk — )’k\/ﬁ
X+ yk\/ﬁ 1 k — Yk

(o + }’k\/ﬁ)_l =
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1 _ Xk +yk\/H
X=yrVn 1

Z této rovnosti hned vyplyva, ze (xk - yk\/ﬁ)_l = = x + ypVn.

Prvky x; + yxvn a x, — ypvn jsou si tedy navzijem inverzni. Vimnéme si, Ze pro

1 + 0+/n plati:
14+0vn=1-0vn
Neutralni prvek je tedy inverzni sam k sobé&. (Dudley, 2009, s. 92) [

Nyni dokézeme, ze soulin fesSeni je opét feSenim. Je to vlastnost, ktera je pozadovana, aby
(M,") byla grupa. Tento pozadavek se v definici grupy skryva ve formulaci, Ze * je na
mnoziné¢ G. Chceme tedy ukazat, Ze nasobeni je operace na mnoziné M; jinymi slovy,

chceme dokazat, ze M je uzaviena vici operaci nasobeni.

Tvrzeni 12.

Kdyz (x;; y1) a (x5; y,) jsou feSeni, pak (x3;y3), takové, Ze:

(x3;¥3) = (X1%3 + nY1 Y23 X1Y2 + Y1X2)

je také feSeni. (Stillwell, 2003, s. 82)

Duitkaz. Dikaz provedeme jako cviceni. ]

Priklad 10.

Dokazte tvrzeni 12.

Reseni.
Vyuzijeme toho, Ze jak x,2 — ny, 2, tak x,2 — ny, ? se rovnaji jedné. Jejich soucin, se tim

padem také rovna jedné.
(a? =y ?) - (* —ny, ?) =1-1

Oba vyrazy na levé strané rozlozime podle vzorce a? — b? = (a — b) - (a + b) a nasledné

opét vynasobime, ovSem tak, zZe soarujeme zavorky se stejnym znaménkem u y.

(%1 = y2vn) « (1 + y2vn) - (22 = y2vn) - (%2 + y,¥n) = 1
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[(er = y1vn) - (32 = y2vn)] - [ + y1vV) - (2 + y2V/n) | = 1
[(x1x2 +ny1y2) — (x1y, + x2Y1)‘/ﬁ] . [(x1x2 +ny1yz) + (xy, + sz1)\/ﬁ] =1
Je vidét, Ze opét mlizeme uzit vzorce, podle kterého jsme na zacatku rozkladali.
(012 + ny1¥2)? + n(xy, + x31)% =1

A dostavame nové feseni (x3; y3) ve tvaru (xyx, + Ny, ¥,; X1Y2 + Y1X2), coZ jsme chtéli

dokézat. (Stillwell, 2003, s. 82) n

Mame tedy uzavienost mnoZiny feSeni M na nasobeni. Tim jsme nejen ovéfili jeden
z pozadavki na to, aby (M,") byla grupa, ale hlavné jsme také ziskali nastroj, jak generovat

dalsi feseni jako nasobky ptedchozich dvou.

Uvédomme si, Ze ve Tvrzeni 12 neni pozadovano, aby byla (x;;y;) a (x3; y,) rizna. Staci
nam tedy jedno feSeni a vynasobime-li ho samo se sebou (druha mocnina), dostaneme dalsi
feSeni. To pak mizeme opét vyndsobit puvodnim feSenim a dostaneme dal$i nové fesSeni
(tfeti mocninu). Takto bychom mohli postupovat dale a do nekonecna generovat nova
feSeni. Co kdybychom ale méli néjaké feSeni, které uz je mocninou néjakého jiného

feSeni?
k

Pak umociiovanim x + y+/n dostaneme pouze k-nasobné mocniny x; + y;vVn.

(x+yvn)" = (e, + yivm) ™

V tom piipadé nam uniknou nékteré mocniny feseni x; + y;v/n, které jsou ovsem také
feSenimi a nedostaneme kompletni mnozinu. Napiiklad pro k = 2 pfichazime o kazdou

lichou mocninu x; + y;vn.

Dokézeme, ze vSechna feSeni jsou mocninami minimélniho feSeni, a to generuje celou
mnozinu feSeni M (viz Definice 12).

Tvrzeni 13.

Necht' x; + y;v/n je minimalni feSeni dané Pellovy rovnice. Pak vSechna dalsi kladna

. K
feseni jsou ve tvaru x, + yVn = (xl + ylx/ﬁ) prok € N.
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Diikaz. Dokidzeme sporem. Piedpokladejme, Ze x; + y;vn je minimélni feeni a Ze
existuje néjaké feseni a + bv/n, které neni jeho mocninou. Jelikoz neni mocninou, pak se
vyskytuje nékde mezi dvéma mocninami x; + y;Vn:

k+1

(x; +y1vn)" < a+bvn < (2, + y;vn)
Nyni nerovnosti vynasobime (x1 + ylx/ﬁ)_k = (x1 - ylx/ﬁ)k.
1< (a+bvn) - (x, —ylx/ﬁ)k <x;+yVn

. k . e, , c .
Protoze jak a + bv/n , tak (x1 — ylx/ﬁ) jsou feSeni, je jim podle Tvrzeni 12 i jejich
sou¢in. To ale znamen4, Ze by existovalo fe$eni mensi nez x; + y;v/n a tim padem x; +

y;\/n by nebylo minimalni, coZ je ve sporu s piedpokladem. (Tattersall, 2005, 277) ]

C k ov 1 g1 gy oy
Poznamka Je ziejmé, Ze (a + b\/ﬁ) . (x1 — ylx/ﬁ) nemiize byt trivialni feseni 1 + 0v/n.
. k _ . Y

Muselo by platit: (a + b\/ﬁ) = (x1 + ylx/ﬁ) , coZ je ve sporu s piedpokladem, Zze
(a + b\/ﬁ) neni mocninou minimalniho feSeni.

Dokazali jsme, Ze minimalni feSeni generuje vSechna kladna netrividlni feSeni, kterd nas
zajimaji z hlediska aproximaci. Zaroven jsme ziskali efektivné&j$i nastroj hledani dalSich
feSeni Pellovy rovnice. Nyni ndm sta¢i najit pouze minimalni feSeni a libovolné dalsi
dostaneme jako jeho k-tou mocninu. Tento proces je snazsi nez hledat vétsi feSeni mezi
sblizenymi zlomky. Z hlediska cyklické grupy ale potiebujeme ukazat, ze minimalni feSeni
generuje také 1 + 0v/n = 1 a fedeni tvaru x;, — yxVn.

Prvni problém je jednoduchy, protoze x; + y;v/n je né&jaké nenulové iracionalni ¢&islo

0 . ) . e
a (x1 + ylx/ﬁ) = 1, tedy neutrdlni prvek, generuje nultd mocnina minimalniho feseni. To,

7e minimalni feSeni generuje x; — y\/n vyplyva z Tvrzeni 11.

X — yVn = (xk + Yk\/z)_l = (x1 + 3’1\/5)_16

Reseni se zapornym y;, tedy generuji zaporné mocniny.
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Mame dokazano, ze minimalni feseni generuje celou mnozinu M a ze v M existuje prvek
neutralni a ke kazdému prvku inverzni. Pojd’'me si nyni dokazat zbyvajici podminku pro to,
abychom mohli (M,") prohlasit za cyklickou grupu. Posledni vlastnosti, kterou zbyva

ov¢ftit, je asociativita.

Tvrzeni 14.

Nasobeni fesSeni Pellovy rovnice je asociativni. Plati tedy, ze:

(2 + wievn) - [(x + yivn) - (i + ymV)] = [(xx + y1Vn) - (0 + yvn) | - (% + ¥ V/n)

Duikaz. ZapiSme feSeni jako mocniny minimalniho feSeni. Jelikoz mame mocninu n¢jakého
k l k+1
redlného &isla plati, ze (x; +y;vn) - (x; + y1vn) = (x; + y,vn) " M&jme (1 +
k l m
y1vn), (x; + y,vn), (x; + y1vn) " € M, k, I, m € Z.
k l m
[(x1 + 3’1\5) ) (x1 + )’1\/3) ] ’ (x1 + Y1\/H) =
k l m
= (xl + Y1\/ﬁ) : [(xl + 3’1\/5) : (x1 + 3’1\/3) ]
) k+1 k+1

Ob¢ strany upravime a vyjde nam, ze (x1 + ylx/ﬁ) T = (x1 + ylx/ﬁ) T 3 nasobeni
je asociativni na mnozing feseni. ]

Tim jsme ovéfili, Ze struktura (M,-) spliiuje vSechny vlastnosti cyklické grupy. Muzeme

nyni

Véta 15. Struktura mnoziny reSeni Pellovy rovnice.
Struktura (M), kde M = {x; + y,v/n, k € N:x;,2 — ny, 2 = 1} a - je operace nasobeni, je

cyklickou grupu s generatorem x; + y;v/n.

Diikaz. Tvrzeni 8,9, 10, 11 a 12. [

Popsali jsme tedy strukturu mnoziny M, kde néas piedev§im zajimaji kladna feSeni. Tato
mnozina ovSem neobsahuje vSechna feSeni Pellovy rovnice. Zbyvajici feSeni ve tvarech

—x; £ y;V/n, dostaneme jako mmnozinu —M = {—(x; + y;vn),i € N:x;2 —ny;? = 1},
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kterd uz ovSem nesdili vlastnosti ndmi zkoumané mnoziny M. Napiiklad neni uzaviend na

nasobeni.

(_xk - Yk\/ﬁ)z = (xk + }’k‘/ﬁ)z = (02 + ny?) + 2y

Hlavnim poznatkem z této kapitoly je, Ze mliZzeme generovat dalsi kladna feSeni pomoci
kladnych mocnin minimalniho feSeni a ulehcit si tak praci se sblizenymi zlomky. Jako
zaporné mocniny pak ziskdme feSeni ve tvaru x; — y;v/n a nasobenim &islem —1 pak

dostaneme zbyla feSeni dané Pellovy rovnice.

Timto mizeme uzaviit naSe zkoumani Pellovy rovnice jako takové. Ve tiech kapitolach
jsme zkoumali feSeni Pellovy rovnice ve tvaru x? — ny? = 1. Vénovali jsme se kladnym
netrividlnim feSenim, protoZe jsou vhodnd k aproximaci vn a jsou snadno generovana
jednim, minimélnim, feSenim. Dokazali jsme, ze pro vSechna n, ktera nejsou ¢tvercem,
takova feSeni existuji a odvodili jsme, jak je najit pomoci fetézovych zlomkd, konkrétné
mezi sblizenymi zlomky. Poté jsme popsali strukturu, kterou lze v feSenich najit,
a usnadnili jsme si tak proces hleddni novych feSeni. Jsme tedy schopni nalézt vSechna

feseni Pellovy rovnice pro jakékoliv n.
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4 DalSi uziti Pellovy rovnice

Se znalostmi z piedchozich kapitol se nyni podivejme na feSeni negativni a obecné Pellovy
rovnice a dalSi oblasti uziti Pellovy rovnice. V tvodu této prace bylo feSeni Pellovy
rovnice motivovano aproximacemi iraciondlnich odmocnin, které jsme jiz probrali jako
hlavni motivaci, hledanim invertibilnich prvkd ve strukturach Z[vn] a hledénim &isel,
kterd jsou zaroven Ctverci a trojihelniky. Podivame se tedy kratce 1 na tato dalsi uziti. Jako
novy pojem si zavedeme Pellova ¢isla a u€inime pozorovani, jak souvisi s Pellovou

rovnici. Poté si ukazeme, jak pomoci téchto ¢isel nalézt tzv. pythagorejské trojice.

4.1 ReSeni negativni a obecné Pellovy rovnice
Negativni Pellovu rovnici jsme v pfedchozim textu jiz nékolikrat zminili. Na zacatku prvni

kapitoly jsme ji odvodili spolu s Pellovou rovnici jako rovnice, pomoci jejichz feSeni

dostaneme co nejmensi odchylku pii aproximaci V2 a obecné pii aproximaci vn.

Zabyvali jsme se ale hlavné Pellovou rovnici, a to z toho diivodu, Ze negativni nema pro
vSechna n feSeni, coz lze ukazat naptiklad pomoci kongruenci. To samé plati pro obecnou

rovnici, jak ukdaZzeme na nasledujicich ptikladech. (Conrad (a), [b.r.], s. 7-8)
Méjme rovnici x2 — 3y? = —1 a podivejme se na ni modulo 3. Ziskame:
x? = —1(mod 3)

Jediné dva &tverce mod 3, jsou 0 a 1, z &ehoZ plyne Ze rovnice x? — 3y%2 = —1 nema
feSeni. Stejnym zplisobem ukazme, Ze obecna Pellova rovnice x? — 5y2 = 2 nem4 feSeni.

Podivejme se na tuto rovnici modulo 5. Mame:
x? = 2(mod 5)

Jediné ¢tverce mod 5 jsou 0,1,4 a pro zadny z nich neni kongruence splnéna. (Conrad (a),

[b.r.],s. 8)

Vice prikladl Ize nalézt v textu Keitha Conrada ([b.r.]) Pell’s Equation I na strané 8.
Kongruence jsme zbézn¢ zminili pti dikazu existence netrividlniho feseni Pellovy rovnice

pro vSechna n. Ten, kdo by se vice zajimal o kongruence, najde piehledné¢ informace
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naptiklad v Kouzlo cisel od Ktizek a spol. (2018), Elements of Number Theory od Johna
Stillwella (2003).

Obecné mizeme Fict, Ze feSeni x? — 3y% = ¢, kde ¢ € Z \ {0}, neexistuje pro vSechna c.
Kdyz ale feSeni n&jaké obecné Pellovy rovnice x? —mny? = c, uréené nasledujicim
tvrzenim, najdeme, miZeme ostatni feSeni této rovnice vygenerovat pomoci feSeni

piislusné Pellovy rovnice se stejnym 1, tj. x2 — ny? = 1. (Conrad (b), [b.r.], s. 4)

Tvrzeni 16.
Méjme a = x + yv/n kladné feseni Pellovy rovnice x2 — ny? = 1. Pak pro kazdé c € Z \

{0} jsou vsechna feseni x? — ny? = ¢ rovna mocnindm x + yv/n nasobenym a + b/n,

takovym e a? — nb? = c a zaroven |a| < +/c - \/&;1, la] < +n- \/2&\/%1 (Conrad (b), [b.r.],
s.4)

Kompletni dikaz je zdlouhavy a pomérné technicky. Celé znéni 1ze nalézt v textu Keitha
Conrada ([b.r.]) Pell’s Equation II na stranach 4-6. My si ukdzeme dikaz slabsiho tvrzeni
a to toho, Ze soucin feSeni Pellovy rovnice a feSeni obecné Pellovy rovnice se stejnym

n ndm da n&jaké nové (ne vSechna) feSeni obecné rovnice:

Tvrzeni 17.
Sou¢in né&jakého feSeni obecné Pellovy rovnice x% —ny? =c¢ a néjakého feSeni

odpovidajici Pellovy rovnice x2 — ny? = 1 je feSeni obecné rovnice x? —ny? = c.

Diikaz. Jedna se o analogii diikazu Tvrzeni 12. Postupujeme stejnymi tpravami. Mame:
(@? —nb?) - (x2 —ny?) =c- 1
(a —bvn)-(a+bvn)- (x —yvn)-(x +yvn) =c
[(a = bvA) - (x = yW)] - [(a + bvi) - (x + )] = ¢
[(ax + nyb) — (xb + ay)Vn] - [(ax + nyb) + (xb + ay)Vn] = ¢

(ax + nyb)? + n(xb + ay)? = ¢
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A ziskali jsme nové feSeni obecné Pellovy rovnice x? —ny? =c¢ (c;d) ve tvaru

(ax + nyb; xb + ay). |

Vime tedy, ze obecna (a specidlné i negativni) rovnice nema pro kazdé ¢ € Z \ {0} na
pravé stran¢ feseni. Vyjimkou je obecna rovnice s ¢ = 1, pro kterou, jak jsme si dokazali,

vzdy feSeni existuje a je uzitecna 1 pii generovani dalSich feSeni jinych obecnych rovnic.

4.2 Vyuziti Pellovy rovnice p¥i hledani invertibilnich prvki v Z[vn]
Nejprve si zadefinujeme, co je invertibilni prvek a struktura Z[\/ﬁ] Poté si fekneme, co je

to norma cisla ze Z[\/ﬁ] a jak souvisi s Pellovou rovnici, z ¢ehoz bude zfejmé, jak pomoci

feseni Pellovy rovnice hledat invertibilni prvky v této struktufe.

Definice 14. Invertibilni prvek

Invertibilni prvek je takovy prvek a, pro ktery plati, Ze a|l a zaroveil 1|a. Z definice

délitelnosti plyne, Ze existuje n&jaké b takové, ze a - b = 1. Toto b se &asto oznacuje a™ 1.

(Stanovsky, 2008, s. 20)

Vidime, ze prvek b zde funguje jako inverzni prvek. Muizeme tedy fict, Ze invertibilni
prvek je takovy, ke kterému existuje inverzni prvek.

Definice 15. Obor integrity Z[vn]

Z[\/ﬁ] = {x +yvn:x,y € Z} je obor integrity pro vSechna n. (Stanovsky, 2010, s. 18)

Definici oboru integrity lze nalézt v textu Zaklady algebry Stanovského (2010) na strané
16.

Definice 16. Norma &isla v Z[vn]
Pro Z[\/ﬁ], kde n neni d¢litelné zddnou druhou mocninou prvocisla definujeme zobrazeni
Ut Z[\/ﬁ] — N, kterému ftikdme eukleidovska norma. Definici eukleidovské normy

nalezneme ve Stanovském (2010) na strané 27. Normou pro tyto obory je zobrazeni

X + YV o [x? = ny?|
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Bez dikazu uvadime tvrzeni, ze prvek v Z[\/ﬁ] je invertibilni pravé tehdy, kdyz je jeho
norma 1. (Stanovsky, 2010, s. 31)

Jinymi slovy prvek je invertibilni, pokud |x? — ny?| = 1, tedy x? — ny? = +1. Hledani
invertibilnich prvki je tim padem hleddnim feSeni Pellovy rovnice a negativni Pellovy

rovnice.

4.3 Hledani ¢isel, ktera jsou zaroven trojuhelnikova ¢isla a ¢tverce
S tzv. Ctverci jsme se jiz setkali. Oznacovali jsme tak ¢isla, kterd jsou druhou mocninou
n&jakého d € N. Miizeme je tedy znacit d2. Co jsou tzv. trojuhelnikova &isla (zkracené jim

budeme fikat trojuhelniky) fika nasledujici definice:

Definice 17. Trojuhelnikova ¢isla
Trojuhelnikova ¢&isla jsou posloupnost ¢&isel, kde n-té¢ cislo urcuje pocet tecek
v rovnostranném trojuhelniku, jehoz stranu tvofi pravé n tecek. Jsou to Cisla

1,3,6,10, 15,21, 28, ... s ptedpisem pro n-ty ¢len t,, = %n (n+1).

Obr. 5: Trojuhelniky pro n = 2,3,4 (Barbeau, 2003, s. 16)

Muzeme jednoduse vypozorovat, ze dva po sob¢ jdouci trojuhelniky davaji ctverec.
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Obr. 6: Suma dvou po sob¢ jdoucich trojuhelnikl jako ¢tverec (Barbeau, 2003, s. 17)

(Barbeau, 2003, s. 16, 17)

Priklad 11.
a) Pro trojuhelniky, které jsou zaroven ¢Etverce mame vztah %n -(n+1) = d=
Ukazte, Ze lze tuto rovnost ekvivalentné upravit na (2n + 1)? — 8d? = 1.

b) Reste Pellovu rovnici x> —8y%? =1 a ze vztahll x =2n+1, y = d urlete tii

trojuhelniky, které jsou zaroven Ctverce.

(Barbeau, 2003, s. 17)

Resent.
a) Jako prvni krok muzeme celou rovnici vynasobit ¢islem 8, abychom na pravé
strané dostali 8d2.
4n-(n+ 1) = 8d?
Roznasobime zavorku na levé strané a upravime na Ctverec.
4n? + 4n = 8d*?
2n+1)? — 1 =8d?
Nyni staéi jen pievést 8d? na pravou stranu a —1 na levou a mame kyzeny tvar.

(2n+1)2—-8d%2 =1
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b) Re$me Pellovu rovnici x? — 8y? =1 tak, jak jsme si ukézali v druhé kapitole.

Nejprve sestavime fetézovy zlomek 8 a to pomoci Tennerova algoritmu.

Pokracujeme, dokud se proces nezacykli a my neuvidime, jakou ma fetézovy

zlomek periodu.
I 1I 11 v A% VI
2 X 2 = 8 — 4
1 0 2 4 4 1
4 0 2 4 4 4
1 0 2 4 4 1
4 0 2 4 4 4

Vidime, e V8 = [2;1,4] a ma sudou periodu [ = 2. Podle Tvrzeni 8 uréime, Ze
feSeni nam daji m-té sblizené zlomky, kde m = k-1 — 1,k € N\ {0}. Nejmensi
s k =1 je m =1, tedy prvni sblizeny zlomek. Pro jeho vypocet neni tfeba vyuzit
rekurzivniho pfedpisu a mizeme ho rovnou spocitat:

2+1—3
1 1

Ziskali jsme jedno feSeni (3; 1), a to rovnou feSeni minimalni, protoze jsme zvolili
nejmensi k. KdyZ dosadime do vztahii pro n a d, dostavame:
3=2n+1 d=1
n=1 d?=1
Prvni trojuhelnik, ktery je zaroven &tverec, je trojuhelnik t; = % 1+1)=1.
Jelikoz mame minimélni feSeni, nemusime pocitat dal§i sblizené zlomky, ale
muZeme ho pouZit k vygenerovani dalSich feSeni. Dalsi feSeni ndm tedy da druha

mocnina ¢&isla 3 + /8.

(3+v8) =17+ 68

Ze vztahll vychazi:
17=2n+1 d=
n=38 d* =36
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Dalsi trojuhelnik, ktery je také ctverec, je osmy trojihelnik v posloupnosti, tedy
¢islo t; = % 8- (8+1) =36. Treti feSeni dostaneme jako tfeti mocninu
minimélniho 3 + V8.

(3+v8) =99 +35V8

Ze vztahu dostaneme:

9 =2n+1
n =49
d =35

d? = 1225

Tteti trojuhelnik, ktery je i ¢tvercem, je 49-ty trojuhelnik z posloupnosti. Vidime
z ptedchozich piipadii, ze nemusime pocitat trojihelnik pro n = 49. Vime totiz, ze

je zaroven ¢tvercem 352, tedy t,q = 352 = 1225.

Jak jsme si popsali v predchozi kapitole, timto zplsobem bychom mohli vygenerovat

nekonecné¢ mnoho fesSeni. Pred tim, nez naSe studovani Pellovy rovnice uzavieme,

podivejme se na Pellova ¢isla a jak pomoci nich 1ze hledat pythagorejské trojice.

4.4 Pellova ¢isla a pythagorejské trojice

V této podkapitole si predstavime Pellova ¢isla jako jisté posloupnosti Cisel. Poté si

fekneme, co to jsou pythagorejské trojice, a ukaZeme si predpis, pomoci kterého lze

z Pellovych cisel tyto trojice generovat. Pellova Cisla definujeme néasledovné.

Definice 18. Pellova ¢isla

Pellova cisla P, a Q, definujeme nasledujicimi rekurentnimi piedpisy, které¢ vychazeji

ztzv. Pellovych polynomt, o kterych se docteme v Pythagorean Triples with Pell

Generators od Koshyho (2008) na stran¢ 2:

Pl:1,P2:2,...,Pn:2'Pn_1+Pn_2

Q1 =102,=3,...,0, =2"Qp_1+0Qn_
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N¢ekolik prvnich Pellovych ¢isel miizeme nahlédnout v tabulce.

n 1 2 3 4 5 6
Qn 1 3 7 17 41 99
P, 1 2 5 12 29 70

Tab. 9 (Koshy, 2008, s. 3)
(vlastni zpracovani)
(Koshy, 2008, s. 3)
Ugilime pozorovani, Ze dvojice (Q,; P,) odpovidaji feSenim (x;y) rovnice x? — 2y? =
+1.
Definice 19. Pythagorejska trojice
Usporadanou trojici (a, b, ¢), a, b, ¢ € N nazveme pythagorejskou trojici, pokud plati
a® + b? =c?

Tvorti-li takové trojice strany trojuhelniku, je tento trojuhelnik pravouhly. (Kfizek a spol.,

2018, s. 54)

Tyto trojice 1ze generovat pomoci Pellovych ¢isel podle nasledujiciho predpisu.

(a; b, C) = (QnQn+1' 2P, Pyyq, P2n+1)

(Koshy, 2008, s. 3)

Piiklad 12.

Sestrojte pythagorejské trojice pro a) n = 1, b) n = 2, a ovéfte, Ze spliiuji a® + b? = c2.

Resent.
a) Pouze dosadime do vzorce ¢isla z tabulky.
(Q1Q4,2P,P,,P;) =(1-3,2-1-2,5) = (3,4,5)
A ovéfime, zda plati 3% + 4% = 52,
9+16 =25
Vidime, ze rovnost plati a nasli jsme pythagorejskou trojici.

b) Budeme postupovat stejné jako v ptipad¢ a). Nejprve dosad'me do vzorce.
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(Q,0Q5,2P,P5,Ps) = (3-7,2-2-5,29) = (21,20,29)
Oveétime, ze nam skute¢né vysla pythagorejska trojice.
202 + 212 = 2972
400 + 441 = 841
Vidime, Ze jsme opét dosadili spravné a (21,20,29) opravdu je pythagorejskou
trojici.
Timto jsme s nasi schopnosti hledat feSeni Pellovy rovnice ukazali, jak Pellova rovnice

slouzi v riznych oblastech.
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Zavér

Tato prace strucné piedstavila, co je Pellova rovnice, jak najit jeji feSeni, jak souvisi
s fetézovymi zlomky, aproximacemi iraciondlnich ¢isel atd. Text také podava
strukturované informace z ¢eskych i1 zahrani¢nich zdroji a je vhodny k pouziti jako studijni
materidl pro studenty vysokych $kol, sttednich $kol a pro kohokoliv, kdo se o toto téma

zajima. Tim byl splnén cil prace vylozit Pellovu rovnici strukturované a srozumitelné pro

studenty vysokych skol.

V prvni kapitole byla predstavena stru¢na historie Pellovy rovnice a ta pak byla odvozena
ze vztahu uhlopficky a strany Ctverce. Dokézali jsme, ze kazda Pellova rovnice ma feSeni,
1 kdyZ jsme je zatim nebyli schopni najit. Ve druhé kapitole jsme se zabyvali fetézovymi
zlomky a sblizenymi zlomky. Predstavili jsme Tenneriv algoritmus, ktery spolu s uzitim
rekurentniho pfedpisu usnadiiuje vypocet sblizenych zlomkl. Poté jsme odvodili, jak
vyskyt feSeni mezi sblizenymi zlomky souvisi s periodou fetézového zlomku dané

odmocniny, a ziskali jsme tak ndstroj pro feSeni vSech Pellovych rovnic.

Reseni ndm dale usnadnilo prozkoumani struktury mnoziny feSeni ve tieti kapitole, kdy
jsme dokazali, Ze vSechna kladna feSeni mizeme ziskat jako mocniny minimalniho feSeni.
Jsme tedy schopni s témito nastroji uspesné a pomérné efektivné urcit vSechna feSeni dané

Pellovy rovnice.

V posledni kapitole jsme se blize podivali na feSeni Pellovy rovnice negativni a obecné
a dalsi uziti Pellovy rovnice, ¢imz jsme uzavieli naSe studium této kvadratické diofantické

rovnice.
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