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mentait, obrazkt a prikladl. Poté dokdzeme jednu ze zédkladnich vét o filtracnich
rovnicich a grafickym i poc¢etnim vytesenim dvou problémii vysvétlime souvislosti
téchto rovnic s ivodem kapitoly. Na zavér prace struéné popiseme téma predikce
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Uvod

Filtraci lze povazovat za zakladni postup, ktery slouzi k odstranéni nezadou-
ciho sumu. To umoznuje ziskat ¢istéjsi a kvalitnéjsi vystupy, které jsou presné;jsi
a relevantnéjsi pro dalsi pouziti. Predikci mizeme vnimat jako postup, ktery se
snazi odhadnout budouci stav nebo vysledky na zakladé existujicich dat a infor-
maci. To umoznuje predvidat mozné scénéfe a pripravit se na né.

Tato prace se bude zabyvat zpracovanim zakladni teorie k metodam filtrace
a predikce ndhodnych procest s diskrétnim ¢asem a vyresenim ilustrativnich pro-
blémi. Predlohou je kniha [Fristedt, Jain a Krylov| (2007), z niz budeme cerpat
znaceni, definice, znéni vét a néktera zadani problémi.

Prace je rozdélena do tii kapitol. Prvni je vénovana znaceni a tivodni teorii
specialnich typu nahodnych procest, které pozdéji vyuzijeme v problémech, a to
teorii markovskych Tetézcli a konkrétnéji i ndhodnych prochazek.

Druhé kapitola pojednava o filtraci. Prvni ¢ast vénujeme tvodu do filtrace,
kde se zamérime na rozbor dvourozmérného markovského retézce a na prikladu
ukazeme, ze jedna slozka dvourozmérného retézce nemusi byt markovsky retézec.
Déle v této sekci nastinime dilezitost zavedeni filtracnich rovnic. Tyto rovnice
jsou podrobnéji predstaveny v druhé c¢asti kapitoly, jez se bude zabyvat duklad-
nym rozepsanim diukazi uvedeného lemmatu a véty.

V posledni, treti ¢asti druhé kapitoly se zamérime na Teseni vybranych pro-
blémii, zejména na priklad nahodné prochazky s ndhodnym Sumem, kde nejdiive
vysvétlime Teseni intuitivné, pomoci grafického feseni, a poté problém detailné vy-
pocitame za vyuziti uvedené véty. Pridanim nového pozorovani také vysvétlime
vhodnost pouziti predstavenych filtrac¢nich rovnic a jejich efektivitu pii vypoctu
S novym pozorovanim.

Treti kapitola se zaméruje na téma predikce. Stejné jako u filtrace, zde uve-
deme vétu s ditkkazem, kterou vyuzijeme pri feSeni vybraného problému ndhodné
prochazky. Opét bude také uvedeno grafické reseni pro lepsi predstavu.

Ptinosem autorky je zptehlednéni a zpristupnéni zminéné problematiky, do-
plnéni vysvétlujicich komentaia a mezikroki v ditkazech danych vét a aplikace
teorie na nazornych problémech z knihy |Fristedt, Jain a Krylov| (2007)).



1. Zakladni pojmy, definice a
tvrzeni

Uvedeme nejprve definici ndhodného procesu z knihy [Praskova a Lachout
(2020). Déle jiz budeme cerpat z primarniho zdroje, knihy [Fristedt, Jain a Kry-
lov| (2007), a zavedeme zékladni definice a pojmy spojené se specidlnim typem
téchto nahodnych procesi, tj. markovskymi fetézci s diskrétnim casem (ptipad se
spojitym ¢asem v této praci nebudeme uvazovat) a zavedeme znaceni pouzivana
ve zbytku textu.

Definice 1 (Ndhodny proces). Necht (L2, A, P) je pravdépodobnostni prostor,
necht T C R. Rodina ndhodnijch velicin {Z; : t € T} definovangch na (2, A, P)
se nazyvd ndhodny proces.

1.1 Markovské retézce s diskrétnim casem

Definice 2 (Markovsky fetézec s diskrétnim casem). Necht (Zy, Z1,Z5...) je
posloupnost nahodnych velicin, které nabyvaji hodnot v diskrétni nejvyse spocetné
mnoziné S. Rekneme, Ze (Z,,n = 0,1,2,...) je markovsky retézec s diskrétnim
casem, jestlize splnuje markovskou vlastnost

P[Zn—H = Zn+1|Zn = Zny.-- ,ZO = Zo] = P[Zn+1 = Zn+1|Zn = ZTLL (].].)
pro kazdé n > 0 a kaZdé 2y, 21, ..., 2,41 € S takové, Ze

PZ, = zn, ..., %0 = 2] > 0.

Markovska vlastnost popisuje chovani nahodného procesu, kdy pravdeé-
podobnost stavu v nasledujicim kroku zavisi jen na soucasném stavu, nikoliv na
tom, jak se fetézec do soucasného stavu dostal.

Diskrétni nejvyse spocetnou mnozinu S, ktera zahrnuje vSechny mozné stavy,
jez muze posloupnost (Zy, Z1, Zs, ... ) nabyvat, budeme nazyvat stavovy prostor.
Stavovy prostor muize byt naptiklad konecnda mnozina bodd na kruznici nebo
mnozina vsech kladnych celych ¢isel.

Pro zkraceni zapisu zavedeme nasledujici vhodné znaceni. Pro n = 0,1, ...,
k=0,1,...,n a vsSechny stavy z; € S proi =0,1,2,...,n definujeme

2] = (Zhy -+ -5 2n)-
Konkrétné 2, ) = 2 & Zjgp) = (Zi, - - - 125). Tedy lze zapsat jako
PlZp1 = 2041l Zjo0) = 2on)] = PlZnt1 = 2n41|Zn = 20
pro P|Zjo ., = 2o, > 0. Pro mnoziny Cy, ..., C, C S zaviadime znaceni
Clen] = Cr X -+ X Cp = {2y : 26 € Ch,y ..., 20 € O}

Definice 3. Necht n = 0,1,2,... a z € S. Rozdeéleni nahodné veliciny Z, defi-
nujeme predpisem
" (2) = P|Z, = z|.

Pravdépodobnost 7°(z2) € [0,1] nazveme pocdtecni rozdéleni ndhodné veliciny Z.
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Definice 4 (Pravdépodobnost prechodu). Necht ¢,z € S. Pravdépodobnost pre-
chodu ze stavu ¢ v case n do stavu z v case n + 1 definujeme predpisem

Pni1(c, 2) = P|Zy1 = 2|Z, = ¢].

Nasledujici tvrzeni ukazuje, Ze rozdéleni veli¢iny Z,,.1 nezavisi na minulosti,
pokud zname soucasny stav Z,,. Toto tvrzeni bude uzitecné v diikazech uvedenych
v dalsich kapitolach.

Tvrzeni 5. Necht n > 1, Cy,Cy,--- CS a 2z, 2ny1 € S. Pak plati

P[Zn+1 = Zn+1, Zn = Zn, Z[O,nfl] € C[O,nfl]]

- P[Zn-i-l - Zn—l-luZn = Zn]P[Z[O,n—l} € C[O,n—1]|Zn - Zn] (12>
= Pn+1 (Zn7zn+1)P[Z[0,n—1] S C[O,n—1]|Zn = Zn}ﬂ-n<zn) (13>
= Pn+1 (Zn7zn+l)P[Z[O,nfl] € C[O,nfl]azn = Zn] (14)

Diikaz. Toto tvrzeni vychazi z rovnosti

P[Z[nJrl,m} € C[nJrl,m}a Ln = Zny Z[O,nfl] € C[O,nfl}]
- P[Z[n+1,m] € C[n+1,m]|Zn - Zn]P[Z[O,n—l] € C1[0,71—1]’Zn - Zn]ﬂ—n(zn)a

jejiz dikaz dostaneme z vlastnosti podminénych pravdépodobnosti a véty 2.1
v knize Praskova a Lachout| (2020} strana 17).
[

Definice 6 (Homogenni markovské fetézce s diskrétnim casem). Markovsky re-
tézec nazyvdme homogenni markouvsky retézec, jestlize plati, Ze

Prni1 (Cv Z) = p(C, Z)7

pro vsechny ¢, z € S, tudiZ pravdépodobnosti prechodu ze stavu ¢ do stavu z nezd-
vist na case.

Pro takto definovanou funkei p : S xS — [0,1] plati Y-, s p(c,2) = 1 pro kazdé
c€eS.

Je-1i S kone¢nd mnozina, je mozné ji prepsat do tvaru S = {1,2,...,d} a zavést
znaceni

W? = 7]—”(7:)7 Pij = p(i,j).

Poté lze ™ = (x}',...,m}) interpretovat jako d-rozmérny radkovy vektor (nebo
radkovou matici) a P = (p;j)ijes jako matici d x d. Obcas tedy pouzivime vy-
razy jako wvektor pravdepodobnosti pocdtecniho rozdéleni a matice prechodovich
pravdépodobnosti (resp. prechodova matice).

1.2 Nahodna prochazka

Po zbytek této prace budeme (Z,,n > 0) uvazovat jako homogenni markovsky
fetézec s diskrétnim casem. Konkrétné budeme uvazovat dvourozmérné markov-
ské Tetézce. Takovéto Tetézce je mozné ilustrativné ukazat na prikladu ndhodné
prochdzky, jakozto specidlniho typu markovského tetézce.
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Obréazek 1.1: Symetrickd ndhodné prochdzka na Z?2

Definice 7 (Ndhodnd prochazka). Necht (X,,,n =0,1,2,...) je posloupnost nd-
hodnijch velicin na Z¢. Rekneme, Ze

(X,,n=0,1,2,...) (1.5)
je ndhodnd prochdzka na Z¢ pokud jsou ndhodné veliciny
X, — X0, X0 — X4, ...
stejne rozdelené a nahodné veliciny
X, X1 — Xo, Xo — X1, ...

jsou nezavislé. Pro n > 1 je ndhodnd velicina X,, — X,,_1 krok ndhodné prochdzky
v case n. Hodnota X,, je stav nahodné prochdzky v case n a X je pocdtecni stav.

Definice 8 (Symetrickd nahodnd prochézka). Ndhodnd prochdzka (1.5) na 74
se nazyvd symetrickd, pokud maji nahodné veliciny X, — Xy a Xo — X stejné
rozdelend.

Definice 9 (Jednoduchéd ndhodné prochazka). Ndhodnd prochdzka (1.5) se na-
zyvd jednoduchd, pokud hodnoty X, — Xy patri do mnozZiny {e;;i = 1,...,d},
kde e; je standardni bazovy vektor v R? D Tedy nahodnd prochazka je jed-
noduchd symetricka, pokud

1
P[Xl—X()::I:ei]:ﬁ, Z:172,,d

I P¥ipomeiime, Ze standardni bazovy vektor e; je vektor, jehoZ -ty prvek je roven 1 a viechny
ostatni prvky jsou rovny 0.




Priklad 10. Necht je posloupnost ndhodnych veli¢in (X,,,n = 0,1,2,...) jednodu-
cha symetricka ndhodna prochazka na Z zacinajici v nule a necht je posloupnost
(Y,,n =0,1,2,...) nezavisla kopie (X,,n = 0,1,2,...), tedy jednoducha symet-
rickd ndhodné prochdzka na Z zaéinajici v 0, nezavisld na (X,,,n =0,1,2,...).
Potom je posloupnost usporddanych dvojic ndhodnych veli¢in (Z, = (X,,Y,),
n=0,1,2,...)symetrickd (ne vSak jednoduchd) ndhodn4 prochézka na Z?, nebot

(Xl - X07}/1 - YO)7 (XQ - leyé - Yl)?
jsou nezavislé a stejné rozdélené tak, ze
P[Zn — Zn—l = j:el + 62] = P[Xn — Xn—l = ﬂ:l]P[Yn — Yn—l = :l:l] = ]_/4:

Tato rovnost popisuje pravdépodobnost, ze ndhodna prochazka se posune o ur-
¢ity krok v daném sméru, kde Z znac¢i pohyb na diagonale.

Na obrazku je zobrazena tato prochazka s vyznacenou cestou po 100 kro-
cich s poc¢atkem v Z,, = (0,0).

Detailnéji 1ze pravdépodobnosti riznych krokt této prochazky rozepsat takto:

P2y — Zn1 = €1+ €] = P[Xy — Xpo1 = 1P[Y, — Yy = 1] = 1/4,
P(Zy — Zn1 = —€1 — €3] = P[X,, — Xpoy = —1]P[Y, — Y, = —1] = 1/4,
P(Zy — Zn1 =€, — €3] = P[Xy — Xp_y = 1]P[Y, — Y.y = —1] = 1/4,
PlZy = Zn1 = —e1 + €3] = P[Xp — Xyt = —1]P[Y,, — Y,y = 1] = 1/4.



2. Filtrovani diskrétnich
markovskych retézcu

2.1 Uvod do problematiky filtrace

V této kapitole se budeme zabyvat situaci, kde (Z,, = (X,,,Y,),n =10,1,2,...)
je dvourozmérny homogenni markovsky retézec s hodnotami ze spocetné mnoziny
C = A x B, kde hodnoty X lezi v mnoziné A a hodnoty Y lezi v mnoziné B.

Uvazujme tedy dvojici ndhodnych velicin X,, a Y, v daném case n. X,, je
néjaky proces nebo signal, jez se snazime zjistit a mérime ho. To, co vsak sku-
tecné namérime, je pozorovani Y, jez je signal X,, s néjakou chybou. Y,, je proto
zasumely signdl, tj. néjakym zpisobem nepresné pozorovani. Pro kazdé fixni n
mame dostupnou celou historii pozorovani Yy, ..., Y, a pomoci ni se snazime od-

hadnout X,,.

Priklad 11. Predstavme si, ze mame senzor, ktery kazdou minutu méri vysku
moiské hladiny a generuje tak markovsky tetézec (7, = (X,,,Y,),n =0,1,2,...),
kde X, reprezentuje vysku motské hladiny v case n a Y, reprezentuje vystup
senzoru.

V praxi vSak muze byt signal senzoru zkresleny sumem zptisobenym vlivy
prostfedi a chybami méreni, takze pro ziskdni co nejpresnéjSiho odhadu vysky
mortské hladiny je potieba pouzit filtraci. Specificky bychom zde pouzili filtr, ktery
by v kazdém okamziku vychézel z predchoziho odhadu vysky hladiny a nového
nameéreného signalu a na zakladé toho by odhadl aktualni vysku hladiny a vystup
filtru.

Timto zptisobem bychom vyuzili diskrétni markovsky fetézec a filtraci pro
ziskani co nejpresnéjsiho odhadu vysky morské hladiny na zakladé namérenych
dat.

Casto se lze setkat s moznosti, Ze nejen (Z, = (X,,Y,),n = 0,1,2,...),
ale i jeho jednotlivé slozky jsou markovskymi fetézci. To vSak neni pravidlem.
lustra¢né takovyto piipad, kde (X,,n = 0,1,2,...) nebude markovsky fetézec,
ukazeme na nasledujicim prikladeé.

Priklad 12. Uvazujme dvourozmérny homogenni markovsky fetézec
(Zp=(Xp, Yn),n=0,1,2,...),

jehoz stavovy prostor je S = {(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)} a po¢ate¢ni rozdéleni je rov-
nomeérné na mnoziné vsech stavi. Pravdépodobnosti prechodu definovany pomoci
nasledujici prechodové matice a vizudlné vysvétleny pomoci obrazku [2.1}

(0,0) (0,1) (1,0) (1,1)

00| 05 05 0 0

P=| O] 0 0 1 0
(1,0)] 05 0 0 05

Lyl o 0o 1 0




)

Obréazek 2.1: Dvourozmérny markovsky retézec

Posloupnost (X,,,n = 0,1,2,...) neni markovsky fetézec z definice , kvili po-
ruseni markovské vlastnosti ([1.1)), coz lze ukazat napiiklad na

Protoze je po¢atecni rozdéleni rovnomérné, plati po = (3, 1, 3,3)". Vyndsobenim
tohoto vektoru prechodovou matici dostaneme p; = p - P = (i, %, %, %) Proto

P[X1 =1] =+ 3 = 2. Pravé ¢ést rovnosti potom vypada takto:

PX;=1,X,=1 $-4++%-1 3
P[X,=1]|X, =1] = P = 1] =228 ==
- 8

kde citatel je soucet pravdépodobnosti cest (1,0) — (1,1) a (1,1) — (1,0) z X,
do XQ.

Leva cast rovnosti je dale:

PXs=1,X; =1, X, = 0]

P[X2:1|X1:1,X0:0]: P[Xlz]_XO:O]

1 1 1
1 1
_].

Citatel zde popisuje cesty z ¢asu 0 v soutadnici (0,0), jez maji nulovou pravdépo-
dobnost prechodu do hodnoty 1 a pravdépodobnost cesty (0,1) — (1,0) — (1,1)
a (0, 1) — (170) z Xy do Xj.

Markovska vlastnost tedy neplati a (X,,n = 0,1,2,...) neni markovsky
Tetézec.

Dilezitou roli ve filtrovani hraji podminéné stiedni hodnoty. Mame-li k dispo-

zici pouze pozorovani Yo ), klademe si otazku, jakym zplisobem miiZzeme vyuzit
tyto informace, abychom co nejlépe odhadli X,,.
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Definice 13 (Odhad). Necht X a Y jsou ndhodné veliciny a necht f je méri-
telnd funkce definovand na mnoziné obsahujici vsechny hodnoty Y. Potom f(Y)
je odhad X zaloZeny na hodnoté Y .

Definice 14 (Optimalni odhad). Necht X je redind nahodnd velicina s konecnym
druhym momentem. Potom odhad g(Y') je optimdlni v kvadratickém smyslu pro
dané'Y , pokud g nabyvd redlngych hodnot a

BEIX —g(Y)? < EIX - f(Y)
pro vechny redlné odhady f(Y) proménné X.

Tvrzeni 15. Necht'Y je diskrétni nahodnd velicina a X diskrétni redlnd ndhodnd
velicina s konecngm druhgym momentem. Potom E(X|Y) je odhad s minimdlni
stredni kvadratickou chybou promeénné X, ktery je méritelnou funkci Y. Kazdy
jing odhad nahodné veliciny X, ktery je meritelnou funkci Y a md minimalni
kvadratickou chybu, se s E(X|Y") shoduje skoro jisté.

7 tohoto tvrzeni plyne, ze pro realné X,,, tedy pro A C R a a € A, by byl
intuitivné nejlepsi odhad X,, pravé pomoci podminéné stredni hodnoty

X, = E(X,|Yjo) = Y aP[X, = a|Yjo ). (2.1)
acA

Pro tento odhad a primé pouziti rovnosti je vsak velkou nevyhodou, ze pokud
dostaneme nové pozorovan{ Y,,; a chceme vypocet (2.1)) aplikovat déle na n + 1
misto n, tak se X1 musi prepocitat pro celou posloupnost dat Y[g 1.

Prirozeny postup tedy bude ,komprese® informaci v Yy, zavedenim funkci

hy (}/*[0771])’ R hm(}/[o,np (22>

(kde m je stejné pro vSechna n) tak, Ze dostaneme-li nové pozorovani Y,,;1:

1. Diky nalezeni vhodnych funkci (2.2)) budeme schopni vypocitat nové funkce
h1(Yion41)), - - - » P (Y[o,n41]) Pouze na zakladé funkei (2.2)) a nového pozoro-

2. Hodnotu E(X,|Y)p,) budeme moci vyjadfit pomoci urc¢ité kombinace na-
sich funkei (2.2)) tak, ze budeme potiebovat pouze téchto m hodnot funkci,
abychom nasli X, pro kazdé n.

Jednou z nejjednodussich funkci, na které muzeme ilustracné ukazat jedno-
duchost aktualizace novym meérenim Y., je aritmeticky pramér dosavadnich
pozorovani. Na nasledujicim prikladé si ukdzeme, jak by takova funkce hy vypa-
dala.

Priklad 16. Uvedeme hy(Y]o)), jako jednoduchy pramér méfeni Y p:

Yo+ ...+ Y)

(n+1)
Tato funkce zachovava informace o priumérné hodnoté méreni. Dostaneme-li nové
meéreni Y, 1, funkci hy miizeme snadno aktualizovat bez nutnosti prepocitavat
celou historii:

hl (}/[0771,]) =

(n+1) - hi(Yjou) + Yot

hl<}/[0,n+1]) = (Tl + 2)




2.2 Filtrace

V této ¢asti kapitoly predstavime konkrétni rovnice, jez vyuzijeme pro vypocet
odhadu X,, pTi pozorovaném Y[ ,. Jak jsme jiz diive uvedli, predpokladame, ze
mame markovsky tetézec s diskrétnim casem

(Zayn = 0,1,...) = ((Xn,Yn),n:O,l,...),

ktery je homogenni a se stavovym prostorem C' = A x B. Déle p znaci pravdeé-
podobnost prechodu takovou, Zze pro r,u € A a s,v € B

qr’u<3’ U) = p((?“, S)? (U7U)) = P[(Xn-l—hyn-‘rl) = (u7v>|(XmYn) = (T’,S)]. (23>

K dtkazu filtracnich vét bude potfeba uvést lemma obsahujici nenormalizo-
vané filtrac¢ni rovnice. To, Ze jsou nenormalizované zde znamend, ze jejich vystup
neni upraveny tak, aby pravdépodobnosti vsech moznych stavii systému v souctu
byly rovny 1. Rovnice uvedené v pozdéjsi véteé [19]jiz normalizované jsou.

V lemmatu uvedeme rekurzivni rovnice pro

QSZ(b[O,n]) = P[Xn = a, Y'[O,n] = b[(],n]]~ (2.4)
Lemma 17. Nechtn >0, a,r € A a b, ... bn+1 € B potom
¢Z+1 [0 n+1] Z ¢ b[O n] bn7 bn—H) (25>
rcA
PlYjon+1] = bont) = D &0 (bon)a"(bn, bogr). (2.6)
ra€A

Diikaz. Rovnost (2.5)) lze z rovnosti (2.4)) rozepsat jako

¢Z+1(b[0,n+l]) = P[Xn-i-l =a, Yv[O,n+1] = b[O,n+1]]
= P[Zn11 = (a,bn41), Yo = bjon]
= > PlZni1 = (a,bn11), Xo = 7, Yo.u) = bjo,n]]

reA

= Z P[Zn-l-l = (CL, bn+1)7 Zp = (T’,bn>, YV[O,nfl} = b[O,nfl]y

reA

Nyni vyuzijeme tvrzeni , kde postupné prvni rovnost vychazi z rovnosti (|1.2)),
druhd z rovnosti ((1.3) a tfeti z rovnosti ((1.4). Déle jiz pouze vyuzijeme znaceni

E3).

Z P[Zn—i-l = ((I, bn—l—l)aZn - (T b ) 0,n—1] — b[On 1}]

reA

= Z P[Zn-i-l = (a7 bn+1)7 Zn = <T7 bn)]P[YV[O,n—l} = b[O,n—1]|Zn = (T, bn)]
reA

- Zp( T, b CL bn-&-l))P[Yv[O,nfl] = b[O,nfl]|Zn = (’T‘, bn)]P[Zn = (7", bn)]
reA

= ZP( T, b CL bn—&-l))P[Yv[O,nfl] - b[O,n71]7 Zn = (’T‘, bn)]
reA

- Z q bn7 bn+1 P[Xn = 7/’7}/[0,71] - b[O,n]]
reA

= ¢"(bn, bug1) O}y (bjong)-
reA

10



Cimz# je rovnost (2.5)) dokazéna.
Déle z jiz dokédzaného
¢Z+1(b[0,n+1}) = P[Xn—i-l = a, }/'[07n+1} = b[O,nJrl}] = Z qr7a(bn7 bn+1)¢;(b[0,n])a
reA

dostaneme souctem pres vSechna a € A rovnost

P[Y[o,n+1] = b[o,n+1 Z q- bnabn-i-l or, (b[o,n])-

r,a€A

Cim# je dokézéana i druhd rovnost (2.6)).
0

Definice 18. Necht X,, je ndhodnd velicina a Y|, je posloupnost ndhodnyjch
velicin. Definujeme 1, (bpn) = (m2(bon)),a € A) jako posteriorni rozdéleni X,
pri daném Yo, = bjon) tak, Ze pron > 0,a € A a by,...,b, € B plati

W;lz(b[ﬁ,n]> = P[Xn = a’Yv[O?n} = b[O,n}]- (27)
Dale pravdeépodobnost Y, 11 = byy1 za podminky Yo n = bjon vyjddrime jako

§n+1 (b[O,n—i—l}) = P[Yn+1 = bn+1|}/[0,n] = b[O,n]]- (28>

V dikazu nésledujici véty o filtracnich rovnicich budeme nékolikrat délit
nebo nasobit vyrazy funkcemi, jez mohou nabyvat hodnoty nula. Zavedeme proto
umluvu, ze

jez bude lépe vysvétlena v pozdéjsi poznamece |20
Daéle predstavime znaceni tuc¢ného 7, pro néz plati:

Ty = 7Tn(YV[O,n] ) .

Stoji za povsimnuti, Ze 7,(Y]on) znaci vektor, kdezto m), = P[X, = r[Y]o] je
nahodnad veli¢ina pro konkrétni r € A. Tucnost zde zduraznuje, ze se bude jednat
o ndhodnou veli¢inu, kde ndhodnost spociva v podmince. Dale znac¢ime

€n+1 = Sn-i—l (YV[O,nJrl} ) .

Véta 19. Nechtn=0,1,2,..., a,r € A aby,...,bpr1 € B, pak plati

1 r,a
n+1 (b[O n+1]) b— (b[O,n])q ' (bn> bn+1)> (29)
£n+1( [0, n+1]> reA
£n+1(b[0,n+1]> = Z 7T:L<b[0,n])qr7a(bn7bn+1>- (21())
r,a€A
Specidlné
T = 5 > g (Yo, Yora), (2.11)
n+l rcg
£n+1 Z ﬂ_r ra Yn>Yn+1) (212)
r,a€A

11



Diikaz. Vsimneme si, ze z definice podminéné pravdépodobnosti plyne

i1 (bons)) = Pl X1 = @, Yo n11) = bjonr1)]
= P[Y[o,nﬂ} = b[o,n+1ﬂP[Xn+1 = G\Y[O,nﬂ} = b[o,n+1}]
= P[Yjont1) = boms1]mn11 (Opo.nt1))- (2.13)

Z této rovnosti a lemmatu [17] vidime, ze

P[Yo.nt1) = bjont1] Zﬂ(b[o nt1]) = Ony1 (Opo,nr1)

- Z ¢ bm bn-i-l)
reA
= Z P =T YO 0,n] — b[O n}] T’a(bny bn—i—l)
reA
= PlYjon = bjow)P[Xn = r[Yjon] = bon)]q" (bn, bnt1)
reA
= P[ O;n] = b[On Z P = 7,D/[O,n] = b[O,n]]qna(bna anrl)
recA
— P[Yv[o’n] = b[O,n]] Z W;(b[om])qr’a(bn, bn+1).
recA
Tedy
PYjons1) = b1 Tns1 (bons1) = PlYion) = bom] D 7 (bo,n)a"™ (b )
reA
Nyni uz jen vydélime obé strany této rovnosti vyrazem P[Y[on41] = bpta)] a
dostaneme
PlYjon = bon]
¢ b n == : 7 77:1 b n e bnabn )
kde
PYon] = bom] — _ P[Yo.n) = bjo.n)]
PlYjon+1) = bont1)]  PlYom+1 = bjo.nt1),Y[0.n) = bjo.n]
1 1

P[Yr[O,n—&-l] = b[O,n—i—l]’Y’[O,n] = b[O,n]] B £n+1 (b[O,n—H])’

¢imz je dokézana rovnost (2.9) pro P[Yjo,i1] = bpy1y] > 0. AvSak i pokud
P[Yon+1] = bty = 0, pak rovnost (2.9)) plati, protoze potom platii tyto rovnosti
1
o 1(bpont1)) =0, &i1(bponiny) =0, ———=0.
sl #1(Gpnsa) £t (b ns1)
Déle rovnost (2.6 z lemmatu [17]lze rozepsat jako
P[Yv[O,nJrl] = b[O,nJrl}] = Z P[Xn =T, YV[O,n} = b[O,n}]qna(bnabn—i—l)'

r,a€A

Vydélme obé strany vyrazem P[Y]y, = bpnj|. Levé strana je poté rovna

PlYon+1) = bont1)]  PlYom+1 = bjo,nt1),Y(0,n) = bjon]]

P[Yio.n = bon] P[Y(o.n) = bjo,n]
= P[Y[o,n+1] = b[o,n+1]’Y[0,n] = b[o,n]] = fn+1(b[0m+1])

12



a prava strana

1
P[Xn =T, YO,TL = bO,n]qT’a(bnabn 1)
PYon) = bl ,aca O = Tlom !
PIX, =7.Yon = bon]] ,qa
=2 [ Py, [31]) s ]]‘J’ (bn, bs1)
racA [Yio.n) = bjon)]
= Z P[Xn = 7“|Yv[07n] = b[oyn]]qr’a(bn, bn+1)
r,a€A
= > (b)) q" (b, bs1)-
r,a€A

Cim# je dokézédna i druhd rovnost (2.10]) a tim celd véta.
[

Poznamka 20. Pro néjakd by 1) se miZe stat, Ze v ramci vijpoctu budeme délit
nulou, coZ se mize stat pouze pokud P[Yjoni1) = bponi1y] = 0, tudiz trajektorie
bjons1) se nikdy neobjevi jako vysledek pozorovani. Pro tyto trajektorie je hod-
nota ., 1(bjony1)) irelevantni, a proto jsme mohli stanovit § = 0 pro jakoukoliv
konstantu c.

2.3 Vybrané problémy

V nasledujicim prikladé aplikujeme vétu na nekonkrétnich hodnotach Y,
a X,, ndhodné prochazky na Z2, na které nazorné ukiZeme, jak kombinaci vhod-
nych funkei dostaneme nejlepsi mozny odhad, tj. ukdzeme bod 2] vlastnosti funkei

[2.2), jez byly zkonkretizovany pravé ve vété [19]

Priklad 21. Méjme jednoduchou symetrickou nahodnou prochazku
(Zp = (X0,Yn),n=0,1,2,...)

na Z2. Pro takovou prochdzku plati, Ze se v kazdém kroku ndhodné rozhodneme,
jestli se posuneme o jednotku v kladném nebo zaporném sméru na osach x a y.
Ptitom kazdy mozny posun mé stejnou pravdépodobnost 1/4. Toto je graficky
ukézéno na grafu2.2] jez znazortuje cestu ndhodné generované prochazky po 100
krocich s poéatkem v bodé Z,, = (0,0).

Nyni ukézeme, ze v takovémto piikladé bude vyraz na levé strané rovnosti

[2-12) z véty [19] skoro jisté roven []

1 1
€1 = Pl =alYa] = Sy, =y, + 1Y (2.14)

2
Rozlisujeme dvé moznosti, bud Y,, = Y,;1 nebo Y, # Y,.1. S pravdépodob-
nosti % se pohyb odehraje na ose z, na niz se posuneme o £1. S pravdépodobnosti
% se pohyb odehraje na ose y, na té se dédle s pravdépodobnosti % posuneme o 1
bod nahoru a s pravdépodobnosti % se posuneme o —1 bod doli.

1V tomto piikladé, i dal v textu, I s dolnim indexem znaé¢i indikdtorovou funkei.
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Obrazek 2.2: Jednoduché symetrickd nahodnd prochdzka na 72

To 1ze ukazat pro P[Y, 1 = a|Y, = b], pficemZ musi platit |a — Y,,| = 1.

% ,proa =2>b
PlY,y1=alY,=b=(3 proa=b+1
T proa=b—1

Proto rovnost (2.14)) plati.
Pro tento konkrétni piiklad, pak rovnost (2.11)) vypada néasledovné

1
ﬂ-g—l-l = 5(775_1 + ﬂ?L+1)IYn:Yn+1 + ﬂ-g]YwéYnH' (2'15>

Pokud zaznamename, Ze jsme se pohnuli na ose y, vime, ze jsme se nepohnuli
na ose x, tedy nase predpovéd se nezméni a je stejna jako predpovéd v predchozim
3 a — a
kroku, tj. m,_ , = ).
Kdezto, kdyz se nepohneme na ose y, vime, Ze jsme se museli pohnout na
ose x, ale nevime, jestli jsme do tohoto bodu pfisli zprava nebo zleva, takze
1

zprumérujeme piedchozi dvé piedpovédi, tj. ), | = 5(71';';_1 + ot

Tuto rovnost lze ukazat nejen intuitivné, ale i pomoci véty [19;

1
Tr;lH-l = Z Tr:zqr’a(yn7 Yn-i—l)a

ntl req

a _ a _a,a
7rn+1 - T4 (Yn7 Yn+1)[Yn7éYn+1
€n+1

1 a a a
+ STHW”HQ (Y, Yo Ineyva

1

€n+1

a—1_a—1,a

+ ™, q (Yna Yn+1)]Yn:Yn+1~
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Obrazek 2.3: Cesty ndhodné prochazky Xjo s na Z, pro znamé Yy 3 = (1,2, 1,0)

Z prvni ¢asti prikladu vime, Ze &,11 = %Iynzyn+1 + %Ingynﬂ. Tedy

1 1
a _ a a+1 a—1
T | = Iﬂ'nzlyn#ynﬂ + 5(m + >Z Yo=Ypi1s
1 2

z ¢ehoz vidime, Ze i podle véty 19| rovnost (2.15)) plati.

Jako dalsi uvedeme priklad s jiz konkrétnimi hodnotami pozorovani Y}, 3. Po-
piseme na ném, jak kombinace funkci vytvori nejlepsi odhad, i jak jednoducha je
aktualizace pomoci predchozich vypocti. Tento priklad rozsitime ve tfeti kapi-
tole.

Priklad 22. Necht (X,,n = 0,1,2,...) je jednoduchd symetrickd ndhodna pro-
chazka na Z, zacinajici v nule. Necht Wy, Wy, ... je posloupnost nezavislych stejné
rozdélenych ndhodnych veli¢in s pravdépodobnosti

1
PWo = +1] = 5.

Predpokladéame, ze (Xo, ..., X,) a (W, ..., W,) jsou nezavislé pro kazdé n € Ny.
Oznacime Y,, = X,, + W,, a budeme hledat pravdépodobnost

P[X5=1Y,=1,Y1 =2,Y, =1,Y3 = 0]. (2.16)

Prochazka se tedy bude chovat tak, ze naméfime signal Y = (Y),)nen, @ sku-
tecny signdl X = (X,,)nen, ma vzdy hodnotu o 1 vyssi nebo nizsi, nez namérené
Y. Jelikoz X zacind vzdy v nule, na zakladé zndmé cesty Y5 = (1,2,1,0) si
vsimneme, ze jediné mozné cesty pro X jsou:

0—-1—2—1

0—-1—-0—1
0—-1—0— —1.

VSechny tyto moznosti jsou graficky ukézany na obrazku [2.3] kde tucné kiivka
znaci cestu X a tenci kiivka znaci cestu Y.

Ziejmé vzdy v kazdé cesté plati X; = 1, nebot kdyz Y; = 2, tak X; miize
byt ze zadani prochézky pouze v hodnoté 3 nebo 1. Déle vime, ze prochazka
zacind v nule, tj. Xy = 0 a ze dalsi krok miize byt od této hodnoty vzdaleny
pouze o jednotku. Proto dostavame pouze tfi moznosti cesty nahodné prochazky
X a pravdépodobnost bude zjevné

2
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Hledanou pravdépodobnost lze také vypocist z véty . Podle ([2.7))
m3(1,2,1,0) = P[X3=1]Y, = 1,Y; =2,Y, = 1, Y3 = 0].
Za vyuziti rovnosti (2.9))

1
m3(1,2,1,0) = > m5(1,2,1)g"(1,0). (2.17)

53(17 27 170) reA

Zde si uvédomime, ze r muze ze zadani nabyvat pouze hodnot 0 nebo 2. Proto
dale staci spocitat

1
0 r 7,0
1,2,1) = ——— > m7(1,2)¢"°(2,1
7r2( = ) £2<1’2’1) TEAWI( Y )q ( Y )7
1
m5(1,2,1) = > w(1,2)¢"(2,1).

&(1,2,1) /5

Pro prvni rovnici » € {1}. Pro druhou rovnici taktéz r € {1}, nebot moznost
X5 = 3 nemuze nastat z X; = 1.
Déle:

1

m(1,2) = mgﬂg(l)qr’l(la 2).

Zde r € {0}, protoze vime, ze prochdzka za¢ind v nule. Rovnost
m(1) = P[Xg = 0]Yy =1] = 1,

plati ze zadani.

Déle dopocitame vSechny hodnoty &;(1,2),£2(1,2,1),&3(1,2,1,0) a nenulové
pravdépodobnosti prechodu ¢"*(b,,, b,+1). Co se pravdépodobnosti prechodu tyce,
lze diky predpokladu nezavislosti posloupnosti Wy, W1, ... a vzajemné nezavis-
losti (Xo, ..., X,) a (Wy,...,W,) ukdzat, ze

1
™ (1,2) =P X1 =1, =2/X,=0,Y,=1] = it
Ze zadani vime, ze
Yn+1 = Xn+1 + Wn+1 — Wn+1 =1
Y, =X, +W, =W, =1.
Proto lze pravdépodobnost ziskat takto:
" (1,2) = P[Xpy1 = 1, W = 1|X,, =0, W, = 1]
. P[Xn+1 = 17 Wn+1 - ]_,Xn = 0, Wn = 1]

P[X, =0,W, =1]
P[Xpi1 =1,X,=0] P[Wp=1W,=1]

P[X, = 0] P[W, = 1]
P[Wp1 = 1] - P[W, = 1]

= P[X,p1 = 1|X,, =0] - B, =]

N e
N | —
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Toto plati pro vsechny pravdépodobnosti prechodu ¢™%(b,,, b,+1), jez jsou nenu-
lové, tj. pro pravdépodobnosti, jez neporusuji zadani.
Hodnoty & (1,2),&(1,2,1),&(1,2,1,0) je mozné dopocitat podle véty [19] jako

&i(1,2) = > m(0)g"(1,2).

r,ac€A

Hodnota r je zde jisté 0, protoze prochazka musi zacit v bodé nula. Proto, jak
jsme jiz uvedli, 70(1) = P[X, = 0|Yy = 1] = 1. Hodnota a bude zde i v dalsich
vypoctech znacit hodnotu, do které se muze X dostat z hodnoty r, coz je pro
tento piipad a € {—1,1}. Pak

1
6(1,2) = X q"(1,2) =" (1,2) + (1,2 =0+ |
acA
Pravdépodobnost ¢%~1(1,2) = P[X,;1 = —1,Y,41 = 2|X,, = 0,Y, = 1] je rovna
nule, nebot X, 1 a Y,,1 nemohou byt vzdalené o hodnotu vétsi nez 1.
Dale

&(1,2,1) = > 7(1,2)¢""(2,1).

r,a€A
V tomto pripadé r € {—1,1}. Vypocteme tedy
7 1(1,2) = P[X; = -1]Y;=1,Y1 =2] =0

mm(1,2)=PX; =1, =1,V =2] = 1.

Hodnota a € {0,2}, nebot nés zajimaji jen nenulové pravdépodobnosti, tedy

&(1,2,1) = > ¢"(2,1) = ¢"°(2,1) + ¢"*(2,1) = L =

=+
a€A 4

1
5

A~ =

Nakonec vypocteme

&(1,2,1,0) = > m5(1,2,1)¢™(1,0),

r,acA

kde bude hodnota r € {0,2}. Tentokrat jsou obé moznosti stejné pravdépodobné,
neporusuji pravidla prochdzky, a tudiz pro r € {0,2} plati

1
m(1,2,1) = P[Xo =r|Yo =1,V =2Y, = 1] = 5

Jesté zminime, ze stejnou pravdépodobnost dostaneme i pozdéji vypoctem

1 1

0 r 7,0
1,2,1) = ———— 1,2)¢""(2,1) = =
7T2( » = ) 52(1,2,1)7,621471-1( ’ )q ( I ) 27
1 1
2121:72:7‘127‘:221:7.
7T2( » = ) €2<17271> TeAﬂ.l( ) )q ( ) ) 2
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Cesta1 Cesta 2 Cesta 3 Cesta 4 Cesta 5
2- 2- 2- 2- 2-
1- -1 -1 -1
b i 2 4 4 0 i 2 s 4 0 % 2 3 4 o i & & 4 b6 4 2 4 4
Obrazek 2.4: Cesty ndhodné prochézky Xo 4 na Z, pro zndmé Yjo 4 = (1,2,1,0,1)

Pro mozné hodnoty a € {—1, 1,3} pak

&(1,2,1,0) = > 79(1,2,1)¢™*(1,0) + > _ 73(1,2,1)¢>*(1,0)

acA acA
1 1
=3 > ¢%(1,0) + 5 > ¢**(1,0)
a€A a€A

R
_3
=3
Nyni uz jen dosadime do
1
71(1,2,1,0) = ——— Y " 75(1,2,1)¢"(1,0), r € {0,2
1
0 r r,0
5(1,2,1) = ———— 1 (1,2)g""(2,1), reql
2 ) 52(1,2’1)72 1 ) ( { }
1
72(1,2,1) = ———— > 77(1,2)d"*(2, 1), re{l
H0.2.0) = ooy L2 1
1
m(1,2) = 7 (1)g™(1,2), r € {0
a tim dostaneme:
(1) =1
m(1,2)=4-1- - =

73(1,2,1)=2-1-

N RN = =

e S RN

m9(1,2,1)=2-1-

8/1 1 1y 2
w§(1,2,1,o):3(2.4+2,4):3.

Zpétny vypocet nam dal stejny vysledek, jako nase intuitivni grafické reseni.

—_

Pokud bychom dostali k dispozici dalsi pozorovani Y, = 1 a chtéli bychom
vypoditat pravdépodobnost P[Xy = 0[Y}4 = (1,2,1,0,1)], z grafu [2.4] lehce vy-
c¢teme, ze tato pravdépodobnost bude % Pokud bychom tento vysledek chtéli
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ukazat pomoci véty , stacilo by ndm dopocitat &(1,2,1,0,1) a pomoci pred-
chozich vypoc¢tl znovu dosadit. Pak

€(1,2,1,0,1) = > 75(1,2,1,0)¢"*(0, 1),

r,a€A

kde r € {—1,1}, protoze Y3 = 0 a a € {—2,0,2}. Z predchozich vypoétu vime,
ze 13(1,2,1,0) = % tedy nutné w3 *(1,2,1,0) = % Je tfeba davat pozor, jaké prav-
dépodobnosti prechodu jsou ze zadani mozné. Potom

€(1,2,1,0,1) = > 75(1,2,1,0)¢"*(0, 1)

r,acA

2 1,a 1 —1,a

_gz 7(071)4_52(] 7(071)
acA a€A

21,21 11

3 4 3 4 3 4

_5

12

Nyni uz primo dostaneme

—_

12

5

12
79(1,2,1,0,1) = gzﬂs (1,2,1,0)¢"°(0,1)
cA

2 2 N
3

»M»—‘
Wl =
=~ =

5
_3
5

Zavedeni téchto filtracnich rovnic nam skutecéné zjednodusi vypocet, diky moz-
nosti pouzit predchozi vysledky a aktualizovat vyuzité rovnice pomoci nového
pozorovani.
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3. Predikce diskrétnich
markovskych retézcu

V této kapitole uvedeme problematiku predikce markovskych fetézcti. Budeme
hledat hodnoty vyrazu

7Ta = ngm(y[[)’m]), kde 7Tgl7m(b[0,m]) = P[Xn = CLD/[Q’m] = b[(),mﬂ

n,m

pro n > m. Mame tedy ptipad, kde mame k dispozici historii zasumélého signalu
Y(0,m) @ snazime se odhadnout skutecny signal X,, pro n > m na zdkladé chovani
predeslych znamych pozorovani.

Nejprve zadefinujeme potiebnd znaceni.

Definice 23. Necht jsou X,, a Y, ndhodné veliciny, Y, posloupnost ndhodnyjch
velicin, a € A a by, ...,b, € B. Potom definujeme

szl;n(b[o’m}) = P[Xn =a, Yn = b|Yr[O,m] — b[O,m]]v

7Tnm b[Om Z 7Tnm b[()m = P[Xn = aDﬁQm] = b[07m]}.
beB

Véta 24. Necht a,r € A a by, ...b,, € B, s € B. Pak plati ndsledujici rovnosti

o) = Y b0 (5,8) 0> m, (3.1)
reA,seB
Wzi?m(b[o,m]) = T (bj0,m)) L, =b- (3.2)

Diikaz. Vsimneme si, Ze pro P[Y[om] = bjom)] > 0

7001 m(Oo.m)) = P[Xnt1 = @, Yos1 = b|Yio,m) = bjom)]
— P[Yjo,m) = bpom]; Xnt1 = a,Yy41 = ]
P[Yo,m) = bjom] ’

kde se pro n = m nebo n > m citatel rovna

Z P[Yv[ojm] = b[07m],Xn = T’,Yn = S,XnJrl = CL,Yn+1 = b]

rcA,seB

= Z P[Zn-i-l - (a’b)v Zn = (Tv 5)7)/i0,m] = b[O,m}]'

rcA,seB

Poté pouzijeme tvrzeni

Z P[Zn—l-l - (CL, b)7 Zn - (T, S), }/[O,m} - b[O,m]]

rcA,seB

= Z P[}/[O,m] = b[O,m]aZn = (7”7 5)](]r’a(37 b)

recA,seB

= Z P[Xn = T,Yn = 3|YV[0,m] = b[O,m}]P[YT[O,m] = b[(),m}]qna(sa b)
reA,seB

= P[Yjom = bom)] D o (bom))d"(s,b).

reA,seB
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To dokazuje rovnost (3.1)) pro realizaci Y, s nenulovou pravdépodobnosti. Dru-
hou rovnost (3.2]) dokdzeme tak, ze

Ty (bj0,m)) = P X = a|Y(o,m) = bjo,m]]-
Pokud plati b, = b lze Tici, ze
ﬂ%(b[o,m]) = P[Xm - a7Ym = bm|Yv[0,m] = b[O,m]] - ﬂ%?m(b[o,m])a

¢imz je celé tvrzeni dokazano.

Priklad 25. Uvazujme zadani piikladu 221 Budeme hledat pravdépodobnost
PIX;=2[Yy=1Y1 =2Y, =1,Y; =0] = m; 4(1,2,1,0).
7 definice 23l

72,3(172717()) = Wi:&(l,Q,l,O)
bGB

=15 (1,2,1,0) + 75 (1,2,1,0)
+m3(1,2,1,0) + 735(1,2, 1,0).
Hodnota b € {—3,—1,1,3}, ale pro -1 a -3 je pravdépodobnost prechodu rovna

nule. Budeme pokracovat podle véty a uvédomime si, ze zname hodnotu s,
nebot s = bz pro Yo, = bjo,m), tedy s = 0 a proto

m33(1,2,1,0) = > w3(1,2,1,0)¢"%(s, 3)
rcA,seB

= 3" 755(1,2,1,0)¢"2(0, 3),

reA

m13(1,2,1,0) = > w3(1,2,1,0)¢"%(s, 1)

recA,seB

=3 755(1,2,1,0)¢"(0,1).

reA

Podle rovnosti 3.2]

m59(1,2,1,0) = 75(1,2,1,0).

Pokracujeme ve vypoctu, kde vyuzijeme prvni z vysledkt prikladu

m3(1,2,1,0) = =

21



Cesta 1 Cesta 2 Cesta 3

3 3- 3-

2- 2- 2-

0/\/ 0- :\ 0- :\

_1- =] _1- ] _1- o]

-2- -2- -2-

-3 . . . R . . . o8 . . . .
0 i 2 3 4 0 1 2 3 4 0 i 2 3 4
Cesta 4 Cesta5 Cesta 6

3- 3- ’ 3-

-3- -3- -3-

Obrazek 3.1: Cesty ndhodné prochazky Xjo 4 na Z, pro znamé Yy 4 = (1,2, 1,0)

Diky tomu dopocteme

mia(1,2,1,0) = Y 75(1,2,1,0)¢"2(0,3)
A

re

=m3(1,2,1,0)¢"2(0,3) + 73(1,2,1,0)¢**(0, 3)
2 1

==.240
317

_ 2

1

m33(1,2,1,0) = Y m5(1,2,1,0)¢"(0,1)

recA
=m3(1,2,1,0)¢"%(0,1) + 75(1,2,1,0)¢>%(0,1)

2 1+O
3 4
2

27

—_

z ¢ehoz dostavame konecny vysledek

2 2 2
2
714(1,2,1,0) = — + — = —.
s TSI
Tento vysledek mtzeme vidét i z obrazku [3.1] jeZ zobrazuje vSechny mozné
cesty X|o4). Tyto cesty Xo4 jsou zobrazené tucné ¢erné. Nase zndmé pozorovani
Yio,59 = (1,2,1,0) je zobrazeno cervené a nakonec piechody s nenulovou pravde-
podobnosti z Y3 do Y} jsou zobrazeny cervené c¢arkovaneé.
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MozZné hodnoty X, jsou {—2,0,2}, tedy mozné hodnoty Y; mohou byt podle
zadani prikladu pouze {—3,—1,1,3}. Existuje pouze Sest mozZnosti cesty Xjg 4,
z ¢ehoz jen 2, které vedou na X, = 2. Proto je nas vypocet skutecné i dle grafic-

kého Teseni praveé %.
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Z.aver

V praci jsme se zabyvali filtraci a predikei a priklady s nimi spojenymi. Je
dobré zminit, Zze tato prace pokryva jen malou c¢ast téchto rozsahlych témat,
protoze jsme se omezili na variantu nahodnych procesu s diskrétnim casem.

V prvni kapitole jsme uvedli nutné definice a znaceni markovskych retézct
a nahodnych prochazek, pouzité ve zbylém vykladu.

V druhé kapitole jsme popsali ivod do tématu filtrace véetné dodatecnych
ilustracnich obrazkt, prikladi a komentar. Uvedli jsme také hlavni vétu o fil-
tracnich rovnicich a detailné zpracovali jeji dikaz. Na konci této kapitoly jsme
dale vytesili ukazkové problémy a uvedli jejich grafické reseni.

V posledni kapitole jsme struéné okomentovali pojem predikce a rozepsali
ditkaz véty, jez jsme pouzili na konkrétnim problému, opét s grafickym tesenim.
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