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Uvod

Finan¢ni trhy jsou slozité a nepredvidatelné systémy, které jsou ovlivnény
mnoha faktory, jako jsou ekonomické udélosti, politickd rozhodnuti, nebo zmény
preferenci investori. Jednim z klicovych prvki financ¢nich trhii je volatilita. Vola-
tilita je ukazatel, ktery nam rika, jak moc se ceny daného aktiva, jako jsou akcie,
komodity nebo mény, méni nebo kolisaji za urcité casové obdobi. Vyssi volati-
lita znamena, ze ceny maji vétsi rozsah pohybu, zatimco nizsi volatilita indikuje
relativné stabilni ceny. Vyssi volatilita je také casto spojovana s vyssim rizikem.
To znamena, ze vysoka volatilita miize znamenat zvysenou pravdépodobnost vét-
sich ztrat nebo ziski. Modelovani volatility se stalo klicovym nastrojem pro in-
vestory, analytiky a ekonomy, ktefi se snazi 1épe porozumét pohybim na trzich
a efektivné ridit rizika svych investi¢nich portfolii.

Pravé problematice modelovani volatility je vénovana tato prace. Zaméruje se
predevsim na studium modelit GARCH a EGARCH. Proces GARCH je nejpou-
zivanéjsi k modelovani volatility, proces EGARCH umoziuje zachytit jeji asyme-
trické chovani. Prace je ¢lenéna do péti kapitol, z nichz prvni ¢tyti jsou teoretické
a posledni, pata kapitola, prakticka. V prvni kapitole predstavime zakladni po-
jmy, které jsou stézejni pro spravné pochopeni zakladnich principt modelovani
volatility. Uvedeme zde nejjednodussi modely, které v dalsich kapitolach néasledné
rozsifime na modely, pomoci kterych lze modelovat volatilitu. Druha kapitola za-
byvé predevsim modelem GARCH(p,q). Zavedeme jeho obecnou rovnici a budeme
zkoumat stacionaritu. Nésledné jej zjednodusime na GARCH(1,1), kde se zamé-
fime na existenci nepodminénych momenti a korela¢ni strukturu tohoto procesu.
Ve treti kapitole predstavime EGARCH(p,q) jako zobecnéni GARCH(p,q). Uve-
deme si rozdily mezi témito modely, obecnou rovnici, pomoci které se modeluje
volatilita a budeme zkoumat stacionaritu. V zjednoduseném EGARCH(1,1) se
budeme opét, jako u GARCH(1,1), zabyvat existenci nepodminénych momentu
a korela¢ni strukturou. Ve ¢tvrté kapitole si predstavime rodinu pravdépodob-
nostnich rozdéleni GED, kterou se 1idi standardizovana rezidua z modelit GARCH
a EGARCH. Uvedeme si specialni pripady rozdéleni, které patii do rodiny GED
a nasledné to i dokazeme.

Praktickou c¢asti této prace je numericka studie obsazena v paté kapitole.
Tuto kapitolu dale budeme c¢lenit na ¢tyfi podkapitoly. V prvni podkapitole,
pomoci vzorcu z teoretické ¢asti, po¢itdme momenty a korelace pro zavedené mo-
dely s rtizné zvolenymi hodnotami parametrii. V druhé podkapitole pak budeme
zkoumat, jak tyto volby parametri ovliviiuji volatilitu, a ukazeme to na konkrét-
nich simulacich modelti. Ve tieti kapitole studujeme presnost odhadi parame-
tri. A na zavér, ve ctvrté podkapitole, provedeme aplikaci zavedenych modeli
na realnd data. Budeme zkoumat ceny akcii spole¢nosti Apple v ur¢itém casovém
obdobi a posuzovat, ktery z modelu je pro modelovani volatility logaritmickych
vynost odvozenych od cen akcii této spoleénosti vhodnéjsi. Prakticka ¢ast je pro-
vadéna za pomoci statistického softwaru R.



1. Zakladni pojmy

V této praci se budeme zabyvat zkoumanim specidlnich modelt ¢asovych rad
pouzivanych ve financich.

Definice 1.1 (Nahodny proces, Praskoval (2004)). Necht (2, A, P) je pravdépo-
dobnostni prostor, T C R. Rodina nahodnijch velicin {X;,t € T} definovanych
na (2, A, P) se nazgvd ndhodny proces. Specidlné, pokud T C Z, mluvime o né-
hodném procesu s diskrétnim casem.

Poznamka. Nahodny proces s diskrétnim casem se téz nazyva nahodna posloup-
nost nebo casova rada.

Abychom mohli zavést modely popisujici volatilitu, musime definovat zakladni
pojmy, které se pri modelovani vyuzivaji.

1.1 Stacionarita

U casovych Tad sledujeme stacionaritu, ktera vyjadruje urcitou stabilitu dané
casové tady.

Definice 1.2 (Striktn{ stacionarita, |Cipra (2008)). Rekneme, Ze casovd tada {y;}
je striktné stacionarni, jestlize jeji pravdépodobnostni rozdéleni je v case neménné,
tj. jestlize pro libovolné k € N a pro h € Z plati, Ze vektor (ys,, ... .y, ) md stejné
rozdélent jako vektor (Y 1n, - - - Ytyth)-

Striktné stacionarni ¢asova rada ma invariantni vaci posunu v case celé prav-
dépodobnosti rozdéleni. Uvedeme jesté méné prisnou definici stacionarity, u které
staci, aby stfedni hodnota, rozptyl a kovariance zustavaly v pribéhu casu ne-
meénné.

Definice 1.3 (Slab4 stacionarita, [Cipral (2008)). Rekneme, Ze casovd rada {y;}
s konecnymi druhymi momenty je slabé stacionarni, pokud pro libovolnd s,t € N
a h € 7Z plati:

E(yt) = HJ)
cov(ys,yr) = E[(ys — 1) (e — )] = cov(Yssn,Yesn),

tedy také var(y,) = o;.

Jinymi slovy, staci aby ¢asova rada byla invariantni vii¢i posuntim v ¢ase pouze
v rdmci momenti do druhého tadu. Pokud je p = 0, hovofime o kovariancéni
stacionarite.

Pozndmka. Ma-li ¢asova Tada {y;} konecné druhé momenty, pak striktni stacio-
narita implikuje slabou stacionaritu. Ma-li navic fada vSechna konec¢né rozmérna
rozdéleni normélni, pak jsou oba typy stacionarity ekvivalentni.

Poznamka. Pod pojmem stacionarni budeme dale uvazovat slabou stacionaritu.



1.2 Autokovarian¢éni a autokorelac¢ni funkce

Pro analyzu casovych fad se vyuziva autokorelac¢ni funkce, ktera je dilezita
pro identifikaci modela a predpovidani budoucich hodnot. K zavedeni autokore-
la¢ni funkce budeme nejprve definovat autokovarianc¢ni funkci.

Definice 1.4 (Autokovarianc¢ni funkce, (Cipra, (2008)). Autokovarian¢éni funkce
(autokovariance) staciondrni casové tady {y;} pro zpozdéni k = ...,—1,0,1,...je

Ve = cov(Ye,Yik) = E[(Ye — 1) Yk — p)]-

Definice 1.5 (Autokorelacni funkce, (Cipra (2008)). Autokorelaéni funkce (auto-
korelace) staciondrni casové tady {y;} pro zpozdéni k = ...,—1,0,1,...je

_ % cov(ye,Yi—r)

Y oy \/var(yt) var(y,_r) '

U casové rady s vyrazné nenulovymi autokorelacemi lze minulé hodnoty vyuzit
k predikci hodnot budoucich.

Pk

1.3 Zakladni modely

Abychom mohli zavést modely GARCH a EGARCH, potfebujeme nejprve
uvést model ARMA. Jednd se o smiSeny proces klouzavych soucti (MA) a autore-
grese (AR). Proto si nejprve zadefinujeme tyto vychozi procesy. U vSech uvedeme
podminky stacionarity, zakladni momenty a autokorelac¢ni funkci podle Cipra
(2008)).

Definice 1.6 (Linedrni proces, |Cipral (2008))). Linedrni proces je definovdn jako
nekonecnd rada

Yt = &t + ¢1€t_1 + 1/12815_2 + = (1 -+ ¢1B + 'lbgBQ + ... )615 = ¢(B)€t, (1.1)

kde €; je posloupnost nekorelovanych nahodnych velicin s nulovou stredni hodnotou
a konstantnim rozptylem o® < oo (tzv. bily sum), ¥, i = 1,2,... jsou parametry
a B je operdtor zpétného posunuti.

Linearni proces existuje pravé tehdy, kdyZ mocninna fada 1(x) = 322, ¢z
konverguje pro |z| < 1.

Definice 1.7 (Proces klouzavych souctt, (Cipra; (2008))). Proces {y:} definovany
predpisem

Yo =+ e+ + 0480, (1.2)

kde e, je bily sum a 04, ... ,0, jsou parametry, nazyvdme proces klouzavych soucti
radu q.

Z anglického ,moving average®“ zna¢ime tento proces MA(q). Lze jej zapsat
ve tvaru y; = [1 + 0(B)] &, kde 0(x) = Y1_, 6;2". Jedna se o linedrni proces, ktery
je pri libovolné volbé parametri vzdy stacionarni s nulovou stfedni hodnotou
a rozptylem o) = (1 + 67 4 --- 4 62)0>.



Jeho autokorela¢ni funkce je tvaru

Ok +010g 1 +-+04_104
Pk =

1+9%+“'+93 , PIO k= 17 -,

0, pro k > q.

Definice 1.8 (Autoregresni proces, Cipral (2008)). Proces {y;} definovany pred-
pisem

Yo = P1Yr—1 + -+ PpYr—p + €4, (1.3)
kde e je bily Sum a ¢y, ... ,p, parametry, nazjvdme autoregresni proces radu p.

Z anglického ,autoregression® znac¢ime tento proces AR(p). Lze jej zapsat
ve tvaru [1 — o(B)]y; = &, kde p(z) = ¥, p;z'. Proces AR(p) je staciondrni,
pokud vsSechny kofeny 1, ...,z, polynomu 1 — ¢(x) lezi vné jednotkového kruhu
v komplexni roviné. Jeho stiedni hodnota je pak nulova, rozptyl

2
2 0—

Cl—ipr— = oy

Ty

a jeho autokorelacni funkce spliuje rovnici
Pk = P1Pk-1 + P2pr—2 + -+ Pppr—p Pro k> 0.
Pozndmka. Pokud E (y;) # 0 mé rovnice staciondrniho procesu AR(p) tvar

Y =W+ O1Y—1+ -+ ©pls—p + &t

w

E(y:) = :
% l—p1—...—pp

Definice 1.9 (Smiseny proces ARMA, Cipra (2008))). SmiSeny proces fadu p a q
znaceny jako ARMA (p,q) je definovany predpisem

Y = O1Yt—1+ -+ OpYr—p + ¢ + Orec 1+ -+ eqét_q. (14)
Lze jej zaspat ve tvaru
[1—o(B)ly=[1+6(B)]e. (1.5)

Je to stacionarni proces, pokud vSechny kofeny 1, ...,z, polynomu 1 — ¢(z)
lezi vné jednotkového kruhu v komplexni roviné a zaroven pokud polynomy
1 —¢(x) a 1+ 6(x) nemaji spolecné kofeny. M4 nulovou stfedni hodnotou a jeho
autokorelacni funkce splnuje

Pk = P1Pk—1 + P2pk—2 + ... + Yppr—p pPro k> q.

Pozndmka. Opét pro E (y;) # 0 mé rovnice staciondrniho procesu ARMA(p,q)
tvar

Yy = W + P1Yt—1 + -+ CpYt—p + &+ 01816—1 + -+ ant_q,

1 —¢(B)lyy =w+[1+0(B)]e.
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Specidlné pro p = ¢ = 1 mame v procesu ARMA(1,1)

Yk = P1Vk—1 pro k> 1,
P = P1pk—1 pro k >1,
(14 161) (01 + 01)

p1 = pro k = 1.

1+ 6% + 2164

Rozsitenim téchto procesu jsou procesy ARCH a GARCH.



2. Zavedeni modelu GARCH

Rozptyl je mirou variability napfiiklad u finanéni ¢asové fady vynosu z cen-
nych papirii apod. Pokud jsou vynosy nekonstantni, mtze byt jejich rozptyl také
nekonstantni. Rozptyl mize byt ovlivnén mnoha faktory, jako jsou zmény ekono-
mického prostredi, zmény v obchodnich podminkach, zmény v politické situaci.
Nekonstantni rozptyl vsak mutze byt problematicky pro nékteré metody analyzy
finan¢nich casovych rad. Zakladni modely, naptiklad procesy AR, MA a ARMA,
totiz predpokladaji konstantni rozptyl a nezohlednuji zmény variability vynost.
V takovém pripadé mohou byt vysledky analyzy dat zkreslené a nedostatecné
presné. Uvedeme proto proces GARCH, ktery nekonstantni rozptyl predpoklada,
a je pro modelovani finan¢nich ¢asovych fad vhodnéjsi.

Model GARCH je zobecnénim modelu ARCH (AutoRegressive Conditional
Heterostedasticity), tedy autoregresniho modelu s podminénou heteroskedastici-
tou, ktery je hojné vyuzivany v analyze financ¢nich casovych rfad. Nejprve zave-
deme model ARCH, ktery nasledné zobecnime.

Poznamka. Podminénou heteroskedasticitou rozumime skutecnost, ze podminény
rozptyl nahodné veli¢iny neni konstantni.

2.1 Model ARCH

Zakladni myslenkou procesi ARCH je modelovat rozptyl ¢asové rady pomoci
autoregresni funkce vlastnich minulych hodnot. Budeme uvazovat ndhodny proces
{y:} s diskrétnim ¢asem ve tvaru

Y=y +e, t=12,... (2.1)
Oznacme
pe = E (ye|®y-1),
o? = var(y|®;_1),
kde ®;_; je o-algebra generovana veli¢inami ;_1,6;_o, . . ., predstavujici informaci

zndmou v ¢ase t — 1.

Definice 2.1 (Proces ARCH, Rossi (2004)). Proces {e;} se ridi modelem ARCH,
pokud

E(€t|®t—l) = O, (22)
E(?|®,_1) = var(e| ) = 0F, prot=12,..., (2.3)
kde podminény rozptyl netrividalné zavisi na o-algebre ®; 1.

Pozndamka. 7 (2.1)) je zfejmé, Ze ¢, = y; — puy.
Proces {&;} budeme modelovat pomoci posloupnosti nezavislych stejné rozdé-
lenych ndhodnych veli¢in {z;}, které tvori tzv. standardizovany proces k e;, kde

&t
2=

Oy

E(Zt|cbt_1) = 0,

var(z|®:—1) = 1.



Predpoklddejme nadale z; ~ N(0,1), nezavislé stejné rozdélené nahodné veliciny,
pricemz z; je nezéavislé se o7, t = 1,2,... . Pak ziejmé &/|®;_; ~ N(0,07).

2.1.1 ARCH(q)

Nyni se podivame na konkrétni specifikaci podminéného rozptylu (2.3]). Model
ARCH(q) predstavil v roce 1982 americky ekonom R.F. Engle. Modeluje se jim
podminény rozptyl o pomoci zpozdénych hodnot chybového procesu {e;}:

q
of =w+ > gy, (2.4)
i=1
kde musi platit w > 0, a; >0, 7= 1,2,...,q, aby bylo zaruc¢eno o2 > 0.
Odvodime, ze (2.4) lze piepsat do tvaru AR(g). Oznac¢me

£
v =¢el — 0l =0! (’;— ) =o02(22 —1). (2.5)
Ukéazeme, ze E (v;) = 0 a v; jsou nekorelované.

E(v) = E(e}) — E(0}) = E[E(ef|®:-1)] — E(0f) = 0 podle (2.3),

cov(vy,vi—g) = E (v04—) — E (v¢) E (v4—g)
= E{E [(vvi—k)|Ps-1]}
= E{E[v(efy, — 07-0)|Pe—1]}
= E{(ei_r — 0ik) E (0] ®e1) )
Posledni krok vyplyva z toho, Ze €2 , — o2, je pro k > 0 funkc{ podminky. Déle

E (00 1) = E[(2 — 02)| B 1] = E(2]8,1) — E (0218, ),

E (2|, 1) = var(e,|®,_1) = o7,

E(02|®_1) = 02 E[1|®_,] = 0.

Po dosazeni mame cov(vy,v;_x) = 0, tedy v; jsou nekorelované.
Nyni mazeme s vyuzitim (2.5) psat (2.4) ve tvaru

q
g =w+ Y e + v =w+ a(B)g; + vy, (2.6)
i=1

kde B je operator zpétného posunuti a a(z) = %, . Jedna se tedy o proces
AR(q) pro &2. Proces {&;} je podle [Rossi| (2004) slabé staciondrni pravé tehdy,
kdyz

Zai =a(l) < 1. (2.7)

Pokud je ¢; slabé stacionarni, pak

E(e}) = var(e;) = T §q1 — =17 _C‘;(l).
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2.2 Model GARCH(p,q)

Vyse definovany proces ARCH nyni zobecnime na proces GARCH (Genera-
lized AutoRegressive Conditional Heteroskedasticity), kde se v rovnici podmi-
néné¢ho rozptylu (| - k zpozdénym hodnotdm procesu {e?} pridaji jesté zpoz-
déné hodnoty podminéného rozptylu. Nasledné ukazeme souvislost s procesy
ARCH(c0) a ARMA.

Model GARCH uvedl T. Bollerslev| (1986)), ktery vychézel z prace Engle
(1982). Tento proces se Casto pouziva pro modelovani financnich dat, jako jsou
naptiklad vynosy z cennych papirti, ceny akcii nebo ménové kurzy. Mizeme po-
moci néj ziskat predikce budouci volatility, coz je uziteéné pro ruzné aplikace
naptiiklad v oblasti risk managementu.

Opét uvazujme proces
Y = pt + ¢,
€t = 2 0¢,
2 ~ N(0,1), nezavislé prot =1,2,...,
z nezévislé se o2, t =1,2,....

Definice 2.2 (Proces GARCH(p,q), Rossi (2004)). Proces GARCH(p,q) je defi-

novdn podminkami (@) a rovnici podminéného rozptylu ve tvaru

(2.8)

q P
o; :W+Zai5§—i+25jaf—j =w+a(B)e; + B(B)ay, (2.9)

i=1 j=1
kdep>0,¢>0,w>0,0,>0,proi=1,...,qaB; >0, proj=1,...p.

Pozndmka. Polynomy a(z) a f(x) jsou tvaru

p .
= Z pix"
i=1
Pro p = 0 se model redukuje na ARCH(q). Necht plati
(i) Kofeny polynomu 1 — (z) lezi vné jednotkového kruhu a w > 0.
(ii) Polynomy a(x) a 1 — B(x) nemaji spolecné kotfeny.

GARCH model pak muzeme z rovnice (2.9) prepsat do tvaru ARCH(co) nésle-
dovné

o2 — B(B)o? = w+ a(B)eL,

021 = B(B)] = w + a(B)e

of =w[l =B +a(B)[1 - B(B)] &,

-1

ll—ZﬁL w + 6(B)eZ,

2
t
2
to

of =W+ > kel (2.10)
k=1



kde w* > 0, 0, > 0, aby 02 > 0. Podminka zarucuje, ze w* bude kladné a ko-
necneé.

Lze ukéazat, ze posloupnost {Et} se v GARCH modelu 1idi procesem
ARMA(m,p), kde m = max(p,q), a; = 0 pro j > ¢q, B; = 0 pro j > p. Rovnici
(2.9) muzeme s vyuzitim (2.5)) ekvivalentné prepsat jako

=w+ i (a; + B;) g2 ;v — Zp:ﬁivti, (2.11)
e = w+ [a(B) + B(B)le} + [1 = B(B)]v, (2.12)
[1—a(B) - B(B)lef =w+[1 - 8(B)] v

To je podle (1.5)) a nasledujici poznamky proces ARMA (m,p) s bilym Sumem vy
a nenulovou stredni hodnotou.

Bollerslev| (1986)) uvadi nutnou a postacujici podminku pro slabou stacionaritu
procesu GARCH.

Véta 2.1. Proces GARCH(p,q), definovany podminkami (2.8), rovnici
a podminkami|(i), je slabé staciondrni s E(g;) = 0, var(e;) = w([l — a(l) —
B(1)]™! a cov(eyes) =0 pro t # s prdvé tehdy, kdyz (1) + 8(1) < 1

Diikaz. Rozepsan v Bollerslev| (1986).

]
V procesu GARCH(p,q) ddle mame
) = covlef ef i)
m p
= cov(w + Y (o + B)e7_; + vy — Zﬁivt,i,a,?_k)
=1 :
= (a; + B;) cov(e;_j.g7_) + cov(v, — Zﬂmt 2 ), (2.13)
J=1

kde m = max(p,q), o; = 0 pro j > q a 3; = 0 pro j > p. Pokud je k dostatecné
velké, pak je posledni ¢len rovnice ([2.13)) nulovy. Dostaneme tedy, podle Bollerslev
(1986)),

W= (a; + B, k=p+1. (2.14)

j=1

Z ([2.14)) dokézeme zapsat autokorela¢ni funkei kvadrati

(”— =Y (5 + Bty k=p+1. (2.15)
7j=1

Abychom mohli déle studovat momenty procesu GARCH, coz je obecné slo-
zité, prejdeme k nejjednodussimu pripadu GARCH(1,1).
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2.3 GARCH(1,1)

Nejjednodussi, ale velmi casto pouzivany proces GARCH(1,1) je ddn podmin-
kami (2.8) a rovnici

0l =w+ el |+ Biot (2.16)

kde w > 0, a1, >0, B; > 0.
7 véty plyne, Ze proces je stacionarni pravé tehdy, kdyz oy + 5, < 1.

2.3.1 Existence nepodminénych momenti
V ¢lanku Bollerslev| (1986]) je odvozena momentova struktura procesu {e;}.

Véta 2.2. Pro proces GARCH(1,1), definovany podminkami (@ a rovnici
, je nutnd a postacujici podminka pro existenci 2m-tyjch momenti nahod-
nych velicin €; ve tvaru

M(alaﬁlam) - Z (] >aja{ﬁl T < 17 (217)
=0
kde ag = 1, a; = 5:1(2]' —1), 7 =12,... . 2m-ty moment muze byt vyjddren
rekurzivné
m—1 m
) = an |3 o £ (" Jutonan)| 1 = ulen )]
(2.18)

Diikaz. Proveden v Bollerslev| (1986).
O

Ze symetrie rozdéleni veli¢in €, dostavame, Ze pokud 2m-té momenty existuji,
pak
E(™ ) = 0.

Abychom mohli vypocitat druhy a ¢tvrty moment, potiebujeme si vyjadrit
(2.17) pro m = 0,1,2.

Prom = 0:
0 0
(o, 51,0) Z < )a]ozlﬁ <O>a0a?6? =1. (2.19)
7=0
Prom = 1:
: 1 0 1 0
p(a,Br,1) Z %0415 0 apcy b1 + 1 aronfBi = fi+oq. (2.20)
7=0
Prom =2

2 o 2 2 2
041,51; Z( )%0415 = ( )%%51 < )almﬁl + < >a2a161
=0 (2.21)

== 1 + 20&151 + 3&%
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Z véty 2.2|a (2.20)) vime, ze druhé momenty existuji, pokud 51 +a; < 1. Ana-
logicky z (2.21)) plyne, Ze ¢tvrté momenty existuji, pokud 57 + 204 81 + 303 < 1.

Za téchto predpokladi spocitame druhy a ¢tvrty moment a Spicatost
procesu {e;}.

Prom=0: E(g)) = 1.
Prom = 1:

0
1
E(e}) = [Z a, E(eM)w " (1
n=0

- n)” (0‘1’51"’”] [1 = plan, )]
= 1fag ' E (¢9)w! G)Malﬁl’o)m ~ plan B, 1))

w

R —— (2.22)

Prom = 2:

1
2
E(e}) = as [Z a, ' E(e")w* " (2
n=0

_ n)/ﬁ(ocl,ﬁl,n)] [1— plon,B1,2)] "

ag" E(D)e? (D) u(a1,81,0) + ap " E (2! (2 Br.1)
1 — p(a,B1,2)

W+ w(l =B —ay) tw2(f + ay)
1 — (303 + 2a1 51 + )

=3

w1 =B — aq) + w?(261 + 2a4)

= B = a1 =302 = 20151 — )

w2(1 + 51 + al)

=3 ) 2.23
(1 =1 — o)1 = 3af — 20161 — B}) (2.23)
Nyni z (2.22)) a z (2.23)) médme Spicatost procesu GARCH(1,1).
ale) = Eei) _ w?(1+ B+ a1) (=B —a)’
[E (22)]? (1= B —a1)(1 = 3af — 2181 — f7) w?
_ 3(1 A+ )l — b —a)
1—3af =20/ — 3¢
_ 1—04%—206161—6%
1 —3af =20/ — 3¢
PR ol 7 Vi (2.24)
1-30&%-2&161—612. )
Z (12.24) dostavame
E 4
(5,;)2 > 3. (2.25)
[E (2



Jedna se tedy o Spicatéjsi rozdéleni nez normalni, tzv. leptokurtické. To znamena,
ze hustota ma tézsi chvosty nez u normélniho rozdéleni se Spicatosti rovnou 3.
Takové pravdépodobnostni chovani je typickou vlastnosti finan¢nich ¢asovych rad.

2.3.2 Korelac¢ni struktura

Dale budeme studovat korelacni strukturu procesu {e?}. Z (2.11)) plyne, Ze
GARCH(1,1) lze psat jako ARMA(1,1)

8? =w+ (a1 + 51)61?,1 + v — By
Z (2.13) mame
(2) 2 2

v =cov(e?e? ) = (o + B1) cov(e? g2 ) + cov(v, — Brve_1,62 ). (2.26)

Ukéazeme, Ze posledni s¢itanec na pravé strané rovnice (2.26)) je nulovy pro k > 2.
Vyuzijeme (2.5)) pro vyjadieni e} .

cov(v, — Brvg_1,62 1) = cov(vy — Brvs1,0ik + 07 ) =

= cov(vy,vs_1) + cov(v,or ) — Breov(ve_1,vi_) — Brcov(ve_1,07 ). (2.27)
7 nekorelovanosti veli¢in v, vime

cov(ve,vi—g) = 0 pro k > 1, (2.28)
cov(v;_1,v4_1) = 0 pro k > 2. (2.29)

Opét vyjadienim z (2.5) dostaneme

COV(Ut>Ut2—k) = COV[UE(ZE - 1)7‘71:2—1<;]

= E[0}(2f — D)oy 4] — Elof(z — D] E o7 ). (2.30)
7Z nezévislosti 22 a 02 v dostaneme
Eloi(zf —1)] = E(0}) E (2 — 1) = E(07)[var(z) — 1] = 0, (2.31)
nebot z; ~ N(0,1). Po dosazeni do (2.30) mame
cov(v,07 ) = Elo} (2f — D)oy, = E{E[07 (2 — 1)o7 | Py}
Vzhledem k je 02, funkei podminky a miizeme tedy psat
cov(vy,07_y,) = E{o7_ E[o7 (2 — D)|®rp-1]},

kde 02 = w+ aye? | + 107 | nezdvisi na podmince pro k > 1 a (27 — 1) nezdvisi
na podmince, nebof z; jsou nezavislé. Odtud mame

cov(vy,0? ) = E{o? (E[o} (2} —1)]} =0, k>1. (2.32)
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Analogicky
cov(vi—1,07) = covloy (271 — 1),07]
= B0/ (51 — Doiy]
= E{o ik Eloii (2iy — 1) @epa]}.

Opét z rovnice (2.16) vidime, ze 07 | = w+ aie}_,+ f107_, nezavisi na podmince
pro k > 2, (22 | — 1) také nezéavisi na podmince, tedy méame

cov(vi_1, 07 ) =E{o? ,E[o? (22, —1)]} =0, k>2. (2.33)

Z rovnic (2.28), (2.29), (2.32) a (2.33)) je cov(vy — frve—1,67;) = 0 pro k > 2.
Tedy autokovarian¢ni funkce kvadrati procesu {e;} je

cov(el,e? 1) = (ay + B1) cov(el el ), k> 2. (2.34)

Vychézeli jsme z vyjadieni procesu GARCH(1,1) ve tvaru ARMA(1,1) pro &

a dostali jsme analogii vztahu (1.6). Plati i analogie vztahu (1.7) a (1.8) a lze
psat

P = (a1 + 8o, k> 1, (2.35)
@ (1 =PBi(ar + 1)) I
P 1- 5% — 2018 ( )

14



3. Zavedeni modelu EGARCH

Model GARCH mé nékterda omezeni. Napriklad volatilita ma tendenci rist
v reakci na "Spatné zpravy'(nadmeérné vynosy nizsi nez ocekdvané) a klesat v re-
akci na "dobré zpravy'(nadmérné vynosy vyssi nez ocekdvané). GARCH modely
vsak predpokladaji, ze pouze velikost, nikoliv pozitivita ¢i negativita nepredvi-
danych nadmérnych vynosti urcuji volatilitu o?. Pokud je rozdéleni z; symet-
rické, tak podle |Nelson| (1991) je zittej$i zména rozptylu podminéné nekorelovana
s dne$nimi nadmérnymi vynosy. Pokud napiSeme o7 jako funkci zpozdénych o?
a zpozdénych 2?2, je zfejmé, Ze podminény rozptyl je invariantni{ vici zméndm
znaménka nédhodnych velicin z. Navic €] ; = 27 ;07 ; nejsou nezavislé stejné
rozdélené.

Asymetrické modely ndm poskytuji vysvétleni pro tzv. pakovy efekt, tedy
pro to, ze neocekavany pokles ceny napriklad u akcii zvysuje volatilitu vice nez
stejné velké neocekavané zvyseni ceny.

3.1 Model EGARCH(p,q)

Asymetricky proces EGARCH(p,q) predstaveny v clanku Nelson! (1991) vy-
svétluje volatilitu o? v zavislosti jak na velikosti, tak na znaménku zpoZzdénych
standardizovanych rezidui z;.

Definice 3.1 (Proces EGARCH(p,q)Rossi| (2004)). Proces EGARCH(p,q) je de-
finovdn podminkami (@ a rovnici podminéného rozptylu ve tvaru

P q
In(o2) =w+ > Biln(o? )+ S arlozs + vz — Elzd)],  (3.)
i=1 i=1
kde oy = 1.
Poznamka. Parametry w, 8;, ¢ = 1,....p, a4, i« = 1,...,q zde nejsou omezeny,

aby byly nezaporné.

Oznacme

9(z) = bz + (|2t — E [z). (3-2)

7 plyne, ze {g(z;)} je posloupnost nezavislych, stejné rozdélenych nadhod-
nych veli¢in s nulovou stfedni hodnotou. Obé jeji slozky, tedy ¢z; 1 ¥(|z:| —E |2¢])
maji také nulovou stfedni hodnotu. Pro 0 < z; < oo je g(z;) linedrni se smérnici
¢+, apro —oo < z < 0 je g(z) linedrni se smérnici ¢ —1). g(z) tedy umoznuje
procesu podminéného rozptylu {02} reagovat asymetricky na riist a pokles cen
akcil.

Abychom mohli uvést podminky stacionarity, prepiSeme si rovnici procesu
EGARCH(p,q) (3.1) nasledovné:
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Oznacme

p
B(x) = Z pix'.
i=1
Pak 1ze psat vzhledem k tomu, ze a; = 1 ze (3.1))

In(o7) [1 = B(B)] = w + [1+ a(B)] g(z-1),

In(of) =w [l =AW + 1+ a(B)] L= BB g(z-1),

In(c?) = [1 — ZP:BZ] i w+d(B)g(z-1),

In(o?) = w* + i 0ig(2t—1-4). (3.3)

i=1

Ve vyjadieni (3.3) je podle ¢lanku Nelson| (1991) 6; = 1 a podle (1.1 je
In(0?) — w* linedrni proces s bilym Sumem g(z;_1). S tim souvisi podminka sta-
cionarity, kterou uvadi Nelson, (1991)).

Véta 3.1. Necht v modelu plati (@ a a necht aspon jeden z parame-

tri ¢, ¥ je nenulovy. Pak jsou ndhodné procesy {exp(—w*)o?}, {exp (—%*) Et}
00 52

a {In(o?) — w*} strikiné staciondrni pravé tehdy, kdy? 332, 67 < .

Diikaz. Rozepsan v Nelson, (1991]).

Jak 1ze vidét pri odvozeni vztahu (3.3]), rovnici (3.1]) 1ze zapsat ve tvaru
[1 - B(B)]In(07) = w + [1 + a(B)] g(2-1)-

Tedy In(o?) je podle a nasledujici pozndmky proces ARMA(p, ¢—1) s bi-
Iym Sumem ¢g(z;_1) a nenulovou stfedni hodnotou. Pfedpokladejme, Ze polynomy
1 — B(x) a 1+ a(x) nemaji spolecné koreny. Proces {In(c?)} je staciondrni pravée
tehdy, kdyz vSechny koreny polynomu 1—f(x) lezi vné jednotkového kruhu v kom-
plexn{ roviné. To zarudi i stacionaritu procesi {exp(—w*)o?}, {exp (—%) é?t}.

3.2 EGARCH(1,1)

Podivejme se nyni na proces EGARCH(1,1) definovany podminkami ({2.8])
a rovnici podminéného rozptylu ve tvaru

In(o?) =w+ B In(o? ) + g(z1), (3.4)
kde g(2i-1) = 21 + ¥(|ze-1] — E [2-1])-

Pokud E (2?) < oo a var(g(z;)) < oo, tak z vyjadreni ve tvaru ARMA(1,0) =
AR(1) plyne, Ze proces ({3.4]) je stacionarni pravé tehdy, kdyz |51] < 1.
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3.2.1 Existence nepodminénych momenti

V této sekci se budeme zabyvat zkoumanim existence nepodminénych mo-
mentu procesu ([3.4]), které jsou uvedeny v c¢lanku He a kol.| (2002). Budeme
uvazovat striktné staciondrni proces {e;}. Z (3.4 dostavame

o; = exp{w+ filn(o7_y) + g(z1)} = exp{w} exp{g(z-1)}oih. (3.5)

Véta 3.2. Uvazujme proces EGARCH(1,1) definovany a podminkami (2.8)
s |f1] < 1. Predpoklidejme, Ze E [exp{mg(z:)}] < oo pro libovolné m > 0
a E |z|*™ < oco. Pak 2m-ty moment ndhodnych velicin e, existuje a je tvaru

pam = E(E) = E [o" exp{meo(1 — )} TT € [explmsi ()] (36

Diikaz. Pro m = 2, E [exp{2¢g(2;)}] < oo implikuje E (g(z;))* < oco. Z podminky
|B1] < 1 plyne, ze proces {e;} je striktné stacionarni. Umocnénim (3.5)) na m > 0
dostavame

o™ = exp{mw} exp{mg(z_1)Yor"" (3.7)
Dosadime podle (3.7) za 07 a mdme

o7 = exp{muw(l + 51)} explmlg(z1) + Arg(z-a)] ol s

Dalsim dosazovanim dostaneme

n—1 n
m i i— 2mpBr
atg = exp {mw Z ﬂl} exp {m Z B 1g(zt_,-)} Ot
i=0 i=1

1-— Bn n i 2mpB7T
= exp {mw T 511 } [[exp {mﬁl lg(zt_i)} ot (3.8)
i=1
Z podminky stacionarity |5;| < 1 a pro n — oo v (3.8) ziskdvame
o2 = exp{mw(l — B)~ '} [Iexp {mﬁ{_lg(zt_i)} : (3.9)
i=1
Oznacme
a; = exp{mfBitg(z_ )} (3.10)
Podle predpokladu E [exp{mg(z;)}] < oo pro m > 0. Z toho vyplyvi, ze
E(a;) < oo pro i = 1,2,... . Postacujici podminkou pro []:2; E (a;) < oo je

> |E(a;) — 1] < co. Rozvineme a; pomoci Taylorovy fady kolem 3! = 0.
Dostaneme

a; = 1+mg(z-i)8" +O(B').

Potom vzhledem k tomu, zZe E [g(z;)] nezavisi na case, lze psat

3 1E (@) = 1 = 3 | Elote0) + 0031 F)

=1

<mEg(z0)] Y187+ Y |08 )] < o0,
=1 =1
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jelikoz |1] < 1. Z (3.9) a (2.8) pak je

pom = E(ef™) = E |2"" E(c7"™)

=E |z exp{mw(1 — B)~'} 10_011 E {exp{mﬁf‘lg(zt)}} .

]
Pov§imnéme si, ze podminka stacionarity |5;| < 1 nezavisi na m. Tudiz pokud
|f1] < 1 a vSechny momenty ndhodnych veli¢in z; a exp{g(z;)} existuji, potom

existuji také vSechny momenty nahodnych veli¢in &;.

Odvodime, jak bude vypadat E |z|*™. Podle (2.8) z; ~ N(0,1), tedy

2m T 2m 1 22 2 T 2m 22
E |z = / || \/%exp -5 dz = m/z exXp 4 = dz.
—o0 0

PouZijeme substituci u = % = (2u)2, du = 2dz, dz = (2u)"2duw.
E |z|*™ = /Zum’“2u “2du = /
’ t‘ \/— 0
om 2m 1
= ﬁ J um_H%e_“du = ﬁl—‘ <m + 2) . (311)

Nyni z (3.11)) mtzeme prepsat (3.6) do tvaru

ﬂ

2m 2™ 1 T i1
pom = E (&™) = ﬁr (m + 2) exp{mw(l — ) }z:r[1 E [exp{mﬁl Q(Zt)}} :
(3.12)

Disledek 3.1. UvaZujme proces za platnosti (@ a predpokladejme, Ze
E |z|* < oo. Ddle predpoklidejme, Ze E [exp{g(2:)}] a E [exp{29(z:)}] ewistuji,
a Ze plati |B1| < 1. Potom $picatost ndhodnijch velicin e, je

E(s} < E|exp 201 'g(z)
ra(e) = % — ka(2) o }]2, (3.13)
[E(e7)] i=1 (E {exp{ i lg(zt)}D
I{;d . E(Z;l) . v ev ’ , e v
e kq(z) = ek je Spicatost nahodnijch velicin z.

Diikaz. Disledek dokdzeme pomoci dosazeni m =1 a m = 2 do (3.12)).
Prom = 1:

e = E(e) = =T (3/2) expo(1 = )} ITE [exns] o(0)]

= explu(t = 5~ TTE [exn{si (21
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Prom = 2:

ps=E(gp) = 47TF (5/2) exp{2w(1 — 41)~'} ﬁ E [exp{Zﬁ{‘lg(zt)}}

VT s
= 3exp{2w(1 — p;) "'} ﬁ E {exp{Qﬁflg(zt)}} :

i=1

Daéle

E(ef) _ 3exp{2w(l— 51) I E [exp{26{ "g(20)}]

Ry4(e) =

EEDE (explw(t — A1) IS E [exp{8ig(z0)}])

_ef2e(l- A ) x B len{28 g}
expl = 30" 3 (€ feup (o gz

Jeliko# z (3.11)

dostavame

Disledek 3.2. Za predpokladi z disledku|3. 1| plati ky(e) > r4(z) = 3.
Diikaz. Oznac¢me podle (3.10) pro m =1

a;1 = eXP{ i71g<zt7i)} .

Pak mame z (3.13))
=~ E (aiz,l)

ra(€) = a(2) =i [E (i)

(3.14)

Podle Jensenovy nerovnosti je E (a?;) > [E (a;1)]” pro libovolné 4 a odtud plyne

tvrzeni.

]

Model (3.4)) déle zjednodusime. Polozme ¢ = 0, tedy g(2) = ¢z;. Pfipomenme,

ze dle (2.8) mame z; ~ N(0,1).

Pozndmka. Momentova vytvorujici funkce nahodné veliciny X je definovana pred-
pisem Mx(t) = E e, t € R. Pro X ~ N(0,0?) mdme Mx(t) = exp {%t%g}.
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Dusledek 3.3. Uvazujme proces za platnosti (2.8) a g(z:) = ¢z. Pak plati

pam = E(E") = 22T (m+ 5 ) exp{ma(1 = )" pexp {5 mo)? (1= ﬁf)(;i)-)

Diikaz. Oznac¢me podle (3.10))
a; =1In(a;) = mB 1 g(zi) = mB oz
Vzhledem k tomu, ze z; ~ N(0,1), plati

a; ~ N (0,m2q§2ﬁf(i_l)) )

Pak E [exp{«a;}] = E (a;) je hodnota momentové vytvorujici funkce ndhodné veli-
¢iny «; v bodé 1, to znamena

E [expfa}] = E () = [exp{ma} ()] = exp { gmie?52 |

Z (3.9) pak dostavame

E(07™) = exp {mw(1 — p1) '} ﬁ E [exp{a;}]
= { (1—-p51)" } H E (@)

ot Yo Lo 5]

=1
— exp {muw(1— 51) ') exp{;<m¢>2 (- ﬁf)l}-
Po dosazeni do mame
fiom = E(£27) = j";r (m+ 3 ) esplm( — ) yesp {5mep? (1- 52) '}
O

Dusledek 3.4. Za predpokladi z disledku [3.3 plati
ka(e) = ra(2) exp{¢®(1 = )"} (3.16)

Diikaz. Dusledek dokdzeme pomoci dosazeni m = 1 a m = 2 do (3.15]).
Prom = 1:

fy = E (¢2) = \/QEF(3/2) exp {w(1—81) 7'} exp{;cf(l - Bf)‘l}
= exp{w(l - )"} exp{;&(l - Bf)l}-
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Pro m = 2:
4 4 -1 1 2 2\—1
= Ee8) = =/ exp {2001 = ) eso{ 207201 - )

= 3exp {2w(1 - 1) '} exp {20°(1 - 7))}
Dale
_EGED e {201 - A) M exp {2620 5))
EE (exp{w(t - 8) yexp {221 - )1}’

_ oD {20(1 — B) Y exp {20°(1 — 51) )
exp {2w(1 = A1) exp {¢2(1 - 7))

= 3exp {¢2(1 — ﬂf)’l} :

Jelikoz vime, ze k4(z) = 3, dostavame

k4(e) = Rya(z) exp {ng(l — B%)_l} )

3.2.2 Korelac¢ni struktura

Autokorelace procesu {¢?} v modelu EGARCH(1,1) jsou odvozeny v ¢ldnku
He a kol.| (2002).

Véta 3.3. Uvazujme proces EGARCH(1,1) definovany a podminkami (2.8).
Predpoklddejme, Ze E |z|* < oo, E [|z¢|* exp{g(z:)}] < oo, E [exp{2¢g(2)}] < o0
a plati |By| < 1. Pak autokorelacni funkce procesu {2} je tvaru

o =<E 22 E [J=0f exp {8 g(z0)}] T1 E [exp {81 g(20))]

(E [exp{/fi—lgm)}})z) /
(E10 TTE foxw {2610t }] - (€ 12) L (E [eswtotat)]) )

i=1 =1

TLE fowptta+ 38158 o] - (E L)’

[e.9]

=1

pro k > 1.

Diikaz. Rozepsan v ¢lanku He a kol (2002) pro autokorelaci procesu {|e¢|*™},
v nasem pripadé je véta formulovana pro m = 1.

O

Podivejme se dédle na specidlni piipad modelu (3.4]), ve kterém z, ~ N(0,1)
a g(z) = d(z).
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Dausledek 3.5. Uvazujme proces EGARCH(1,1) definovany a podminkami
(@, kde g(z;) = ¢(z;). Pak autokorelacni funkce procesu {e?} je ddna predpisem
o [Lres e {080 -} 1

o Bexp {¢?(1— A7)} — 1 |

pro k > 1.

Diikaz. Je proveden v ¢lanku He a kol.| (2002).
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4. Pravdépodobnostni rozdéleni

Doposud jsme predpokladali, Ze standardizovana rezidua z; = &;/0; v mode-
lech GARCH a EGARCH maji normované normalni rozdéleni. Nyni tento pred-
poklad zobecnime.

4.1 Rozdéleni GED

Nelson| (1991) predpokladé, ze standardizovany proces z; ~ GED(v).
GED (Generalized Error Distribution) je symetricka rodina rozdéleni pouziva-
nych v modelovani financ¢nich ¢asovych fad. Obsahuje napriklad specialni pripady
normalniho a Laplaceova rozdéleni. Hustota rozdéleni GED je tvaru

v exp [—%\ﬂ’j]

f(z :)\2(1+1/V)F(1/V)’ —o<z<o0, 0<v<oo, (4.1)
kde v je parametr tézkosti chvostii a
I1/v)
A= 277 4.2
[(3/v) 2
Pro z; ~ GED(v) plati
E (Zt) = O,
(4.3)
var(z) = 1.

E (2:) = 0, jelikoz z f(z) je licha funkce na intervalu (—o00,00) a tedy z; ~ GED(v)
mé vSechny liché momenty nulové. Platnost vztahu var(z;) = 1 ovéfime nésle-
dovné

var(z) = E(%)* — [E (Zt)]2 =E (ZE)
/ I/eXp
- \2(1+1/v)

_ v 2 Lrzy
= 230 T (1)) O/Z P {_2 ()\) }dz'

Provedeme substituci

’1 wn—n

2
1 v—1
du = WVZ dz,
2)\Y 2 A
dz = 1du = (2u) du.
vzv— vu
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Dostaneme

v TP @A
var(z) = AQiF(l/V)O/[(QU) A} o d
2002 T sun u
:F(l/u)o/u € du
2002 T 5, 20 \2
= T0/0) O/U e “du F(1/1/)1“(3/1/)

Po dosazeni (4.2) mame

20 )2
var(z;) = WP(B/V) =

20270 D(1/v)

T/ ) =1

4.2 Specialni pripady
Volbou parametru v lze ukazat, kterd rozdéleni patii do rodiny GED. Pro
e v=2: 2z~ N(0,1)... normované normalni rozdéleni,

e v=1: z~1L (0,%) ... Laplaceovo rozdéleni,

e v=00: zm~R (—\/iﬁ) ... rovnomeérné rozdéleni.

4.2.1 Vypocty hustot
Polozme nejprve v = 2. Z mame

I SR N V) R D V.
A‘J2 mym_d2' =L

Dosazenim do (4.1)) ziskdvame

2exp -] _ 2o [-37] o[-
f(Z) - 2(1+1/2)1’*(1/2) - 2\/% = \/ﬁ )

coz odpovidd tomu, ze z; ~ N(0,1).

Pro v = 1 chceme ukazat, ze z; maji Laplaceovo rozdéleni. Ukazme si nejprve,
jak vypadd hustota tohoto rozdéleni. Andél (2011) uvadi

1 _
f(z):%exp[—‘zb'uq, —o<z<oo, R, b>0. (4.4)
Znacime z; ~ L(u,b) a plati
E(z) = n,

var(z;) = 2b%. (4:5)
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Z (4.2) médme pro v =1

e

Dosazenim A do . dostéavame

o[ Algial _ew[-42v2 1] _ewl-vaL
= 2 = 2 :

v 2 T() 7 7

Vidime, ze hustota rozdéleni GED pro volbu parametru v = 1 odpovida hustoté

Laplaceova rozdéleni 1' s parametry pu =0, b = \% Ze 1' vidime, Ze i zde

f(z) =

plati vztahy pro momenty (4.3)).

Podivejme se jesté, jak bude vypadat hustota pro volbu parametru v = oo. Pro
[-funkci zde budeme uvazovat nasledujici vyjadreni prevzaté z Rektorys| (2000)

1 1
zexp(cr) ' [, e n(l+ %)’
kde ¢ = 0.577215665 je Eulerova konstanta.

Limitu hustoty rozdéleni GED (4.1)) pro v — oo si mizeme pro zjednoduseni
rozlozit jako

[(z) = (4.6)

z

- } (4.7)

. 1. v ) 1 1
Jim f2) =5 Jim gy dm e Jim e [~

a pocitat postupné jednotlivé limity. Z (4.6]) dostavame
iy - 2o (- Fr e ()
im im |v-—exp(—)-|]e —
v=o D(1/y) v v P . vn

C © 1 1
= lim [exp( > . e vn (1 + >]
v—0o0 v n

n=1

~ 1. (4.8)

Déle z (4.2) a (4.6) mame

I'(3/v)
lim — =1
ul—{go /\27 ul—{go / B 17,% V%OO F(l/}/)
I'(3/v

N I (G0 Y ) NN IS ES NS PN
TR\ Bexp(¥) The (L) V311 V3
Konecné
! 11z _ 1 z
JYim exp | 5 | 7| | = Jim exp |5 N

I'(3/v)

R _; , <r<3/y>>s |Z|V] |

Ve L(1/v)
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Podle predeslych tprav je ziejmé

. I'3/v) 1
Vh_)nolo|z]4 T(1/y) ~ \z|% < 1 pro |z|] < V3.

V tom pripadé

s |- (1 F) ) | - s [ (H1) ] =0

Shrnutim (4.7)-(4.10) dostaneme

lim f

()= o

2) = ——=
5500 2\/§
coz je hustota rozdéleni R (—\/3,\/5) :

pro z € (—\/g,\/§) ,

(4.10)

Podivejme se nyni, jak budou jednotlivé hustoty vypadat. Na obrazku mu-
zeme vidét rychlost ptiblizeni hustoty rozdéleni GED(v) k hustoté R (—\/g,\/g)
pro rostouci v. Vsimnéme si, ze pro volbu v = 20 je hustota jiz velmi podobna

hustoté rovhomérného rozdéleni.

Hustota
0.2 0.3 0.4
| |

0.1

0.0
|

Zt

Obrazek 4.1: Hustota N(0,1).
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[Te)
g
<t
s I
§ o
(72}
=]
T [s2]
.
N
N
g —
o
S
T T T T T
-4 -2 0 2 4
Zt
Obrazek 4.2: Hustota L (0,\%).
[Te)
g N — v=5
— v=10
& - — v=20
o — V=©
Yo}
[
o
Q
2 o
2
r L |
o
o
o
Yo}
o 4
d j \
o
Q —
e T T T T T
-4 -2 0 2 4

Z

Obréazek 4.3: Hustota R (—\/§,\/§) s vyobrazenim hustot GED(v) pro
v = 5,10,20.
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4.2.2 Vypocty stredni absolutni hodnoty z

Déle se podivame, jak pro jednotlivd rozdéleni vypadaji E |z, které se vyu-
zivaji v rovnici modelu EGARCH (3.1]).

Nejprve pro z; ~ N(0,1) mdme

E |z] =

\8
('D
»

o]
—
|
w‘E

%)
——
oL
N

I
8\0
ﬂ —

@D

»

o]
,—fh~

. szexp{ }dz

Provedeme substituci v = 22/2, du = zdz

2 2 0o 2 2
E :—/ Udf = — |—e " — =y —. 4.11
‘Zt| \/27r0 c \/271'{ c }0 V2T ™ ( )
Pro z; ~ L (O,%) mame
p{—Vv?2|z] V2 T
E |l = [ I v =2 [ felexp {~Val=l} dz
—00 % —0o0
2 (o)
:2é—/zexp{—\/§z} dz
0
Provedeme substituci u = v/2z, dz = Ldu
1 1 V2
= —du = Ydy = —=I'(2 _— = 4.12
E |z = \/_/ du \/_/ue du \/5() N (4.12)
Pro z; ~ R (—\/g,\/g)
LR EEE BRI
z| = 2de = — | — — (=) ==—. )
t 32\/— 2\/§0 \/g 2 0 3\2 2

Obecné pro z; ~ GED(v) je

E [z1] = / i ul

2P 7 vewe |-G
ARy )

3l
2
T

1
)\2<1+1/V / ZeXp[ 2 <> ]dz'

0
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Provedeme substituci

1 v
u=g <i) , 2= (QU)%/\,
1 v—1
du = X vz" 'dz,
2\ 2u)7 A
d:= 2 qu= B Ay,
vzv" vy
Dostaneme
E |z = / % v) Ae‘“du
A2 T( 1/ J vu
2002 T A27
v /u?’le’“du =——TI(2/v)
)\QVVF (1/v) 4 I'(1/v)
Po dosazeni (4.2) méame
! . (4.14)

ot (D) TR )
Bl =2 r ) Ty — ) L(1/v)l(3/v)

Nyni z (4.14)) ovérime E |z;| pro specidlni volby parametru v

Pro v = 2:
1 (1) 1
E |z =T(1) = ==
=T JT(/2T3/2)  T(1/2)iT(1/2) /3

coz odpovidé (4.11)).
1 V2
2

Prov =1:
1 1 B

Y

—_

2
™

coz odpovida (4.12).
Pro v = oo s vyuzitim (4.6)):

)3 7H0016 vn (1+ )

1 € 77100 _1
. [(2/v) . \/ve”nn=1e (145
lim = lim = 5 5
NN 2V e (14 2)
V3
-2,

coz odpovida (4.13).
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5. Numericka studie

V této kapitole se budeme vénovat ¢iselnym vypoctim, simulacim ¢asovych
rad v konkrétné specifikovanych modelech a aplikaci modelt na realna data.
Vsechny vystupy ze softwaru R (R Core Team, 2023), které v této kapitole zmi-
nujeme, jsou v elektronické priloze [A.T]

5.1 Momenty a korelace

V prvni podkapitole se zamérime na numerické vypocty momenti a kore-
laci ndhodnych veli¢in €7 v procesech GARCH(1,1) a EGARCH(1,1) pfi rizné
zvolenych hodnotach parametrii.

5.1.1 GARCH(1,1)

Nejprve si ukédzeme jak budou vypadat sudé momenty veli¢in €; a autokorelace
veli¢in €2 v procesu GARCH(1,1) pro konkrétni volby parametrii o; a 3;. Uva-
zujme stale z; ~ N(0,1) a w = 1. Jako prvni volbu polozme a; = 0.1 a 5; = 0.8.
Podle (2.17)) z véty [2.2] ovéfime podminku existence ¢tvrtého momentu ndhodnych
velicin g;. Dosazenim do mame

1(0.1,0.8,2) =0.8°+2-0.1-0.8+3-0.1>=0.83 < 1,

tedy nutna a postacuji podminka pro existenci ¢tvrtého momentu nahodnych
veli¢in €, je splnéna, coz nam zaruci i existenci druhého momentu.
S vyuzitim (2.22)) a (2.23) muzeme druhy a ¢tvrty moment ndhodné veli¢iny

¢ spocitat

1
E 2 — w = :1 °
(€t> 1_/81_a1 1—-08~-0.1 0
2(14 B+ ap)
E(c)) =3 i
) = 3 B = a1 = 302 = 20051 — )
. (1+0.8+0.1)
~7(1-0.8-0.1)(1—0.83)
— 335.29.

Déale mame

E(sf) _ 33529

Ry(e) = ) T 3.35.

Z ([2.36) spocitdme jesté autokorelaci ndhodnych velicin €7 a e},

o (1-08(0.140.8)) 0.1
- —0.14.
P1 1-08—-2-01-08
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Autokorelace

0.05
|

1T 1T 1T T T T 1T T 1T 1T 1T 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

k

0.00

Obréazek 5.1: Autokorelacni funkce veli¢in €2 v modelu GARCH(1,1) s parametry
w:17a120.1a61:0.8.

V obrazku vidime autokorelace procesu {e?} do zpozdéni k = 20, které

byly napocitany podle (2.36) a ([2.35)). S rostoucim k se hodnoty autokorelaci
zmensuji, coz vyplyva z (2.35)).

Zvolme nyni oy = 0.4 a 51 = 0.5. Nejprve opét podle (2.17)) ovérime postacujici
podminku existence ¢tvrtého momentu veli¢in €; dosazenim do ([2.21])
11(0.4,0.5,2) =052 +2-0.4-05+3-04% = 1.13 > 1,

tedy (2.17)) neni splnéno a jelikoZ se jednd o nutnou podminku, tak veliciny &,
nemaji ¢tvrty moment. Pokud bychom jej pocitali podle (2.23), dostaneme

w?(1+ B+ o)

4y _
E(e;) = A= B —an)(1— 307 — 2015 — 59
., (1+05+04)
T 7(1-05-04)(1 —1.13)
— —438,46.

Obdrzeli jsme zaporné ¢islo, coz je v rozporu s vlastnostmi sudych momenti.
Zkusme ovérit alespon existenci druhého momentu dosazenim do ([2.20))

£0(0.4,0.5,1) = 0.5+ 0.4 = 0.9 < 1.
Podminku mame splnénou, druhy moment existuje a podle (2.22)) je roven

w 1

1—61—041 1-04-0.5

E(ef)
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Pro volbu oy = 0.8 a 51 = 0.1 dostavame z
1(0.8,0.1,2) = 0.1 +2-0.8-0.1 +3-0.8* = 2.09 > 1,
tedy podminka existence ¢tvrtého momentu je opét porusena. Podle
1(0.8,0.1,1) =0.1+0.8=09 < 1.

Druhy moment existuje a je roven

1—-fBi—a; 1-08-0.1

E (¢}) 10.

Jelikoz posledni dvé volby parametri nesplnovaly podminku existence ¢tvr-
tych momentt, zkusme nyni zvolit parametry blize prvni volbé, pro kterou pod-
minka splnéna byla. Napriklad a; = 0.2 a 5, = 0.7.

11(0.2,0.7,2) =0.72 +2-0.2-0.7+3-0.2> = 0.89 < 1.

Vidime, ze pro tuto volbu je podminka splnéna, a podivame se tedy, jak budou
vypadat momenty ndhodné veli¢iny &;.

1
E(e2) = d — — 10.
(&) =15, —a, " T-07 02

w?(1+ P14+ o)

E(e}) =3
(er) (1— 031 —a1)(1—3a3 — 2016, — )
_ (14+0.7+0.2)
1= 0.7—0.2)(1 — 0.89)
= 518.18.
Déle
E(e4)  518.18
eale) = £ _ —5.18

[E(eD))? 102
a autokorela¢ni funkce veli¢in 7 a £7_; je podle ([2.36)

o (1-07(0240.7) 0.1
- —0.32,
P1 1-072-2-02-07
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Autokorelace
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35

1T 1T 1T T T T 1T T 1T 1T 1T 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

k

Obréazek 5.2: Autokorelacni funkce veli¢in €2 v modelu GARCH(1,1) s parametry
w=1,oz1:O.2a61:0.7.
Zkusme nyni polozit a; = 0.3 a 5, = 0.6.

1£(0.3,0.6,2) = 0.6 +2-0.3-0.6 +3-0.3° =0.99 < 1.

I zde je podminka existence ¢tvrtého momentu splnéna, avsak uz mame hodnotu
velmi blizkou 1, coz odpovidéa faktu, ze pro ay = 0.4 a $; = 0.5 podminka jiz

splnéna neni. Z (2.22)) a (2.23)) dostavame

w 1

E(2) — — = 10.
(Et) 1—51—041 1-0.6-0.3 0
(1461 + o)
E(ehH =3 W
) = B a1 =302 2018 — &)
5 (140.6+0.3)
" 7(1-0.6—0.3)(1 - 0.99)
— 5700.
Déle
E (4 5700
ale) = g = S =T

[E(eD))? 102

@ (1-06(0.3+06)-0.3

_ 0.49.
P1 1-062—-2-03-06
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0.3 0.4 0.5

Autokorelace

0.2

0.1

0.0

r—1T T 1T T T T T 1T 1T T 1T 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

k

Obréazek 5.3: Autokorelacni funkce veli¢in €2 v modelu GARCH(1,1) s parametry
w=1,a1:O.3a61:0.6.

Rychlost poklesu autokorelaci v obrazcich [5.2] a [5.3] je stejné jako v obrazku
ddna nasobenim faktorem oy + $; = 0.9, jak vyplyva z ([2.35).

Pro lepsi prehlednost si zobrazime vyse napocitané vysledky v tabulce.

Qi Bi E(ef)  E(g))  rale) pl?

0.1 0.8 10 335 3.35 0.14
0.2 0.7 10 518 5.18 0.32
0.3 06 10 5700  57.00 0.49

Tabulka 5.1: Vysledky vypocti pro GARCH(1,1), 2z, ~ N(0,1), w = 1.

Vidime, ze s rustem parametru oy a poklesem parametru [, pri zachovani
konstantniho souctu oy + (1, a tedy dle konstantni E (¢2), se zv&tSuje Spi-
¢atost ndhodnych velic¢in &; a autokorelace dvojic €2, €2 ;. Pro a; = 0.4, 5, = 0.5
jiz €; nemaji ¢tvrty moment.

5.1.2 EGARCH(1,1)

Podivejme se nyni, jak budou vypadat sudé momenty velic¢in ¢; a autokorelace
veli¢in £ v procesu EGARCH(1,1) pro konkrétni volby parametri.

Stéle uvazujme z; ~ N(0,1) a volme w =0, ¢ = 1 a ¢» = 0. Z rovnice (3.4)
dostaneme

In(o?) = B In(o7 ;) + 21
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Ovérme z véty zda pro volbu m = 2 ¢tvrty moment ndhodnych veli¢in e,
existuje. Vsimnéme si, ze E [exp{22}] je momentova vytvorujici funkce ndhodné
veli¢iny z v bodé t = 2. Zaroven vime, ze z ~ N(0,1), a momentova vytvorujic
funkce je tedy tvaru Mz(t) = exp [t?/2]. Pro t = 2 dostdvdme

My(2) = E[exp{2z}] = €* < oo.

Druhé ¢dst podminky vyZzaduje E |z|* < oo, coZ je splnéno diky predpokladu
z ~ N(0,1). Tedy obé ¢asti podminky existence ¢tvrtého momentu jsou splnény.
Povsimnéme si, ze podminky nezavisi na volbé parametru Sy, tedy momenty bu-
dou existovat pro libovolnou volbu tohoto parametru.

PoloZzme nejprve 3, = 0.8. Z dusledku si ukdZeme, jak budou pro tuto
volbu momenty vypadat.

Prom =1:
2 1 -1 1 —1
_ 2y 4 L a2 _ Ly a2
,uQ_E(at)—ﬁF(EB/Q)eXp{Q(l 0.8) }—exp{Q(l 0.8) }
= 4.01.
Prom = 2:

na=E(e) = \;t—TF(5/2) exp{;4 (1- 0.82)1} — 3exp {2 (1- 0.82)1}
— 776.01.

7 dusledku spocitame, jak bude vypadat Spic¢atost procesu {e;}.

k4(€) = Ry(z) exp {(1 - 0.82)1} = 3exp {(1 - 0.82)1} = 48.25.

7 disledku dokazeme zapsat, jak bude vypadat autokorelacni funkce veli-
¢in 2 pro k=1.
(1+0.8)exp {08 (1-08)7"} -1 2exp{08(1-08)7"} -1
exp{(1-082)7"'} —1 ~ Bexp{(1-08)7'} -1

2
o =

= 0.37.
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Autokorelace
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Obréazek 5.4: Autokorelaéni funkce veli¢in € v modelu EGARCH(1,1) s parametry
w=0,0=0,¢=1ap =08

Na obrazku vidime, ze hodnoty autokorelaci se velmi rychle zmensuji
a pro zpozdéni k = 10 a vyssi jsou témeér nulové.

Pro volbu 8, = 0.5 obdobné dostaneme
fis = E (62) = exp 1(1—052)_1 =1.95
2 t 9 . .J9I.
4 2\ !
s =E(e}) = 3exp {2 (1-05?) } — 43.18.

ka(€) = 3exp {(1 - 0.52)1} — 11.38.

C2exp{05(1-05) 7} —1

(2)
= = 0.28.
3 exp {(1 - 0.52)—1} 1

P1
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Autokorelace
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Obréazek 5.5: Autokorelaéni funkce veli¢in € v modelu EGARCH(1,1) s parametry
w=0,0=0,¢=1ap =05

Pro volbu 7 = 0.1 dostaneme
j1y = E(¢2) = exp 1(1—012)’1 — 1.66
2 t 9 . . .
4 2\ !
s = E (e} = 3exp {2 (1-0.1?) } = 22.62.

ka(€) = 3exp {(1 - 0.12)_1} — 8.24.

o _ 2D {o1(1-013)7"} -1
Bexp{(1-0.12)7"} —1
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Obréazek 5.6: Autokorelaéni funkce veli¢in € v modelu EGARCH(1,1) s parametry
w=0,v=0,¢=1a =0.1.

Kdyz porovname obrazky , a , vidime, Ze autokorelace velic¢in &?
v procesu EGARCH(1,1) nabyvaji niz$ich hodnot pro mensi parametr £;. Cim
mensi [y, tim rychleji hodnoty autokorelaci také klesaji. Jak mtizeme vidét na ob-
razku [5.6] hodnoty autokorelaci pro 8; = 0.1 jsou pro k > 2 takika nulové.
Spicatost veli¢in &, s klesajicim 3; klesa.

5.2 Simulace procest

V této podkapitole si pomoci statistického softwaru R (R Core Team, 2023)
ukazeme simulace fad délky 100 z procesu GARCH(1,1) a procesu EGARCH(1,1).
Uvazujeme procesy s nulovou stiedni hodnotou, a tedy podle generujeme
fady y; = ;. Budeme zkouset volit rizné hodnoty parametrii a rozdéleni veli-
¢in z; a zkoumat, jaky maji na priabéh rady vliv. Pro kazdou nasimulovanou radu
budeme také modelovat jeji volatilitu o2. VyuZijeme k tomu funkce ugarchspec
a ugarchpath z balicku rugarch v prostredi R. Je dilezité zde mit na paméti,
ze hodnoty zkoumanych casovych fad jsou nahodné, tedy pokud bychom jakou-
koli z téchto rad vygenerovali opakované, obdrzeli bychom jiny vysledek. Obrazky
nize jsou tedy pouze ilustraci, jak mohou dané rady vypadat.

Nejprve se zaméirme na proces GARCH(1,1). Zde ukézeme, jak budou vypadat

vybrané casové fady y; a jejich volatility o? pro parametry, které jsme uvadéli
v kapitole [5.1] a které splnovaly podminku existence ¢tvrtych momentu.
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Obrézek 5.7: Simulace fady a volatilita modelu GARCH(1,1) s parametry w = 1,
a1 = 0.1a 61 = 08, Zt ™~ N(O,l)
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Obréazek 5.8: Simulace fady a volatilita modelu GARCH(1,1) s parametry w = 1,
ar=03a 8 =06,z ~ N(0,1).

Déle si ukdzeme casové fady a jejich volatility z procesu EGARCH(1,1). Nej-
prve se zaméfime na proces EGARCH(1,1) s pevnymi parametry w, ¢ a 1,
kde z; ~ N(0,1) a budeme zkoumat jaky ma vliv parametr /3.

Podivame-li se na rozsah hodnot v obrézcich a [5.11, mizeme si
vSimnout, Ze pro vyss{ hodnotu f; se jak fada y;, tak jeji volatilita o? chovaji
stabilnéji, nez pro nizsi hodnotu. Ve vSech trech obréazcich se vétsina hodnot
simulované tady y; nachdzi v intervalu (—2;2). Pro 5 = 0.1 je vice hodnot
mimo tento interval nez pro S; = 0.8, ale rozpéti hodnot vy, ... ,y100 je mensi nez
pro 1 = 0.8. Volatilita o7 se vétsinou hodnot nachdzi v intervalu (0;5). Opét
pro 51 = 0.1 ve srovnéani s 1 = 0.8 vykazuje vice hodnot mimo (0;5), ale mensi

rozpéti.
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Obrézek 5.9: Simulace fady a volatilita modelu EGARCH(1,1) s parametry w = 0,
p=1,v=0ap =08, z ~ N(0,1).

Obrézek 5.10: Simulace fady a volatilita modelu EGARCH(1,1) s parametry
w=0,¢=1,1v=0a/pf =0.5 2~ N(0,1).
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Obrézek 5.11: Simulace fady a volatilita modelu EGARCH(1,1) s parametry
w=0,¢=11v=0ap =0.1, 2z~ N(0,1).
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Nyni zvolime pevné i 8; a zamérime se na to, jak fadu a jeji volatilitu ovliviuje
rozdéleni ndhodné veli¢iny z,. MiiZeme to zkoumat na obrazcich [5.10] [5.12|a[5.13]
Pripomenme, ze normované normalni rozdéleni je GED rozdéleni s parametrem 2
a L (O,%) je GED rozdéleni s parametrem 1. Zkoumame tedy vliv parametru
GED rozdéleni. Z obrazkt muzeme vidét, ze pro GED rozdéleni s vyssim pa-
rametrem hodnoty volatility dosahuji castéji vyssich hodnot. Tedy u Laplaceova
rozdéleni (GED(1)) kolisaji smérem nahoru z pozorovanych grafi nejméné, u nor-
malniho rozdéleni (GED(2)) o néco vice, a u rozdéleni GED(10) jiz znatelné vice
nez u predchozich rozdéleni. Na chovani fady y; nemd parametr rozdéleni GED
vyrazny vliv.

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

Obrazek 5.12: Simulace fady a volatilita modelu EGARCH(1,1) s parametry
w=0,¢=1,9=0a B =0.5, thL(07L).

2
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Obréazek 5.13: Simulace fady a volatilita modelu EGARCH(1,1) s parametry
w=0,¢=1,¢v=0ap =0.5 2 ~GED(10).

Na zavér se podivame, jaky vliv maji na fadu y; a jeji volatilitu o? parametry
¢ a 1. Budeme tedy nyni uvazovat pevné 3; a z; ~ N(0,1). Vygenerované rady
mizeme vidét na obrazcich [5.10] [5.14] a[5.15] Doposud jsme u vSech obrazka uva-
zovali bud ¢ nebo 1 nulové. V obrazku [5.15| jsme vSak zvolili oba tyto parametry
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nenulové a hned na prvni pohled je vidét extrémni vykyv volatility. Na ostatnich
obrazcich se volatilita pohybovala v rozmezi jednotek, zde se dostavame v ojedi-
nélych extrémech do stovek. Tomu odpovidaji i vyrazné vétsi extrémy v radé y;
v obrazku [5.15

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

Obrazek 5.14: Simulace fady a volatilita modelu EGARCH(1,1) s parametry
w=0,6=0¢=1ap =05,z ~ N(0,1).
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Obrazek 5.15: Simulace fady a volatilita modelu EGARCH(1,1) s parametry
w=0,¢=1,0=1ap =05,z ~ N(0,1).

5.3 Presnost odhadt parametri

Déle se podivime na odhady parametri procesu GARCH(1,1) a procesu
EGARCH(1,1) a na to, jak jsou tyto odhady presné ve srovnani s nami volenymi
parametry. V tabulkéach mizeme vidét odhady parametru, které jsme zis-
kali v softwaru R (R Core Team, 2023) pomoci funkce ugarchfit. Funkci jsme
aplikovali na simulované fady, z kapitoly [5.2] a to konkrétné na rady y; z obrézku

, , , a[5.11l Opét tedy uvazujeme pouze z; ~ N(0,1).
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Podivejme se nejprve na odhady parametriu procesi GARCH(1,1). Ty muzeme
vidét v tabulkach[5.2]a 5.3 Pfiblizeni odhadu ke skuteénym hodnotdm parametru
je zde uspokojivé.

w a7 51
Skuteénd hodnota 1.0000 0.1000 0.8000
Odhad 0.9233 0.1224 0.7872

Tabulka 5.2: Porovnani odhadt parametr s jejich skute¢nymi hodnotami
v procesu GARCH(1,1).

w ay B
Skutecénd hodnota 1.0000 0.3000 0.6000
Odhad 1.1578 0.3463 0.5394

Tabulka 5.3: Porovnani odhadt parametri s jejich skute¢nymi hodnotami
v procesu GARCH(1,1).

Nyni prozkoumame odhady parametri u procest EGARCH(1,1) uvedené v ta-
bulkéch 5.4} [5.5]a[5.6] V tabulce 5.5 muzeme vidét velmi pfesny odhad parametru
w, také odhad ¢ zde vychazi nejlépe. Naopak parametr ¢ je zde vychyleny o 0.2,
zatimco v tabulce |5.4] je odhad tohoto parametru vychylen pouze o 0.06.

w S ¢ P
Skute¢na hodnota 0.0000 0.8000 1.0000 0.0000
Odhad —0.0500 0.7395 0.9425 —0.1838

Tabulka 5.4: Porovnani odhadt parametr s jejich skute¢nymi hodnotami
v procesu EGARCH(1,1).

w B o) (0
Skute¢na hodnota 0.0000 0.5000 1.0000 0.0000
Odhad 0.0026 0.4554 1.2064 —0.1507

Tabulka 5.5: Porovnani odhadt parametri s jejich skute¢nymi hodnotami
v procesu EGARCH(1,1).

w A ¢ (G
Skutecna hodnota  0.0000 0.1000 1.0000  0.0000
Odhad —0.0339 0.0303 0.8440 —0.4286

Tabulka 5.6: Porovnani odhadt parametri s jejich skute¢nymi hodnotami
v procesu EGARCH(1,1).

Hodnoty odhadu zaviseji na konkrétni simulaci ¢asové rady. Abychom do-
kazali presnost odhadii 1épe posoudit, budeme generovat pro kazdy model 100
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rad, v kazdé tadé spocitame odhady parametri, které néasledné zprimeérujeme
a spocitame jejich vybérové smérodatné vybérové odchylky.

w aq I3
Skutec¢nd hodnota 1.0000 0.1000 0.8000
Prumeér odhadu 0.6125 0.0582 0.8854

Smeérodatna odchylka 1.1876 0.0936 0.1937

Tabulka 5.7: Porovnani odhadii napocitanych ze simulaci 100 fad z procesu
GARCH(1,1) s jejich skutecnymi hodnotami a smérodatné odchylky odhadi.

w aq I3
Skute¢nd hodnota 1.0000 0.3000 0.6000
Prumér odhadu 1.0723 0.2519 0.6346

Smeérodatna odchylka 1.0138 0.1687 0.2453

Tabulka 5.8: Porovnani odhaditi napocitanych ze simulaci 100 fad z procesu
GARCH(1,1) s jejich skutecnymi hodnotami a smérodatné odchylky odhadi.

V tabulkach a muzeme vidét vysledky, které jsme obdrzeli po zprimé-
rovani odhadt ze 100 simulaci v modelu GARCH(1,1). V tabulce si mizZeme
vsimnout, ze prumeéry odhadu jiz nejsou tak presné jako odhad z jedné rady v ta-
bulce Obzvlast u parametru w dostavame nepresny odhad. Naopak v tabulce
vidime, ze odhady napocitané ze 100 simulaci jsou pro tuto volbu parametri
srovnatelné kvalitni (ay) ¢i presnéjsi (w, 1) néz v tabulce Vychyleni priameé-
rovanych odhadii parametri a; a (7 nepresahuje v obou modelech hodnotu 0.1.

Stejnym zpisobem se nyni podivejme i na presnost odhadia v EGARCH(1,1)
modelu.

w i) ¢ Y
Skuteénd hodnota 0.0000 0.8000 1.0000 0.0000
Prumér odhadu —0.0115 0.7830 1.0565 —0.0560

Smeérodatnd odchylka 0.0428 0.0458 0.1672 0.1778

Tabulka 5.9: Porovnani odhadti napocitanych ze simulaci 100 fad z procesu
EGARCH(1,1) s jejich skuteénymi hodnotami a smérodatné odchylky odhad.

w I3 ¢ Y
Skuteénd hodnota 0.0000 0.5000 1.0000 0.0000
Prumér odhadu —0.0317 0.5149 0.9950 —0.1276

Smeérodatnd odchylka 0.0719 0.1118 0.1956 0.2660

Tabulka 5.10: Porovnani odhad@ napocitanych ze simulaci 100 fad z procesu
EGARCH(1,1) s jejich skuteénymi hodnotami smérodatné odchylky odhadi.
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W B ¢ Y
Skutec¢nd hodnota 0.0000 0.1000 1.0000  0.0000
Primér odhadu 0.0054 0.2098 0.9463 —0.0821
Smeérodatna odchylka 0.3425 0.2679 0.3019 0.5184

Tabulka 5.11: Porovnani odhad@ napocitanych ze simulaci 100 fad z procesu
EGARCH(1,1) s jejich skuteénymi hodnotami a smérodatné odchylky odhadi.

Nejpresnéjsi prumérné odhady parametrt f; a ¢ muzeme vidét v tabulce[5.10]
Pro tento model ale dostavame méné presny priumérny odhad pro parametr ).
Porovnanim tabulek [5.9] a zjistime, Ze nejpiesnéjsi prumérny odhad
pro parametr ¢ mame v tabulce , tedy v modelu EGARCH(1,1) s volbou
parametru f; = 0.8. V tomto modelu mame také nejmensi smérodatné odchylky
u vsech odhadii. Naopak nejméné presné odhady a zaroven i nejvyssi smérodatné
odchylky mtzeme vidét v tabulce [5.11

5.4 Aplikace na realna data

V této kapitole se budeme vénovat aplikaci modeli GARCH(1,1)
a EGARCH(1,1) na konkrétni finan¢ni data. Budeme uvazovat ceny akcii spolec-
nosti Apple od 16.7.2023 100 obchodnich dni dozadu. Jak vidime v obrazku [5.16
fada neni stacionarni, proto prejdeme k logaritmickym vynosim. Mame tedy

Yy = In(FP;) — In(P,_q),

kde P, je cena akcie spolecnosti Apple v case t.
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Obrazek 5.16: Cena P, v Case t.
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Obrazek 5.17: Logaritmické vymosy y; v Case t.

V obrazku lze vidét jiz stacionarni fadu logaritmickych vynosu ;.

S vyuzitim statistického softwaru R (R Core Team, 2023) se muzeme podivat
na nékteré vlastnosti dat 1, coz ndm umozni spravné specifikovat model, ktery
budeme na data aplikovat.

Minimum | —0.0202
1. kvartil | —0.0042
Medidn 0.0008
Prameér 0.0010
3. kvartil 0.0068
Maximum 0.0194

Tabulka 5.12: Popisné charakteristiky dat y; ziskané pomoci funkce summary.

Sikmost | 4.3027
Spicatost | 0.7289

Tabulka 5.13: Sikmost a Spicatost dat 1y, ziskané pomoci funkci kurtosis
a skewness z balicku moments.
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Obrazek 5.18: Histogram dat ;.

Z hodnoty spicatosti, ktera je vétsi nez 3, jak vidime v tabulce [5.13] a his-
togramu v obrazku [5.18, miizeme usoudit, ze data nepochazeji z normalniho
rozdéleni. To potvrdil i Shapiro-Wilkuv test, provedeny v softwaru R (R Core
Team, 2023), s p-hodnotou 0.01. Zaroven v tabulce vidime, ze jak prumér,
tak median dat y; jsou velmi blizké hodnoté 0. Budeme tedy uvazovat modely
GARCH(1,1) a EGARCH(1,1) s nulovou stfedni hodnotou, kde z; ~ GED(v).

Pomoci funkce ugarchfit v softwaru R (R Core Team, 2023)) odhadneme para-
metry obou modeli a zaroven u kazdého modelu zvlast i parametr v. Dostaneme
nasledujici odhady

w aq b1 ] (o v
GARCH(l,l) 0.00000 0.00003 0.99574 — — 1.46992
EGARCH(I,I) —0.34901 — 0.95682 —0.28454 —0.26671 2.03018

Tabulka 5.14: Odhady parametri modela GARCH(1,1) a EGARCH(1,1) apli-
kovanych na logaritmické vynosy akcii spolecnosti Apple ziskané pomoci funkce
ugarchfit.

Dle (2.16) a tabulky dostaneme rovnici GARCH(1,1) modelu
o7 = 0.00003¢7_, + 0.9957407_,

kde z ~ GED(1.47).
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Pro EGARCH(1,1) mame dle tabulky a (3.4
In(0?) = —0.34901 + 0.95682 In(0? ;) — 0.284542, 1 — 0.26671(|z_1| — E |2:_1]),
kde z; ~ GED(2.03).

V softwaru R (R Core Team, 2023) také dokazeme zjistit hodnoty Akai-
keho informacniho kritéria AIC a porovnat pomoci nich zkoumané modely. Mo-
del EGARCH(1,1) ma mensi hodnotu AIC (—6.1224) nez model GARCH(1,1)
(—5.9699), coz nasvédcuje tomu, Ze bychom spise preferovali EGARCH(1,1), ne-
bot nizsi hodnota AIC znamena kvalitnéjsi model pro dana data (viz napft. Cipra,
(2008)). Preference modelu EGARCH je potvrzena i tim, ze odhadnuty model
GARCH témér nesplnuje podminku stacionarity aq + f; < 1.

Na zavér se podivejme, jak by fady volatilit oZ, respektive In(c?), logaritmic-
kych vynosti generované z téchto modeli vypadaly.
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Obrézek 5.19: Rada generovand z modelu GARCH(1,1) s odhadnutymi parametry
z tabulky pomoci funkce ugarchsim.
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Obrézek 5.20: Rada generovana z modelu EGARCH(1,1) s odhadnutymi para-
metry z tabulky pomoci funkce ugarchsim.
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Z.aver

V této bakalarské praci jsme se vénovali modelovani volatility pomoci dvou
klicovych modeli - GARCH a EGARCH. Oba modely jsme podrobné popsali
v teoretické c¢asti prace. V ucelené formé a sjednoceném znaceni z citovanych
zdrojii jsme uvedli jejich rovnice, podminky stacionarity a zkoumali jeji korelacni
strukturu a existenci nepodminénych modeli. Podrobné odvozeni byla provedena
zejména pro modely GARCH(1,1) a EGARCH(1,1). V préci také predstavujeme
rodinu rozdéleni GED, kterou se Tidi standardizovana rezidua. Oproti studované
literature zde navic uvadime vypocty hustot pro jednotlivé volby parametri GED
rozdéleni, ¢cimz dokazujeme, Ze normalni, Laplaceovo a rovnomérné rozdéleni jsou
specialnimi pripady GED rozdéleni. Dale jsme také pro jednotliva rozdéleni pro-
vedli vypocty stfedni absolutni hodnoty standardizovanych rezidui, které jsou
zapottebi pri modelovani pomoci modelu EGARCH.

V praktické ¢asti jsme vyuzili znalosti ziskané v teoretické ¢asti a podivali se
na to, jak vypadaji momenty a korelacni struktura pro modely s rtizné zvolenymi
parametry. Ukazali jsme, pro jaké volby parametri momenty existuji a pro jaké
jiz nikoli. To jak parametry modeli ovliviuji volatilitu, jsme si nazorné predvedli
na simulacich vygenerovanych pomoci softwaru R. Zabyvali jsme se také odha-
dovanim parametri modeli a jejich presnosti. Vysledky jsme prehledné ukazali
v jednotlivych tabulkach. Na zaveér jsme ziskané védomosti uplatnili na modelo-
vani logaritmickych vynost akcii spolecnosti Apple.

Tato prace prispiva k lepsimu porozuméni modelovani volatility, coz je klicovy
prvek pro uspésné investovani a rizeni portfolii.
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A. Prilohy

A.1 Prvni priloha

Elektronicka priloha obsahuje kdd ze softwaru R, ktery jsme vytvorili pii zpra-
covani praktické casti.

54



	Úvod
	Základní pojmy
	Stacionarita
	Autokovarianční a autokorelační funkce
	Základní modely

	Zavedení modelu GARCH
	Model ARCH
	ARCH(q)

	Model GARCH(p,q)
	GARCH(1,1)
	Existence nepodmíněných momentů
	Korelační struktura


	Zavedení modelu EGARCH
	Model EGARCH(p,q)
	EGARCH(1,1)
	Existence nepodmíněných momentů
	Korelační struktura


	Pravděpodobnostní rozdělení
	Rozdělení GED
	Speciální případy
	Výpočty hustot
	Výpočty střední absolutní hodnoty z


	Numerická studie
	Momenty a korelace
	GARCH(1,1)
	EGARCH(1,1)

	Simulace procesů
	Přesnost odhadů parametrů
	Aplikace na reálná data

	Závěr
	Seznam použité literatury
	Seznam obrázků
	Seznam tabulek
	Přílohy
	První příloha


