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v soucasnosti pozorujeme pouze udalosti, které jiz byly nahlaseny pojistovnam.
Vzniky a hlaseni udalosti budeme reprezentovat dvourozmérnym nehomogennim
Poissonovym procesem. Intenzita procesu vzniki je odvozena pomoci Kingma-
nova Displacement theorem, ktery ji pocita konvoluci intenzity procesu hlaseni a
hustoty prodleni mezi vznikem a nahldasenim. Odhady parametrickych funkei in-
tenzity hlaseni a hustoty jsou odhadnuty pomoci metody maximalni vérohodnosti.
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The intensity of occurrences is derived from Kingman’s Displacement theorem and
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Uvod

Pojistovna je financéni instituce, ktera na zakladé pojistné smlouvy financéné
kryje budouci pojisténa rizika pojisténého subjektu. Budouci pojisténa rizika po-
jisténého subjektu jsou zaroven i rizikem pro pojistovny. Spravna stochasticka
predikce pojistnych udélosti je pro pojistovny klicova, aby mohla dostat svym
budoucim zavazkiim vici pojisténci.

V této praci predkladame matematickou teorii spojenou s predikei pojistnych
udalosti, kterda bere v potaz vSechna data pro pojistovny dostupna. Soucasné
modely pouzivané v pojistovnach se zabyvaji pouze agregovanymi daty za delsi
casové obdobi. Nas pristup vnima posloupnost vznikt pojistnych udalosti jako
stochasticky proces a umoznuje nam vystavét teorii pro predikci predpoklada-
ného poctu budoucich pojistnych udalosti, kterd vychazi z jednotlivy ¢astu vzniku
pojistnych udalosti.

Problematika vytvoreni takovéto predikce tkvi v charakteru dat. Data o vznik-
Iych udélostech, které mame v soucasnosti k dispozici, jsou useknuta. Dnes vime
pouze o udélostech, které jiz byli nahlaseny pojistovnam. Nezaznamenavame uda-
losti, které jiz vznikly, ale k dnesnimu datu stéle nebyli pojistovnam nahlaseny.
Tato charakteristika dat se nazyva useknuti a motivuje nas k zavedeni Kigmanova
Displacement theorem (Kingman) 1993)), ktery v této praci nazyvame vétou o po-
sunuti. Predpokladejme, ze mame k dispozici dva procesy, které jsou vzajemné
provazany. Véta o posunuti rika, Ze intenzitu jednoho procesu mizeme odvodit z
intenzity druhého procesu a z jejich vzajemného vztahu.

V praktické casti této prace tuto vétu pouzijeme k urceni intenzity procesu
vzniku pojistnych udélosti. P1i jeji aplikaci budeme uvazovat intenzitu neuseknu-
tého procesu hlaseni a hustotu ¢asu mezi vznikem udalosti a jejim nahldsenim.



1. Citaci a Poissontiv proces

V této kapitole se zabyvame ¢itacimi procesy v jejich jednorozmeérné i dvojroz-
mérné formé. Mezi nejpouzivanéjsi ¢itaci procesy patii Poissonuv proces. Zave-
deme homogenniho a nehomogenni Poissontiv proces a popiseme vlastnosti obou
variant. Dale predstavime pojem useknutého procesu a naznac¢ime jeho vyuziti v
praktické casti.

1.1 Citaci proces

Primarnim zdrojem pro tuto i nasledujici podkapitoly je monografie od Rosse
(Ross, [1996), dale jsme cerpali z praci [Tijms| (2003) a |Andersen a kol.| (1992).
Nejprve pripomenme pojem nahodného procesu.

Definice 1 (Nahodny proces).
Ndhodngm procesem {X (t), t € T} rozumime soubor ndahodngch velicin.

Proménou ¢ budeme pro tcely této bakalarské prace chapat jako ¢as. Pokud
je mnozina T spocetna, pak se jedna o proces s diskrétnim c¢asem neboli ¢asovou
radu. V opaéném piipadé nazyvame soubor nahodnych velicin {X(t), ¢t € T}
pouze procesem nebo procesem se spojitym casem. V této praci se budeme zaby-
vat pouze procesy spojitého typu.

Citaci proces je nahodny proces, kde kazdému kladnému ¢ pfifadime ndhodnou
veli¢inu s urc¢itymi vlastnostmi.

Definice 2 (Citaci proces).
Ndhodny proces {N(t), t > 0} nazyvame citaci proces, pokud spliuje ndsledugjici
predpoklady:

(i) N(t) >0, N(0) =0,
(i) N(t) € N,
(7ii) pokud t, < to, pak N(t1) < N(t2).

Néhodna veli¢ina N(t) udava celkovy pocet udalosti, které nastaly do ¢asu t.
Néhodna veli¢ina N (ty) — N (t1) vyjadiuje pocet udalosti, které nastaly v ¢asovém
intervalu (1, to).

Nyni zavedeme nékolik pojmu: nezavislé prirustky, stacionarni prirastky a cas
vyskytu.

«+ Rikdme, Ze proces mé nezavislé piirtistky, pokud je pocet udalosti, které se
odehraly v disjunktnich casovych intervalech, nezavisly. Proty <t; < --- <
t, jsou ndhodné velic¢iny N (t1) — N(tp), N(ta) — N(t1),..., N(tn—1) — N(tn)
nezavislé.

e O procesu rekneme, ze je stacionarni, pokud pravdépodobnostni rozdéleni
nahodné veliciny N(t3) — N(t1), t1 < to zavisi pouze na délce intervalu
(1, to].



Poznamka. Za platnosti vyse uvedenych vlastnosti, proces stale nebude mit ne-
zavislé a stejné rozdélené prirustky. Abychom ziskali stejné rozdélené prirustky,
musely by intervaly mezi udalostmi byt stejné velké.

e Cas vyskytu n-té udalosti znacime Z, a Z, = >, U;, kde veli¢ina U;
predstavuje ¢as mezi (i — 1)-ni a i-tou uddalosti. Uy = Z; je Cas do prvni
udalosti.

Prakticka cast této prace bude zkoumat aplikace dvourozmérného citaciho
procesu.

Definice 3 (Dvojrozmérny citaci proces).
Dvojrozmeérny citact proces [{M(s), N(t)}, s > 0,t > 0] chdpeme jako ndhodnjy
proces o dvou sloZkdch, které reprezentuji pocet vyskyti dvou diskrétnich uddlosti.

Proménné s a t mohou a nemusi nalezet stejnému prostoru.

Pravé uvedena podkapitola popisuje ¢itaci procesy, ve kterych proménnou ¢
vnimame jako ¢as. Odklonme se o tohoto predpokladu a predlozme jiny pohled
na ¢itaci procesy. Nyni nebudeme vnimat ¢ jako Cas, ale jako polohu. Proménna
t bude nélezet primce (cyklostezce). Nahodny proces { N} bude urcovat posloup-
nost bodu na této primce (cyklistti na cyklostezce). Body Z; < --+ < Z,, repre-
zentuji polohu cyklisti. Na tuto posloupnost nahlizime v neménném case.

Dvourozmérny citaci proces si pak muzeme predstavit jako posloupnost
chodct {M ()} a cyklisti {N(¢)} na jedné cyklostezce v daném case. Zde mi-
zeme predpokladat, Zze proménné obou procesu jsou totozné. Jiny pristup by
mohl zndzornovat posloupnost cyklistii v dvou ruznych ¢asech. {M(s)} by byla
posloupnost cyklistit v po¢ateénim ¢ase a {N(t)} by byla posloupnost cyklistt v
néjakém case budoucim. Je ziejmé, ze poloha cyklisty v budoucim ¢ase zavisi na
jeho startovni pozici, proto proménné s a t na sobé v urcitém smyslu zavisi.

1.2 Useknuti

Useknuti dat obecné znamend omezeni naseho pozorovani na data, ktera spl-
nuji urcita kritéria. V kontextu této prace bude urcujici podminkou cas.

Definice 4 (Useknuti).

Necht {N(t),t > 0} je ndhodngj proces a ¢ je nezdpornd konstanta. Rekneme, e

{NL(t), t € [c,00)} je zleva useknuty, kdyZ proces pozorujeme pouze pro t > c.
Obdobné pro useknuti zprava. Proces {Ng(t), t € [0,c|} je zprava useknuty,

kdyz proces pozorujeme pouze pro t < c.

Dvojrozmérny ¢itaci proces [{M(s), N(t)}, s,;t > 0], ktery ma zprava usek-
nutou prvni slozkou, bude predmétem této prace. Cas useknuti bude zaviset na
druhé slozce.

1.3 Homogenni Poissontiv proces

V této podkapitole prostudujeme Poissontiv proces se stacionarnimi prirtstky:.
Proces, ktery splnuje predpoklad stacionarity se nazyva homogenni. Na nehomo-
genni proces, tedy proces, ktery predpoklad stacionarity nespliuje, se zamérime
v pristi podkapitole.



Definice 5 (Homogenni Poissoniv proces).
Citaci proces {N(t), t > 0} nazgvdme homogenni Poissoniiv proces s intenzitou
A, A > 0, pokud:

(i) N(0) =0,
(ii) proces md nezdvislé a staciondrni priristky,
(iii) PIN(t+s) — N(t) =1] = s + o(s),

(iv) PIN(t+s) — N(t) > 2] = o(s).

Z definice vyplyvaji dva trividlni, ale dilezité poznatky. Oc¢ekavand hodnota
Poissonova procesu v case t je A\t a pravdépodobnost nastani dvou udalosti ve
stejny Cas se limitné blizi nule.

Proces, ktery je zadefinovan pravé uvedenym zpusobem, se nazyva Poisso-
niv, protoze ndhodné velic¢iny N (t) maji Poissonovo rozdéleni. Toto tvrzeni nyni
dokazeme. Principem ditkazu je Poissonova aproximace binomického rozdéleni.

Rozdélme interval [0,¢] na k& shodnych podintervali. Jak jiz bylo naznaceno v
poznamce za definici, pro k — oo se pravdépodobnost vyskytu dvou udalosti v
jednom podintervalu blizi k 0. Forméalnéji:

P[2 nebo vice udalosti se uskuteéni v néjakém podintervalu]

k
<) P[2 nebo vice udalosti se uskutecn{ v i-tém podintervalu]
i=1

of)

o(t/k)
=tk

—0, k— oo

N(t) se bude s pravdépodobnosti blizici se k jedné rovnat poc¢tu podintervali, ve

kterych nastala udalost. Zaroven, diky stacionarité a nezavislosti priristki, bude
nahodna veli¢ina N () mit binomické rozdéleni s parametry k a p = )\i +o0 (%)

Z Poissonovy aproximace vyplyvé, ze pro k — oo bude N(t) mit Poissonovo
rozdéleni se stfedni hodnotou rovnou

. . t t . o(t/k)
kh%rgokp—klggok [/\k+0<k)] —At+’}LI£10k [t 1k = A\t
Navic diky stacionarité prirtistkii mizeme toto tvrzeni rozsirit i pro nadhodnou
veli¢inu N (t + s) — N(¢).

Tvrzeni 1. Ndhodnd velicina {N(t + s) — N(t), t,s > 0}, reprezentujici pocet
uddlosti nastalych v intervalu délky t, md Poissonovo rozdéleni s parametrem As.
Neboli Vst > 0 plati

(As)"

P[N(t+s) — N(t) = n| :e_AST, n=0,1,....



U ¢itacich procesti jsme zavedli dvé ndhodné veliciny:
o U, - interval mezi (n — 1) a n-tou udélosti,
o Z, - cas vyskytu i-té udélosti.

V ptipadé homogennich Poissonovych procest miizeme obé veli¢iny charakterizo-
vat distribuc¢ni funkei.

Tvrzeni 2. Casy mezi dvéma uddlostmi {U,, n = 1,2,...} jsou nezdvislé nd-
hodné veliciny s exponencidlnim rozdélenim.

Casy vyskytii { Z,, n = 1,2, ...} jsou nezdvislé ndhodné veliciny s Erlangovim
rozdelenim.

Diikaz. Tvrzeni dokdzeme rozdilné pro n =1 a pro n > 1. Jev {U; > t} nastane
pouze, kdyz do Casu t nenastanou zadné udalosti.

At)°
P[Uy > 1] = P[N(t) = 0] = ( o') e M=
T} mé zfejmé exponencidlni rozdéleni s parametrem \. Pron > 1 jev {U,, > s} za
podminky {3} U; = t} nastane pouze tehdy pokud, béhem (¢, t+s) nenastanou
zadné udalosti.
n—1

PlU, >s ZUi:t] :P[Un>s]:e_)‘s
i=1

Prvni rovnost plyne z nezavislosti prirtstki, druhd z jejich stacionarity.
Erlangovo rozdéleni je rozdéleni sumy n nezavislych exponencidlnich rozdé-
leni.

]

Néahodna veli¢ina U, je nezavisla a stejné rozdélend. Proces, ktery ma nezavislé
stejné rozdélené casy mezi udalostmi, nazveme procesem bez paméti.

Uvedme dalsi ekvivalentni zptsob jak definovat Poissontiv proces. Méjme po-
sloupnost {Z,,,n > 1} definovanou jako v tvrzeni[2] Pak pocet udélosti v Poisso-
nové procesu {N(t),t > 0} mizeme definovat jako :

N(t)=> 1{Z; <<t} nebo také N(t) = I?gf{{ZZ <t}
i=0 >

Tato definice dobte vyjadiuje vztah mezi poctem udélosti a casy vyskyti.

1.4 Nehomogenni Poissontiv proces

Nehomogenni Poissontiv proces je zobecnénim homogenni varianty, ve kterém
intenzita procesu A(t) je funkei ¢asu.

Definice 6 (Nehomogenni Poissontiv proces).
Citaci proces {N(t), t > 0} nazjvdme nehomogenni Poissoniiv proces s intenzitou
A(t), t >0, kde \(t) je nezdpornd, méritelnd funkce, pokud:

6



(i) N(0) =0,

(ii) proces md nezdvislé priristhy,

(iii) PIN(t+s) — N(t) = 1] = A(t)s + o(s).
(iv) PIN(t+5) — N(t) > 2] = o(s).

Predpis ocekavané hodnoty nehomogenniho Poissonova procesu prejimame od
Rosse (Ross, 2010) a to ve tvaru

EIN()] = [ M)y = u).

Funkei 1(t) nazveme funkei stfedni hodnoty nehomogenniho Poissonova procesu.
Uvédomme si, ze pii konstantni intenzité A(t) = A plati u(t) = At.

Véta 3. Necht {N(t),t > 0} je nehomogenni Poissoniiv proces s intenzitou A(t)
a funkci stredni hodnoty u(t). Pak pocet uddlosti z intervalu (t,t + s|, neboli nd-
hodnd wvelicina N(t 4+ s) — N(t), t,s > 0 md Poissonovo rozdéleni s parametrem
pult + s) — pu(t).

Zapsdano formdlné:

HN@+@—N@%ﬂﬂ:eWMQMMWQ+1;M®P,t§>0 (1.1)

Dikaz. Zavedeme znaceni
pn(s) =P[N(t+s)—N(t)=n], n=0,1,....

Veli¢ina p,(s + As) znaci pravdépodobnost, Ze n uddlosti nastane mezi ¢asy ¢ a
t+ s+ As.

Z definice [6 bodu (iv) vime, Ze pro As — 0, stav procesu v ¢ase t + s + As
muze byt n, pouze pokud stav v ¢ase t + s je n nebo n — 1. Zapsano v zavedeném
znaceni

Pn(s + As) = pu_1(s)[ At + s)As + o(As)] + pn(s)[1 — At + s)As+o(As)],
As — 0.
Tuto rovnost prevedeme do tvaru diferencialni rovnice néasledujicimi tpravami:
D5+ A5) = pa(s) = pu_1(IA(E + 8)As — pa(s)A(E + 5)As
+0(As8)[pn(s) + pu-1(s)];

Pa(s +As) — pul(s)
As

= Pn-1($)A(E + 5) = pu(8)A(t + 5)

0(As)[pn(s) + pu-1(s)].
As ’

+

P,(8) + At + 8)pn(s) = At + s)pn_1(s). (1.2)



Treti ekvivalence plati diky As — 0.

Nyni Fesime oby¢ejnou linedrni diferencidlni rovnici 1. fadu. ReSenim této
rovnice bude pravdépodobnostni rozdéleni veliciny N(t + s) — N(t). Diferencialni
rovnici nebudeme tesit béznym zptsobem, kterym bychom hledali feseni homo-
genni rovnice a partikularni feSeni. Nas dikaz zalozime na indukci. VyTeSime
homogenni rovnici a zavedeme indukcéni predpoklad, Ze rovnice je platna
pron — 1.

Pro n = 0 ziskdme homogenni rovnici. Definiéni obor funkce py(s) je [t,00) a
intenzitu uvazujeme na intervalu [0,t 4 s|. Pak

Po(s) + At + s)po(s) = 0;

Po(s) = =Xt + s);
Po(s) _ ("™ (e
pO(S) - 0 )\ )d( )7

Inpo(s) = —p(t +5) + C;

po(s) = Ke #U+s),

Pro s = 0 ziskdme krajni bod py(0) = 1. Vyuzijeme tohoto poznatku a dopoéitame
konstantu K pro s = 0:

po(0) = 1= e

K = et

Resenim homogenni rovnice je

po(s) = H ) o—ultts) — o—[p(t+s)+u()]
Timto jsme dokazali rovnost (1.1) pro n = 0. Uvedme induk¢ni predpoklad

eroyno [t +<Z>_—1F;!(t>]"_l | (1.3)

Pn-1(s) =€~

t+s).

Nejprve upravime diferencidlni rovnici (T.2)). Rovnici pfendsobime et

ohi(t+s) [p;l(s) + At + 8)pa(s)] = 6u(ltJrs))\(t + 8)pn-1(s);

j [ py(s)] = e THIN(E + 8)pn-1(s): (1.4)
S

Ekvivalence vyuziva derivaci sou¢inu ((1.5)) a derivaci integralu podle horni meze

[5).

[t ()] = e L[N @] pa(s) + el (1)
(i /0t+8 )\(:E)dx] = (fs [t +s)] = At +s) (1.6)




Nyni do rovnice (1.4) dosadime indukéni predpoklad (|1.3) a rovnici zintegru-

jeme:

;3 { u(t+8)pn(s)} = At + s)eﬂ(t+8)e_[u(t+s)—u(t)] [u(t _|_(;91)_—1;;$t)]”_ ;
/i[e“(t+s)pn(s)]ds = /)\(t + 5)et® n( +<Z)__1'L;$t>]n_ ds;
eu(t—i-s)pn(s) _ eu(t) [:U'(t + S) — M(t>]n +C. (17)

n!

Vysledek levé strany rovnice je zfejmy. Pravou stranu rovnice osvétlime nasledujici
derivact:
d et +s) — p()]”

et q

= e+ 5) — ()

()

= (u(t + ) = p(t)" At + 9)

w1t +s) — M(t)]n_l'

= At + s)et (=1

Pron > 1a s =0 vime, ze p,(0) = 0. Tento poznatek aplikujeme v rovnici
(1.7) a dopocitdme konstantu C"

e Op, (0) = e®) [1(?) (7—1);!;(75)]” e

0=0+C.

Dosazenim do (1.7)) ziskdme:




2. Odhad intenzity u Poissonova
procesu

V této praci budeme predpokladat, ze intenzita je parametrickou funkei tvaru
A(t) = A(t, 0),

kde A(t,0) > 0, prot > 0 a 8 € © C RP. Specidlnim prikladem je konstantni
intenzita A(t) = A, ta mam definuje homogenni Poissontiv proces.

Abychom mohli modelovat Poissontv proces, tak musime najit odhad inten-
zity. Metoda maximalni vérohodnosti nam dobte poslouzi k ziskani vhodnych od-
hadi. Vypocet maximélné vérohodného odhadu blizce sleduje praci Maciak M.
(2021)) s tim rozdilem, ze zminén4 préce se zabyva odhady pro Hawkestv proces.
Déle se teorie opira o ¢lanky |Zhao a Xie (1996) a Lawless| (1987).

Uvazujme Poissonuv proces {N(¢),t > 0} s intenzitou \(¢,0), ktery pozoru-
jeme na casovém intervalu [0,A]. A nechf posloupnost casti Z; < --- < Zy(a)
reprezentuje ¢asy nastani udélosti. Pak dle Thompsona (Thompson, 2012) véro-
hodnostni funkce je tvaru

N(A)
i=1
Zlogaritmovani ziskame logistickou vérohodnost:
A N(A)
1(t,0) = — / Mz,0)dz + Y log(\(Z:.0)).
0

=1

Maximalné vérohodny odhad 0 ziskdme maximalizac logaritmické vérohod-
nosti [(¢,0) dle parametru 0

6 = arg maxi(t,6).
0co

Pripomenme zde metodu vypoctu maximalné vérohodného odhadu.

1. Nalezneme prvni derivaci logaritmické vérohodnosti:

U(t,0) = (fez(t,e).

2. Adepti pro maximalné vérohodny odhad 0 tes{ rovnici U (t,é) = 0, neboli

0 A~
—1(t,0) = 0.
ae ( ? )
3. Dopoéteme druhou derivaci logaritmické vérohodnosti a upravime ji do
tvaru: ) o
1(t,0) = ———~—==1(t,0).

10



4. Logaritmicka vérohodnost je konkavni a odhad 6 musf byt globalnim ma-
ximem, pokud plati

I(t,0) > 0, pro VO € ©.

Konkrétni tvar maximélné vérohodného odhadu 0, ziskdme aZ pro konkrétni
parametrickou intenzitu A(t,0)
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3. Véta o posunuti

Véta, kterou v této kapitole nazyvame véta o posunuti, je jednorozmérnou
variantou Kingmanova Displacement theorem (Kingman,|1993). Velmi zjednodu-
sené fe¢eno nam umozni z jednoho Poissonova procesu vytvorit jiny.

Pro nazorné vysvétleni se vratme k prikladu z prvni kapitoly, kde jsme polohu
cyklisti na cyklostezce prezentovali pomoci ¢itactho procesu {N(t),t > 0}. Nyni
budeme procesem {N(t),t > 0} rozumét Poissoniv proces s intenzitou A(t). Opét
se odklonime od pohledu na t jako na c¢as a pro ucely nasledujiciho odstavce
budeme ¢ chapat jako polohu na R (cyklostezce). Naopak budeme pfedpokladat,
ze cely proces { N} se odehrava v ¢ase a a polohu i-tého cyklisty na cyklostezce
v ¢ase a oznacime NV;.

Nyni si predstavme, ze ubéhne néjaky cas a nasim pranim je vyjadrit polohu
cyklisth v pozdéjsim case b. Véta o posunuti nam tika, ze polohu cyklista v
pozdéjsim case lze vyjadiit pomoci nového Poissonova procesu { M (s)}. Proménna
s také nalezi prostoru R, ale protoze se jednd o polohu cyklisty v jiném case
zavadime novou proménou. Polohu i-tého cyklisty v c¢ase b budeme znacit T;.
Predpokladédme, ze vsichni cyklisti se pohybuji jednim smérem a Ze posunuti
jednoho cyklisty nezavisi na posunuti druhého, neboli T; je nezavislé na T} pro
i # j. Zaroven je ziejmé, ze poloha T; cyklisty v Case b zavisi na jeho poloze
Z; v case a. Nyni zbyva pouze vyjadrit o kolik se dany cyklista posunul. Jak jiz
bylo naznaceno, vzdalenosti ujeté riaznymi cyklisty na sobé vzajemné nezavisi, ale
zavisi na pocatecni poloze cyklisty. Tuto vzdalenost vyjadiime pomoci podminéné
hustoty v(s|Z; = t).

Uvedme vétu o posunuti. Vyuzijeme pravé zavedené znaceni pro intenzity a
hustotu. V definici véty se opét vratime k pohledu na veli¢iny ¢t a s jako na cas a
veli¢inu Z; budeme vnimat jako ¢as nastani i-té udalosti z procesu {N(t),t > 0}.

Véta 4 (O posunuti). Necht {N(t),t > 0} je Poissoniv proces na redlné polo-
primee [0,00) s intenzitou Ay (t) a necht {Z;} je posloupnost casi viskyti uddlosti
z procesu {N(t)}. Predpoklddejme, Ze body Z; jsou nahodné transformovdny tako-
vym zpusobem, Ze pozice transformovangch bodi jsou vzdjemne nezdvislé. A necht
rozdeélent transformovangch bodi md podminénou hustotu v(s|Z; = t), kde body
t nalezi prostoru procesu {N} a body s ndleZi transformovanému prostoru. Pak
transformované body tvori Poissoniv proces {M(s),s > 0} s intenzitou

Aar(s) = /0 T2 = ).

Diikaz. Dikaz Displacement theorem, ze kterého tato véta vychazi, je uveden v
Kingmanovi (Kingman, 1993).
O

Nyni uvedme nékolik numerickych prikladi na pouziti véty o posunuti. Bu-
deme uvazovat situaci, kdy proces { N} se odehravé pred procesem {M }. Hustota
~ transformuje body Z; déale od pocatku. Transformované body budeme znacit T;
a rozdil T; — Z; = W; vyjadiuje rozsah posunuti.

V téchto prikladech budeme volit rizné parametrické tvary intenzity Ay a
hustoty 7. Za intenzitu budeme volit bud exponencidlu nebo mocninu. Posunuté
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body budeme reprezentovat pomoci rozdéleni s tézkymi chvosty, abychom zajistili,
ze ¢im déle od ptivodniho bodu Z; budeme, tim méné pravdépodobny bude vyskyt
transformovanych bodu 7;.

Priklad 1.

V tomto prvnim ilustra¢nim piikladu budeme intenzitu procesu {/N} reprezen-

tovat pomoci exponencidly. Jako hustotu v zvolime hustotu podminéného expo-

nencialniho rozdéleni. Exponencialni hustotu musime posunout do budu Z;.
Uvedme parametrické tvary intenzity Ay (t) a hustoty v(s|Z; = t):

Ay (t) = ettt pro t > 0;

v(s|Z; = t) = ce 5™ prot < s < 0.

Je potieba pamatovat také na definicni obory parametri: a € R;b € R, ¢ > 0.
Do véty o posunuti dosadime zvolené parametrické funkce. Poznamenejme, ze
vysledna intenzita A (s) je vlastné konvoluci exponencidly a hustoty exponenci-
alniho rozdéleni. Integral bude tvaru:

/ eaertcefc(sft) dt
0

s
:Ceaefcs/ ebt+ctdt
0

S

1
_ a—cs
= ce |:b T

6(b-i—c)t

0

e [e(b+c)s 1 ‘|
= ce

b+c bte
c (ea+bs

— — @08

b+c )
Intenzita Poissonova procesu je nezaporna funkce. Aby dopocteny integral mohl
byt intenzitou, musi byt kladny. Tento integral bude kladny pro vsechna a,b €

R,c>0
Priklad 2.

V druhém piikladu intenzita procesu { N} bude opét exponencialni funkce a pro
podminénou hustotu v zvolime posunuté Gamma rozdéleni:

Ay (t) = et pro t > 0;
v(s|Z; =t) = I‘B( )(s — t)ateflst) prot < s < oo.
«

O parametrech vime: a,b € R, a > 0,8 > 0. Pouzitim véty o posunuti dopoc¢itame
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intenzitu procesu {M }:

_ ® a+bt ﬁa _ pa—1_B(s—t)
An(s) /Oe o) (s—1t)* e dt

= ﬁeaws /S(S _ t)aflet(bfﬁ)dt
() 0 '

Reseni tohoto integralu vede k zavedeni netiplné Gamma funkce, coz je nad ramec

této prace. Je nutné poznamenat, ze kdyby parametry a,b a «,f byly znamé, pak

integral by stale nebylo mozné dopocitat. Proto nebudeme kombinaci exponenci-

aly a hustoty Gamma rozdéleni volit k vypoctu intenzity Aps(s).

Priklad 3.
Uvedme posledni priklad, kde intenzitu Ay modelujeme pomoci exponencialni
funkce. Za hustotu v nyni dosadime hustotu logaritmicko-normélniho rozdéleni.

Ay (t) = et pro ¢t > 0;

1 (In(s —t) — pl?
———————exps — 5
(s —t)V2mo 20
Pro parametry plati : a,b,u € R a 0 > 0. Hustotu Ay, ziskdme konvoluci intenzity
AN a hustoty 7:

7 atbt 1 (s —¢) — p)?
A (s) —/0 e tb mexp {— = }dt

V(812 = 1) =

} prot < s < 00.

bt

_ e /S e texp{_ln2(s—t)—21n(s—t),u—|—,u2}dt
05—

2o 202

a 2 s bt
_ € 672’;—2 € 67# ln(sft)ejﬁ ln(sft)dt
2ro 0o s—t
2
a—L5 bt
e 22 [5 ¢ _ 1 o
_ / (s—t) o2 (s — t)==dt
2o Jo s —t
2
e 22
e’ 202 s p—1_
= / (s —t) o ~lde.
2o Jo

Tento integral opét vede k netiplné beta funkci a proto ho nedopocitavame. Tuto
konvoluci nebudeme pouzivat k vypoctu intenzity Aps(s).

Priklad 4.
V poslednim prikladé zadefinujeme intenzitu jinak nez dosud. Pouzijeme mocni-
nou funkci. Hustota v bude stejna jako v prvnim prikladé.

An(t) = a+ bt + ct? pro t > 0;
v(s|Z; = t) = de” 7Y prot < s < oo.
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Parametry u mocninné funkce zvolime vsechny kladné, pak plati a,b,c,d > 0. Nyni
do integralu z véty o posunuti dosadime zvolené funkce:

/ (a + 0t + ct2) de~ =V d¢
0
- / ade™ ™" + bdte 170 4 cdt’e N dt
0

= ade‘ds/ edtdt—l—bded‘s/ tedtdt—i—cdedsf t2edt. (3.1)
0 0 0

Integraly vypocitame kazdy zvlast a pak je do rovnice dosadime:

s 1
/ eldt = = (e® —1);
0

d
t edt
1 s
Soat, PPl —edt | [t a1 4] asfs 1 L
/Ote dt = Cie —{de ~ 3¢ O—e iz +ﬁ’
dt
O ﬁe
2 gt
1
® 9 dt 1, PP . dt dt at| _ ds( S s
At@ dit = 5 ;edt—[de —ﬁe +$€ ]0—6 <d_d2+d3>_d3
I
0 ﬁ@

Vypoctené integraly dosadime do (3.1)) a ziskdme hustotu procesu {M }:

1 S 1 1
_ —ds ds —ds | ,ds
Mrls) = ade™3e% = 1)+ vdem® [ (3 = )+ 5
2
—ds ds S 25 2 2
+ cde [e (d_d2 +d3> — d31

1 —ds 2 2 Qfds
:a(l—e_ds)—b<s+d—ed )—l—c(sQ—l—j—FdQ—edQ).
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4. Modelovani pomoci
dvourozmérného Poissonova
procesu

Uvedme tlohu z pojistovnictvi. Jednou z hlavnich povinnosti pojistoven je
odhadovani poc¢tu pojistnych udalosti. Pojistovny se o pojistnych udalostech ne-
dozvi pri jejich vzniku, ale az pri jejich nahldseni. Mezi vznikem udalosti a jejim
nahlaseni v praxi existuje prodleva, jejiz délka neni predem zndméa. Tato sku-
tecnost zptusobuje, ze v soucasnosti jiz nékteré udalosti nastaly, ale pojistovna
je zatim nezaznamenava. Tyto useknuta data jsou jednou z hlavnich slozek ri-
zika pro pojistovny. Zpétnou predikci poctu pojistnych udalosti se v pojistovnach
zabyva oddéleni pojistné matematiky.

Nyni sestavime model, kterym danou situaci popiseme. Oznac¢me casy vyskytiu
pojistnych udalosti jako posloupnost ¢ast {7T;} a ozna¢me ¢asy nahléseni posloup-
nosti {Z;}. Pro kazdou udélost musi platit T; < Z;, protoZze udalost nemuze byt
nahldsena pred svym vznikem, kdyby tomu tak bylo, jednalo by se o pojistny
podvod. Zaroven miuzeme soudit, ze udalost nemize byt nahlaSena presné v oka-
mziku vzniku. Z tohoto duvodu se omezime na ostrou nerovnost 1T; < Z;. Délka
prodleni mezi vznikem a nahlasenim zavisi na mnoha vnéjsich faktorech a pro
i-tou udélost ji budeme znacit jako W;.

Uvazujme situaci, kdy tyto proménné pozorujeme od ¢asu 0 do soucasnosti A.
Nékteré udalosti, které nastaly do ¢asu A, nepozorujeme, protoze jejich nahlaseni
nastane az v ¢ase budoucim (A,B], B > A. Data zaznamenavajici vzniky udélosti
jsou v dusledku toho useknutd a pozorujeme pouze takové udalosti pro které
plati Z; < A. Vztah zminénych veli¢in mizeme vyjadrit jednoduchou rovnici
Z; =T; =W,

Posloupnosti ¢ast vzniku a nahlaseni jsou nahodné a budeme je reprezento-
vat ¢itacimi procesy. Oba pripady popisujeme Poissonovym procesem. Je tieba
si uvédomit, ze pouziti Poissonova procesu nekoresponduje s realnou situaci. Po-
issontuv proces predpoklada nezavislost prirtstkii a obzvlast v kontextu vzniku
pojistnych udalosti, tento predpoklad neni vzdy platny. Nicméné pouziti procesu,
ktery bere v potaz provazané pojistné udalosti, by situaci vyrazné komplikovalo
a prekrocilo prostor této praci vymeéreny. Poissontiv proces reprezentujici casy
vzniku pojistnych udélosti zna¢ime {M} a jeho intenzitu \,;. Poissonuv proces
{N} s intenzitou Ay odpovidd ¢astim nahldseni. Tyto dva procesy spolu tvori
dvourozmérny Poissontiv proces, odtud nazev této kapitoly. Cas prodleni W; bu-
deme vnimat jako ndhodnou veli¢inu s podminénou hustotou v(s|Z; = t).

Pocet nahlasenych a tedy i pozorovanych udalosti je roven hodnoté procesu
{N} v case A. Pfedpokladejme, ze mame k dispozici data

{T3,Zi} iz, . na)
a nasim ukolem predikovat pocet udalosti, které vzniknou od c¢asu A do c¢asu B.

Odhad intenzity vzniku pojistnych udalosti Ay (s) ziskdme nésledujicim zpt-
sobem:
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1. Méjme parametrickou formu intenzity hlaseni udélosti Ay (¢,60). Pomoci me-
tody maximalni vérohodnosti ziskame odhady parametri 6.

2. Podminéna hustota Casu prodleni v(s|Z; = t,7) je parametrickd funkce s
parametrem 7. Vypocteme maximalné vérohodny odhad parametru 7.

3. Ziskané odhady parametri dosadime zpét do parametrickych funkei a zis-
kdme odhad intenzity Ay(%,0) a odhad hustoty v(s|Z; = t,7).

4. Aplikaci téchto odhadu ve vété o posunuti obdrzime odhad intenzity vzniku
udalosti Aps(s,0,7).

Predikci procesu nyni provedeme na redlnych datech. Veskeré vypoctu jsou
provadény s pomoci programovacim jazyku R (R Core Team, 2021) v prostiedi

RStudio (RStudio Team) 2015).

4.1 Data

Dataset, se kterym budeme pracovat, pochizi od Ceské kancelafe pojistiteli.
Obsahuje zaznamy o pojistnych udalostech zptisobenych automobily od roku 2000
do roku 2019. Informace dostupné ke kazdému zaznamu jsou rozdéleny do 6 ka-
tegorii:

« ID ¢islo prirazené k pojistné udélosti;

o Type povaha skodné udélosti (napriklad zda se jednalo pouze o po-
skozeni vozidla nebo zda byl i nékdo zranén);

o Accident ¢as vzniku pojistné udélosti (pocitany ve dnech od roku 1900);
o Reporting cas nahlaseni pojistné udélosti;

o Payment cas vyplaty pojistného plnéni pojistnikovi;

o Amount  vySe pojistného plnéni v ¢eskych korunach.

Vzhledem k charakteru naseho cile se budeme zabyvat pouze ¢asy vzniku a na-
hlaseni pojistnych udalosti. Navic rozdélime data podle povahy skodné udalosti.
Budeme se vénovat pojistnym udéalostem, pii kterych doslo k ubliZzeni na zdravi.
Zameérime se na casovy usek od 1.1.2013 do 31.12.2016. Transformujeme casy v
nasem datasetu tak, ze je budeme pocitat v letech. Tato transformace ma své
numerické vyhody pfi hledani intenzity vznikii udalosti. Navic oznac¢ime datum
1.1.2013 jako 0 a tedy datum 31.12.2017 budeme znacit 4.

Abychom mohli ovérit spravnost nasich vysledku, rozdélime data na trénovaci
a testovaci. Za trénovaci budeme povazovat data udalosti, které vnikly po 1.1.2013
a byly nahlaseny do 30.9.2016. Testovaci data se budou tykat udalosti z posledniho
ctvrtleti roku 2016.
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4.2 Otoceni casu udalosti

Aby nase data byla ptizptisobena teorii a numerickym prikladim z kapitoly
je potfeba je transformovat. Vztah ¢asi vznikl a nahldseni se da vyjadrit na-
sledujicim zptusobem T; < Z; a plati Z; — T; = W;, kde W; je cas prodleni mezi
vnikem a nahlasenim. V kapitole [3| vsak pracujeme s ndhodnymi veli¢cinami pro
které plati Z; < T; al; — Z; = W;

Tento problém néas vede k transformaci nasich dat. Znaceni cast pomoci této
transformace obratime. Tim je mysleno, ze datum 1.1.2013 budeme znacit 4 a
datum 31.12.2016 budeme znacit 0. Naptiklad udalost, ktera piivodné nastala v
¢ase 0,75, nyni nastane v case 3,25. Oba procesy {N} a {M} plynou od casu 4
do casu 0. Je treba si uvédomit, ze za platnosti této transformace, pro vsechna ¢
plati Z; < T; a tedy vztah mezi vznikem a nahlaSenim odpovida T; — Z; = W,
kde Vi : W; > 0.

Vnik a hlaseni udalosti — puvodni data

100 - S
Too @@ Zgy
Tgo @—O@ Zg
75-
k)
S
(O
S 50- Tso &—@ Z;,
(O
T Ty @@ Zy
. Tz @ Z3
Ty @ ® 7
0- .
0.0 0.2 0.4 0.6
Cas
Vnik a hlaseni udalosti — prevracena data
100 - —_—
Zyy @ Ty
Zgy —O@ Ty
75-
k)
S
(O
S 50- Zso &—0 T;
(O
T Zyy @@ Ty
. Zz @ T3
Zy, ® ® Ty
0- _
33 35 3.7 3'9

Cas

Obrazek 4.1: Prevraceni ¢asu udalosti.
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4.3 Odhady pro intenzitu A\y(?)

Budeme uvazovat parametrické intenzity Ay (t) z kapitoly . Pro odhady pa-
rametru intenzit vyuzijeme teoretické poznatky z kapitoly [2| a funkci mle2() z
balicku "bbmle". Odhady parametrt jsou uvedeny v tabulce [.1]

Intenzita Odhady parametri
ea+bt 5;6 = 5,4431

b= —0,0427

a= 121,8706
a+ bt + ct? b= 147,4432

¢ = —38,3026

Tabulka 4.1: Maximéalné vérohodné odhady parametria intenzity procesu {M }.

Odhady parametri exponencidlni funkce muzeme interpretovat nasledovneé.
V case 0, ktery vzhledem k otoceni dat odpovida 31.12.2016, je intenzita hlaSeni
udalosti nejvyssi. Kdyby byla intenzita konstantni, pak by odpovidala priblizné
e54 ~ 231 udalostem za rok. S vzriistajicim ¢, tedy diky transformaci s nizsim
datem nahlaseni udélosti, se intenzita hlaseni snizuje. Za platnosti téchto odhadt
by 1.1.2013 intenzita hldSeni odpovidala e>#4~%044 = 195 udalostem za rok.

Obdobné Ize interpretovat i odhady parametrt pro mocninou funkci.

Na obrazku je uveden histogram, ktery znazornuje pocty skodnych uda-
losti v jednotlivych mésicich. Se zvysujicim se datem pocet nahlasenych udalosti
mirné stoupa. Toto empirické pozorovani odpovida nasim maximéalné vérohodnym
odhadim.

Pocet nahlasenych udalosti za mesic

30-

20-
©
(5]
o
£

10-

O-

1.1.2013 1.1.2014 1.1.2015 1.1.2016 30.9.2016
Mesice

Obrazek 4.2: Histogram poc¢tu nahlasenych udélosti za mésic.
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4.4 Odhady pro hustotu 7(s|Z; = 1)

Hustota v(s|Z; = t) je podminéna hustota veli¢iny W;, kterd urcuje délku
prodleni mezi nahldSenim a vznikem udalosti. Na obrazku [4.3] jsou znézornény
casy prodleni. Odpovidaji vertikalni vzdalenosti bodti od diagondly. Z vizuali-
zace lze odvodit, ze pro hustotu v(s|Z; = t) musime volit rozdéleni s tézkymi
chvosty, protoze vyskyty extrémnich hodnot jsou vzacné. Budeme volit posunuté
exponencialni rozdéleni.

Délka prodleni mezi vznikem udalosti a jejim nahlasenim

= 1.1.2016- Prodleni (v letech)
n
(@]
© 2
g 1
=}
= 1.1.2015-
© 0,25
)
o
<
© 1.1.2014-
pd 0,1
1.1.2013 -
1.1.2013 1.1.2014 1.1.2015 1.1.2016

Vnik udalosti

Obrazek 4.3: Realné délky cast prodleni.

Parametry hustot odhadneme pomoci metody maximalni vérohodnosti. Teo-
rie vztahujici se k maximalné vérohodnym odhadim parametri hustot je dobte
znaméa a proto ji zde neuvadime. Odhady parametrii shrneme v nasledujici ta-
bulce.

Hustota Odhady parametri
ce=cs=0) &= 3,8150

Tabulka 4.2: Maximéalné vérohodné odhady parametri intenzity procesu {M }.

Obrazek zobrazuje hustotu veliciny W; vykreslené za pomoci odhadnutych
parametri. Graf vykreslujeme bodové a pro vétsi prehlednost vyuzivame pouze
200 ndhodné vybranych ¢ast prodleni z naseho datasetu. Useky, kde se body slé-
vaji do jednolité primky naznacuji, ze v téchto casech dochazi k vétsimu mnozstvi
udalosti. Z této grafické reprezentace je mozné usoudit, ze exponencialni hustota
dobre reprezentuje situaci prodleni. Je vSak nutné poznamenat, ze se stale jedna
pouze o grafické znazornéni a neprovadime zadné testy, kterymi bychom parame-
try ovérovali. Testy ovérujici spolehlivost maximalné vérohodnych odhadi jsou
znamé, ale jejich aplikace neni predmétem této prace.
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Exponencialni hustota

. @%%DQ@X)GDOO o O

0 1 2 3
Délka prodleni

Obrézek 4.4: Hustota casti prodleni.

4.5 Predikce poctu vzniklych udalosti

Ziskané odhady parametrti intenzity hlaseni skod a hustoty prodleni dosadime
do priklada z kapitoly [3l Timto dosazenim ziskame konkrétni tvary intenzity Ap;.
Pro predikce poctu vzniklych udalosti v poslednim c¢tvrtleti vyuzijeme funkci
stfedni hodnoty zminénou v kapitole [T}

Z kapitoly [3 se budeme konkrétné zabyvat priklady [I] a [4

Priklad 1. Parametricky predpis intenzity procesu { M} je nésledujiciho tvaru

c

Au(s) = b+c

Pomoci ziskané intenzity a funkce stfedni hodnoty dopocitame ocekavany po-

¢et vznikti v obdobi od 1.10.2016 do 31.12.2016. Pripomenme, ze funkce stredni

hodnoty odpovida integralu intenzity pres uvazované obdobi. Stale pracujeme s
otoCenymi daty a proto budeme integrovat od 0 do 0,25:

a+bs _ _a—cs
(e et ).

0,25 R
E[M(0,25)] = /0 A (s.0,7)ds

= 21,09.

Priklad 4.
V kapitole [3] jsem v piikladu [ ziskali parametrickou formu intenzity ve tvaru:

_ds 1 e 9¢ 2 9e—ds
hls) =af1—e d>_b<s+d‘ d >+C<S2+d+d2—dz>'

Odhad stiredni hodnoty procesu vniku skod v poslednim ¢tvrtleti je

E[M(0,25)] = 17,58.
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Pokud vysledky porovname s realnymi daty neni predikce prilis ispésna. Re-
alny pocet vzniklych udalosti v poslednim ¢tvrtleti je 44 udalosti. Tuto nekonzis-
tenci predikce s realitou mizeme odtivodnit nespravnou volbou intenzit. Lze totiz
predpokladat, ze intenzita vzniki skodnych udéalosti bude mit sezénni charakter.
Napriklad v zimnich obdobich lidé castéji havaruji, protoze se zvysuji rizika spo-
jena se zasnézenymi silnicemi.
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Z.aver

Vzhledem k odchylce nasich vysledki s redlnymi daty je zfejmé, zZe ndmi zvo-
lené intenzity a hustoty nevhodné reprezentuji skuteénost. Ale navzdory nepriz-
nivym vysledkim praktické ¢asti vérime, ze modelovani poctu budoucich udalosti
pomoci predikce useknutého procesu vzniku udalosti je krok spravnym smérem.
Tento pohled ndm umoznuje vyuzit vsechna data, ktera maji pojistovny k dis-
pozici. Tim mame na mysli, ze pro kazdou udélost se zabyvame casem vzniku
a Casem jejiho nahlaseni. Vyhoda tohoto pfistupu oproti agregovanym datim za
delsi ¢asova obdobi spoc¢iva v moznosti zaznamenat i malé zmény ve frekvenci
dat zpiisobené naptiklad sezénnim chovanim nebo aktudlni strategii pojistoven.

To, ze jsme této vlastnosti nevyuzili, vedlo k nekonzistenci mezi nasimi odhady
a realitou v praktické ¢asti. Pti budouci aplikaci tohoto typu predikce bychom do-
porucili zvolit jiné tvary intenzity hlaseni Ay (t). Vyuziti goniometrickych funkei
v této intenzité by nadm umoznilo uvazovat sezénnost nasich dat. Jako rozdé-
leni ¢ast prodleni by bylo vhodné volit spise logaritmicko-norméalni nebo gamma
rozdéleni, protoze lépe modeluji skuteénost nez exponencialni rozdéleni. Vétsina
udalosti je nahldsena v nékolika nasledujicich dnech po pojistné udalosti. Bylo
by zajimavé predpokladat, ze parametry téchto hustot mohou zaviset na case.

Praktické vyuziti v pojistovnach by se navic dalo jesté zlepsit tim, ze ke kazdé
udalosti bychom priradili nahodnou veli¢inu, ktera by reprezentovala vysi skody
zpusobené pojistnou udalosti. Pak bychom mohli, kromé budouciho poctu pojist-
nych udélosti, predikovat i vysi zavazki pojistoven vii¢i pojisténym.
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