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Uvod

Tato prace se zaméruje na binarni rozhodovaci stromové struktury, neboli
klasifika¢ni a regresni stromy. Cilem této prace je seznamit ¢tenafe s touto pro-
blematikou a vysvétlit, jak takové stromy vznikaji. Stromovad metoda je velmi
jednoduse interpretovatelnd a pouziva se k feSeni Siroké skaly problémt. Jejich
popularita roste diky schopnosti snadno pochopit a vizualizovat vysledky, coz
umoznuje jak odbornikim, tak i laikim efektivné vyuzivat tyto modely.

Ctendf se seznami se se strukturou rozhodovacich stromi, jejich tvorbé a s me-
todami a algoritmy, které jsou k sestaveni potiebné. Tyto postupy vychazeji
z knihy Classification and regression trees autora Leo Breimana a jeho tymu,
kterd byla publikovana v roce 1988 a dala zdklad modernim metodam tak, jak je
zname dnes. Nasledné se prace zaméruje na vyuziti Bayesovské statistiky a po-
krocilejsich metod pii tvorbé rozhodovacich stromi.

Prace je psana jednoduchym a pochopitelnym jazykem, obsahuje odvozeni
a vysvetlivky tak, aby ¢tendr co nejvice porozumél této problematice. V textu se
objevuji obrazky, které jsou vytvoreny v programu Mathematica a statistickém
programu R. Ty prispivaji k vizualizaci a lepsimu pochopeni textu.

Prace ma nasledujici strukturu:

Prvni kapitola se vénuje klasifika¢nim stromtm. Vysvétluje zaklady stromo-
vych struktur a popisuje stavbu stromové struktury pro klasifika¢ni tlohu, kdy
predikovana proménna ma kategorialni tvar.

V druhé kapitole se ¢tenar seznami s regresnimi stromovymi strukturami,
které primo vychézeji ze struktur klasifika¢nich. obsahuji ovsem nékteré upravy
a modifikace, které jsou potrebné, jelikoz predikovand proménna je numerického
tvaru.

Ve treti kapitole je predstaven Bayesovsky pristup k Teseni klasifikacnich a
regresnich 1loh. Tento pristup je modernéjsi a poskytuje metody, které tvori
mnohdy presnéjsi stromové struktury.

Ve ¢tvrté kapitole je predveden prakticky priklad na realnych datech. Je zkon-
struovan a okomentovan klasifikacni strom pomoci metod predvedenych v této
praci.






1. Klasifikacni stromy

Obecny klasifika¢ni problém si lze predstavit nasledovné: Predpokladejme, ze
tehotné zeny pti prichodu do nemocnice vyplnuji dotaznik, ve kterém jsou otazky
tykajici se jejich pohlavi, véku, hmotnosti a jejich zdravotniho stavu. Odpovédi
na takové otazky mohou byt bud numerickéﬂ nebo kategoriélniﬂ Podle odpo-
védi by 1ékari nasledné chtéli urcit, zda porod dané zeny bude komplikovany, ¢i
nikoliv. K tomu by potifebovali vyplnéné dotazniky Zen, které jiz porodili, spolu
s informaci, zda byl nebo nebyl jejich porod komplikovany, a nasledné predikovat
budouci pripady.

Predpokladejme, ze byly polozeny 4 otézky, potom vektor odpovédi kazdé
zeny, oznaceny jako x, je @ = (z1,x2,r3,24). Hodnota predikované proménné y
odpovidajici porodu je rovna 0, pokud byl porod bezproblémovy, a 1, pokud byl
komplikovany. Snadno vidime, Ze y je kategoridlni proménnd majici dvé tridy.
Na takto zavedené strukture je poté na zakladé historickych dat mozné sestavit
klasifikator, ktery podle vektoru & bude predikovat hodnotu y, a tak bude schopny
s urcitou pravdépodobnosti predpovédét, jestli dana Zena bude mit komplikovany
porod.

Oznacéme X jako prostor obsahujici vSechny mozné vektory méreni  a pred-
pokladejme, ze pripady z X spadaji do J rtznych tiid. Ocislujme tiidy 1,2,...,J
a mnozinu vsech J moznych t¥id oznacme C, potom C' = {1,...,J}.

Definice 1 (Klasifikator). Klasifikdtor je funkce d(x) definovand na X spliugici:
dlxz):x—j,Vee X, jel.
Druhy pohled na cely problém lze popsat nasledovné: Predpokladejme, Ze
Aj={x:d(x)=j},jeJ (1.1)

Klasifikdtor d klasifikuje ptipady z A;, podmnoziny X, do j-té tiidy. Z vyrazu
(1.1) tedy vyplyvé, Ze podmnoziny Ay, ...,A; jsou disjunktni a plati

J
Pro samotnou konstrukci klasifikatoru je potieba mit trénovaci data. Tréno-
vaci vybér £ je mnozina N dvojic (x;,y;), kde ¢; € X, y; € C, i =1,...,N.

Vektor x; je vektor méreni i-tého pripadu a y; je skutecna trida tohoto pripadu.
Pak ma trénovaci vybér £ nésledujici tvar:

L= {(whyl)? te 7(wN7yN)}'

'Hodnoty numerickjch proménnych maji samy o sobé néjaky ¢iselny vyznam, napi. vék,
vyska.

?Kategorialni proménné zpravidla rozdélujeme na ordindlni a nominalni. V piipadé ordindl-
nich dat (napf. zndmky ve skole) lze hodnoty pfirozené uspotradat, zatimco v pfipadé promén-
nych nomindlnich (napf. pohlavi, rasa) tomu tak nelze. Proto kategoridlni proménné nabyvaji
hodnot (tfid) v koneéné mnoziné.



1.1 Odhady presnosti

Pro kazdy klasifikator je klicové, abychom znali alespon pribliznou presnost
jeho predikce. Pokud ma klasifikator malou presnost, pak neni i¢inny a mtze byt
vhodnéjsi misto ného klasifikovat pripady ndhodné. Proto se zamérime na odhady
presnosti. K tomu budeme ovsem pottrebovat nejdrive zavést pravdépodobnostni
model.

Necht R*(d) oznacuje skutecnou miru chybné klasifikace klasifikdtoru d(x).
Definujme prostor X x C' jako mnozinu vSech moznych dvojic (x,j), kde € € X
a j € C. Poté pravdépodobnost P[A, j] definovanou na X x C' lze interpretovat
jako pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany pripad z populace ma pravdépodob-
nost P[A, j], ze jeho vektor méfeni @ je v A a jeho tiida je j. Trénovaci vybér £
je tedy ndhodny vybér N pripadt vybranych z rozdéleni P[A, j].

Definice 2 (Mira chybné klasifikace). Necht je ddn klasifikator d zkonstruovany
pomoct trénovaciho vijbéru L. Vezméme (X)Y), X € X, Y € C jako novy vybér
z rozdéleni pravdépodobnosti P[A, j]. Plati

e« PIXcAY=j]=P[A j]la
o (XY) je nezdvisly na L.
Pak je mira chybné klasifikace klasifikdtoru d definovina jako
R*(d) = Pld(X) £ Y|L]

Mira chybné klasifikace R*(d) je teoretickd hodnota, kterou je mozné urcit
pouze za podminky, ze zname cely prostor X x C'. To ovsem velmi ¢asto neni
v redlnych pripadech mozné, a tak se spokojime alespon s odhady miry chybné
klasifikace R*(d), které lze vypocitat pomoci trénovaciho a testovaciho vybéru.

Resubstituéni odhad

Prvni z odhad miry chybné klasifikace je takzvany resubstituc¢ni odhad.

Definice 3 (Resubstituéni odhad). Necht je ddn klasifikator d zkonstruovany
pomoci trénovacitho vgbéru L. Potom md resubstitucni odhad R(d) miry chybné
klasifikace R*(d) tvar

1
N “

=1

R(d) = L(d(2:) # ji)-

Z definice je patrné, ze resubstitu¢ni odhad je vypocitan jako podil chybné
klasifikovanych pripadt z £. Takovy odhad ovsem déva zkresleny pohled na pres-
nost klasifikatoru d, jelikoz vybér L je pouzity jak na konstrukei klasifikatoru d,
tak pro vypocet odhadu jeho kvality. Proto dava zkresleny pohled a je zpravi-
dla prilis optimisticky. OvsSem i takovy odhad bude mit pozdéji v této praci své
vyuziti.



Odhad pomoci testovaciho vybéru

Druhym odhadem je odhad pomoci testovaciho vybéru. Takovy odhad nam
jiz bude davat lepsi informaci o presnosti klasifikatoru, jelikoz bude sestaveny na
vybéru nezavislém na vybéru trénovacim.

Definice 4 (Odhad pomoci testovaciho vybéru). Necht je vgbér L nezdvisle rozdé-
len na dvé disjunktni podmnoziny L1 a Lo. Nechl je ndasledné sestaven klasifikdtor
d za pomoci podvybéru Ly. Potom se odhad pomoci testovaciho vybéru vypocitd
jako
1 .
R™V(d) =~ > Ld(z) # ja),

2 (@i,5:)€L

kde Ny je pocet pripadi testovaciho vijbéru Lo.

Nevyhodou takového odhadu je ovsem fakt, Ze trénovaci vybér £ musi byt
dostatecné velky, aby bylo mozné si dovolit zmensit jeho velikost a ¢ast pripada
pouzit pouze pro odhad miry chybné klasifikace.

Odhad metodou ktizové validace

Ttetim, a poslednim odhadem, je odhad metodou kfizové validace. Tento od-
had ma vyhodu, Ze je mozné ho pouzit i u mensich vybért.

Definice 5 (Odhad metodou kiizové validace). Necht je trénovaci vybér L roz-
déelen na V' podobne velkijch disjunktnich podmnozin L+, ... ,Ly. Potom pro kazZdé
v, v=1,...,V, je sestrojen klasifikdtor d") pouze s pouZitim trénovaciho vibéru
L\ L,. Potom odhad odhadu R*d™) md tvar

RV (d®) = 1 ST 1(dYN () £ 5i), (1.2)

Nv (wiﬂ'i)eﬁv

kde N, je pocet pripadi v L,. Necht je nasledné sestaven klasifikdtor d za pomoci
celého trénovaciho vybéru L. Pak je odhad metodou krizové validace REV (d) vy-
pocitan jako

1 \4
REV(d) = v ST RTV(d™). (1.3)
v=1
Nejprve si vsimnéme, ze pro kazdé v, v =1,...,V, je L, nezavislé na vybéru

L — L, a proto je mozné v rovnosti pouzit odhad pomoci testovaciho vybéru
pro d®). Vzhledem k tomu, ze kazdy z V klasifikitori je zkonstruovan pomoci
vybéru s N(1 — ) pifpady, ktery je pro vhodné zvolené V' piiblizné velky jako
zakladni trénovaci vybér L, je tato metoda pomérné stabilni. Pro V. = N se
dand metoda nazyva N-ndsobnd kiizova validace (one-out validation). Pro kazdé
n,n=1,...,N, se pti konstrukci d™ nepouzije vzdy pouze jeden piipad. Tento
jeden pripad se nasledné pouzije jako testovaci a koneény odhad se vypocita podle

[C3).



1.2 Struktura klasifikacéniho stromu

Binarni stromové strukturovany klasifikator, dale oznacovany jako klasifikacni
strom, je soubor délicich pravidel, a pravidla ptifazeni do tiid usporddanych do
stromové struktury, diky které je mozné klasifikovat na zakladé vektoru méreni
x pripad do jedné z moznych t¥id proménné y, také oznacované jako predikovana
proménnd y. Kazdé déleni, oznacované pismenem s;, déli vhodnou nekoncovou
mnozinu X; do dvou dcerinych disjunktnich podmnozin Xy; a Xy; ;1. Takové zna-
¢eni nam zaruci prehlednost stromu, jak uvidime pozdéji. To, Ze jsou mnoziny
disjunktni, nam zajisti, ze pripad vzdy skonci pouze v jedné koncové podmno-
ziné. O predikci proménné y daného pripadu se néasledné rozhodne na zakladé
tridy prirazené prislusné koncové mnoziné.

Na obrazku vidime klasifikac¢ni strom tak, jak se typicky znazornuje. Prvni
déleni s; déli prostor X = X; obsahujici vSechny vektory @ na dvé disjunktni
podmnoziny X, a X3 a plati, ze X; = Xy U X3. X, se dale déli na X, a Xj;
a tak déle. Jak strom pokracuje dolu, vytvareji se stale mensi a mensi podmno-
ziny prostoru X. Podmnoziny Xg, ...,X;5 jsou koncové podmnoziny s oznacenim
pritazené tridy, které je uvedeno na obrazku pod nimi. Tedy plati

Ay =X, Ay = Xy, Ag = Xg U X5, . ..

Xg Xg X10 X11 X12 X13 X14 X15

Obrézek 1.1: Struktura stromu

Podmnoziny X; budou oznacovany jako uzly a znacené pismenem t. Kazdy
strom méa koncové uzly, které odpovidaji koncovym mnozinam, a nekoncové uzly,
které odpovidaji nekoncovym mnozinam. Prvnimu nekoncovému uzlu ¢; se také
riké pocatecni uzel. Nakonec je potieba jesté definovat vztahy mezi uzly.

Definice 6 (dcetriny uzel). Necht je ddn uzel t. Potom uzel t' nazveme dceringm
uzlem uzlu t, jestlize existuje cesta z uzlu t doli do uzlu t'.

Jak lze vidét na obrazku [I.1], deefinymi uzly uzlu to = X, jsou naptiklad uzly
ts = X5 a tg = Xg. Pocatecni uzel t; ma vzdy vSechny ostatni uzly dcefiné.



Definice 7 (Otcovsky uzel). Je-li ddn uzel t', nazgvame uzel t otcovskym uzlem
uzlu t', jestlize t je ve stromu vijse a jsou spojeny cestou.

Na obrazku ma uzel tg = Xg otcovské uzly t, = Xy, to = Xy a t; = X;.
Je jednoduché si uvédomit, ze uzel t' je dcefiny uzel uzlu ¢ prave tehdy, kdyz ¢ je
otcovsky uzel uzlu t'.

Definice 8 (Vétev). Veétev Ty stromu T s pocdtecnim uzlem t € T se skladd z uzlu
t a vsech jeho dceringch uzli.

Na obrazku [T.1] muzeme vidét napiiklad vétev T, = T,, kterd obsahuje uzly
t4:X4, thXSatngg.

1.3 Déleni uzlu

Jesté nez se podivame na to, jak v kazdém nekoncovém uzlu najit déleni
s, je potreba vysvétlit problémy spojené s tim, jak vlastné urcit koncovy uzel.
Prvotni myslenka by mohla vést k tomu, Ze by se strom v kazdém uzlu délil
délenim s do té doby, nez by bylo uspokojeno néjaké pravidlo pro zastaveni délent,
které by dany uzel prohlasilo za koncovy, a nasledné by mu byla podle urcitého
pravidla pritazena ttida. Takovy postup pouzijeme s jednou zménou, a tou je, ze
zadné pravidlo pro zastaveni nebude potieba. Misto toho se zkonstruuje opravdu
velky strom a nasledné se bude za urc¢itych pravidel zmensovat tak, aby byl co
nejefektivnéjsi. Nakonec se kazdému koncovému uzlu takového stromu priradi
vhodna trida.

Standardni sada otazek

Predpokladejme standardni strukturu dat, tj. konecnou dimenzi pripadi, kdy
x = (z1,...,2p) je smési numerickych a kategoridlnich prediktori. Ve stan-
dardni sadé otazek zavisi kazdé déleni s pouze na jednom zvoleném prediktoru.
Od této chvile bude 2 oznacovat mnozinu vSech moznych standardnich otazek.
Pro kazdy kategoridlni prediktor z,,, kde z,, € {x1,...,x)} nabyva kategorial-
nich hodnot v {by,...,b.}, obsahuje Q vSechny otazky tvaru {Je z,,, € B?}, kde
B probihé pres vsechny podmnoziny {bi,...,by}. Je-li x,, numericky prediktor,
Ty € {21,...,x}, potom § obsahuje vSechny otézky tvaru {Je z,, < ¢?} pro
¢ € (—00,+ ). Prestoze € je nekonecna mnozina otazek, existuje koneény pocet
déleni dat. Predevsim je tfeba si uvédomit, ze pokud je x,, numericky predik-
tor, existuje maximalné N ruznych hodnot z,,. Pak existuje maximélné (N — 1)
hodnot ¢,, pticemz hodnoty ¢, jsou voleny tak, aby byly presné v poloviné in-
tervalti po sobé jdoucich hodnot x,,. Proto maji otazky numerického prediktoru
tvar {Je x,, < ¢,7} a je jich koneéné mnoho. Pokud je x,, kategoricky prediktor,
potom nabyva hodnot napifklad v {by,...,by}. Pak existuje piesné (2L71 — 1)
riiznych smysluplnych?| déleni s pro dany prediktor. Je diilezité si uvédomit, Ze
na kazdou otazku je mozné odpovédét pouze ,,Ano"¢i ,,Ne", proto se takova déleni
nazyvaji binarni. Mnozinu vSech moznych binarnich déleni budeme znacit jako S.

3Nezahrnuji déleni na celou mnozinu C a prazdnou mnozinu, jelikoZ takové déleni nem4
smysl.



1.3.1 Funkce necistoty

V této podkapitole bude zavedena funkce necistoty, kterda nam v kazdém uzlu
t pri pouziti déleni s fekne, jak efektivni dané déleni je a jestli ho pouzit, nebo
je treba hledat néjaké jiné. Nejdrive bude ovSem potieba predstavit myslenku
takzvanych proporci uzlu, kterda ndm pomiize tuto funkci definovat.

Proporce uzlu

Predpokladejme, ze je dany trénovaci vybér £ a jednotlivé pripady mohou
byt klasifikovany do J tiid, tedy C = {1,...,J}. Necht N, predstavuje pocet
pripadt z trénovactho vybéru L ve tiidé j. Pak lze apriorni pravdépodobnosti
prislusnosti do tridy j, které znacime 7(j) pro vSechna j € C, bud odhadnout
jako m(j) = N;/N, nebo jsou doddny analytikem externé podle uvazovanych
predpokladi. Necht ¢ je uzel, pak N(t) oznacuje pocet pfipadu v uzlu t a N;(t)
pocet piipadt tiidy j v ¢t. Potom N,(t)/N; je podil pfipadu j-té t¥idy spadajicich
do uzlu t. Odhadovana pravdépodobnost, ze pripad je v j-té tiidé a zaroven v uzlu
t, se proto oznacuje p(j, t) a spliuje rovnost

. 0) = n(i) 4 =

Posledni rovnost plati pouze tehdy, pokud jsou apriorni pravdépodobnosti 7(j)
odhadnuty z dat v trénovacim vybéru L. Jakmile je definovana pravdépodobnost
p(j, t), je mozné definovat odhad pravdépodobnosti spadnuti pfipadu do uzlu ¢

jako
J

p(t) = p(j t).

j=1
Poté je odhad pravdépodobnosti, ze pripad patii do tiidy j za podminky, zZe je
v uzlu t, definovan nasledovné

_pl, ) N()

kde posledni rovnost plati pouze v pripadé, ze jsou apriory 7(j) odhadnuty z dat.
Samoziejmé plati p(j[t) > 0, Vj € C, a také p(1|t) + p(2|t) + ...+ p(J|t) = 1.

Funkce necistoty

Predpokladejme, ze v uzlu t skoncily néjaké pripady. Cilem dobrého déleni
s je, aby pripady ve dvou néasledujicich dcefinych uzlech, oznacenych t; (levy
dcefiny uzel) a tg (pravy dcefiny uzel), byly ,¢istsi". Necht p(j|t), 7 =1,...,J, je
proporce vSech pripadi v uzlu ¢ patticich do tiidy j. Potom definujeme necistotu
uzlu t jako funkci jeho proporci:

Definice 9 (Necistota uzlu). Mira necistoty i(t) uzlu t je definovdina jako nezd-
pornd funkce ¢ proporci uzlu p(1|t), ... p(J|t) spliujici
o ¢(%,...,5) = mazimum.

e $(1,0,...,0)=¢(0,1,0,...,0)=...=0.
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o ¢ je symetrickd funkce p(1[t),... p(J|t).

Tato definice 11ka, jak funkce necistoty méri necistotu uzlu ¢. Necistota uzlu je
nejvetsi, kdyz jsou vSechny tridy 1,...,J zastoupeny v uzlu rovhomérné. Naopak
funkce ¢ je nulova, kdyz je uzel t absolutné ¢isty. To znamen4, ze obsahuje pouze
pripady z pravé jedné tridy.

Predpokladejme, ze S je mnozina vsech binarnich déleni s. Je-li ddno déleni
s € S, pak kvalita déleni s na uzlu t je urcena poklesem necistoty definovanym
jako

Ai(s,t) = Z(t) — pLi(tL) —pRi(tR),
kde tgr a t, jsou diive definované dceriné uzly uzlu t. Navic p;, a pr jsou hodnoty
takové, ze podil py, pripadt ze vSech pripadi v ¢ jde do t; a podil pg pripadi jde
do tr (obrazek . Ztejme plati, ze p;, + pr = 1.

S takovou definici necistoty uzlu je mozné rozhodovat o kvalité déleni s, a tedy
volit nejlepsi déleni. Proto v kazdém uzlu ¢ zvolime jako nejlepsi déleni s* to
s nejvetsim poklesem necistoty, tedy

Ai(s*, t) = max Ai(s,t).

Obrazek 1.2: déleni uzlu

Z definice[d)je zfejmé, jak ma funkce necistoty vypadat, ale nenf viibec trividlni
takovou funkci najit a ovérit, ze pouzit takovou funkci opravdu dava smysl. Proto
se nyni podivame na problém pouze dvou tfid a odvodime takovou funkci, kterou
bude nasledné mozné pouzit i pro problém vice tiid.

Predpokladejme nyni C' = {1,2}. Necht je dan uzel ¢, potom méa proporce
p(1]t) a p(2|t) a plati

p(1[t) =1 —p(2[t).
Proto dava smysl zavést funkei necistoty i(t) tak, Ze se bude rovnat pravdépo-
dobnosti chybné klasifikace v daném uzlu ¢. Polozme

i(t) = o(p(1]t), p(2[t)) = 1 — max(p(1[t), p(2[t)) =
= min(p(1]t), p(2[t)) = min(p(1[t), 1 — p(1]t)).

Tato funkce je definovana na intervalu [0,1] s maximem v 1/2 a spliiuje vlast-
nosti definice [9] ,Neodménuje* ovSem ¢istéjsi uzly vice, jelikoZ na intervalech
[0, 1/2] a [1/2, 1] je tato funkce linedrni. Proto bychom potiebovali takovou funkci
necistoty, aby na intervalu [0,1] byla spojitd, symetrickd, s maximem v 1/2, s mi-
nimem v 0 a v 1 a navic aby byla konkavni. To zaruci, ze budou uptfednostinovany
cistéjsi uzly. Konkavni bude samozrejmé tehdy, kdyz jeji druha derivace bude
spojitd a zdroven zapornd na intervalu [0,1]. Proto definujeme ti¥idu takovych
funkei.
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Definice 10. Necht je dan uzel t. Potom je funkce ¢(p(1|t)) pro p(1|t) € [0,1]
se spojitou derivaci druhého rddu na intervalu [0,1] tridy F prdvé tehdy, kdyz
splnuje:

1. ¢(0) = ¢(1) = 0.
2. ¢(p(1]t)) = ¢(1 —p(1]t)).
3. ¢"(p(1t) < 0 na intervalu [0,1].

Nyni uvedeme tvrzeni, které 1ika, ze funkce z tridy F jsou vhodné, jelikoz
jsou vzdy nenulové a jsou nulové pouze tehdy, kdyz jsou totozné proporce uzli t,
tr atg.

Tvrzeni 1. Necht ¢ € F a i(t) = ¢(p(1|t)). Potom pro libovolnyg uzel t € T
a libovolné déleni s € S plati
Ai(s,t) >0 (1.4)

s rovnosti prave tehdy, kdyz plati

p(1t) = p(1ltL) = p(1[tr). (1.5)

Diikaz. ¢(p(1]t)) je z t¥idy funkei F, proto je to konkavni funkce na [0,1]. Z kon-
kavity vyplyva

i(te)pe +i(tr)pr = ¢(p(L|tL))pe + d(p(Lltr))Pr < (16)
< ¢(p(1ltr)pr + p(Lltr)pr) '
s rovnosti tehdy a jen tehdy, kdyz p(1]t;) = p(1|tg). Nyni
1, t 1, ¢ t
Pl + st = s+ B -
_ p(l, tL) +p(1) tR) (17)
p(t)
= p(1t).
a proto implikuji
i(tr)pr +i(tr)pr < @(p(1lt)) = i(t),
coz muzeme prepsat jako
0 <i(t) —i(tr)pr — i(tr)pr = Ai(s,t) (1.8)

a nerovnost ([1.4]) je dokédzana. Rovnost v ([1.8) podle (1.6) nastava tehdy a jen
tehdy, pokud p(1|t;) = p(1|tg). Ozna¢me v = p(1|ty) = p(1|tg) a dosadme do
rovnosti (1.7]). Potom plati:

p(1|t) = vpr + vpr = v(PL + PR) = 7.

Tim je dokdzana rovnost (|1.5)).
m
Funkce ¢ z F jsou konkavni, coz vice ,odménuje cisté uzly. Navic tvrzeni
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iika, ze je Ai(s,t) nulova pravé tehdy, kdyz p(1|t) = p(1]ty) = p(1|tr). To se
ovsem stava vzacné, aby mély vsechny tTi uzly totozné proporce pro kazdou tiidu.
Zaroven se také stava ojedinéle, ze vice nez jedno déleni s maximalizuje Ai(s,t).
Nyni staci uz jen néjakou takovou funkci ¢ najit.

Pro problém dvou tiid je mozné takovou funkci najit napriklad jako kvadra-
ticky polynom. Po jednoduchém dosazeni podminek z [10| dostaneme funkci

é(z) = b(x — %), b > 0. (1.9)
Bez jmy na obecnosti tedy zvolme b = 1. Potom ma nase vysledné funkce ¢ tvar

¢(z) = (1 —x),
a tedy
o(p(1t)) = p(1]t)(1 = p(Lt)) = p(1]t)p(2]t).
Nésledné definujeme miru necistoty libovolného uzlu t jako
i(t) = p(1[t)p(2]t). (1.10)

Funkce[[.I0je v F a tak spliiuje vSechny vlastnosti definice[I0] Vyhoda této funkce
je ta, ze lze jednoduse prevést do klasifika¢niho problému s vice tfidami.

Giniho kritérium

Giniho index diverzity je zobecnéni funkce necistoty definované v ((1.10) pro
vice t¥id. Necht je dan uzel ¢ a jeho proporce p(1]t),...,p(J|t). Potom definujeme
Giniho index diverzity jako funkci necistoty i(¢) vztahem

i(t) = > p(i[t)p(ilt). (1.11)
i
Rovnost (|1.11)) mtuzeme jesté upravit:

icr(t) =Y p(jlt)p(ilt) =

J#

=>_p(ilt)p(ilt) + > p(ilt)p(ilt) — >_ p(ilt)p(ilt) =

J#i =i =
= > p(iBpGlt) = 3o (i) =
= (o)~ Srin? =
=1-> ()" (1.12)

Z (1.11)) vidime, Ze funkce necistoty definovand pro problém dvou tiid je vlastné
Giniho index diverzity, pokud v zvolime b = 2. Z konkavity a vlastnosti této
funkce tedy opét plati, ze

Ai(s,t) >0

s rovnosti praveé tehdy, kdyz
p(jlt) = p(jltr) = p(jltr) proj =1,...,J
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Twoing a Entropy kritéria

Dalsi moznou volbou funkce necistoty mutze byt takzvané Twoing kritérium.
To je definované primo jako funkce poklesu necistoty. Za podminky, ze je dan
uzel t a déleni s, ma Twoing kritérium tvar

Nigw (s,t) = poR {Z_:l Ip(jltL) — p(j|tR)\] :

Takova definice funkce poklesu necistoty dava smysl proto, Ze je to normovany
soucet absolutnich rozdilt pravdépodobnosti p(j|tz) a p(j|tr) pro kazdou tiidu
7. Nejlepsi déleni bude tuto funkci maximalizovat, pricemz toho dosahne tehdy,
kdyz absolutni hodnoty budou co nejvétsi. To nastane pravé tehdy, kdyz déleni
s¥ posle co nejvice pripadil z uzlu t nalezejicich kazdé tridé spoleéné pravé do
jednoho ze dvou dcefinych uzli. Na rozdil od Giniho kritéria, které meélo spise
tendenci v kazdém uzlu separovat jednu tfidu a tu poslat do jednoho dcefiného
uzlu, se Twoing kritérium snazi hledat takova déleni, ktera déli pripady po tiidéach,
které maji spolecné vlastnosti. Pouziti jednoho ¢i druhého kritéria zavisi na tom,
zda muzeme predpokladat takové vlastnosti t¥id, ¢i nikoliv.

Dalsim moznym kritériem je pouziti klasické Shannonovy entropie. Toto kri-
térium ma tvar

ign(t) = = p(jlt) log, p(jlt).
J

1 1F
I’ \\
’ )
4 .
, A Y
4 .
’ \
05r / _ee==~a 0.5 il A
’a’ “~~ . .
L’ IS ’ .
Re — Entropy R A — Entropy )
RO Gini R " me--- 2 Gini v
‘ »
0 ’ 1Mty O : 1t
o 05 7 Pam 9 05 1 p(11t)
(a) (b)

Obréazek 1.3: Giniho a Entropy kritéria

Na obrazku [1.3(a) 1ze vidét rozdil mezi Giniho a Entropy kritériem pro dveé
tridy. Entropy kritérium také nélezi do t¥idy F podle definice Na obrazku
[1.3|(b) je jejich srovndni, po vyndsobeni Giniho kritéria dvéma, coz nemd zadny
vliv na funkci miry necistoty. Entropy kritérium tedy vice penalizuje necisté uzly
nez Giniho kritérium. Co se tyce vypocetni slozitosti, je Entropy kritérium kvili

vevs

2019), muze byt casto efektivnéjsi.

1.3.2 Pravidlo prirazeni tridy

Predpokladejme nyni, zZe jiz mame zkonstruovany klasifikacni strom 7'. Jak se
takovy strom dostane bude popsano v nasleduji kapitole. Nyni ovSem predpokla-
dejme mnozinu koncovych uzli stromu 7" a oznacme ji T'. Pravidlo prifazeni tiidy
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nam 1iké, ze kazdému koncovému uzlu ¢t z mnoziny T je pritazena tiida j € C,
oznacend vyrazem j(t). Je prirozené vybrat tu t¥idu, pro kterou je v daném kon-
covém uzlu nejvice pripadu. Tedy

plB)[E) = maxp(jlt). (1.13)

Takova trida zaroven minimalizuje resubstitu¢ni odhad miry chybné klasifikace
pripadu v uzlu t. Proto mé takovy odhad tvar

r(t) = > p(lt) = 1 - maxp(jli). (1.14)
7#5()

Pokud existuje vice t¥id splnujicich rovnici ([1.13]), pak je trida j(t) vybrana libo-
volné, tedy jako jedna z maximalizujicich ttid.

1.3.3 kombinace prediktori

Dosud jsme predpokladali, ze kazdé déleni s € S déli uzel pouze na zakladé
jednoho prediktoru. Nyni se v kratkosti podivame na to, jak lze vyuzit vice pre-
diktori k efektivnéjsimu déleni.

Nyni uvazujme pouze numerické prediktory a predpokladejme, ze vektor & ma
dimenzi 2, tedy & = (z,y). Problém déleni podle jednoho prediktoru, déle oznaco-
vaného jako jednoduché déleni, muze byt ten, ze kazdé déleni tvaru s :{Je z < ¢?}
nebo s :{Je y < ¢?} déli rovinu na dvé poloviny pfimkou rovnobéznou s jednou
ze dvou os, kdy druhou osu protind v bodé c. Data ovSem muzou mit zavislost,
kterou rovnobézka s osou neodhali.

y y
10 1 1 1 1 1
1 A 2 1 A 2’
LA V! 22 Y ! (5 22
11 1: 2 %22 252 11 ; 2 '/%22 22
1
L 1, 2 2 2 T 1 ) ’,2 2 2
1 1 2 1 ’ 2
L L R PP
1 1 1 2
1 220 2 2 1 222 2 2
’
1 1 o2 2 ] 107 2 2
11 ' 2 LR 2
11 1 ! 11 ',T
X X
(a) jednoduché déleni (b) Linedrni déleni dvou prediktort

Obrazek 1.4: Linearni déleni

Na obrdzku [I.4[a) vidime, jak jednoduché déleni neoddélilo pripady tifidy
1 od pripada tridy 2 tak dobre, jak to udélalo linedrni déleni dvou prediktorii
na obrazku (b) Proto by byly potieba alespon 4 jednoducha déleni, aby se
vyrovnaly linedrnimu déleni, jak je vidét na obrazku (1.5

Toto byl pouze ilustracni priklad, v praxi lze samoziejmé pouzit vice nez
2 prediktory. Bez ijmy na obecnosti pfedpokladejme, ze z M prediktort je jich
M; numerickych. Necht je dan uzel ¢, potom uvazujme mnozinu koeficienti

a = (al, RN 7611\41)
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Obrazek 1.5: Vice jednoduchych déleni

takovou, aby platilo
M,
2 2
lall*=>_ ap =1.
m=1
Linearni déleni vice prediktori méa potom tvar

My
Zamxmgc,ceR.

m=1

Déle by bylo mozné pomoci urcitého algoritmu odstranovat postupné predik-
tory s mensi dulezitosti tak, aby v daném déleni zustaly pouze ty prediktory, které
jsou dostatecné efektivni. Existuje i metoda, kterd zahrnuje také kategorické pro-
ménné. Ackoliv tyto metody zmensuji pocet potfebnych déleni v klasifika¢nim
stromé, jsou vypocetné neefektivni a navic Spatné interpretovatelné. Jak bude
mozné vidét ve treti kapitole, pokrocilejsi a sofistikovanéjsi algoritmy pro hledani
klasifika¢nich stromu vyuzivaji pouze jednoduché déleni.

1.3.4 Naklady chybné klasifikace

Dosud se predpokladalo, ze naklady chybné klasifikace jsou pro vSechny tridy
stejné. To znamenalo, ze chybné klasifikovani pripadu z kazdé tridy méa stejnou
vahu. To neni vhodné napriklad v uvodnim piikladu, kdy bychom chtéli dat vétsi
vahu chybné klasifikace tém pripadim, kdy zena ma komplikovany porod, ale je
klasifikovana do ttidy nekomplikovanych porodi. Pro takovy pozadavek je mozné
zavést pojem naklad chybné klasifikace nasledovné:

Definice 11 (Naklad chybné klasifikace). C'(i|j) je ndklad chybné klasifikace ob-
jektu tridy j jako objektu tridy ¢, pokud pro néj plati

1. C(ilj) > 0 pro kazdé i # j
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2. C(i|j) =0 pro kazdé i =j.

Za predpokladu nejednotkovych ndkladi chybné klasifikace se pouziva k déleni
uzlt napriklad modifikovany Giniho index definovany jako

icr(t ZC ilj)p(ilt)p(jlt). (1.15)

Zde je mozné scitat i pies i = j, jelikoz C'(i|j) = 0 pro i = j. Nyni ovSem vyvstava
jeden problém, a to ten, ze index v (|1.15)) nezohlednuje rozdily naklada chybné
klasifikace mezi dvéma t¥idami. Totiz, pokud pro fixni ¢ a j plati C(i|j) # C(j]7),
na takovy rozdil nebude bran ztetel a naklad chybné klasifikace téchto dvou trid
se seCte a zprumeéruje mezi obé tridy. To je mozné vytesit docela slozitym dode-
finovanim sekundarnich forem apriornich pravdépodobnosti, jak lze vidét v knize
Breiman (1993 str. 114). Tim se zde nebudeme zabyvat, ale zjednodusené fe-
¢eno, je snaha prevést nejednotkové nédklady chybné klasifikace C(i]j) co nejblize
jednotkovym pii vhodné zméné apriornich pravdépodobnosti m(j).

Nyni se podivame na volbu tridy j(¢) pro koncovy uzel za podminky, Ze jsou
pouzité nenulové naklady. Definice [11|Tik4, ze kdyz je ndhodny ptipad, ktery padl
do uzlu t, klasifikovan do t¥idy ¢, pak je odhadovana mira chybné klasifikace rovna

> C(ilj)p(lt). (1.16)

jeC

Rozumny postup je ptiradit koncovému uzlu ¢ takovou tiidu j(t), kterd minima-
lizuje (1.16]). Potom je pfi daném uzlu ¢ resubstituéni odhad r(¢) miry chybné
klasifikace definovan jako

rggngC il7)p(ilt). (1.17)

Vsimnéme si, ze (1.17)) s jednotkovymi ndklady chybné klasifikace, tedy

C(ilj) = 1,4 # j,
odpovidé resubstituénimu odhadu (1.14]) a plati
r(t) = min ;C(le)p(ﬂt) = 1 —maxp(jlt). (1.18)

1.4 Tvorba klasifikaéniho stromu

Jiz bylo popséno, jak je klasifikacni strom strukturovany, jak se hleda v kaz-
dém uzlu nejlepsi déleni a jak se koncovym uzlim priradi vhodna ttida. Nyni je
potieba vysvétlit, jak se takovy strom zkonstruuje. Myslenka bude takova, ze se
zacne s jednim pocatecnim uzlem. Ten se bude délit pomoci nejlepsich déleni do
dcerinych uzla tak dlouho, dokud v kazdém uzlu nebude jen par pripada. Poté se
pomoci metody ofezavani s minimélni nakladovou slozitosti bude strom zmenso-
vat tak, ze vznikne posloupnost idedlnich stromii, ze kterého bude nakonec vybran
jeden nejlepsi strom. Pro takovy algoritmus je nejdiive potfeba dodefinovat re-
substitu¢ni odhad miry chybné klasifikace stromu, ktery bude vychazet z definice
resubstitu¢niho odhadu miry chybné klasifikace uzlu definovaném v (|1.17)).
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Definice 12 (Resubstitucni odhad miry chybné klasifikace stromu). Necht je ddn
strom T a resubstitucni odhad miry chybné klasifikace uzlu r(t) tvaru

r(t) = min > C(il7)p(lt).

jeC

Polozme R(t) = p(t)r(t), kde p(t) je pravdépodobnost spadnuti pripadu do uzlu t.
Potom je resubstitucni odhad miry chybné klasifikace stromu definovan jako

R(T) = >_ R(1),

teT
kde T je mnoZina koncovjch uzli stromu T.

Tato definice poskytuje nastroj, jak odhadnout R*(T). R(T) a R(t) budou
nyni oznacovany jako mira chybné klasifikace stromu 7" a mira chybné klasifikace
uzlu ¢.

1.4.1 Orezavani s minimalni nakladovou slozitosti

Klicové pro tuto metodu je nejdiive definovat orezini vétve.

Definice 13 (Ofezani vétve). Orezdni vétve Ty ze stromu T spocivd v odstranéni
vsech dcerinygch uzli uzlu t ze stromu T'. Takto orezany strom je oznaceny T —Ty.

(a) Strom T (b) Vétev T, (¢) Strom T — T},
Obrazek 1.6: Ofezavani

Pokud je strom T" ofezan ze stromu T, pak se T" oznacuje jako ofezany pod-
strom T a znaci se 7" < T'. Na obrazku lze vidét pifklad stromu 7' a jeho
konecna podoba po orezani vétve T;.

Prvnim krokem v metodé orezavani je nechat vyrust velky strom Ty, 4x, ktery
ma v kazdém koncovém uzlu pouze jeden pripad. Smyslem této metody je nyni po-
stupné ofezat postupné vétve tak, aby vznikla posloupnost Thax, T1, To, . . . ,{t1},
kde {t1} je pocatecni uzel stromu Thsax.

Definice 14. Pro libovolny podstrom T < Tyax definujeme jeho sloZitost jako
|T'| — pocet koncovych uzli v T. Necht o > 0, o € R, je parametr sloZitosti. Pak
je mira ndakladové sloZitosti R, (T) stromu T definovana jako

Ro(T) = R(T) + a|T)|. (1.19)
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V rovnosti (I.19) vyjadiuje R(T) miru chybné klasifikace stromu a «o|T| pe-
nalizaci za slozitost. To znamend, ze vétsi strom s vice koncovymi uzly bude
penalizovan vice nez maly strom s nskolika malo koncovymi uzly. To je dulezité,
jelikoz prilis velké stromy v sobé nesou velké riziko malé generalizace.

Necht je zkonstruovany strom Ty 4x tak, aby v kazdém koncovém uzlu mél
pouze jeden pripad. Nyni pro kazdou hodnotu o > 0 najdeme nasledné podstrom
T(a) < Thax tak, aby minimalizoval R, (7T):

R.(T(a)) = pIpin R, (T).

Pro malé hodnoty a bude penalizace za velky pocet koncovych uzlia zanedbatelna
a vybrany strom bude velky. Na druhou stranu, pro velké a bude penalizace do-
minantni a vybrany strom bude mit jen par koncovych uzli. Pro néjakou hodnotu
ap bude pro vsechny a > «g vybranym stromem dokonce pouze pocatecni uzel
{t1}. Takto je tedy definovana posloupnost stromt Thax, 11, T, . ..,{t1}. Pena-
lizaci za slozitost oviem miize byt i jind funkce, napiiklad o|T|” pro v € (0,1),
jak lze vidéet v ¢lanku C. Scotta (Scott], 2005).

Myslenka spo¢ivd v tom, Ze na uritém intervalu o € [0,a) voli ofezavani s
minimalni nakladovou slozitosti strom 77. Poté dojde ke skoku v bodé a a v na-
sledujicim intervalu o = [a,b) algoritmus vybere strom T5. Tento proces bude
pokracovat tak dlouho, dokud nebude dosazeno koncového uzlu {¢;}. Proto bude
posloupnost konecna. Zde jsou ovsem dva problémy. Prvnim je existence pod-
stromu T' < Tyax pro kazdou hodnotu a a jeho jednoznac¢nost. Druhym pro-
blémem je otdzka: Je v posloupnosti stromt Tyax, T1, To, ... ,{t:} kazdy strom
podstromem predchoziho stromu, tj. plati Tajax = 171 = To = ... = {t1}7

Definice 15. Nejmensi minimalizujici podstrom T(«) pro parametr sloZitosti o
splnuje:

1. Ra(T(O{)) = MiN7g7y, 5 Rq (T)
2. Jestlize Ry(T) = Ro(T(0)), pak T(a) x T.

Tato definice T1kd, ze pokud ma vice ruznych stromu stejnou hodnotu R, (7),
je vzdy vybran mensi strom. Poslednim problémem je tedy existence. Nicméné:

Véta 2. Pro kazZdou hodnotu o > 0 existuje nejmensi minimalizujici podstrom

podle definice [15

Diikaz. Viz (Breiman, |1993, Theorem 10.9).
]
Existence T'(«) je tedy zajisténa. Zbyva ukéazat, jak takovou posloupnost skutecné

v/

najit a zarucit, aby spliiovala Thyax = 11 = To > ... = {t1}. Vyhodné&jsi je nyni
zaCit s T} misto Tyrax. Zvolime tedy T) jako T} = T(0). Ty je proto nejmensi
podstrom Th4x splnujici podminku

R(Tl) = R(TMA)()
K tomu ovSsem bude potieba ukazat, ze pro kazdy nekoncovy uzel ¢ plati

R(t) > R(ty) + R(tp).
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Véta 3. Pro libovolné déleni s € S uzlut € T plati
R(t) > R(ty) + R(tgr)- (1.20)

Rowvnost nastdva prdave tehdy, kdyzZ prirazené tridy uzli tr, tg a t jsou totoZné.
Tedy plati
J(t) = j(te) = j(tr)- (1.21)

Diikaz. Bez ujmy na obecnosti predpoklddejme, ze uzlu t je pritazena tiida j(t).
Potom plati:

R(t) = =2 CUMIpGp(E) =

= Z;C(j(t)lj)p(j, t) =
= QC(j(t)\j)[p(j, tr) +p(, tr)] =
- Z;C(j(t)\j)p(j, tL) + %C(j(tﬂj)p(j, tr) =

= R(tr) + R(tg).

Posledni rovnost plati pravé tehdy, kdyz uzly tg a tg maji pfitazenou tridu j(¢).
Tim jsme dokézali rovnost ve vztahu (1.21)). Ttida j(t) byla ale kazdému uzlu
pritazena tak, aby byl minimalizovana mira chybné klasifikace

> C(ilj)p(lt). (1.22)

jecC

Proto tedy plati

R(t)-R(t.) — R(tr) =
=r(t)p(t ) r()p(tr) — T(t)p(tR) =
= > CUMNPG, t) + D CUMIIP0, tr)— (1.23)

Jjec jeC

—min >  C(ilj)p(4, t) —min »  C(ilj)p(j, ).
zGC% zecjez;,

Kdykoliv je dcefinym uzltim ¢, tg pritazena stejna tiida jako uzlu ¢, je zaruceno,
ze se celkova mira chybné klasifikace nezvétsi. Mlze ovsem existovat jina tiida,
ktera bude minimalizovat a celkovy néklad se zmensi. Prava strana rovnosti
v je tedy vzdy nezaporna a nerovnost je dokazana.

m
Timto postupem vznikne T}, jehoz kazdy koncovy uzel je ¢isty a zadné dalsi
¢isté koncové uzly jiz ofezavanim nelze vytvorit. Mame tedy strom 7T a dalsi
krok spoc¢iva v tom najit dalsi strom 75. Nejdiive ale potrebujeme definovat miru
chybné klasifikace vétve stromu 77. Tedy pro libovolnou vétev 17 ; z T} definujeme
jeji miru chybné klasifikace R(T7 ;) jako

R(Tiy) = > R(t).

t’GTLt

Tedy R(T3.) je soucet mér chybné klasifikace vSech koncovych uzli vétve T,
a plati
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Véta 4. Pro libovolny nekoncovy uzel t stromu T plati

R(t) > R(Tl,t>-

Dukaz. Dtukaz této véty je jednoduchy, staci si pouze uvédomit, ze koncové uzly
vétve jsou deefiné uzly uzlu ¢, a aplikovat Vétu[3] Ostra nerovnost bude zarucena,
protoze strom 77 ma vSechny uzly ¢isté a zadné jiné jiz orezanim nelze vytvorit.

m
Necht pro libovolny uzel ¢ € T} oznacuje {t} podvétev vétve T} ; obsahujici pouze
samotny uzel t. Potom

Ro({t}) = R(t) + al{t}] = R(t) +
vyjadiuje miru nakladové slozitosti uzlu ¢ jako podvétve vétve 7', a
RQ(TLt) = R(let) + Q’T1,t|

je mira nakladové slozitosti vétve Ty . Jelikoz podle véty [d] plati, ze R(t) > R(T1,),
potom pro néjaké dostatecné velké a > 0 musi platit

Ra({t}) > Ra(T11). (1.24)

Tedy lze najit hodnotu « takovou, ze se obé strany v nerovnosti rovnaji.
Obé miry ndkladové slozitosti budou stejné velké, ale podvétev {t} méa méné
koncovych uzlt nez vétev 17, a proto bude preferovana. K tomu, abychom nasli
takovou hodnotu «, staci uvazovat vztah vzhledem k «, odkud dostavame

R(t) — R(Ty,)
Ty — 1

a> (1.25)

Prava strana nerovnosti ([1.25)) bude ovsem vzdy kladnd podle véty . Proto de-
finujeme funkei g1(¢), ¢ € T; nasledovné

R(t)—R(T1,+) 7
(t) = Fral 1 prot ¢ T4,
a1 ~
+00 prot e T}.

Nésledné definujeme nejslabsi uzel ¢, € T} jako uzel ktery spliiuje rovnost

g1(t1) = min g1(¢)

a polozme s = g;(t;). Uzel t; je nejslabsi v tom smyslu, Ze jak roste o od nuly,
tento uzel jako prvni ze vSech splnuje

Rao({t}) = R(t) — a(Ths).

Potom je tedy uzel ¢; upfednostnén pied jeho vétvi Tjz,. Proto je tato vétev
ofezana a definujeme novy strom 7T, < 77 spliujici

T,=T —Ty
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Necht je tedy dan strom T, potom se strom T3 ziskd podobnym zplsobem
jako T5. Definujeme funkci gs(¢):

R(t)—=R(Tb,+) 7
g2(t) = T2, =1 pro £ ¢ ?27
400 prot € Ts.

Néasledné dostéavame nejslabsi uzel t, € Th, ktery spliiuje

92(t2) = mingo(t) =

a dostavame strom T3 splnujici
T3 - T2 _— TQ,EQ'

Takto pokracujeme do doby, nez je vybran jako idealni strom pouze pocatecni
uzel {t;}. Dostéavame tedy sestupnou posloupnost do sebe vnorenych stromt

Ty =Ty = ... {t1}.

Pokud by ndhodou v né¢jaké fazi bylo vice nejslabsich uzli, jsou ofezany vsSechny
vétve nélezejici témto uzlim. Proto je tedy {a4} rostouci posloupnost pro k > 1,
kdy ay; =0, a pro o < a < agyq plati

Cely proces tedy funguje tak, ze je na zacatku dan strom 737. V tomto stromé je
nalezen nejslabsf uzel t;, jeho vétev je ofezéna a vznikd strom T, pravé kdyZ «
dosdhne hodnoty as. Poté je nalezen nejslabsi uzel stromu 75, vhodna vétev je
orezana a vznika strom T3 kdyz o dosdhne «3. Tento proces bézi do té doby, nez
je cely strom ofezany a zbyva pouze pocatecni uzel {t; }. Takto vznikla posloup-
nost idealnim podstromi, ze které nyni bude vybran jeden nejlepsi strom pomoci
takzvanych spravedlivych odhadi.

1.4.2 Vybér nejlepsiho stromu

Nyni je potieba z kandidatti na nejlepsi strom, tedy z posloupnosti
Ty =Ty = ... {t1}

vybrat jeden podle néjakého kritéria. K tomu vyuzijeme odhady miry chybné
klasifikace R(Ty), které nam feknou, ktery strom je nejpresnéjsi. Potom zvolime
z této posloupnosti takovy nejlepsi strom Tj,, pro ktery bude platit

R(Ty,) = min R(T},).

K takovému odhadu bude potteba trénovaci vybér £ a nasledujici pravdépodob-
nostni model.

Necht je £ ndhodny vybér N nezavislych pripad vybranych z pravdépodob-
nostniho rozdéleni P[A, j] definovaném na prostoru X x C. Potom (X)Y) je
ndhodny novy vybér z P[A, j] nezavisly na £ a mira chybné lasifikace klasi-
fikatoru d je R*(d) = P[d(X) # Y]. Déle C(i|j) je ndklad chybné klasifikace
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ptipadu z t¥idy i jako pfipad z t¥idy j. Nédsledné muzeme definovat Q*(i|j) jako
pravdépodobnost, ze pripad z j-té tridy je klasifikovany do tridy 7 a plati

Q*(ily) = P(d(X) = i[Y = j).

Potom m&a odhad miry chybné klasifikace vsech pripadi z j-té tridy tvar

a odhad miry chybné klasifikace klasifikatoru d:
J
R*(d) =) _ R*(j)m(5),
j=1

kde 7(j) = P[Y = j]. VyuZijeme tento model a nejdeme odpovidajici odhady na
zakladé realnych dat.

Odhad miry chybné klasifikace pomoci testovaciho vybéru

Necht je dan trénovaci vybér £ obsahujici N pripadt. Z L je ndhodné vybrano
N, pripadi. L je tedy rozdélen na novy trénovaci vybér £ s Ny = N — N, pripady
a novy testovaci vybér Lo s Ny pripady. Na zakladé £, je pomoci diive popsaného
algoritmu sestavena posloupnost stromt

Ty =Ty = ... {t1} (1.26)

Tato posloupnost je zfejmé nezavisla na vybéru L, a proto bude tento vybér
pouzity k odhadu miry chybné klasifikace a zvoleni nejlepsiho stromu z (|1.26)).
Definujme N]@) jako pocet vsech pripadil z Lo, jejichz tiida je j. Ted pro kazdy
strom z ([1.26]) spoc¢itdme Ni(;) jako pocet pripadu z L, t¥idy j, které byly klasi-
fikovany do t¥idy i. Potom mame pro kazdy strom odhad Q*(z|j), ktery spliuje

rovnost
(2)

NG
QTVZ'j — 1»].
)=

Miize se ovsem stat, ze v Lo neni zastoupena néjaka tiida j € C' zadnym pripa-
dem. Pokud tedy N]@) = 0, dodefinujeme QY (i|j) = 0. Nésledné miizeme pro
kazdy strom spocitat odhad miry chybné klasifikace vsech pripadu z j-té tridy
jako
J
R (j) =>_C(il)HQ™ (ilj)

i=1
a odhad miry chybné klasifikace celého stromu T}, jako

J
R™(Ty) = >_R™ (j)7(5). (1.27)

J=1
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Pokud 7 (j) = N]@)/NQ, potom ([1.27]) mizeme upravit nasledovné:

J
R™(Ty) =Y R™(j)n(j) =
j=1
J [ J N®@
= > [ cne™ )| S =
j=1 Li=1 2
N N3
= 3 Clil)
i\j N]@) N
1 i
= > Clilj)N - (1.28)

Vyraz rika, ze secteme naklady chybné klasifikace kazdého ptipadu z L,
a poté tento soucet zprimérujeme. Nasledné vybereme nejlepsi strom z posloup-
nosti takovy, ktery minimalizuje . Tedy nejlepsi strom Ty, volime tak,
aby splnoval

RTV (Tko> == IIlkiIl RTV (Tk)

Nasledné vylepseni této metody spociva v tom, ze nebudeme Ly volit iplné na-
hodné, ale zvolime proporce tiid f; podle N; pro vSechna j = 1,...,J, podle
kterych se nasledné vybere Ly tak, aby mél tento vybér odpovidajici proporce
ttid. Tento postup zaruci, ze budou tridy rozdélené podle zastoupeni v L a od-
had tak bude presné¢jsi. Odhad miry chybné klasifikace pomoci testovaciho vybéru
se pouziva u vétsich trénovacich vybért, kde neni problém takovy vybér uméle
zmensit a ¢ast pouzit na testovani.

Odhad miry chybné klasifikace metodou krizové validace

Budiz L trénovaci vybér. Nahodné rozdélime £ na V podobné velkych pod-
mnozin Lq,...,Ly. Nejcastéji se voli V' = 10. Nyni se pro kazdé v = 1,2,...V
sestroji posloupnost idealnich stromu za pouziti trénovaciho vybéru £ — L,,. Zaro-
ven se sestroji posloupnost idedlnich stromii za pomoci celého trénovaciho vybéru
L. Tedy T(a) a T™(a) jsou idealni stromy s minimaln{ ndkladovou sloZitosti pro
libovolnou hodnotu parametru «. Je potieba si uvédomit, ze T'(«) jsou stromy
sestaveny z celého trénovaciho vybéru a pro libovolné v = 1,...,V jsou stromy
T™ () sestaveny z trénovaciho vybéru £ — L,, a proto jsou nezavislé na £,,. Nyni
pro zafixovanou hodnotu a a pro vsechna v, 7, j deﬁnu(jme pocet pripadi tridy j
z L, klasifikovanych do t¥idy ¢ stromem 7%(«) jako Nif;). Polozme

Z?j )

\%4
Nij = Z NS
v=1

kdy kazdy pripad z £ byl k testovani pouzity pravé jednou, jelikoz se vyskytl
pravé v jednom testovacim vybéru. Dale definujme
N, .
KV (| irj
1 =
QT (il)) =

J
a vypocitejme REV (j) jako
J

REY(j) = >_C(il7)Q"" (il ).

i=1
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Potom odhad miry chybné klasifikace metodou kiizové validace je
KV ! KV - . 1 .
REV(T()) = > R*V ()w(i) = 57 22 Clld)N, (1.29)
Jj=1 i,J

kdy posledni rovnost plati jen tehdy, kdyz m(j) = N;/N. Pripometime, Ze idedlni
posloupnost stromt zkonstruovanych na trénovacim vybéru £ spliuje T'(a)) = Ty,
pro oy < o < agy1. Polozme o, jako geometricky prumér

I
O = /OOy,

Jelikoz o/ je v intervalu [ag, 1), plati
R*YV(Ty) = R"V(T(a},)), (1.30)

kde pravéa strana (|1.30) je odhad metodou kiizové validace stromu T} = T'(«},)
definovany v . Tedy odhad metodou krizové validace stromu 7T}, se spo-
¢ita podle za pouziti NV, ;, coz je soucet hodnot Nl-(f;) ziskanych ze stromt
T (a.) pro kazdé v. Nakonec je zvolen nejlepsi strom Ty, z posloupnosti stromt
Ty = Ty = ... > {t1}, zkonstruované na trénovacim vybéru L, jako

REV(Ty,) = min REV(Ty).

Podobné jako u metody odhadu pomoci testovaciho vybéru, i zde je moznost
volit mnoziny Lq,...,Ly tak, aby mezi nimi byly jednotlivé tfidy rovnomeérné
zastoupeny. Takovy postup dava znatelné presnéjsi odhady v problémech, kdy
néjaké tridy v £ nejsou prilis pocetné. Odhad metodou krizové validace je vhod-
nou volbou pro mensi trénovaci vybéry, jelikoz nevyzaduje vytvoreni testovaciho
vybéru.

1SE Pravidlo

Na obrazku[1.7] je mozné vidét typicky prubéh funkci resubstituéniho odhadu
R(T) a spravedlivého odhadu R(T') v zavislosti na po¢tu koncovych uzli. Jelikoz
se nejlepsi strom voli na zakladé minimélniho spravedlivého odhadu, zamérme
se nyni na funkci R(T) Na grafu je vidét, ze funkce je okolo minima priblizné
rovnobézna s horizontalni osou. To znamena, ze vice ruzné velkych stromii okolo
stromu 7T}, méa podobné velkou hodnotu spravedlivého odhadu. Proto mtize byt
naptiklad pfi malém pozménéni trénovaciho vybéru £ vybran jako nejlepsi strom
jiny strom nez T}, .

Z toho divodu se zamérime na standardni chybu takovych odhadt, abychom
byli schopni tict, jak presny dany odhad je a jestli neni v mezich standardni
chyby néjaky stejné dobry, ale mensi strom. Zamé&fime se tedy na odhad RTV,
a jeho vypocet poté aplikujeme i na odhad RXY. Necht je strom T zkonstruovany
pomoci Ly a testovany vybérem L,. Oznac¢me pravdépodobnost, ze je pripad z
Lo chybné klasifikovany stromem 7', jako p*. Potom je klasifikace Ny pripadt
z Lo binomicky problém N, nezavislych nadhodnych veli¢in s pravdépodobnosti
tspéchu p*. Uspéch ovSem znamend chybnou klasifikaci pi{padu. Odhadneme
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Obrazek 1.7: Funkce odhadu

hodnotu p* jako proporci chybné klasifikovanych ptipadi z Lo a oznacime ji jako p.
Potom plati

E(p) =p"

Var(p) = p*(lN—2 P’

Nésledné se standardni chyba odhadu RTY(T) vypocita jako

RIV(T)(1— RTV(T))
N2 i

SE(R™/(T)) = \/ (1.31)

Nahrazenim RTY odhadem RXV v dostaneme standardni chybu odhadu
miry chybné klasifikace metodou ktizové validace.

Nyni bude definovdno 1SE pravidlo. Necht 77 > Ty = ... = {t1} je posloup-
nost idedlnich stromt a nechf je zvolen jako nejlepsi strom Ty, jako miny R(T k)-
Potom je jako novy nejlepsi strom podle 1SE pravidla zvolen strom T}, s nejméné
koncovymi uzly takovy, ktery spliuje

R(Ky,) < R(Ty,) + SE(R(Ty,)).

Obrazek graficky vysvétluje 1SE pravidlo. Jako nejlepsi strom byl podle
nejmensi hodnoty spravedlivého odhadu R(T) zvolen strom odpovidajici odhadu
A. Pferusovanou piimkou je znédzornénd standardni chyba odhadu A a podle 1SE
pravidla byl tedy zvolen nejlepsi strom s odhadem ¥. Vsimnéme si, ze spravedlivy
odhad ma zpravidla pro rostouci pocet koncovych uzli nejdiive sestupnou ten-
denci, poté se drzi v niziné pro odhady kandidati na nejlepsi strom a pro velké
mnozstvi kone¢nych uzltt odhad opét roste.
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Obrazek 1.8: 1SE pravidlo

1.5 Problém velkych dat

Casty problém stromovych struktur je jejich slozitost a vypocetni narocnost.
Uvazujme situaci, kdy je potieba zkonstruovat klasifika¢ni strom, ale mnozstvi
pripadt v trénovacim vybéru je prilis velké. Nedavalo by zadny smysl k ristu
stromu pouzivat cely vybér L, jelikoz by to bylo prilis vypocetné narocné. Potre-
bujeme tedy naleznout néjakou metodu, jak vybrat z trénovaciho vybéru rozumné
velkou sadu pripadu tak, aby vysledny strom byl dostatecné efektivni.

Predpokladejme tedy, ze mame trénovaci vybér L a je potreba sestrojit klasifi-
kac¢ni strom. Nejvetsi problém vznika v poc¢ateénim uzlu a v uzlech jemu blizkych,
jelikoz se pro nalezeni nejlepsiho déleni v téchto uzlech pouziva cely nebo velka
cast trénovaciho vybéru. Proto predstavime metodu podvzorkovani.

Uvazujme dodanou konstantu Ny, ktera se voli individuélné na zakladé povahy
problému. Pokud se pti déleni do jakéhokoliv uzlu ¢ dostane vice nez Ny pripadi,
potom je vybrano za jistych pravidel pouze Ny pripadi, které jsou pak pouzity
k nalezeni nejlepsiho déleni. Pfipomenme, ze N;(t), j = 1,...,J, je pocet piipadi
v uzlu t t¥idy j. Necht je v uzlu t vice pripadt nez Ny, tedy plati

J
j=1
Potom vybere ze vSech pripadu vzorek Nj,... N’ pripadu splinujici

L N;<Nj(t),j=1,....J,
2. 7 Nj = Ny,
3. Z}]:1(NJ/' - %)2 = minimum.

Tieti podminka k4, Ze N maji byt zvoleny tak, aby byly co mozna nejvice stejné
velké. Pro jednoduchost ted uvazujme, ze Ny je délitelné J. Potom, pokud pro
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kazdé j plati

No

tak volba je jednoducha. Z N(t) pfipadi v uzlu ¢ pro kazdou t¥idu j vybereme
ndhodné Ny/J pripadi. Tedy bude platit

Ni=...=NJ}.

Problém ovsem nastava, pokud alespon pro jednu tiidu j plati

N;(t) < —. (1.33)

J
Za platnosti (1.33]) tedy seradme tiidy nasledovné
Ni(t) < Na(jy) < ... < Ny(t).

Prvni hodnotu Nj zvolme jako

Nj = Ni(t)

a ostatni hodnoty NVJ, ... N zvolme rekurzivné podle vzorce

No— N —N,—...— N/
N’,, = min <Nj+1(t), U J)

J—=J

pro j = 1,...,J — 1. Tento proces ur¢i Ni a nasledné zpruméruje zbyvajici po-
tfebny pocet pripadu (Nyg — Nj) mezi zbylé tiidy. Pokud mé& Ny(t) vice pripada
nez je pozadovany prumér, problém je vyreseny. Pokud ovsem Ny (t) tolik pripadi
neobsahuje, potom Nj = Ny(j) a zbyly potrebny pocet piipada (Ny — Nj — NJ)
je opét zprumérovan mezi zbyvajici tridy. Tento proces pokracuje do doby, dokud
néjaké N;(t) nespliuje

No—N|—...—N/_,
J—j—1 '

N;(t) >

Na uzlu t je poté nalezeno nejlepsi déleni s* pouze za pouziti vybraného
vzorku.
Jelikoz je ovSem pouzita metoda podvzorkovani, ktera v uzlech maze rozdily

poctu pripadl mezi tifidami, musime definovat vahy wy, ... wy, s jejichz pomoci
budeme schopni vyjadtit p(j|t), pr a pr zévislé pouze na vahach w; a hodnotach
Ni,...,NJ.

Predpokladejme nyni, ze je k nalezeni nejlepsiho déleni zvoleno Giniho krité-
rium. To vyzaduje znat pravdépodobnosti prisluseni ptripadu do tiidy j v uzlu ¢,
tedy p(1]t),...,p(J|t). Rozepisme p(j|t) jako

. (N
pilt) =12 = u;(;;NN() . (1.34)

Pripomenme, ze 7(j) oznacuje pravdépodobnost piisluseni do t¥idy j. Snazime
se najit vahy w;, 7 = 1,...,J, takové, abychom byli schopni vyjadiit pravdépo-
dobnost p(j|t) jako vztah vah w; a hodnot Ni,...,N’;. Z toho divodu rozsifme
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citatel 1 jmenovatel pravé strany vztahu (1.34) zlomkem N;/N7. Tedy

()N (1)
I
PUlt) = S om@
Jj=1 NjNJ/- J

(1.35)

Staci tedy definovat w; jako

1y = TG0
VA

Déle oznacime pravdépodobnost p(j[t) definovanou pomoci vah w; a hodnot N7

jako p/(j|t). Potom plati /

Pl =

Zj:l ’LUij

a zaroven
p(lt) = p'(jIt),

coz jsme pozadovali. Nasledné je v uzlu ¢ na vybraném vzorku pouzito Giniho
kritérium s pravdépodobnostmi p/(1|¢), ... ,p'(J|t) a je nalezeno nejlepsi déleni s*.

Pokud je k ur¢ovani nejlepsiho déleni vybrano Twoing kritérium, budeme po-
trebovat definovat hodnoty p'(jlt.), ¢’ (jltr), P'(tr) a p'(tr) zévislé pouze na va-
hiach w; a hodnotdch Ny, ... ,N}. Polozme tedy Ni; a N;p jako pocet pifpadi
z N}, které spadnou do uzlu 1, respektive do t. Potom hodnoty p'(j|tz) a p'(j|tr)
definujeme nasledovné

!
ijj,L

. ij]/'R
— PUltr) = 5" (1.36)
Z}'leijg",L

, .
p(jltL) =
E}']:l wi N g/‘,R
Hodnoty p'(t1) a p'(tg) vezmeme podle pravidla podminéné pravdépodobnosti
jako

J J
p(ty) = Zw]—NiL, P (tr) = Zw]—N;R. (1.37)
=1 =1

Nasledné je na vybraném vzorku v uzlu ¢ pouzito Twoing kritérium s pravdépo-
dobnostmi definovanymi v a . S jejich pomoci je nalezeno nejlepsi
déleni s*.

Jakmile je na uzlu ¢ nalezeno nejlepsi déleni, jsou vSechny ptipady z ¢ danym
délenim déleny do dcefinych uzli t; a tg. Jestlize néjaky dcetfiny uzel splnuje
nerovnost (1.32), opét je pouzita metoda podvzorkovani. Paklize ovsem uzel ne-
rovnost nespliuje, tedy neobsahuje vice nez Ny pripadii, je pro nalezeni nejlepsiho
déleni v daném uzlu vyuzito vsech prislusnych pripadu.
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2. Regresni stromy

Regresni strom se, na rozdil od klasifikacniho, vyuziva v problémech, kdy je
predikovana proménna, dale oznacovana jako odezva, spojitd. Jiz tedy nebude
potreba klasifikovat pripad do urcité tridy, ale ikolem mu bude na zakladé pre-
diktoru priradit odpovidajici predikovanou hodnotu. Ackoliv se konstrukce regres-
niho stromu od klasifika¢niho tolik nelisi, je struktura regresniho stromu o mnoho
jednodussi. Neni potfeba predpokladat nédklady chybné klasifikace a tesit pro-
blémy s nalezitosti do ttid, jako to bylo nutné u klasifika¢niho stromu. Dtive, nez
se zamérime na samotnou konstrukci regresniho stromu, je potfeba predstavit
samotnou myslenku regrese a definovat vhodné pojmy.

2.1 Uvod do regrese

Nejdriive je potreba specifikovat strukturu dat. Ta je totozna jako u klasifikac-
niho problému s jedinou vyjimkou, a tou je, ze predikovana proménna y je nyni
spojité. To znamend, Ze nabyva hodnot na intervalu (—oo, + 00). Predpokladame
standardni strukturu dat. Tedy X je M-dimenzionalni prostor vsech vektort meé-
feni tvaru @ = (z1,...,x)r). Potom je d regresni funkce z prostoru X’ do redlnych
Cisel:

d:xz—dx), Ve e X, dz)eR.

Smyslem regresni funkce je tedy pritadit vektoru métreni & hodnotu odezvy. Necht
L je trénovaci vybér N slozek tvaru

L= {(.’131,3/1>, te v(wN>yN)}‘

Pomoci vybéru £ a metodou nejmensich ¢tverct se zkonstruuje odhad regresni
funkce d, ktery nasledné bude predikovat hodnotu odezvy budoucich pripadi.
Presnost regresniho prediktoru se bude odhadovat rezidualnim souctem c¢tverci.
To je nejpouzivanéjsi metoda, jednoduse interpretovatelna a jeji vypocet je jed-
noduchy. Trénovaci vybér L je opét rozdélen na disjunktni vybéry, a to trénovaci
podvybér L a testovaci vybér L,. Predpokladejme nyni, ze byl odhad d* funkce
d zkonstruovan pomoci £1, a my chceme zjistit jeho presnost. K tomu nam po-
slouzi stfedni ¢tvercova chyba tvaru

kde
Ly = {(mllayba <o 7(1'3\[2,1%\[2)}

je testovaci vybér. Stfedni ¢tvercova chyba tedy s¢ita kvadraty odchylek (residui)
odezev pripadu od jejich opravdovych hodnot, a nasledné tento soucet praméruje
mezi vsech Ny pripadu testovaciho vybéru.

Uvazujme nyni rozdéleni na prostoru X x R vSech dvojic tvaru (x,y). Necht
je trénovaci vybér £ ndhodny vybér z tohoto rozdéleni a (X,Y") ndhodny novy
vektor z téhoz rozdéleni. Predpokladejme, ze odhad regresni funkce d* byl zkon-
struovan pomoci trénovaciho vybéru L.
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Definice 16 (Stiedni ctvercova chyba). Stredni ctvercovd chyba R*(d) regresni
funkce d je definovina jako

R*(d) = E[(y — d(X)].

Cilem regresniho problému za daného trénovaciho vybéru L je tedy odhadnout
regresni funkci d a nésledné Spoéitat stf"edni étvercovou chybu tohoto odhadu

e/ s

resubstituéni odhad
1 N

R) = 0 D (o — d* ()"
n=1

kdy N je pocet pripadti v £. To znamen4, Ze ze vSech dat odhadneme d* a ta sama
data vyuzijeme pro odhad kvality tohoto odhadu. Nyni opét predpokladejme
rozdéleni £ na L£; a L,. Potom je druhou metodou odhad pomoci testovaciho

vybéru, ktery mé tvar
1
RTV( d*) -

2(

> (e —d (@)™

mnuyn)€£2

Tteti metodou je odhad metodou kiizové validace. £ je ndhodné rozdélen do
V podobné velkych podmnozin a odhad d*® je zkonstruovan pomoci £ \ L,.
Potom ma odhad metodou ktizové validace odhadu d* regresni funkce d sestrojené
prostiednictvim L tvar

1 \%4
RKV d*) = =N Z Z (Yn — d*(v)<mn))2'

v=1 (wnayn)e»cu

Zde je ovSem problém, ze hodnota stiredni ¢tvercové chyby zavisi na méritku
hodnot, ve kterych je odezva mérena. To znamend, Ze jedna regresni funkce pro
stejnd data ma rozdilnou stfedni ¢tvercovou chybu, pokud zménime méritko hod-
noty odezvy. Je tedy potreba stredni ¢tvercovou chybu néjakym zptisobem stan-
dardizovat. Oznac¢me stfedni hodnotu odezvy E [Y] jako p. Potom vypocitdme
rozptyl odezvy nasledovneé:

R*(p) = Var[Y] = E[(Y — p)?].
To ndm umozni standardizovat R*(d).

Definice 17 (Relativni stiedni ¢tvercova chyba). Relativni stredni ctvercovou
chybu regresni funkce d a odezvy Y definujeme vztahem

RE*(d) =

Tato definice je ovsem pouze teoreticka. V redlném problému stfedni hodnotu
odezvy nezname, a proto je potieba ji odhadnout z dat. Necht L je trénovaci vybér
obsahujici N pripadti. Nestrannym a konsistentnim odhadem stfedni hodnoty
odezvy z L je vybérovy prumeér

I
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Néasledné mizeme odhadnout rozptyl odezvy z L jako

Varly] = R(y ]1[ Z (2.1)

Pro odhad regresni funkce d zkonstruovany za pouziti £ nasledné muzeme
standardizovat resubstitucni odhad, odhad trénovaciho vybéru a odhad metodou
ktizové validace nasledovné:

R(d")
R(y)

RTV (d*)

RKV(d*)
RV (y)

R(y)

RE(d*) = RE™V(d*) = RE®Y(d*) =

kdy RTV(y) je odhad rozptylu odezvy testovactho vybéru Ls.
Definujme nyni RSS (residual sum of squares) a T'SS (total sum of squares)
jako

N

RSS =) (yn — d"(®n))?,

n=1

N

TSS = Z(yn T

n=1

RSS vyjadruje celkovy rozptyl vSech rezidui za pouziti odhadu d* a T'SS vyjadruje
celkovy rozptyl odezvy v trénovacim vybéru. Proto vyraz (TSS — RSS) vyjadiuje
celkovy rozptyl odezvy, ktery zustal nevysvétleny po pouziti d*. Dale definujeme
koeficient determinace R? jako podil nevysvétleného rozptylu odezvy za pouziti
d* a plati
R2= 1O -B8S oy By Rp@).
TSS TSS

R? zfejmé nabyva hodnot na intervalu [0,1]. JelikoZ je smyslem odhadu d* vy-
svetlit vztah mezi prediktory a odezvou, tedy vysvétlit rozptyl odezvy co mozna
nejvice, potom je nejlepsi odhad d* na £ takovy, ktery maximalizuje miru R2.
To odpovida tomu volit takovy odhad d*, ktery minimalizuje resubstitu¢ni odhad
R(d*). koeficient determinace R? je ve statistice, zejména v regresi hojné pou-
zivand a je to jeden z hlavnich ukazatell kvality odhadu regresni funkce. Vice
o0 této problematice lze najit v knize Garetha Jamese (James a kol., 2021)).

2.2 Konstrukce regresniho stromu

Regresni strom ma podobnou strukturu jako strom klasifika¢ni. M& pocatecéni
uzel tq, kazdy nekoncovy uzel t je délen nejlepsim délenim s* na dva dcefiné uzly,
tr, atg, a obsahuje koncové uzly. Jediny rozdil je v tom, ze kazdy koncovy uzel t ma
ptidélenou hodnotu y(t), kterd je nasledné prirazend pripadu, ktery v daném uzlu
skon¢i. Stejné jako konstrukce klasiﬁkaéniho stromu mé i konstrukce regresniho
v kazdém nekoncovém uzlu. Druhy problém je prlrazenl hodnoty y(t) kazdému
koncovému uzlu na zakladé néjakého pravidla. Tretim problémem je vytvoreni
posloupnosti stromti a urcit kritérium, které z ni vybere ten nejlepsi.
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2.2.1 Pravidlo pro prirazeni hodnoty uzlu

Uvazujme jiz zkonstruovany regresni strom 7" jako regresni funkci dr. Potrebu-
jeme rozhodnout, jakou hodnotu y(t) priradit kazdému koncovému uzlu. Nejlepsi
regresni funkce dr bude takova, ktera minimalizuje resubstitu¢ni odhad

1N

R(dr) = = 3" (g — dr2))*

n=1
Predpokladejme nyni, Ze strom 7" ma |T| koncovych uzlli a nechf ¢ je jeden z nich.
Potom na zékladé vsech pripadu, které skoncily v uzlu t pii konstrukei 7', po-
trebujeme danému uzlu priradit hodnotu y(t) takovou, aby celkovy resubstitucni
odhad stromu 7' byl co nejmensi. Proto je v kazdém koncovém uzlu ¢ potieba
zvolit y(t) tak, aby byla minimalizovdna jeho stfedni ¢tvercova chyba koncového

uzlu
R(t)= > (ya—y)* (2.2)

(fﬂn,yn)@f
Hodnota y(t), kterd minimalizuje (2.2)) je vybérovy prumér odezvy piipadu pad-
noucich do uzlu t oznacovany jako y(t). Tedy

V=10 =55 X e
(Tn,yn)€t

Proto kazdému koncovému uzlu prifadime hodnotu y(t) jako vybérovy prumér
odezvy jeho pripadu. Nésledné definujeme resubstituéni odhad R(T'), od ted na-
zyvany resubstitucni chyba stromu 7', jako soucet stfednich ¢tvercovych chyb jeho
koncovych uzla a plati

mn:szz;z(z)w—ww,
jelikoz
Z N(t) = N.

Odhad d* regresni funkce d 1ze tedy chapat jako po ¢astech konstantni funkei.
Tyto ,,casti“ jsou pravé koncové uzly, které rozkladaji cely prostor X.

2.2.2 Pravidlo pro déleni uzlt

Necht je ddna mnozina S vSech déleni s koncového uzlu ¢ ve stromu 7.

Definice 18 (Nejlepsi déleni). Nejlepsi déleni s* € S koncového uzlu je takové,
které nejvice snizuje resubstitucni chybu R(T) stromu T.

Po vzoru poklesu necistoty definujeme pokles resubstituc¢ni chyby pii déleni
s v uzlu t jako

AR(s,t) = R(t) — R(t,) — R(tg).

Potom je podle Definice (18| nejlepsi déleni s* na koncovém uzlu ¢ takové, které
maximalizuje pokles resubstitucni chyby. Proto

AR(s*, t) = max AR(s, t).

Takové déleni maximalizuje pokles resubstituc¢ni chyby a spliuje proto Definici

K]
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2.2.3 Konstrukce a vybér nejlepsiho stromu

Jakmile byla definovana resubstitucéni chyba uzlu R(t) a stromu R(T), je
mozné definovat metodu ofezavani s minimalni chybovou slozitosti pro regresni
stromy. Pro uzel ¢ a libovolné déleni s zfejmé plati

R(t) > R(t) + R(tp).

Proto nejprve zkonstruujeme strom Ty;4x, ktery ma v kazdém koncovém uzlu
méné pripadt nez Ny;rn. Ny se vétsinou voli jako 1,2 nebo 5. poté definujeme
miru chybové slozitosti R,(T") jako

R.(T) = R(T) + a|T).

Takto definovana mira je shodna s mirou nakladové slozitosti az na to, ze se misto
miry chybné klasifikace pouzije resubstitucni chyba. Otfezavani s minimalni chy-
bovou slozitosti nasledné probéhne totozné jako orezavani s minimalni ndkladovou
slozitosti a vystupem je posloupnost idedlnich stromi

T1>—T2>-...>-{t1},

kde

Ty < Tyax-
Stejné jako u metody ofezavani s minimalni nédkladovou slozitosti, i zde je po-
sloupnost 0 = a; < ap < ..., pro kterou plati, Zze pro o < a < gy spliuje
T}, rovnost

R.(Ty) = min R,(T).

T<Typax

2.2.4 Volba nejlepsiho stromu pomoci spravedlivého od-
hadu

Stejné jako u klasifikacniho problému, i zde je potfeba z posloupnosti ideal-
nich stromu vybrat ten nejlepsi. Zacnéme s metodou odhadu pomoci testovaciho
vybéru. Trénovaci vybér £ je ndhodné rozdélen na disjunktni vybéry £, a L.
S pomoci £ je nalezena posloupnost idedlnich stromt. Necht je dp, regresni
funkce odpovidajici stromu 7} a definujeme odhad pomoci testovaciho vybéru
pro strom T}, jako

1
RVT) = X (- dn @)
2 (wn7y7l)e£2

Potom zvolime z posloupnosti idedlnich stromu takovy strom 7Tj,, ktery spliuje
R™(Ty,) = min R™\(Ty).

Dalsi metodou spravedlivého odhadu je odhad metodou kiizové validace. Tré-
novaci vybér L je rozdélen na V' stejné velkych disjunktnich mnozin L4, ... ,Ly.
Pro kazdé v, v = 1,...,V, predstavuje strom T (a) idedlni strom pro parametr
a zkonstruovany pomoci trénovaciho vybéru £\ £,. Pomoci celého vybéru L je
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sestavena posloupnost idedlnich stromt 77 > ... > {¢;} a definujeme geometricky
prumér pro tuto posloupnost jako

/
O = /O Q1.

Necht je dv) e regresni funkce odpovidajici stromu 7 (a}). Potom ma odhad

metodou krlzove validace stromu 7}, podobu

REYT) =5 (= di (@)

v=1 (mn :yn)eﬁv

Na zakladé takového odhadu zvolime nejlepsi strom 7}, z posloupnosti
T = ... = {tl}

takovy, ktery splnuje
REV(Ty,) = min REV(Ty).

Nyni predstavime moznou modifikaci metody kiizové validace, ktera produ-
kuje presnéjsi odhad. Seradime vsSechny pripady z trénovactho vybéru L vze-
stupné podle hodnoty odezvy y. Nésledné rozdélime pripady na V' podmnozin po
N/V piipadech tak, aby prvni podmnozina obsahovala N/V pripadi s nejmen-
simi hodnotami odezvy, druhd podmnozina obsahovala N/V pfipadi s druhymi
nejmensimi hodnotami odezvy a tak déle. Potom je do kazdého testovaciho vy-
béru L, vybran jeden pripad z kazdé podmnoziny bez vraceni. Toto rozdéleni do
vybéra Lq,...,Ly zarudi, ze kazdy vybér bude mit podobné rozdéleni odezvy a
vysledny odhad bude presnéjsi.

Ze stejného duvodu, jako u klasifika¢niho problému, je vyhodné pouzit 1SE
pravidlo. Bez ijmy na obecnosti predpokladejme, zZe k vybrani nejlepsiho stromu
byl pouzit odhad pomoci testovaciho vybéru. Potom jako novy nejlepsi strom T,
zvolime strom spliujici

R™(Ky,) < R™(Ti,) + SE(R™ (Th)),

kdy SE(RTV(T},)) je standardni chyba odhadu RTY(Ty,). U regresnich stromii
je ovsem tato volba velmi dulezita, jelikoz posloupnost idedlnich stromi je vetsi
nei u klasiﬁkaéniho problému a mnoho stromu mé odhad podobné Velk}'f tomu
slozitosti orezava vétsinou v kazdem kroku pouze dva koncové uzly. To je dano
tim, ze R(t) je ve vétsiné pripadu vétsi nez nula, a proto proces ofeze pouze
nejmensi moznou vétev v kazdém kroku.

2.3 Problém velkych dat

Co se tyce problému velkych dat u regresnich stromi, je celd metoda vy-
razné jednodussi nez v pripadé stromu klasifikac¢nich. Necht £ je trénovaci vybér
s N pripady a je dodana konstanta Ny. Jestlize se do libovolného uzlu ¢ pri
déleni dostane vice pripadi nez Ny, je ndhodné z onéch N(t) pfipadi vybréano
Ny pripadi. S jejich pouzitim se nasledné nalezne nejlepsi déleni s*. Po nalezeni
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takového déleni je vsech N(t) pripada v uzlu t déleno za pouziti s* a pokracuje
se dale stromem, stejné jako v pripadé klasifikacniho stromu. Tato metoda je
nejvice efektivni v problémech, kdy N je mnohonasobné vétsi nez Ny. Jak ale
zvolit konstantu Ny? Neexistuje zadné univerzalni pravidlo. Je tedy na uvazeni
datového analytika, jak ji zvoli.
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3. Bayesovské stromy

V této kapitole se zamérime na Bayesovské klasifikacni a regresni stromy.
Bayesovskym stromem, ¢i pravidlem, je takové rozhodovaci pravidlo, ktery je na
daném pravdépodobnostnim rozdéleni ze vsSech nejpresnéjsi. To je ovSem skoro
nemozné dosahnout, jelikoz je potreba znat celé pravdépodobnostni rozdéleni.
V redlnych pripadech je ovSsem mozné takové rozdéleni odhadnout. Nyni bude
predstaven pravdépodobnostni model, ktery pocita s tim, ze je takové rozdéleni
znamé. Dale v této kapitole potom budou predstaveny metody, které za urcitych
predpokladii odhaduji sdruzenou hustotu celého stromu a davaji tim prostor se na
cely problém divat z jiného thlu. Predstavuji uplné odlisné metody pro tvoreni
klasifika¢nich a regresnich stromt, nez se kterymi se zatim bylo mozné v této
praci seznamit.

3.1 Pravdépodobnostni model

Predpokladejme, Ze d je rozhodovaci pravidlo, ktera priradi vektoru @ pre-
dikovanou proménnou y. Predikovand proménna miuze byt kategorickd nebo nu-
merickd. Necht je nyni X prostor vsech moznych vektori @ a A prostor vsech
uvazovanych hodnot proménné y. Vezmeme-li ndhodny vektor X € X s pravdeé-
podobnosti P(dx) a jeho redlnou hodnotu proménné Y, potom pro bayesovské
rozhodovaci pravidlo dg plati

P(dp(X) #Y) < P(X) £Y).

Tedy dp je ze vsech rozhodovacich pravidel nejpresnéjsi.
Uvazujeme-li hodnotu a jako predikovanou proménnou, kterou pravidlo vek-
toru X priradilo, tedy
a = d(X),

potom L(Y, a) je ztrata, kterd vznikne pritazenim a za podminky, Ze opravdova
hodnota predikované proménné je Y. Nasledné je tedy mozné definovat rizikovou
funkci jako stfedni hodnotu ztraty za pouziti pravidla d, tedy

R(d)=E L(Y, d(X)). (3.1)

To byl ovsem obecny tvar, ktery se lisi v zavislosti na tom, zda se jedna o kla-
sifika¢ni nebo regresni problém. V pripadé klasifika¢niho problému je A konecna
mnozina t¥id {1,...,J}. Proto se voli ztrata jako naklad chybné klasifikace pfi-
padu tridy y do tiidy a:

L(y, a) = C(aly).
Potom je R(d) je rizikova funkce chybné klasifikace za pouziti pravidla d.
Pro regresni problém je ztrata mérena jako v metodé nejmensich ¢tverci, tedy

Ly, a) = (y — a)*.

Ztrata L(y,a) je tedy druhd mocnina rozdilu redlné odezvy a jeji predikované
hodnoty. Potom riziko pfi pouziti pravidla d je stfedni hodnota ztraty a plati

R(d) =E[(Y — d(X)?2.
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Prepisme nyni (3.1]) jako podminénou stredni hodnotu, tedy
R(d) =E E[L(Y, d(X))|X]. (3.2)

Pravou stranu rovnosti (3.2)) 1ze upravit na integral podminéné stiedni hodnoty
podle rozdéleni X, tedy

R(d) = / E[L(Y,d(z))|X = z|P(dz). (3.3)

Bayesovské pravidlo dp je nejpresnéjsi ze vsech, tedy minimalizuje R(d). Proto
pro kazdé x € X za platnosti a = d(x) plati

R(dg) = /mainE [L(Y, a)| X = ] P(dz). (3.4)

Nasledujici véta nam dava zajimavy vztah Bayesovského pravidla s jakymkoliv
jinym rozhodovacim pravidlem pfi regresnim problému.

Véta 5. Necht dg je Bayesovské pravidlo a d je pravidlo na prostoru X. Potom
plati
R(d) = R(dp) — E[(ds(X) — d(X))?]. (3.5)

Diikaz. Nejdrive definujme p(x) jako
ple) =E[Y|X =z], x € X.

Potom plati

ElY —p(z)| X =z]=0. (3.6)
Nyni lze psat
EIL(Y, )| X = a] =
=E[Y —a)!|X = =] =
=E[(Y — (@) + p(x) — a)’|X = z] =
=E[(Y — u(@)* +2(Y — p(@))(u(x) — a) + (u(z — ))*| X = a] =
=E[Y — pu(®)*| X =z] + (u(z) —a)”. (3.7)

V (3.7) jsme vyuzili toho, ze podle ({3.6]) plati
E((Y — p()(u(x) — a)| X = ] = B[Y — p(@)| X = 2] E[u(z — a)| X =] =0,

a také
El(px) — a)*| X = 2] = (=) — a)*,
protoze vyraz (u(x) — a)? je konstanta.
Jelikoz pravidlo dg a také p(x) minimalizuji E [L(Y, a)|X = x] pro kazdé
x € X, tedy

minE[L(Y, a)| X = 2] = E[L(Y, p(x))|X =z] = E[(Y — p(2))*|X = =,

tak plati



Oznac¢ime-li vystup pravidla d jako a, tj. polozime-li
d(x) = a,
potom muzeme vztah prepsat nasledovneé:
E[L(Y, d(@))|X = 2] = min E[L(Y; )| X = ] + (dn(x) — d(@))?.
Nyni 1ze celou rovnici vyintegrovat podle P(dx) a dostaneme
/ E[L(Y, d(x))| X = @] P(dx) =
- / minE [L(Y, a)| X = | P(de) + / (d(x) — d(z))?P(d),

coz odpovidd vztahu (3.F) s vyuzitim (3.3) a (3.4)), a také vztahu

[(ds(@) — d(@))? P(dz) = B [(ds(X) — d(X))?].

Tim je véta dokazana.

O
Pro klasifika¢ni problém oznacme pravdépodobnost P(Y = j| X = x) jako P(j|x)
a naklad chybné klasifikace jako C(i]j). Potom Bayesovské pravidlo pritadi kaz-
dému vektoru € X takovou tridu j, aby byla minimalizovana stfedni hodnota
ztraty pro danou hodnotu @, tedy

E[L(Y, )| X =] = ZLJ, P(jlz) = ZC il§)P(j|).

Potom riziko Bayesovského pravidla dg ma tvar
R(dp) = [ min | Y C(il)P(l)
J

Doposud jsme predpokladali, ze pravidlo prifazuje hodnotu kazdému @ bez ohledu
na jeho prislusnost k néjakému koncovému uzlu. Nyni se podivame na Bayesov-
ské pravidlo za predpokladu rozdéleni prostoru X na podmnoziny, jak tomu je
v pripadé stromové struktury v koncovych uzlech.

Predpokladejme proto rozdéleni mnoziny X do |T| disjunktnich mnozin, pro
které plati P(t) > 0 pro kazdé t € T. To miizeme chapat tak, e

P(dx).

PHzxeX: xzct]=1

a P(t) je pravdépodobnostni rozdéleni mnoziny vSech & nélezicich uzlu t. Potom
lze definovat funkei 7 z mnoziny X do mnoziny 7' takovou, ze

T(x)=t & xct, tcT.

Takto definovana funkce tedy odpovida déleni stromu do koncovych uzli. Poté
v kazdém koncovém uzlu ¢ definujeme funkei w(t), kterd vsem prvkim x € t
pritadi odpovidajici hodnotu predikované proménné. Potom je tedy mozné zapsat
rozhodovaci pravidlo d(x) ve tvaru

d(z) = (T ().
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Pro takto zkonstruované pravidlo lze nasledné definovat riziko predpisem
ZE t)|X € t|P(t). (3.8)
teT

Ze vztahu (3.8) vidime, Ze pro X € ¢ plati
d(X) = w(t) = a,

kde a = w(t) minimalizuje riziko za predpokladu, ze X padne do t. Pravidlo
d tedy priradi stejnou hodnotu vsem vektortiim nalezicim do jednoho koncového
uzlu tak, jak to bylo v pripadé regresniho stromu.

Nyni miizeme definovat Bayesovské rozhodovaci pravidlo jako takové pravidlo,
ktery v kazdém koncovém uzlu minimalizuje riziko zavedené v . Jinymi slovy,

I () = T(w(w)) (3.9)
plati pravé tehdy, kdyz v kazdém uzlu ¢t € T hodnota a = w(t) minimalizuje
E[L(Y, a)| X € {]. (3.10)
Pokud a = w(t) minimalizuje (3.10)), lze definovat riziko pro uzel ¢ jako
r(t) =E[L(Y, w(t))|X €] =minE[L(Y, a)| X € 1],
a nasledné
R(t) = r(t)P(t)

jako ocekavané riziko koncového uzlu ¢. Potom pro Bayesovské pravidlo dp s mno-
zinou koncovych uzla T plati

dp) = Y0 P(t)r(t) = X R(t)

Pro regresni problém je zfejmé, ze v kazdém koncovém uzlu ¢ minimalizuje riziko
7r(t) uzlu t stfedni hodnota odezvy E[Y|X € t]. Proto pro Bayesovské pravidlo
mame

u(t) =w(t) =EY|X €t

Podobné mizeme definovat i rozptyl v koncovém uzlu t jako
o%(t) = Var(t) = Var[Y|X €t] = E[(Y — u(t))*| X €1].
Vsimnéme si, ze plati
02(t) = E[(Y — u()*X € t] = BIL(Y, ()| X € 1] = r(1).
Potom tedy

= P@M)o*(t) =3 PO B[(Y — p(t)*|X €.

teT teT

Pro klasifikaéni problém opét vyuzijeme pravdépodobnosti P(j[t). Vezméme
tvar Bayesovského pravidla tak, jak bylo definované v (3.9)). Pro kazdé ¢t € T na-
byvé funkce w(t) hodnotu nékteré tiidy ¢ € C tak, aby tato tfida ¢ minimalizovala

vyraz
Z C(ilj)P(lt).
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Poté definujeme riziko pro uzel t jako

(1) = min Y C (i) P11,

takze dostaneme riziko chybné klasifikace Bayesovského pravidla R(dg) jako

R(dg) = Y r(t)P(1).

teT

Nésledné se podivame na to, jak pro Bayesovské pravidlo najit déleni uzlu.
Je-li dana mnozina koncovych uzla T', zvolme ¢t € T a uvazujme déleni s do dvou
dcefinych uzll t;, a tg. Definujme pravdépodobnosti

PL=P(X €t,|X €t) = ];féf)), (3.11)

P(tg)
P(t)’

kde Pp a Pg jsou pravdépodobnosti prisluseni do mnozin t; a tg za podminky
prisluseni do mnoziny t. Zrejmé plati

Py + Pr = 1.
Oznac¢ime-li mnozinu koncovych uzli po dodatecném déleni s jako TI, potom

T = (TU{ty, ta}) \ {t}. (3.13)

Nésledné lze definovat pokles rizika jako

/

AR(s, t) = R(T) — R(T') = R(t) — R(ty) — R(tg), (3.14)

kdy posledni rovnost v (3.14)) plati diky (3.13)). Vyraz (3.14) lze jesté upravit za
pouziti vztaht (3.11)) a (3.12)) do tvaru

AR(s, t) = P(t)[r(t) — r(t) Py — r(tg)Pg]. (3.15)

Nésledné lze definovat relativni pokles rizika jako
AR(s|t) = —=—=—= =1r(t) —r(tL)PL — r(tr) Pg. (3.16)

V uzlu t je tedy vzdy zvoleno takové déleni s, které maximalizuje relativni pokles
(3.16)). Nasledujici véta ukazuje, ze relativni pokles je vzdy nezaporny.

Véta 6. Nechtt je uzel, ktery je delen delenim s do dcerinych uzlity, atr. Potom
je relativni pokles ocekavané chyby vZdy nezdaporny, tedy

AR(slt) >0
s rovnosti pravée tehdy, kdyz
r(ty) = E[L(Y, w(t))| X € ty], (3.17)
r(tr) = E[L(Y, w(t))|X € tg]. (3.18)

43



Diikaz.  Jelikoz plati
Pp+ Pr =1,

je mozné r(t) rozepsat jako

() =(Pp + Pg) E[L(Y, w(t))|X €] =
—(P, + Pp) (E[L(Y, w(t))|X € t,] + E[L(Y, w(t)| X € tg]) =
—B[L(Y, w(t))| X € t]P, + B[L(Y, w(t))|X € tg] Pr.

Zaroven plati

AR(s|t) = r(t) — Por(t) — Prt(tn) = (3.19)
—B[L(Y, w(t))|X € t,]P, + E[L(Y, w(t))| X € tg]Pg — r(t;)Pr, — r(tp)Pr.

Vidime, zZe prava strana rovnosti je nulova prave tehdy, kdyz plati
a . Tim je véta dokazana.

O
Na zavér si vsimnéme, ze pro regresni problém lze relativni pokles rizika inter-
pretovat jako relativni pokles rozptylu a plati

AR<S|t) = 0'2(t) — PLO'Z(tL) — PRO'Z(tR).

Navic plati, Ze stfedni hodnota odezvy v uzlu t je rovna vazenému souctu strednich
hodnot v uzlech tg a tg, proto

u(t) =(Pr+ Pr) E[Y[X €] =
—E[Y|X €t ]P,+E[Y|X € tg|Pr =
=u(ty)Pr + p(tr)Pr.

3.2 Bayesovské metody

V prvnich dvou kapitolach jsme se seznamili s algoritmem pro hledani kla-
sifikacnich a regresnich stromii. Takovy algoritmus vystavél binadrni rozhodovaci
strom za pouziti urc¢itého pravidla, které v kazdém uzlu naslo nejlepsi déleni na
zékladé predikénich proménnych a koncovym uzlim byla pridélena predikovana
trida v pripadé klasifika¢niho problému, nebo predikovana hodnota v pripadé
regresniho problému. Uzly byly déleny tak dlouho, dokud nebyl sestaven strom
Thrax, ktery byl nasledné metodou ofezavani s minimalni nédkladovou slozitosti
orezavan do té doby, dokud nezbyl jen pocatecni uzel. Tato metoda vytvorila
posloupnost idedlnich stromu, ze které byl podle uptfimnych odhadi a pravidla
1SE zvolen nejlepsi strom. Problém je ovsem v tom, ze pri kazdém déleni uzlu
bylo zvolené jedno nejlepsi déleni, které maximalizovalo pokles necistoty. Takové
déleni se tedy snazilo v kazdém uzlu zmensit komplexnost problému a rozdélit
pripady podle spoleénych vlastnosti. Jenomze takova volba déleni nemusi casto
odhalit hlubsi zavislosti, které nejsou na prvni pohled zfejmé a proto poté ne-
budou zohlednény pti volbé nejlepsiho déleni. V této kapitole bude predstavena
metoda podle prace Davida, Denisona, Mallicka a Smitha (Denison, D.G.T., Mal-
lick, Smith a A.F.M.| [1998), vyuzivajici apriorni a aposteriorni rozdéleni stromu
spolu s algoritmem hledani stromu, jejichz produktem je klasifikac¢ni ¢i regresni
strom.
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3.2.1 Struktura modelu

Tato metoda vyuziva standardni sadu otazek, tak jak byla definovana v prvni
kapitole s tim rozdilem, Ze jsou uvazovany pouze déleni na numerickych promén-
nych. Déleni jedné proménné x ma tedy tvar

{Jex <7} (3.20)

Kazdé déleni s;, © = 1,... Sz, Uzlu t; bude mit tfi parametry, a to h;, v; a r;.
V prvni kapitole bylo znazornéno, jak déleni uzl probiha. Uzel ¢;, ktery je délen
délenim s;, mé levy a pravy dceriny uzel. Do levého dcetiného uzlu t; jsou pripady
s kladnou odpovédi na délici otazku a do pravého dcefiného uzlu ty;, 1 pripady se
zapornou odpoveédi. Toto indexovani tedy jednoznacné urcuje pozici uzlu, a tedy
i pozici déleni. Kdyz tedy polozime

hi:Z,

potom parametr h; mizeme nazvat parametrem pozice a jednoznacné urcuje po-
zici déleni s; ve stromu.
Predpokladejme nyni vektor méreni

T = (.fCl,. .. ,q:M)
dimenze M, kde kazd4 proménné z;, ¢ = 1,...,M, je nominalni. Jelikoz v kazdém
déleni s; je pouzit vzdy jen jeden prediktor x,,, m € {1,... M}, potom polozime
Vi =M.

Parametr v; se nazyva parametrem prediktoru a v kazdém déleni s; jednoznacné
urcuje prediktor pouzity k déleni uzlu.

Poslednim parametrem déleni s; je parametr hodnoty r;. Ten je v pripadé
otazky tvaru definovan jako

r; = C.

Vsimnéme si, ze trojice parametra {h;, v;, r;} jednozna¢né urcuje pozici i tvar
déleni s;.

Definice 19 (ti{da modelt). Trida modeli M* je mnoZina vech stromi magicich
praveé k koncovych wzli.

Zaroven plati, ze strom s k koncovymi uzly ma presné (k — 1) nekoncovych
uzli, coz lze vyuzit v nasledujici vété.

Vé&ta 7. Necht strom T ndleZi do modelu stromii M¥. Potom je strom T jedno-
znacné definovdan vektorem

k k k
0 :(hl, V1, 1y .., hkfl, Vk—1, kal), 0" c o ,
aZ na hodnoty prirazené v koncovich uzlech.
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Dukaz. Dtikaz plyne z definic jednotlivych parametr a faktu, ze kazdy strom
je jednoznacné definovany svymi délenimi a hodnotami prifazenymi koncovym
uzltm.

O
©F je podprostor prostoru R3*=1 jelikoz kazdy parametr déleni nabyva realné
hodnoty na prostoru R.

Nyni predpokladejme, ze opravdovy model mé k koncovych uzli, je nezndmy,
ale pochézi z t¥idy M*. Oznac¢ime-li vektor dat jako y, potom je mozné zkonstru-
ovat apriorni sdruzené rozdéleni pravdépodobnosti

p(k, 6%, y).

To lze upravit jako
p(k, 0%, y) = p(y|0*, k)p(6*, k) = p(y|0¥, k)p(0¥|k)p(k),

kde p(y|0%, k) je vérohodnostni funkce, p(9*|k) je apriorni rozdéleni parametri za
podminky, Ze strom ma k koncovych uzli, a p(k) je pravdépodobnost t¥idy M*.
Z toho plyne, ze vSechny stromy s presné k koncovymi uzly jsou z jedné tiidy
modelti, a proto maji stejnou pravdépodobnost p(k). Nyni se zaméfime na tvar
vérohodnostni funkce p(y|6*, k).

Nejdrive ozna¢me pocet pripadl v koncovém uzlu t; jako n;. V regresnim pro-
blému v kazdém koncovém uzlu ¢; predpokladame, Ze proménna y ma n;-rozmérné
normélni rozdéleni s nezndmou stiedni hodnotou j; a nezndmym rozptylem o?.
Necht vyraz |t;| oznacuje pocet pripadi v koncovém uzlu ¢;. Potom volime kon-
stantu t,,;, jako minimalni pocet pripadit v kazdém koncovém uzlu. Nésledné ma

vérohodnostni funkce p(y|0%, k) tvar

plylk, 6) o< T (um > b exp [—2; > (- MD SNEES)

=1 1 yj€t;

Indikator v nam zaruci, ze v kazdém koncovém uzlu bude alesponl tm,;n
pripadi. Pro stfedni hodnoty {1, ..., ux} predpokladdme apriorni limitni rov-
nomérné rozdéleni a pro rozptyly o2, (i = 1,..., k), predpokldddme apriorni
Gama rozdéleni T'(1072,1072). Stiedn{ hodnoty a rozptyly {u1, o,... .y, oi}
jsou parametry modelu a proto je o né rozsiten vektor parametra 6.

Co se tyce klasifika¢niho problému, zde predpokldadame multinomické rozdé-
leni vysvétlované proménné y. Oznacime-li n; ; jako pocet piipadii v koncovém
uzlu t;, jejichz tiida je j, j € {1,..., J}, a pfislusnou pravdépodobnost tohoto
jevu jako p; j, potom m4 vérohodnostni funkce p(y|6*, k) tvar

k J
p(ylk, 6%) o I] (ﬂ(nz‘ > tmin) ll(pi,j)"i’j) :

=1

Pro jednotlivé pravdépodobnosti {p;1,....p;s} v rdmci koncového uzlu ¢; pred-
pokladame apriorni Dirichletovo rozdéleni Dir(p; 1, ... .pis|1,...,1) a pro vektory
pravdépodobnosti (p;1,....,pis), @ = 1,..., k, mezi jednotlivymi koncovymi uzly

predpokladdme rovnomérné rozdéleni.
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MozZnou modifikaci regresnfho problému je piedpoklad shodného rozptylu o2
pro vSechny koncové uzly. Potom m4 vérohodnostni funkce p(y|0%, k) tvar

=1 SIS

p(ylk, 0%) o< IT (ﬂ(m > tmm)iexp [_%; > (y— m)zb .

Je mozné zménit i apriorni pravdépodobnostni rozdéleni pro stfedni hodnoty
it =1,... k. Mizeme predpokladat, ze takové stfedni hodnoty pochazeji z nor-
malniho rozdéleni. Pro pripad s rozdilnymi rozptyly v kazdém koncovém uzlu
je mozné pro tyto rozptyly predpokladat apriorni inverzni Gaussovo rozdéleni
IG(v/2,v\/2). Vice o tomto ptistupu lze najit v ¢lanku H. Chipmana, E. George
a R. McCullocha (Chipman a kol., [1998).

Pro apriorni rozdéleni parametrii p(0*|k) predpokldddme rovnomérné rozdé-
leni na mnoziné moznych hodnot parametru prediktoru v;, © = 1,...,J, tedy na
mnoziné vSech proménnych {xi,... x)}. Zaroven predpokldaddme rovnomérné
rozdéleni na mnoziné hodnot parametru hodnoty r;. To znamena, ze kazda pro-
ménna ma stejnou pravdépodobnost, ze bude pouzita pro déleni daného uzlu,
a kazda hodnota takové proménné ma stejnou pravdépodobnost, ze bude délit
dany uzel.

Co se tyce apriorni pravdépodobnosti modelu p(k), zde predpokladdme Po-
issonovo rozdéleni s parametrem A. Pripomenme, ze p(k) je pravdépodobnost
mnozstvi koncovych uzli a ma tvar

/\k

p(k) = DR

kde £ =1,2,3,...
Nasledny vypocet zalozeny na realnych datech je zalozen na aposteriornim
rozdéleni

p(k, Nly) = p(kly)p(A\*|k, y).

Hledaci algoritmus poté zacne pouze s pocatecnim uzlem a v kazdém kroku na-
hodné provede jeden z nasledujicich operaci:

o Je ndhodné zvolen jeden z koncovych uzld, ktery je ndhodné rozdélen.
e Je ndhodné zvolen jeden z koncovych uzli, ktery je ofezan.

o Je ndhodné zvolen jeden z uzli, pro ktery je ndhodné zménén prediktor pro
déleni.

e Je ndhodné zvolen jeden z uzli, pro ktery je ndhodné zménéna hodnota
prediktoru pouzitého pro déleni.

Pravdépodobnosti jednotlivych operaci se vhodné méni podle poc¢tu koncovych
uzli, aby se algoritmus nezasekl naptiklad pouze v pocateénim uzlu, nebo aby
nebyl konstruovan moc velky strom. Podrobnosti o tomto algoritmu lze nalézt
v ¢lanku Denisona (Denison a kol., (1998 str. 368, 369).
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4. Prakticky priklad

V této kapitole bude predstaveny prakticky priklad algoritmu CART pro klasi-
fikacni strom. K tomu vyuzijeme knihovnu rpart, kterd implementuje algoritmus
CART do prostredi statistického programu R.

Jako trénovaci vybér £ pouzijeme dataset PimalndiansDiabetes2 z knihovny
mlbench. Tato data jsou vysledkem méreni Amerického Narodniho institutu dia-
betu a onemocnéni traviciho traktu a ledvin. Méreni probihalo na populaci indi-
anek starsich 21 let z kmene Pima v Arizoné.

> dim(PimaIndiansDiabetes2)
[1] 768 9
> head(PimaIndiansDiabetes2)
pregnant glucose pressure triceps insulin mass pedigree age diabetes

1 6 148 72 35 NA 33.6 0.627 50 pos
2 1 85 66 29 NA 26.6 0.351 31 neg
3 8 183 64 NA NA 23.3 0.672 32 pos
4 1 89 66 23 94 28.1 0.167 21 neg
5 0 137 40 35 168 43.1 2.288 33 pos
6 5 116 74 NA NA 25.6 0.201 30 neg

Celkové dataset obsahuje 768 méreni celkové deviti proménnych. Osm numeric-
kych proménnych:

o pregnant...pocet téhotenstvi za svij zivot,

e glucose. .. koncentrace glukozy v plazmé (glukézovy toleranéni test),
o pressure...diastolicky krevni tlak (mm Hg),

o triceps...tloustka kozni rasy nad tricepsem,

e insulin. ..sérova koncentrace inzulinu(muU/ml),

e mass...index télesné hmotnosti (BMI),

o pedigree. .. funkce rodokmenového diabetu,

e age...vék v letech,

a kategorialni proménnou diabetes, kterda v tomto problému predikovanou pro-
ménnou. Tato proménna nabyva hodnot pos, tedy pozitivni test na diabetes,
a neg, tedy negativni test na diabetes. Cilem zkonstruovaného klasifika¢niho
stromu tedy bude v budoucnu na zakladé méreni numerickych proménnych roz-
hodnout, zda dana osoba méa diabetes, ¢i nikoliv.

> con<-rpart.control(minsplit = 5,cp=0,xval=10,maxcompete = 1,
maxsurrogate = 3)

> T_max<-rpart(diabetes~pregnant+glucose+pressuret+triceps+insulin+mass+
pedigree+age,data=PimaIndiansDiabetes2,method = "class", control = con)
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Nejdrive potfebujeme zkonstruovat strom Ty 4x. Funkce rpart() ma mnoho mo-
difikaci, a proto jsme pomoci rpart.control() uréili néktera pravidla. Argument
mansplit specifikuje, kolik nejméné musi byt v uzlu pripadi, aby byl délen. Ar-
gument cp nastavuje pocateéni hodnotu « jako parametru slozitosti. Nasledné
argument xwval urcuje poc¢et mnozin V' pro metodu odhadu kiizovou validaci,
zde jsme zvolili V' = 10. Argumenty maxcompete a maxsurrogate urcuji, kolik
dalsich nejlepsich déleni a kolik nahradnich déleni v kazdém uzlu mé byt hle-
dano. Strom Ty, ax je tedy velky strom, ktery je nyni potfeba metodou ofezavani
s minimalni nakladovou slozitosti ofezavat a najit posloupnost idedlnich stromt

TMAx>-T1>-T2>-...>-{t1}.

Tuto posloupnost je mozné vypsat pouzitim funkce printep().

> printcp(T_max)

Classification tree:

rpart (formula = diabetes ~ pregnant + glucose + pressure + triceps +
insulin + mass + pedigree + age, data = PimaIndiansDiabetes2,
method = "class", control = con)

Variables actually used in tree construction:
[1] age glucose insulin mass pedigree pregnant pressure triceps

Root node error: 268/768 = 0.34896

n= 768

CP nsplit rel error xerror xstd
1 0.2425373 0 1.00000 1.00000 0.049288
2 0.1007463 1 0.75746 0.80224 0.046427
3 0.0130597 2 0.65672 0.72015 0.044854
4 0.0118159 6 0.60448 0.74627 0.045381
5 0.0111940 14 0.50373 0.74627 0.045381
6 0.0093284 17 0.47015 0.74254 0.045307
7 0.0087065 21 0.43284 0.73134 0.045083
8 0.0074627 24 0.40672 0.68284 0.044054
9 0.0062189 27  0.38433 0.68657 0.044137
10 0.0055970 30 0.36567 0.68657 0.044137
11 0.0044776 42 0.29478 0.70149 0.044461
12 0.0037313 47  0.27239 0.72761 0.045007
13 0.0024876 61 0.22015 0.73881 0.045233
14 0.0022388 67  0.20522 0.75000 0.045454
15 0.0018657 72 0.19403 0.76493 0.045742
16 0.0000000 76 0.18657 0.76866 0.045813

Hodnota nsplit vyjadiuje, kolik ma dany strom déleni. Vidime, Ze pro hodnotu
= 0.2425373 jiz metoda ofezavani s minimalni nakladovou slozitosti preferuje
pouze pocatecni uzel t,. Sloupec rel error vyjadiuje hodnotu resubstitu¢niho
odhadu vzhledem ke klasifikacni chybé kotene (pocateéniho uzlu), proto se tato
hodnota postupné zmensuje s pribyvajicimi délenymi uzly. Pro volbu nejlepsiho
stromu nas ovsem budou zajimat sloupec zerror, ktery vyjadiuje hodnotu odhadu
kiizovou validaci vzhledem ke klasifikacni chybé korene, a xstd, tedy standardni
chyba takového odhadu. Pomoci funkce plotep() dostaneme graf této tabulky.
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> plotcp(T_max)

size of tree

1 2 3 7 15 18 22 25 28 31 43 48 62 68 73 77
I S S A S [ S S A NN (S I I S

X-val Relative Error

[ I I [ I I [ I | [ I I [ I I [
Inf 0.036 0.012 0.009 0.0068 0.005 0.003 0.002

cp

Obréazek 4.1: Chyba posloupnosti idealnich stromii dané velikosti

Na vystupu vznikl graf, ktery muzeme vidét na obrézku [4.1] Pferusovanou
¢arou je znazornéno 1SE pravidlo, podle kterého zvolime jako nejlepsi strom ten,
ktery ma 3 koncové uzly. To odpovidd stromu s dvéma délenimi, ktery je prefe-
rovany pro hodnotu « z intervalu

[0,0130597; 0,1007463). (4.1)

Stromy se 7, 15, 18 a 22 koncovymi uzly maji vyssi hodnotu odhadu metodou
krizové validace nez nas zvoleny strom se tfemi koncovymi uzly. Proto by jejich
volba nedavala zadny smysl. Co se tyce uzll s 25, 28, 31 a 43 koncovymi uzly, ty
jsou preci jen presnéjsi, ale za cenu velkého poc¢tu koncovych uzla. Prilis mnoho
koncovych uzli se Spatné interpretuje, a proto davame vzdy prednost mensim
stromtim.

Nyni tedy mizeme ofezat strom Ty4x pomoci funkce prune(), kdy za para-
metr cp volime hodnotu « z intervalu (4.1)).

> T_id<-prune(T_max,cp=0.02)
> plot(T_id)
> text(T_id,use.n = TRUE)

Na obrazku je znazornény nejlepsi strom, ktery ma t¥i koncové uzly. V poca-
tecnim uzlu bylo vybrano nejlepsi pravidlo ve tvaru

{Je glucose < 127,57}, (4.2)
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Pripady, pro které byla odpovéd na tuto otazku kladna, sly do levého dcetiného
uzlu, ktery je zaroven koncovy. Tomuto uzlu byla pridélena tiida neg, coz od-
povida negativnimu testu na diabetes. To lze interpretovat tak, ze pokud ma
indidnka z kmene Pima starsi 21 let koncentraci glukézy v plazmé mensi nez
127,5 v toleran¢nim glukézovém testu, potom je klasifikovana tak, ze diabetes
nema. Vsimnéme si ovsem, ze v tomto koncovém uzlu skoncilo také 94 pripadi,
které mély pozitivni test na diabetes. Tyto pripady byly tedy Spatné klasifikovany,
coz se poté projevi na odhadech presnosti daného stromu.

glucose i 127.5
I

mass <|29.95

neg
391/94

neg pos
51/24 58,/150

Obrazek 4.2: Nejlepsi klasifika¢ni strom

Pripady, pro které byla odpovéd na otazku (4.2) zaporna, sly do levého dce-
finého uzlu, ktery byl dale délen otazkou

{Je mass < 29,957}.

Kladné odpovéd poslala pripady do levého dceriného uzlu a zaporna do pravého.
Proto lze vidét, ze Zeny, které maji vysledek v testu na glukézu v krvi vyssi nez
127.5 a zaroven maji index télesné hmotnosti vyssi nez 29,95, jsou klasifikovany
na pritomnost diabetu pozitivné. Interpretace je tedy takova, Ze Zena z kmene
Pima, kterda ma vysokou hladinu cukru v krvi a zaroven je obézni, je klasifikovana
pozitivné. Nesmime ovsem zapomenout i na chybné klasifikované pripady v tomto
koncovém uzlu.
Celkova chybna klasifikace stromu na daném trénovacim vybéru je tedy

94 4+ 24 + 58

= 0,22917.
768 ’
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Po vydéleni tohoto ¢isla klasifika¢ni chybou kofene mame

0,22917
0.34896

= 0,6567,

coz odpovida resubstitucnimu odhadu tohoto stromu, ktery byl uveden v tabulce
ve vystupu z programu R.
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Zaver

Cilem této prace bylo predstavit ¢tenafi klasifikacni a regresni stromy, se-
znamit ho s konstrukei a modifikacemi téchto modelti. V praci byla predvedena
konstrukce stromu, volbu déleni v kazdém nekoncovém uzlu a nasledné prita-
zeni vhodné hodnoty predikované proménné kazdému koncovému uzlu. Déle byly
diskutovany i odlisné pristupy k tomuto problému a na zavér byl predstaven
prakticky priklad, jehoz tcelem bylo ¢tendri predstavit predem ziskané znalosti
Vv praxi.
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