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Uvod

Minkowského soucet dvou mnozin je jednim ze zakladnich konceptu z vypo-
Cetni geometrie, pouziva se v ruznych odvétvich, jako naptiklad robot motion
planning |Lengyel a kol. (1990)), design fizeny pocitacem Kaull (1992)), ¢i detekce
kolizi ve fyzikalnich modelech Lee a kol.| (2015).

V této praci se zamérime predevsim na Minkowského soucet dvou nekonvex-
nich mnohothelnik v roviné, cely koncept se vsak da vybudovat i ve vyssich
dimenzich, ¢i pro jiné mnoziny bodt nez pouze pro mnohouhelniky:.

Minkowského soucet dvou nekonvexnich mnohothelnikii se pocita za pomoci
jedné ze dvou metod: rozkladové metody a konvoluéni metody. Konvoluéni me-
toda byla véetné implementace v jazyce C++ predstavena naptiklad v praci Wein
(2006)), ze které tato prace bude vychézet.

Cely koncept Minkowského sumy nekonvexnich mnohotihelnik v této praci
vysvétlime v celkem trech kapitolach. Ve ¢tvrté pak na experimentalnich datech
vyzkousime rychlosti jednotlivych metod.

V prvni kapitole predstavime zakladni pojmy a ukédzeme postup, jak se pocita
Minkowského soucet, mame-li na vstupu dva konvexni mnohothelniky. Kapitolu
doplnime kédem v Pythonu, ktery je implementaci tohoto postupu a také jedno-
duchym ptikladem slouzicim ¢tenéri k lepSimu pochopeni.

V druhé kapitole popiseme rozkladovou metodu, nastinime, jak se d4 nekon-
vexni mnohothelnik rozdélit na konvexni ¢asti, a tento postup demonstrujeme na
ilustrativnich obrazcich a prikladech. Pro tyto jiz konvexni ¢asti pak vyuzijeme
poznatky z prvni kapitoly.

Treti kapitola se pak bude vénovat popisu konvoluéni metody. Kapitolu opét
doplnime kody v Pythonu, ilustrativnimi obrazky a priklady.

V posledni ¢tvrté kapitole pak na nami vytvorenych mnohothelnicich za po-
moci C++ knihovny CGAL porovname obé popsané metody.

Mym ptispévkem v této préaci je doplnéni a usporadani zakladnich definic,
které citované ¢lanky casto vynechavaji, prepsani pseudokdd z citovanych ¢lankt
do funkénich kodi v jazyce Python, doplnéni celé teorie o zajimavé priklady a
ilustrativni obrazky. V neposledni fadé jsem k problematice prispél vygenerova-
nim svych vlastnich mnohothelniki, na kterych jsem s pomoci knihovny CGAL
obé zminéné metody porovnal.



1. Minkowského soucet
konvexnich mnohouhelniku

V této kapitole predstavime Minkowského soucet pro konvexni mnohotihel-
niky v roviné a jeho algoritmus vypoctu. Demonstrujeme ho na jednoduchych
prikladech.

Nejprve si obecné zadefinujeme Minkowského soucet dvou mnozin.

Definice 1 (Minkowského soucet). Méjme dvé mnoziny A, B C R". Jejich Min-
kowského soucet, znacime A® B, je mnozina {a+b:a € A, b € B}, kde jednotlivé
body scitame po souradnicich.

Nyni jesté potfebujeme zadefinovat zédkladni pojmy, které budeme po celou
dobu této prace pouzivat. Zadefinujeme si je pro R?, nicméné se daji rozsffit i do
vyssich dimenzi.

Definice 2. MnoZinu M C R? nazveme konvexni, jestliZe pro vSechny body m,n
lezici v M a pro vsechny t z intervalu [0,1] plati, Ze tm + (1 — t)n lezi v M.

Definice 3. Konvexn{ obal mnoZiny M C R?, znacéime conv(M), je mnoZina
vSech bodi x =z R2?, pro které emistuje konecné mnoho  bodii
my, My, ...omp € M a ay,ay,...,a; z intervalu [0,1], S5 a; = 1 tak, Ze plati
v =YF am,.

Definice 4. Bud P konvezni obal neprdzdné mnoZiny M C R2, pak bod v € P
nazveme extremalni, pokud plati, Ze je-li v =tm+ (1 —t)n pro t z intervalu (0,1)
a m,n € P, pak nutne m = n. MnoZinu extremdlnich bodi z P budeme znacit
ext(P).

Tvrzeni z knihy (Matousek, 2013] str. 87) ndm navic tika dulezitou vlastnost
extremalnich bodi, a to ze conv(ext(P)) = P.

Definice 5. Konvexnim mnohothelnikem P rozumime konvexni obal libovolné
koneéné mnoziny M C R? obsahujici alespori t7i body, které nelezi na jedné
primce. MnozZinu extremdlnich bodu z P nazveme mnozina vrcholu, znacime V,
a jeji prvky vrcholy konvexniho mnohothelniku P.

Pro dalsi teorii musime nyni mnozinu vrcholi vhodné seradit. Méjme tedy
néjaky konvexni mnohotihelnik P a jeho mnozinu vrcholt V' s n vrcholy. Zvolime
libovolny bod A € P\ V a vrchol v s nejmensi y-ovou soutadnici (je-li tako-
vych vrcholu vice, pak z nich vybereme vrchol s nejmensi z-ovou souradnici).
Tento vrchol v oznad¢ime vy a vezmeme si polopiimku R = [A,v;), kterou bu-
deme rotovat okolo bodu A proti sméru hodinovych rucicek, dokud neprotneme
dalsi vrchol. Ten oznac¢ime v, a rotujeme dal. Takto pokracujeme dokud se ne-
dostaneme zpét na ptvodni pozici. Timto zptisobem dostaneme vhodné sefazené
vrcholy vy,vs,...,0,. Usefkdm V;,Vit1, Pro i € {1,....,n} budeme fikat hrany. Zde je
nutné poznamenat, ze v, 11 = v;.

Mame-li tedy dva konvexni mnohotihelniky P a Q C R?, pak je podle Defi-
nice [1] jejich Minkowského soucet definovan jako



PaQ={p+q:pePqeQ}.

Problém nastava ve chvili, kdy chceme néjaky takovyto soucet spocitat. Jelikoz
tyto mnohotihelniky obsahuji nekoneéné mnoho bodu, tak nemuzeme spocitat
vsechny jejich kombinace. Ukazuje se vSak, Ze stac¢i brat pouze mnozinu vrchol
danych mnohothelniki a Minkowského soucet spocitat jen pro né, tedy ze plati
nasledujici véta.

Véta 6. Bud P a () dva konvexni mnohotuhelniky, V mnoZina vrcholi mnohothel-
niku P a U mnozina vrcholi mnohothelniku @Q, pak plati P & Q = conv(V @ U).

Diikaz. Prvné si uvédomime, ze P = conv(V') a @) = conv(U), dokazujeme tedy
rovnost conv(V') @& conv(U) = conv(V @ U). S vyuzitim poznatkt z (Fradelizi
a kol., 2018 str. 7, Lemma 2.1) dokdzeme dvé inkluze.

'D": Necht 2 € conv(V @ U), pak se podle definice d4 napsat jako S-F | a;w;,
kde Y% a; = 1 a viechny a; jsou z intervalu [0,1]. Navic w; € V @ U, tedy
w; = vitu;, prov; € Vau; € U. Tedy po rozepsani Y8 aw; = S ai(vi+u;) =
S a + S8 au; € conv(V) @ conv(U).

'C": Necht z € conv(V)@®conv(U), pak z = 8, aivi—i—Zé:l bju;, kdev; € V,

k ! . . . ,
uj € U, Yija; = 1ay;_1b; =1 a viechny a; i b; jsou z intervalu [0,1].
s v v, o v “ . 1 k
Navic jsou obé sumy konecné, mizeme tedy napsat, ze r = i1 bj iy a;iv; +
k ! _ <k l k 1 _ <k ! -
i=1 % 2.5=1 bjui = Zi:1 Zj:1 aiijz‘ + 21':1 Zj:1 aibjuj = i=1 24j=1 azb] (Uz +

u;) € conv(V @ U).
[

Disledek 7. Minkowského soucet dvou konvexnich mnohotuhelniki je opét kon-
vexni mnohotuhelnik.

Pro zjednoduseni budeme odted fakt, ze P = conv(V'), znacit pouze jako
P=V.

1.1 Algoritmus vypoc¢tu Minkowského souctu
dvou konvexnich mnohouhelniku

Nyni bude predveden algoritmus pro vypocet Minkowského souctu. Na vstupu
mame dva mnohothelniky reprezentované mnozinou svych vrcholi. Na vystupu
pak dostaneme mnozinu bodi, jejichz konvexni obal nam reprezentuje vysledny
Minkowského soucet.

Z Véty [6| nds intuitivné napadne seéist kazdy vrchol P s kazdym vrcholem Q,
a pfesné to déla tento kod (Python).

def Minkowskeho_soucet(P, Q):
kombinace = []
for p in P:
for q in Q:
kombinace.append ((p[0] + q[0], p[1] + q[11))
return kombinace




Napiiklad pro mnohotihelniky P = [(0,0),(1,0),(0,1)] a @ = [(0,0), (1,0),
(1,1),(0,1)] dostaneme:

(¢, o, 1, 0, 1, 1, (0, 1, 1, 0, (2, 0), (2, 1),
1, 1, ©, 1, @, 1, @, 25, (0, 2)]

0.5F

Obrazek 1.1: Graficky vysledek (Wolfram Mathematica). Minkowského soucet je
celd modra plocha, véetné cervenych bodl a jejich spojnic.

Miizeme si vSimnout, ze se zde nékolik bod opakuje a dokonce, jak vidime z
Obrazku [1.1] ne vSechny tyto body (Cervené) jsou vrcholy nové vzniklého mnoho-
uhelniku. Nabizi se tedy otézka, zda neexistuje efektivnéjsi algoritmus, ktery by
spocital pouze body urcujici vysledny mnohotihelnik (tedy jeho vrcholy). A po-
kud ano, kolik nejméné takovych bodtl potiebujeme spocitat. Casteénou odpoved
na tuto otazku nam dava nasledujici véta:

Véta 8. Bud P a @ dva konvexni mnohothelniky s n a m wvrcholy, pak Min-
kowského soucet P & @ je konvexni mnohothelnik s nejvyse n + m wvrcholy.

Diikaz. To, ze Minkowského soucet bude opét konvexni, plyne z Disledku [7]
zbytek diukazu je popsan v knize lde Berg a kol.| (2008 str. 292, Véta 13.5). Je
zde vsak ukazan pro n a m hran, kdezto my mame ve znéni véty n a m vrcholt.
Uvédomime-li si vsak, ze pocet hran mnohothelniku odpovida poc¢tu jeho vrcholi,
tak mizeme v této vété tyto dva pojmy zaménit se stejnym vysledkem.

m
Déle je v knize de Berg a kol.| (2008, str. 295) popsén a v pseudokddu predveden
efektivnéjsi algoritmus, pocitajici Minkowského soucet dvou konvexnich mnoho-
thelniki.

Zde je prepsany do jazyka Python E]

'P¥edpoklads se, Ze mnohothelniky vstupujici do tohoto algoritmu zaéinaji vrcholem s
nejmensi soufadnici y (popfipadé soufadnici x, je-li vice takovych vrcholu).



import math
def uhel(p, q):
#math.atan2 vraci uhel (rad), ktery vstupni vektor svira s
#kladnou poloosou x
pom=math.atan2(q[1]-p[1], q[0]-p[0])
if (pom<0): return 2*math.pi+pom
#je-1i uhel vetsi nez pi, math.atan2 vrati uhel s
# kladnou poloosou x ve smeru hodinovych rucicek,
#my vsak chceme uhel proti smeru
else: return pom
def minkowski_efekt (P, Q):
n = len(P), m = len(Q)
i, j, k, 1 =0, 0, 0,0
vysledek = []
while (i < nand j <= m) or (i <= n and j < m):
vysledek.append ((P[i%n] [0]+Q[j%m] [0], P[i%n] [1]1+Q[j%m] [1]1))
uhelP = uhel(P[i%n], P[(i+1)%nl)
uhelQ = uhel(Q[j%ml, QL(j+1)%m])
if i>=n: k=2*math.pi
if j>=m: 1=2*math.pi
#kdyz u nektereho mnohouhelniku dojdeme kolem dokola,
#tak chceme aby i uhel byl o kolo (2pi) vetsi
if uhelP+k < uhelQ+1:
i+=1
elif uhelP+k > uhelQ+1:
j+=1
else:
i+=1
j+=1
return vysledek

Pustime-li tento kéd opét na mnohothelniky P = [(0,0),(1,0),(0,1)] a @ =
[(0,0),(1,0),(1,1),(0,1)] dostaneme:

(o, 0, (2, 0, (2, 1, (1, 2), (0, 2)]

Je vidét, ze tento efektivnéjsi algoritmus nam pro tento priklad da na vystupu
pouze vrcholy nové vzniklého mnohothelniku.

1.2 Dalsi priklady

Pro lepsi pochopeni algoritmu pocitajictho Minkowského soucet dvou kon-
vexnich mnohotihelniki zde jesté predvedeme dva priklady. Na prvnim prikladée
ukazeme, ze vysledny mnohothelnik, miize mit stejny pocet vrcholti, jako mnoho-
uhelniky vstupujici do algoritmu. A na druhém prikladé si ukdzeme opacny jev,
kdy pocet vrcholii vzniklého mnohothelniku bude maximélni, tedy m + n.

Priklad 1: Méjme P = [(0.0),(1,0),(1,1),(0.1)] a Q = [(2,0).(3,0).(3,1).(2.1)]
Spocitejte P @ Q.



Reseni:

| Krok [ i]j ] wysledek [] | Pli] + Q4] | porovnani @hlu |
1 1010 ] (0,0) + (2,0) = (2,0) | uhelP = uhelQ
Ry
2 |11 [(2,0)] (1,0) + (3,0) = (4,0) | uhelP = uhelQ
Ry R
3 1212 ((2,0), (4,0)] (1,1) + (3,1) = (4,2) | uhelP = uhelQ
i+
4 131311[(20),(4,0),(4,2)] | (0,1)+(2,1) = (2,2) | uhelP = uhelQ
i+

Podminky while cyklu jiz nejsou splnény, vysledek = [(2,0), (4,0), (4,2), (2,2)]

3,

PeQ

i
Priklad 2: Méjme P = [(1,0),(2,1),(1,2),(0,1)] a @ = [(2,0),(4,0),(4,2),(2,2)].
Spoévitejte P& Q.

Reseni:
| Krok | i]j | vysledek ] \ Pli] + Q[j] | porovndn{ thli |

1 0]0 ] (1,0) + (2,0) = (3,0) | uhelP > uhel@
J++

2 |01 [(3,0)] (1,0) + (4,0) = (5,0) | uhelP < uhel@
i+ +

3 111 [(3,0), (5,0)] (2,1) 4+ (4,0) = (6,1) | uhelP > uhelQ
j++

4 |12 ((3,0), (5,0), (6,1)] (2,1) 4+ (4,2) = (6,3) | uhelP < uhel@
i+ +

5 212 [(3,0), (5,0), (6,1), (1,2) 4+ (4,2) = (5,4) | uhelP > uhelQ
(6,3)] J++

6 |23 [(3,0), (5,0), (6,1), (1,2) + (2,2) = (3,4) | uhelP < uhelQ
(6,3),(5,4)] i+ +

7 1313 [(3,0), (5,0), (6,1), (0,1) 4+ (2,2) = (2,3) | uhelP > uhelQ
(6,3), (5,4), (3,4)] J++

8 |34 [(3,0), (5,0), (6,1), (0,1) 4+ (2,0) = (2,1) | uhelP < uhelQ
(6,3),(5,4),(3,4),(2,3)] i+ +




Podminky while cyklu jiz nejsou splnény,

vysledek = [(3,0), (5,0), (6,1), (6,3), (5,4), (3,4), (2,3), (2,1)]

8-

4+ P e Q +(2!2)

Obrézek 1.2: Vysledny mnohothelnik je posunut o vektor (2,2), aby byl lépe vidét.

1.3 Nekonvexni mnohouhelnik

Nez pokrocime déle, musime si jesté zadefinovat par dalSich definic, které
vyuzijeme v dalsich kapitolach.

Definice 9. Jednoduchym mnohothelnikem P budeme rozumét uzavrenou ome-
zenou ¢dst R? ohranicenou uzavienou lomenou carou s konecné mmoha zlomy [,
pro kterou navic plati, Ze se nikde neprotind, a pro body, které tuto lomenou cdaru
urcuji, plati, Ze Zddné tri po sobe jdouci nelezi na jedné primce. Témto bodim
budeme ikat vrcholy a mnoZinu téchto bodi oznacime V. Useckdm, ze kterych je
tato lomend cara sloZend, pak budeme tikat hrany. MnozZiné bodi z P \'V tako-
vych, Ze neleZi na Zadné hranée budeme rikat vnittek mnohotuhelniku P a budeme
ji znacit in(P). Jednoduchy mnohothelnik pak budeme reprezentovat jeho vrcholy
v poradi v jakém leZi na uzavrené lomené care.

Lemma 10. Kazdy konvexni mnohotihelnik je jednoduchy.

Diikaz. Bud P néjaky konvexni mnohothelnik s hranami vyvsy, vovs,...,v,v1. Tyto
hrany tvori uzavienou lomenou ¢aru, ktera se nikde neprotina a zadné tii vrcholy
nelezi na jedné primce.

O

Definice 11. Nekonvexnim mnohothelnikem nazveme takovy jednoduchy mno-
hotuhelnik, ktery neni konvexni.

2To, ze tato lomen4 ¢ara déli rovinu na omezenou a neomezenou ¢ast plati z Jordanovy véty

Hales| (2007)).



Jednoduché mnohothelniky budou praveé ty, se kterymi budeme Minkowského
soucet pocitat, vysledny mnohothelnik vsak uz jednoduchy byt nemusi, viz Ob-
rézek [4.71 Takovému mnohotihelniku budeme fikat mnohothelnik s dirami.

Definice 12. Bud P jednoduchiy mnohothelnik a D; C in(P) konecné mnoho jed-
noduchijch mnohothelniki, pak mnozinu Pp = P\ (U; D;) nazveme mnohotihelnik
s dirami.

Pro doplnéni zde jesté uvedme vrchni meze poctu vrcholi vysledného Min-
kowského souctu. Z Véty |8 vime, Ze mnohotihelnik vznikly z Minkowského souctu
dvou konvexnich mnohotihelnikt bude mit nejvice m + n vrcholu. Z Kaul| (1991)
a|Dobkin a kol.| (1990) pak dostaneme, zZe se¢tenim jednoho konvexniho a jednoho
nekonvexniho mnohothelniku vznikne mnohothelnik s nejvyse O(mn) vrcholy a
se¢tenim dvou nekonvexnich ndm miZe dat mnohotihelnik s az O(m?n?) vrcholy,
kde m je pocet vrcholii prvniho mnohotihelniku a n je pocet vrcholt druhého.
V Kaul (1991)) je ukdzén i piiklad dvou nekonvexnich mnohothelniku, jejichz
Minkowského soucet nabyva vrchni meze poc¢tu vrcholu.



2. Rozkladova metoda

V minulé kapitole jsme popsali a ukazali efektivni algoritmus na vypocet Min-
kowského souc¢tu dvou konvexnich mnohothelniki. V této kapitole na tu pred-
chozi navazeme a ukazeme, jak spocitat Minkowského soucet dvou mnohotihel-
nikl, kde alespon jeden neni konvexni, pomoci rozkladové metody. Tato metoda
cip Divide Et Impera. Neboli rozdéleni celého problému do mensich ¢asti, které
jsme schopni 1épe, ¢i rychleji spocitat.

2.1 Popis metody

Prvnim krokem je rozlozeni nekonvexnich mnohothelniki na konvexni casti
pomoci néjakého rozkladového algoritmu. Pro tyto jiz konvexni ¢asti poté vyu-
zijeme poznatky z prvni kapitoly a spocitdme pro kazdou z nich Minkowského
soucet s druhym mnohotihelnikem, popripadé se vSsemi jeho konvexnimi ¢astmi,
byl-li i druhy mnohothelnik nekonvexni. Nakonec pak vysledné mnoziny sjedno-
time, ¢imz dostaneme Minkowského soucet ptivodnich mnohothelnikii.

2.2 Rozkladové algoritmy

Definice 13. Méjme rozkladovy algoritmus a vstupni vrcholy nekonvexniho mno-
hothelniku. Vznikne-li nam béhem algoritmu novy vrchol, ktery nebyl soucdasti
vstupnich vrcholu, pak takovy vrchol nazveme Steinertuv bod.

Obecné existuje velka skala riznych rozkladovych algoritmi, my v této praci
predstavime tii z nich. Blize pak popiSeme dva, které demonstrujeme na jednodu-
chych ptikladech. Budeme pfi tom vychézet z popisu téchto algoritmt z (Agarwal
a kol., 2002, str. 44-46). Prvni algoritmus bude bez Steinerovych bodu a druhy
bude se Steinerovymi body.

2.2.1 Triangulace

V prvnim kroku tento algoritmus nalezne dva vrcholy, jejichz spojnice lezi
uvnitt vstupniho mnohothelniku a rozdéli tento mnohoihelnik podle této spoj-
nice. Rekurzivné se pak tento algoritmus pusti na nové vzniklé mnohothelniky.
Cely proces konéi ve chvili, kdy uz ma nové vznikly mnohothelnik pouze tti vr-
choly, tedy ve chvili, kdy neexistuje zadna spojnice mezi vrcholy, ktera by lezela
uvnitt tohoto mnohothelniku. Neboli algoritmus skon¢i, kdyz je novy mnoho-
thelnik trojthelnik.

2.2.2 Angle bisector

Tento algoritmus vezme postupné vsechny nekonvexni vnitini ihly vstupniho
mnohothelniku. Pro kazdy z nich vezme jeho osu a z prislusného vrcholu narysuje
ve sméru této osy usecku. Ta skonci na hrané ptivodniho mnohothelniku, na jiz
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narysované usecce (tim vznikne Steineruv bod), nebo v ptivodnim vrcholu. Tyto
usecky tak rozdéli mnohotuhelnik na konvexni casti.

2.2.3 Greene

V Kapitole[d] ve které budeme jednotlivé metody porovnavat, jesté vyuzijeme
Greene dekompoziéni algoritmus, predstaveny v |Greene| (1983). Ten rozdéluje ne-
konvexni mnohotuhelniky na y-monotonni. Mnohothelnik nazveme y-monoténni,
jestlize jakakoli pfimka kolma na osu y protne tento mmnohothelnik v nejvyse
dvou bodech z lomené cary, ktera tento mnohothelnik urcuje.

3.0

25-

—

0.5-

0.0

Obrézek 2.1: Mnohothelnik vlevo je y-monoténni, mnohotihelnik napravo neni,
protoze ¢ervena pirimka ho protina ve ¢tyrech bodech.

2.3 Ukazky rozkladi

Nyni ukazeme pouziti vyse zminénych algoritmii na riznych nekonvexnich
mnohothelnicich. Rozdéleni neni vzdy jednoznacné a zalezi na konkrétni imple—
mentaci algoritmu (v jakém vrcholu za¢neme, které dva vrcholy spojime, ...).

o (Y%

Obrézek 2.2: Triangulace Obrézek 2.3: Angle bisector
Obrézek 2.4: Triangulace Obrézek 2.5: Angle bisector
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Obrazek 2.6: Triangulace Obrazek 2.7: Angle bisector

2.4 Priklad na rozkladovou metodu

Pro jesté lepsi pochopeni uvedeme na zavér této kapitoly jeden priklad na
Minkowského soucet dvou nekonvexnich mnohothelniki pomoci rozkladové me-
tody.

Priklad 3: MéJl’Ile P = [(071)7(372>7(670)7<275)] a Q = [(670)7(972)7(873>7(974)7
(6,4),(4,7)]. Spocitejte P @ Q.

Obrazek 2.8: Vstupni mnohothelniky (Wolfram Mathematica).

Vidime, Ze oba mnohothelniky jsou nekonvexni, musime je tedy rozdélit na
konvexni ¢asti. Zacneme s mnohothelnikem P, na ktery pouzijeme triangulacni
algoritmus. Dostaneme dva jiz konvexni mnohothelniky P, = [(0,1),(3,2),(2,5)] a
P, =1(6,0),(2,5), (3,2)].
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Obréazek 2.9: Rozklad mnohotihelniku P pomoci triangulace (Wolfram Mathema-
tica).

Mnohothelnik @ rozlozime tak, aby ndm vznikl Steinertv bod (¢erveny). Jedna
se témér o algoritmus Angle bisector, jen s tim rozdilem, Ze u prvniho thlu nebe-
reme jeho osu, a to z diivodu hezcich ¢isel pro dalsi poc¢itani. Dostaneme tak tyto
tfi konvexni mnohothelniky ¢ = [(6,0),(6,4),(4,7)], Q2 = [(6,0),(9,2),(8,3), (6,3)]
a Q3= [(673>?(873)7<974)7<674)]

Obrazek 2.10: Rozklad mnohothelniku @ (Wolfram Mathematica).

Nyni spocitame P; @ Q; proi = 1,2 a j =1,2,3 a dostaneme:

Vi=P ®Q,=(6,1),(9,2),(9,6),(8,9),(6,12), (4,8)] (Modry)

Vo =P ®Qy=[(6,1),(9,2),(12,4), (11,7), (10, 8), (8,8), (6,4)] (Cerveny)
Va=P & Qs =[(6,4),(8,4),(11,5),(12,6),(11,9),(8,9), (6,5)] (Zeleny)
Vi=P® Q= [(12,0), (12,4), (10,7),(6,12), (8,5), (9,2)] (zmty')

Vi =P @ Q, = [(12,0), (15,2), (11,7), (10,8), (8,8), (8,5), (9,2)] (Cyan)
Vo = P, ® Qs = [(12,3), (14, 3), (15,4), (11,9), (8,9), (8,8), (9,5)] (Fialovy)
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Nechame-li si nyni vykreslit vSechny mezivysledky Vi, tak dostaneme:

X

Obrazek 2.11: Jednotlivé mnohothelniky Vi, pro k = 1,2,...,6, pro vétsi pre-
hlednost nemaji vyplnéné vnitiky, které tam ovSem samoziejmé patii. (Wolfram
Mathematica).

Sjednocenim téchto mnohothelniki dostaneme vysledek, tedy P @ @ = [(11,9),
(8.4,9), (6,12), (4,8), (6, 1), (9,2), (12,0)(15,2), (14.1,3.1), (15, 4)].

Obrézek 2.12: Vysledny Minkowského soucet pomoci rozkladové metody.
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3. Konvolu¢ni metoda

Dalsi moznosti, jak pocitat Minkowského soucet dvou nekonvexnich mnoho-
thelniki, je konvoluéni metoda. Ta se sklada ze dvou casti, které si postupné
popiseme. V této kapitole budeme vychazet z [Wein| (2006)), kde je tato metoda
popsana. V priubéhu kapitoly navic konvoluéni metodu demonstrujeme na jed-
noduchém prikladu. Pfipomenme, ze jako vstupni mnohothelniky ptipoustime
pouze jednoduché mmnohothelniky, nicméné vystupni mnohothelnik mize byt
mnohotihelnik s dirami. Myslenka za touto metodou vychazi z |Guibas a kol.
(1983)). Idea je, ze konvoluce dvou mnohotihelnikii tvoii nadmnozinu hrandm je-
jich Minkowského souctu a Minkowského soucet je pak mnozina bodu s nenulo-
vym winding number vzhledem ke konvolu¢nim cyklim. Jak je vSak zminéno v
Baram a kol.| (2018), tato skute¢nost nebyla nikde zcela dokdzana. O tom svédci
i zprava, kterou jsem dostal od Prof. Dana Halperina z Tel Avivské univerzity.
Cituji: ,,I refrain from using the convolution method for non-convex polygons,as I
have never seen a satisfactory description cum rigorous proof of it, nor a fully ro-
bust implementation of it". Proto bude mit tato kapitola spise popisny charakter,
vyuzivajici poznatky z citovanych clank.

3.1 Konvoluc¢ni cykly

Definice 14. Méjme nenulovy vektor uw = (a,b). Pak definujeme tihel ®, ktery
svird vektor u s kladnou poloosou x ndsledovné:
arctg(2) a >0 a zdrovern b > 0.

g a=0 a zdrovert b >0

® = carctg(®)+m  a<0

3
2

arctg(2) + 2 a >0 a zdroveri b < 0

a=0 a zdrovenn b <0

Definice 15. Méjme nenulové vektory u,v a w. Bud « thel, ktery vektor u svird
s kladnou poloosou x a necht vy vznikne rotaci v o ihel —a a obdobné wy vznikne
rotaci vektoru w o stejny uhel —a. Bud nyni 3 whel, ktery svird wy s kladnou
poloosou x a vy tuhel, ktery svird vy s kladnou poloosou x. Pak rekneme, Ze vektor
v lezi mezi vektory w a w, pokud 7y lezi v uzavreném intervalu [0, (] EI

Definice 16. Méjme mnohothelniky P a @QQ s vrcholy p1,pa,...pn G G1,92,---Gm E]
Konvoluci C' mnohothelniki P a Q, znacime P x Q), rozumime mnoZinu oriento-

vanych isecek tvaru (p; + ¢;), (pi + qj+15, kde vektor (p;, pi+1) leZi mezi (¢j—1, qj;

a (gj,q+1) a symetricky z orientovanych tsecek tvaru (pi +4;), (Pit1 + gjj, kde

vektor (¢, qj+1) lezi mezi (pi,l,pij a (pi,pi+1§, tyto orientované usecky dohromady
tvori uzaviené krivky, ktergm budeme vikat konvoluéni cykly [f]

Povolime-li pouze polouzavieny interval, jak je popséano ve Wein| (2006)), tedy Ze pokud
bude mit vektor v i w stejny smér, tak rekneme, ze v nelezi mezi u a w, pak nam konvolucni
metoda napriklad pro P = [(0,0), (1,0), (0,1)] a @ = [(2,0), (3,0), (3,1), (2,1)] nebude fungovat.

*Plati, 7e pny1 = D1 & @m+1 = G1.-

3Tato teorie opét vychdz{ z Guibas a kol.| (1983).
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Predesla definice konvoluce a konvoluc¢nich cykli dvou mnohothelniki je pre-
kladem z anglické verze (Wein, 2006, str. 3), kde je i pomoci pseudokédu popsan
algoritmus, ktery tuto konvoluci pocita. My si ho zde ukazeme prepsany do Py-

Obréazek 3.1: Ukazka, kdy vektor v lezi mezi vektory u a w.

thonu.

import numpy as np

def

def

def

uhel (p):
pom = np.arctan2(p[1], p[0])
if pom < O:

return 2 * np.pi + pom
else: return pom
mezi(u, v, w):

w = uhel(w)
u, v = uhel(u) - w, uhel(v) - w
if u < 0:
u=u+ 2 % np.pi
if v < 0:

v=v+ 2% np.pi
if u <= v:
return True
if v==0: return True
else: return False
cykly (P, Q):
n=len(P)
m=len(Q)
for i in range(n):
for j in range(m):
a, b, ¢ =P[(i-1)], P[i], P[(i+1)%n]
d, e, £ =00[(-DI, Qj]1, QL(G+1)%m]
if mezi(e - d, ¢ - b, f - e):
print(b + e, c + e)
if mezi(b - a, f - e, ¢ - b):
print(b + e, b + £)
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Tento algoritmus si miuzeme ilustrovat na stejném piikladu jako v kapitole[2.4]
tedy pro P = [(0,1),(3,2),(6,0),(2,5)] a @ = [(6,0),(9,2),(8,3),(9,4), (6,4),(4,7)]. A

dostaneme:

(6 11 [9 2]

(8 4] [11 5]
(6 51 [9 6]

(4 8] [6 1]

(9 2] [12 0]
[9 21 [12 4]
(12 4] [11 5]
(11 5] [14 3]
(11 5] [12 6]
(12 6] [9 6]
(9 6] [12 4]
[9 6] [7 9]

(7 9] [9 2]

(12 0] [156 2]
(15 2] [11 7]
(14 3] [15 4]
(16 4] [11 9]
(12 4] [10 7]
(10 71 [ 6 12]
(11 7] [10 8]
(10 8] [8 4]
(11 9] [8 9]
[8 9] [6 5]

(6 12] [4 8]

Vykreslime-li si tyto orientované tsecky, tak dostaneme:

Obrézek 3.2: Konvoluce P * Q).

Diky (Wein, 2006, str. 3) vime nasledujici. Konvoluce dvou konvexnich mnoho-
thelnik1 je jeden jednoduchy neprotinajici se cyklus. Konvoluce jednoho konvex-
niho a jednoho nekonvexniho je opét jeden cyklus, ktery se ovSem miize protinat.
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A konvoluce dvou nekonvexnich mnohothelnikii mtze byt slozena z vice cykla,
jako naptiklad v tomto priipadé, kde mame P = [(0,0), (3,2), (6,0), (4,3), (6,6),
(3,4),(0,6),(2,3)] a @ =[(0,3),(2,2),(3,0), (4,2), (6,3), (4,4), (3,6), (2,4)].

Obréazek 3.3: Mnohothelnik P. Obréazek 3.4: Mnohothelnik Q).

Obrazek 3.5: Ukazka kdy konvoluce P * () obsahuje vice cyklii.

3.2 Obtocnost

Meéjme tedy néjakou konvoluci P * () sestavajici z jednoho, ¢i vice konvoluc-
nich cykli. Na tyto konvolucéni cykly se mtizeme divat jako na uzaviené Eulerovské
tahy a to tak, ze krajni body a priiseciky orientovanych tusecek z konvolucniho
cyklu ztotoznime s vrcholy grafu a orientované tsecky mezi témito body ztotoz-
nime s orientovanymi hranami grafu. [1

Minkowského soucet dvou mnohotihelniki je pak podle (Wein, 2006, str. 3)
mnozina bodiu, kterd ma nenulovou obto¢nost (winding number), vici alespon
jednomu z téchto konvolu¢nich cykli. Tento pojem si nyni zadefinujeme. Budeme
pti tom vychdzet z definice z (Grimbaum a Shephard, (1990, str. 178)

Definice 17. Bud u = A, § orientovand usecka. Méjme bod C', ktery neleZi
na jedné primce s body A, B a bud D bod leZici na tsecce u. Pak rekneme, Ze
poloprimka R = [C, D) protind u po sméru hodinovych rucic¢ek vzhledem k C,

4Pro tcel této podkapitoly nazveme krajni body a priisediky tsedek z konvoluéniho cyklu
vrcholy. Orientované tsecky mezi nimi pak nazveme hrany.
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pokud rotaci R po sméru hodinovych rucicek okolo bodu C' protneme driv bod B,
nez bod A. V opacném pripadé rekneme, Ze R protind u v protisméru hodinovych
rucicek vzhledem k bodu C.

Obrazek 3.6: R protind u po sméru hodinovych ruéicek (vlevo), R protind u v
protisméru hodinovych rucicek (vpravo).

Definice 18. Bud C konvolucni cyklus a A € R? libovolny bod, ktery neleZi na
Zadné hrané z C. Méjme poloprimku R = [A, B), kterd neobsahuje Zdadny vrchol
z C. Pro kaZdou hranu E; definujeme index V(R, E;) ndsledovne:

0 R neprotindg E;

U(R,Ej) =11 R protind E; v protisméru hodinoviyjch rucicek

—1 R protind E; po sméru hodinovych rucicek
Obtoc¢nost (winding number) w(C, A) bodu A vzhledem ke konvolucnimu cyklu C
je pak rovna >°; V(R, Ej)

Na prvni pohled neni vidét, Ze je tato definice korektni. Ke korektnosti potte-
bujeme, aby ndm nezalezelo na zvoleném sméru polopiimky R, tedy aby platilo
> Y(Ry, Ej) = 32; V(Ry, Ej) pro libovolné polopiimky Ry, Ry vychazejici z bodu
A a neprochazejici zadnym vrcholem z C.

Diikaz. Bud A € R? libovolny bod, ktery nelezi na zddné hrané z C, a R = [A, B)
polopiimka, kterd neobsahuje zadny vrchol z C, a bud W = Y, W(R, Ej). Za-
¢neme rotovat polopfimku R po sméru hodinovych rucic¢ek okolo bodu A, ¢imz
budeme dostavat nové poloptimky R;. Takto rotujeme, dokud pro néjaké k, ne-
bude Ry protinat néktery z vrcholi C. Pro Ry nemame obtoc¢nost zadefinovanou,
nicméné si viimneme, ze W = 3, W(R;, ;) pro vSechny i < k. Kdyby tato rov-
nost neplatila, tak by nékterd R; musela protnout néjakou novou hranu oproti
predchozim polopiimkam, ta by vSak musela vychazet z néjakého vrcholu V', ktery
by nutné predchozi polopiimky musely protnout, to je vsak spor s tim, ze Ry, je
prvni takova, co protne néjaky vrchol.

Mize se stat, ze téch vrcholii bude na Ry lezet vice. Rozdélime-li si nyni W
na dvé ¢asti, a to na soucet indext hran, které jdou do nebo z néjakého vrcholu
na Ry, a soucet indexti zbylych hran. Soucet indexii zbylych hran se pro Rpiq
nijak nezmeéni (stejny argument jako vyse).

Pro vrcholy z Ry, které mezi sebou nejsou spojeny hranou, se soucet indext
hran, které jdou do nebo z téchto vrcholt také nezméni, protoze i kdyz se pocet
hran, které protne Rj.; zméni, tak diky tomu, Ze na konvoluéni cyklus miizeme
nahlizet jako na Eulerovsky tah, tak na kazdou hranu, ktera jde do vrcholu pii-
pada jedna, co jde z vrcholu, tedy jedna se zapocita s indexem +1 a druhd s
indexem —1, ¢imz se vyrusi a obtocnost se nam nezmeéni.
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Jsou-li dva vrcholy lezici na Ry spojeny hranou, tak plati podobny argument
jako vyse, jen s tim rozdilem, zZe tato hrana se nezapocita s zddnym indexem. Tato
hrana je vsak jednou vystupni hrana a jednou vstupni, tedy pocet hran, které jdou
do jednoho z téchto dvou vrcholt a pocet hran, které vychéazi z jednoho z téchto
dvou vrcholt je stejny a indexy se opét navzajem vynuluji, tudiz se vysledné W
nezmeéni.

O

Definice 19. Bud C konvolucni cyklus, pak komponenty souvislosti R? \ C na-
zveme oblasti.

7 prednések z matematické analyzy vime, ze kazdé dva body ze stejné oblasti
lze spojit lomenou ¢arou, ktera lezi cela v dané oblasti.

Lemma 20. Kazdé dva body v jedné oblasti maji stejnou obtocnost.

Diikaz. Méjme dva body A, B v jedné oblasti, mizeme je tedy spojit lomenou
carou. Ukéazeme, ze kazdé dva po sobé jdouci body maji stejnou obto¢nost, tudiz i
body A a B budou mit stejnou obtocnost. Nechf A; je prvnim vrcholem na lomené
¢are po bodu A. Vezmeme libovolny bod C', ktery lezi na polopiimce [A, A;), ale
ne mezi body A a A;. Pokud polopiimka [A, A;) neobsahuje Zadny vrchol z kon-
volu¢niho cyklu C, tak poloptimky [A,C) i [A;,C) protinaji stejny pocet hran
ve stejném sméru. To plati, protoze vSechny body na polopfimce [A;, C) jsou
zaroven i na polopiimce [A,C') a mezi body A a A; neni zddnd hrana. V tomto
pripadé tedy maji oba body A i A; stejnou obto¢nost. Pokud naopak poloprimka
[A, A;) obsahuje né&jaky vrchol z konvoluéniho cyklu C, tak mezi body A a A,
nalezneme jinou lomenou ¢aru a postupujeme jako vyse. Jelikoz vrchola v C je
jen konecné mnoho a bodi v oblasti nekonecné mnoho, tak lze vzdy nalézt lo-
menou caru mezi body tak, aby pti vyse popsaném postupu vznikaly poloptimky
neobsahujici zadny vrchol z C.

O

Tyto poznatky vyuzijeme pro konvoluci[3.2] kterd ndm vysla v pfedchozi sekei.




Spocitame-li nyni obtoc¢nost pro kazdou z oblasti, dostaneme:

Podivame-li se nyni na mnozinu bodii s nenulovou obtoc¢nosti, dostaneme ne-
prekvapivé stejny vysledek, jako kdyz jsme na tento ptriklad pouzili rozkladovou

metodu 2.121
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4. Porovnani obou metod

Pro porovnani obou metod vyuzijeme C++ knihovnu CGAL, ve které jsou
implementovany oba algoritmy na Minkowského soucet pro dva nekonvexni mno-
hothelniky. Konkrétné pak budeme pro rozkladovou metodu vyuzivat tii rozkla-
dové algoritmy Triangulaci, Small side angle bisector (budeme znacit SSAB) a
Greene convex decomposition (Greene). Na konvoluci pak pouzijeme Full Convo-
lution (Konvoluce). VSechny tyto algoritmy jsou popsany v dokumentaci knihovny
CGAL dostupné zde.

Dobu béhu vypoctu budeme meérit pomoci funkce,

auto start = high resolution_clock: :now();

auto stop = high_resolution_clock: :now();

auto duration = duration_cast<milliseconds>(stop - start);
std::cout << duration.count() << std::endl;

kterd nam vrati cas v milisekundach. Veskeré casové hodnoty v této kapitole bu-
dou tedy udavany v této jednotce. Vypocty budou probihat na pocitaci Lenovo
Yoga Slim 7i Pro X s 16 GB RAM a procesorem 12th Gen Intel(R) Core(TM)
i5-12500H 2.50 GHz. Pro kazdy vstup spustime algoritmus desetkrat a vysled-
nou hodnotou v tabulce bude primér (zaokrouhleny na celé ¢islo) téchto hodnot.
Vstupy budou nasledujici obrazce:

Hrad: Hrad je mnohothelnik se 74 vrcholy, sestavajici prevazné ze svislych a
vodorovnych hran. Dale v textu ho budeme znacit Hr.

Rytir: Rytit je tvofen 44 vrcholy a v textu ho budeme déle znacit R.

Had: Mnohothelnik ve tvaru hada obsahuje 37 vrcholi a v textu ho budeme
znacit H.

Krakatice: Krakatice je tvorena 97 vrcholy a budeme ji znacit K.

Jeskyné: Jeskyni tvori 57 vrcholi. Jeji soucésti je nékolik zubti a izkych skulin,
které pti souctu s nékterymi ostatnimi mnohothelniky mohou vést ke zdlouha-
véjsimu vypoctu, napi. pri vypoctu dér. Budeme znacit J.

Random Star-shaped: Random Star-shaped mnohothelnik si nechame vyge-
nerovat pomoci kédu, ktery vezme vektor (1,0) a zrotuje ho o 2% + r stupnu
proti sméru hodinovych rucicek, kde r je ndhodnd hodnota z intervalu (—2, 2),
To udélame n — 1 krat, ¢imz dostaneme n vektorti, navic jesté po kazdé rotaci
prendsobime predesly vektor nahodnym skaldrem z intervalu (0, n). Souradnice
takto vzniklych vektorii nam daji vrcholy mnohothelniku na n vrcholech. Vyge-
nerujeme si celkem tii takové s 10, 100 a 1000 vrcholy, které budeme postupné

znacit Rnd10, Rnd100, Rnd1000.

Ctverec. Ctverec, budeme znacit C, bude, jak jiz nazev napovidd, ¢tverec o
délce strany 1. Ten vyuzijeme jako referenéni hodnotu pfi souctu s ostatnimi
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mnohothelniky.

el

Obrazek 4.1: Hrad Obrazek 4.2: Rytir

V[ )

< )

Obrazek 4.3: Had Obrazek 4.4: Krakatice

Obrazek 4.5: Jeskyné

N

Obréazek 4.6: Rnd100
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Jak jiz bylo naznaceno vyse, zacneme tim, ze kazdy z vyse uvedenych mnoho-
uhelnikl secteme se ¢tvercem, jakozto jednim z nejjednodussich mnohotihelniki.
Takto napiiklad dopadne soucet C®J. Tento piiklad je o to zajimavéjsi, Ze vznikly
mnohotuhelnik obsahuje hned nékolik dér.

U7
\
N\

Obrézek 4.7: Soucet ¢tverce a jeskyné.

N
N a

Mnohothelnik @& C | Konvoluce | Triangulace ‘ SSAB ‘ Greene

Hr 28 162 42 50
R 25 106 34 42
H 21 84 44 Error
K 63 279 113 Error
J 54 144 71 83
Rnd10 26 94 60 73
Rnd100 201 1102 458 642
Rnd1000 2 103 24 687 62 708 | 14 116

Vidime, Ze konvoluéni metoda je pro soucet nekonvexniho mnohothelniku s jedno-
duchym konvexnim nasobné rychlejsi nez metody rozkladové. Nyni se podivame,
zda to tak bude platit i pro soucet dvou slozitéjsich nekonvexnich mnohothelniki.

’ Mnohothelniky \ Konvoluce \ Triangulace \ SSAB \ Greene ‘
R @ Hr Error 2 980 473 658
HoJ Error 1971 677 Error
K @ Hr 2 819 6 314 1016 | Error
K ¢ Rnd100 168 021 177 671 37 650 | Error
J @ Rnd100 57 326 87 500 12 317 | 23 595
R ¢ Rnd100 11 523 71 859 12 947 | 24 270
Rnd100 ¢& Rnd100 | 189 043 126 586 53 504 | 76 576
Rnd10 & Rnd1000 4 069 111 028 51 919 | 69 732

I zde ndm bohuzel u par vstupu vratil CGAL Error. Ze zbytku si vSak muzeme

vvvvvv

prestava byt rychlejsi a naopak je nékdy i nasobné pomalejsi. Je-li vSak jeden
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Obrazek 4.8: Soucet rytite a hradu.

ze vstupnich mnohotihelnikl jednodussi a na méné vrcholech, pak je konvolucni
metoda rychlejsi, viz Rnd10 & Rnd1000. Na urc¢ity typ vstupt se tedy jedna
o velmi efektivni metodu na vypocet Minkowského souctu dvou nekonvexnich
mnohothelniki. Pro tplnost uvedme, ze casové odhady jsou popsédny v |Wein
(2006). Rychlost béhu algoritmu velmi zavisi hned na nékolika faktorech, z hlav-
nich uvedme pocty vrcholt vstupnich mnohothelnikti, velikost jejich konvoluce,
pocet nekonvexnich hli vstupnich mnohotihelnikt, ¢i poctu konvexnich mnoho-
uhelniki, na které se vstupni mnohothelniky rozlozi.
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Z.aver

Hlavnim cilem této prace bylo popsat algoritmy pro Minkowského soucet dvou
nekonvexnich mnohothelnikit a porovnat je na vlastnich vstupech pomoci C++
knihovny CGAL. K tomu pattilo i dostatecné vybudovani teorie okolo tohoto ma-
tematického problému. I pres obcasné mezery v teorii v citovanych ¢lancich, ne
zcela dostacujici dokumentaci CGALu a ob¢asné potize pfi praci s touto knihov-
nou, se nam hlavni cil prace podarilo splnit. Udélali jsme si tak dobrou predstavu
o Minkowského souctech konvexnich i nekonvexnich mnohothelniki a zjistili jsme,
ze byt neni konvoluéni metoda jesté dobie popsana a dokazana v literature, tak
na nasich experimentalnich vstupech fungovala pro urcity typ pripadia nasobné
rychleji nez metoda rozkladova a ma tedy ve vypocetni geometrii velky potencial.
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