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Abstrakt: Diplomova praca je venovana skiimaniu terestrickych exoplanét, ktoré
st slapovo zahrievané, vdaka ¢omu moéze dochadzat k vytvoreniu magmatického
oceanu. Vplyv a vyvoj magmatického ocednu a terméalnu evoliciu skimame pre
dve telesa, teleso podobné Zemi a mesiacu lo. Modelujeme slapové zahrievanie a
parametricky vyvoj teploty, ktoré si vzadjomne previazané. V ramci diplomovej
prace sme skimali vplyv orbitalnych, reologickych parametrov a vplyv teploty na
povrchu na termalnu evoltciu plasta. Zahrnuli sme skalovacie vztahy pre konvek-
ciu zalozené na parametrizacii modelov primarne zahrievanych zospodu a zvnutra.
V pripade, Ze slapové zahrievanie je natolko velké, Ze sa v telese objavi natavena
vrstva materidlu, tak dochadza k mechanickému oddeleniu casti plasta, a teda sa
vyrazne zmeni slapova odozva planéty a zacne sa v nej disipovat menej energie.
Boli uvazované dva mozné osudy taveniny v plasti. Pripad, kedy vSetka tavenina
ostava v plasti a pripad, kedy sa cast taveniny dostava na povrch a tym dochadza
k lepSiemu odvadzaniu tepla.
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Abstract: The thesis focuses on the study of terrestrial exoplanets that are ti-
dally heated, which can give rise to the formation of magma oceans. The primary
objective is to analyze the impact and evolution of the magma ocean and ther-
mal processes in two distinct celestial bodies: an Earth-like body and an Io-like
body. We model parametrical evolution of thermal and tidal dissipation that are
coupled. As part of the thesis, we investigated the influence of orbital, rheolo-
gical parameters and the effect of surface temperature on the thermal evolution
of the mantle. We included scaling relations developed for models heated from
below as well as from within. If the tidal heating is sufficiently intense to induce
the presence of a molten layer within the body, then mechanical decoupling of
part of the mantle occurs, and thus the tidal response changes and less energy
starts to dissipate in the body. Two possible cases have been considered for melt
distribution: the case where all the melt is retained in the mantle, and the case
where some of the melt reaches the surface and hence more efficient heat transfer
occurs.
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Uvod

Vyskum a hladanie exozemi je ¢asto motivované objavom Zemi podobného
telesa, ktoré by mohlo hostif zivot. V poslednych rokoch sa zvysuje pocet ob-
javenych exoplanét. V stucasnosti je potvrdenych 4058 planetarnych systémov, v
ramci ktorych bolo potvrdenych 5445 planét (ku dnu 5. januara 2023). Sucasny
pocet objavenych exoplanét, ktoré sa nachadzaju v obyvatelnej zéne je 63, z toho
23 planét je velkosti Zeme (PHL The Habitable Exoplanets Catalog)). Medzi na-
juspesnejsie detekéné metddy patri metoda radialnej rychlosti, gravitacného mik-
rofosovkovania, tranzitnej fotometrie a metéda priameho zobrazovania
Exoplanet Archive), ¢o mdzeme vidief aj z grafu na obr. |1 ktory zobrazuje pocet
detekeif planét danou metédou od roku 1992 (NASA Exoplanet Archive)). Pri pr-
vych detekciach patrila metoda radidlnej rychlosti medzi ispesnejsie metody, ale
od roku 2011 sa nou stala metéda tranzientnej fotometrie vdaka NASA Kepler
misii (NASA Kepler’s Launch)).

Metdda tranzientnej fotometrie meria jas hviezdy. Aby bolo mozné detekovat
planétu touto metédou musi dochadzat k zakrytu hviezdy planétou. Pri prechode
planéty popred hviezdu je pozorovany maly pokles v jase hviezdy a sledovanim
tychto poklesov je mozné urcit, ¢i okolo hviezdy obieha exoplanéta. Metodou je
mozné ur¢it polomer planéty a poskytnit informacie o moznej atmosfére planéty
(NASA What'’s a transit?). So zvysujicim sa polomerom planéty a znizujicim
sa polomerom hviezdy rastie velkost poklesu jasu hviezdy a zaroven sa zvysuje
pravdepodobnost detekovatelnosti planéty.

Detections Per Year

15 Jun 2023
exoplanetarchive.ipac.caltech.edu
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Obr. 1: Graf zobrazujtici pocet objavenych exoplanét od roku 1992 po stcasnost
a detekéné met6dy, ktorymi boli objavené (NASA Exoplanet Archive).

Pri pozorovani hviezd, okolo ktorych obieha planéta, si mézeme vSimnut, Ze
tieto hviezdy sa pohybuji po malom orbite kvoli pdsobeniu planetarnej gravitacie,
ako to pozname z problému dvoch telies. Ak planéta neobieha v rovine kolmej k
pozorovatelovi, tak sa hviezda hybe smerom k a od Zemi, ¢im sa meni jej radialna
rychlost, ktort je mozné vypocitat z posunutia v spektralnych ciardch hviezdy



vdaka Dopplerovmu efektu (Murray a Dermott, [2000). Metéda radidlnej rychlosti
meria tieto varidcie za i¢elom hladania moznych exoplanét (Lindegren a Dravins,
2003).

Relativne velky pocet planét bolo objavenych pomocou gravitacného mikroso-
Sovkovania, ktoré je pozorovatelné, ked gravitacné pole hviezdy hra rolu sosovky
a tym zosilnuje jas hviezdy, ktora sa nachadza za nou. Tento fenomén je mozné
pozorovat len kratku dobu dni az tyzdiov (Wright a Gaudi, 2012)).

Poslednou z tspesnejsich metod je priame zobrazovanie. Aj napriek tomu, ze
planéty st velmi slabym svetelnym zdrojom, ak obiehaju vo vacsej vzdialenosti
od hviezdy je mozné ich namerat pomocou ich tepelnej emisie. Metdda je lepsie
aplikovatelna na sustavy blizsie k Slnku, a planéty o velkosti aspon Jupitera
(Wright a Gaudi, 2012)).

Najcastejsie detekované planéty st planéty s kratkou orbitalnou periédou obie-
hajuce okolo malo hmotnych hviezd kvoli ich lahkej detekcii. Na obr. [2| je zobra-
zeny graf objavenych exoplanét a ich excentricita, periéda a metdda, ktorou boli
objavené. Dve najuspesnejsie metody hladania kratko periodickych planét st me-
toda tranzitnej fotometrie a radidlnej rychlosti, pretoze st na tieto planéty najcit-
livejsie. Vela objavenych planét teda obieha v blizkej vzdialenosti malo hmotnej
materskej hviezdy, kde st gravitacné sily velké, ¢im mdze dochédzat k velkej sla-
povej deformécii planét (Ma a Fuller, 2021)). Pre malo hmotné hviezdy sa naviac
habitabilna zéna postva smerom k hviezde (Kaltenegger| |2017) a planéty v habi-
tabilnej zone moézu byt silne slapovo ovplyviiované. Vzhladom k tomuto faktu, sa
v diplomovej praci venujeme planétam, ktoré su slapovo deformované, a slapové
zahrievanie je hlavnym zdrojom tepla planéty.

S vylepsujucou sa technoldgiou a lepsimi detekénymi metdédami dokazeme
identifikovaf coraz mensie objekty. Kandidatmi takychto objektov by mohli byt
slapovo zahrievané exomesiace, akym je v slnecnej stiistave napriklad lo. Slapové
zahrievanie takych malych telies moze natavit ich vnitro a méze mat za nasledok
pozorovatelne vyssiu teplotu a teoreticky tym umoznit ich detekciu

Eccentricity — Period Distribution

15 Jun 2023
exoplanetarchive.ipac.caltech.edu
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Obr. 2: Graf zobrazujici excentricity a periédy orbitu objavenych exoplanét a
deteéni metédu, ktorou boli objavené (NASA Exoplanet Archive)).




a kol., 2023)). Zatial ¢o lo je jedinecné v slnecnej sustave, vo vesmire tomu tak
vobec nemusi byt (Rovira-Navarro a kol., |2021). Pochopenie procesu chladnutia
u mesiaca Io by mohlo poskytnit vhlad do rannej evolicie terestrickych planét,
kedy st este hortice s vysokym tepelnym tokom (Steinke a kol., [2020)).

To, ¢i si vie planéta udrzat atmosféru, moze patrif medzi vyznamné faktory
pri hladani obyvatelnych planét (Vilella a Kaminski, 2017). Rovnako medzi uva-
zované faktory, ktorym je pri skimani obyvatelnosti planéty venovana pozornost,
je tektonicky rezim planéty a do akého rozsahu je mozné udrzat obyvatelnost
bez platnovej tektoniky. Tektonicky rezim je dolezity pri udrziavani uhlikovo-
silikatového cyklu na geologickych casovych skélach (Tosi a kol., [2017). Vzhla-
dom k nedostatku informacii o exoplanétach, ani v pripade exoplanéty s rovna-
kou hmotnostou, velkostou a vzdialenostou od materskej hviezdy, by nebolo lahké
urcit, ¢i je platnova tektonika prave tradujicim tektonickym rezimom na danom
telese. Pri absencii detailnejsieho popisu o telese, je stagnant-lid rezim povazovany
za najcastejsi tektonicky rezim terestrickych telies. Vzhladom na exponencialnu
zavislost viskozity na teplote, relativne studené horné vrstvy silikatovych planét
maju prirodzene tendenciu byt tuhé a formovat nepohybliva platnu (Tosi a kol.|
2017). Predpoklada sa, ze aj Zem vo svojom vyvoji presla viacerymi tektonickymi
rezimami, pricom jednym z nich mohol byt aj stagnant-lid rezim (Stern) 2018)).

Modelovanie termélnej konvekcie je dlhodobd vyzva vzhladom ku komplex-
nosti fyzikalneho problému a nedostatku dat. Dokonca aj pri Zemi, najpreskima-
nejsom telese vo vesmire, zostavaju niektoré otézky zatial nezodpovedané (Vilella
a Kaminski, 2017)). Vzhladom k malému poc¢tu informécii o exoplanétach mézeme
uplatnovat len metédy skimajice zakladné zavislosti. Velmi ¢asto sa preto vy-
uzivaju skalovacie zakony (Tosi a kol., [2017; Stamenkovié¢ a kol.l 2012)). Problém
termalnej evolucie plasta moze byt napriklad rieSeny pomocou skalovacich zako-
nov zalozenych na termalnej konvekcii. Medzi typy skalovacich zakonov, ktoré
sa pouzivaju patria hlavne modely primarne zahrievané zospodu alebo zvnttra
(Deschamps a Vilella, [2021]).

Termalna evoltcia planét s malym jadrom, alebo s teplotou plasta blizkou tep-
lote jadra je lepsie modelovana len s vnttornym objemovym zahrievanim (Vilella
a Kaminski, [2017). Medzi vnitorné zahrievania moézu patrit radioaktivne a sla-
pové zahrievanie (Béhounkova a kol., 2011} |Vilella a Kaminski, [2017)). Prikladom
takychto telies mézu byt malé planéty alebo exomesiace. Pri parametrizacii kon-
vekcie v pripade velkého toku z jadra, typicky pri vacsich planétach ako Zem, sa
pouzivaju iné skdlovacie vztahy (Tosi a kol., 2017)). V diplomovej praci sme pouzili
oba typy skalovacich vztahov. V pripade malého terestrického telesa, podobného
mesiacu lo, sme sa pozerali na rovnovazny stav planéty ziskany z termalnej evo-
licie, kedy bol plast zahrievany zospodu a porovnavali sme to s rovnovaznym
stavom pre ¢isto vnitorne zahrievanu planétu.

Teplo z vnutra lo je odvadzané ¢iastoéne pomocou konvekcie (Moore a kol.|
2007), avsak vzhladom k vysokej teplote vnutri o a nizkym tlakom sa v plasti
nachddza nataveny material, ktory sa na povrch dostava pomocou kanalov, ¢im
efektivne ochladzuje vnitro mesiaca (Moore, [2001; Bierson a Nimmo), 2016)).

Na obr. [3] st zobrazené mozné scenare distribticie zahrievania a magmy na
mesiaci lo. Stale sa nevie, ako je tavenina na o distribuovana, ¢i sa vsetka tave-
nina nachadza pod litosférou vo vrstvicke, alebo ¢i je lokalizovana do oddelenych
zhlukov. V diplomovej praci budeme testovat a porovnavat rozlozenie taveniny
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Obr. 3: Styri mozné scendre distribticie zahrievania a taveniny na mesiaci Io. Pre-
vzané: Chuck Carter and James Tuttle Keane (Keck Institute for Space Studies).

a slapového zahrievania pre model uvazujuci prenos tepla pomocou tzv. heat pi-
pingu, ktory budeme dalej oznacovat ako magmatické prieduchy , ,
2003; [Spencer a kol., 2021, a budeme uvazovat aj model, v ktorom ostéva vsetka
tavenina vnutri telesa.

Reolégia hréa dolezitt rolu pri popisovani spravania telies, ktoré si pocas svojej
orbity slapovo deformované. Aj napriek tomu, ze Maxwellov model je ¢asto pouzi-
vanym pri slapovo zahrievanych telesach (Segatz a kol., 1988; [Moore, 2003 Hen-
ming a kol.; [2009), nepopisuje spravne komplexné spravanie olivinu pozorované pri
laboratérnych experimentoch (Jackson a kol., 2014; Rovira-Navarro a kol., [2021]).
Andreadov model je obzvlast uspesny pri zachytavani chovania slapovo zahrieva-
nych telies (Walterova a Béhounkova, 2017; Renaud a Henningl 2018)). V praci
uvazujeme prepojenie slapového a termalneho vyvoja kvoli zavislosti reologickych
parametrov najmé viskozity na teplote a citlivost modulu torzie a viskozity na
porozite. Na obr. [ je schematické prepojenie slapového zahrievania s termélnym
vyvojom. Vplyvom vnutorného slapového zahrievania rastie teplota a klesa visko-
zita (nizkoteplotna zéna). V istom bode nad solidom, za¢ne klesat modul torzie aj
viskozita (pociatok tavenia), pri¢om zahrievanie je vysoké a moze aj rast. Ked je
nataveny dostatok materialu, aby sa vytvorila vrstva taveniny, tak nastava nahly
pokles modulu torzie, klesanie viskozity a taktiez pokles v zahrievan{ (Moore)
2003)). V skutocnosti riesime zlozitejsi pripad, tu sa menf viskozita a modul torzie
v plasti ako celok a obrazok slizi ako motivacia.

Diplomova praca je strukturovana nasledovne: prva kapitola je venovana po-
pisu modelu a je rozdelend do 7 podkapitol. V kapitole 1.1 je rozobrany teoreticky
popis termalneho vyvoja planéty, ktord sa sklada z jadra, plasta a stagnant-lidu.
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Obr. 4: Schématické znazornenie vplyvu slapového zahrievania a jeho prepojenie
s termalnym vyvojom. Zahrievanie je vypocitané pre zemi podobné teleso s ho-
mogénnym plastom a tekutym jadrom.

Hlavnym zdrojom tepla je slapové zahrievanie. V podkapitole 1.2 rozoberame
vypocet rovnovazneho stavu pre telesa, ktoré su ¢isto vnitorne zahrievané a
uvadzame skélovacie vztahy potrebné k vypoctom. Nasledujica podkapitola je
venovand tedrii prenosu taveniny pomocou magmatickych prieduchov. V 1.4 sa
venujeme teodrii vypoctu slapového zahrievania za pouzitia viskoelastickej teorie
pre self-gravitacné telesa (Peltier, [1974)), priom uvazujeme Andreadovu reold-
giu v plasti, ktori popisujeme v kap 1.5. V podkapitole 1.6 rozpisujeme vypocet
porozity a v poslednej kapitole opisujeme vypocetny algoritmus. V kapitolach 2
a 3 sme aplikovali teériu z kap. 1 na dve rozne telesa: exozem (kap. 2) a exoio
(kap. 3). Najprv sme urcili referenéné parametre pre obe planéty, pre ktoré sme
nasledne vypocitali terméalnu evoldciu plasta. Dalej sme studovali zévislost vysled-
kov na viacerych parametroch. V pripade exoio sme vypocitali aj rovnovazny stav
planéty postupom uvedenym v kap. 1.2. Porovnavali sme zadrzovanie taveniny v
plasti, teda vplyv magmatického oceanu a vplyv prenosu taveniny magmatickymi
prieduchmi na slapové zahrievanie. Kapitola 4 je venovana diskusii a zaveru.



1. Model

Téato kapitola sa venuje teoretickému popisu rovnic, ktoré boli pouzité pri
numerickej simulacii termélnej evolicie terestrickych exoplanét. Podkapitoly sa
budi venovat popisu postupu pri urcovani termalnej evoltcie planéty, vypoctu
rovnovazneho stavu planéty, moznému pristupu transportu taveniny z plasta po-
mocou magmatickych prieduchov, teoretickému popisu vypoctu slapového za-
hrievania pre planéty v 1:1 spin-orbitélnej rezonancii a reologickému modelu. V
kratkosti bude uvedeny vypocetny algoritmus.

1.1 Termalny vyvoj

Pri simulacii termalnej evolicie planéty sa konkrétne venujeme stagnant-lid
konvekcii, pricom sme postupovali podla ¢ldanku Breuer a Spohn| (2006); [Tosi

(2017)), v ktorom pouzili 1D model parametrizovanej konvekcie. Na obr.
mozeme vidiet rozdelenie planéty do troch vrstiev: jadro, plast a stagnant-lid.

Obr. 1.1: Rozdelenie planéty do troch vrstiev. Stagnant-lid, konvektujici plast
a tekuté jadro. Ciarkovanymi ¢iarami si oznacené dve prechodové vrstvy (jedna
pod stagnant-lidom, jedna nad CMB).

Pri vypoctoch vychddzame z pociatoéného teplotného profilu pre celu pla-
nétu. Predpisujeme pociatoénu teplotu na povrchu T}, hrubku stangnat-lidu D,
teplotu v plasti 7;,, a teplotu v jadre T.. V konvektivnej ¢asti plasta je adiabaticky
profil, a v stagnant-lide predpisujeme konduktivny profil. Teplota na povrchu je
predpisand na hodnotu T}, ktord je bud drzand ako konstantnd pocas evolicie
alebo ju v pripade exozeme pocitame pre privrateni a odvratent stranu a pre



exoio pocitame priemernud teplotu na povrchu. Rovnice na vypocet teploty na
povrchu st uvedené v kapitolach 2 a 3. Numericky riesime ¢asovo zavislé zakony
zachovania energie pre jadro, plast a stagnant-lid, ktoré nam vracaju teplotu na
hranici jadro-plast (CMB), teplotu plasta pod lidom a hribku samotného lidu.
Na obr. je nakresleny teplotny profil planéty.
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Obr. 1.2: Teplotny profil planéty. Konduktivne vedenie tepla v stagnant-lide, li-
nearny profil teploty v prechodovych vrstvach, adiabaticka teplota v plasti a
adiabaticka teplota v jadre. Parametre d,, a d, oznac¢uju hribky hrani¢nych vrs-
tiev.

Zakon zachovania energie v jadre je dany rovnicou

dT.

ccc‘/ci
CePeCe¥e™qy

= —q.A., (1.1)

kde t je cas, p., c. a V. su hustota, tepelnd kapacita a objem jadra v danom

poradi. Tato rovnica popisuje sekularny vyvoj jadra. €. v rovnici je konstanta

davajuca do vzfahu priemernu teplotu v jadre a teplotu 7. na CMB, a drzime ju

konstantni. Pre exozem je €. = 1.2 a pre exoio je ¢, = 1 (Stamenkovi¢ a kol.,

2012). T. je teplota jadra, A. je povrch jadra a g. je tepelny tok z jadra do plasta.
Zakon zachovania energie pod stagnant-lidom je dany rovnicou:

d7,,

EmPmCmVi(1 + St) &

= _QlAl + chC + Qmw 5 (12)
kde p,, a ¢, s hustota, tepelna kapacita plasta. T,, teplota v plasti, @Q,, je
priemerné objemové zahrievanie v plasti a ¢; je tepelny tok z konvektujicej casti
plasta do stagnant-lidu. ¢,, je konstanta davajica do vztahu priemernt teplotu v
plasti a teplotu 7,,,. Pre exozem je €,, = 1.25 a pre exoio je €,, = 1 (Stamenkovié¢
a kol., |2012)). Stefanovo ¢islo St riadi uvolnenie/spotrebu latentného tepla pocas
tavenia alebo solidifikacie. Stefanovo ¢islo je urcené zo vztahu (Breuer a Spohn,



20006):

L do V,
e dD, Vi
kde L je latentné teplo, V, je objem nataveného materidlu a ® je priemerna
objemovéa porozita, ktorej vypocet je uvedeny v podkapitole 1.6.

Termalna evolicia ma efekt na vnitorni Struktiru planéty a slapovt odozvu.
Vzrast alebo pokles teploty na vrchu plasta reguluje tepelny tok do litosféry a
tym urcuje akt hrubku bude mat stagnant-lid. Evoliuciu stagnant-lidu popisuje
rovnica:

St (1.3)

o, - 0T
dt @ " or

kde D; je hrubka stagnant-lidu, 7; je teplota na spodku stagnant-lidu, k,, je
tepelna vodivost plasta a %—f je radidlny teplotny gradient pocitany na spodnej
hranici lidu (r = R;). Gradient teploty pocitame za predpokladu tepelnej kon-
dukcie v rovnovaznom stave:

pmcm(Tm - Tl) ) (1.4)

r=R;

10 (, or -

kde r je vzdialenost bodu od stredu telesa, k; je tepelna vodivost a (); je objemové
zahrievanie stagnant-lidu.

Tepelné toky z jadra do plasta ¢. a z plasta do stagnant-lidu ¢, ziskame z
tedrie hrani¢nej vrstvy (boundary-layer theory), vdaka ktorej dostaneme hribky
hrani¢nych vrstiev zo skalovacich zdkonov pre stagnant-lid konvekciu.

Tepelny tok vyvolany konvekciou v sublitosferickom plasti je rovny Ra'/®. Ra
je Rayleighovo bezrozmerné ¢islo popisujice chovanie tekutin a je definované ako

Ra = pmagAT(Rl B RC)(3 : (16)
Nk
kde « je koeficient termélnej roztaznosti, g je gravitacné zrychlenie, x je termalna
difuzivita v plasti a n je viskozita v plasti, ktorej vypocet je uvedeny v kapitole
1.5. AT je teplotny rozdiel, ktory pohana konvekciu a je dany vztahom

AT = AT,, + ATy, (1.7)

kde AT, je teplotny skok cez horni hrani¢nt vrstvu a AT, je teplotny skok
cez spodnu hraniéna vrstvu. Obr. slizi na lepsiu vizualizaciu nasledujicich
hodndt. Teplotné skoky st rovné

AT, =T,—T a AT,=T,—T,, (1.8)

kde Ty, je teplota tesne nad CMB a T; je teplota tesne pod stagnant-lidom. Teplota
Ty je urcena za predpokladu, ze plast silne konvektuje, teda jeho radidlny teplotny
profil je adiabaticky, a za pouzitia tedrie hrani¢nej vrstvy urc¢ime hribku spodnej
hranicnej vrstvy.

Teplota na hornej hrani¢nej vrstve T; je dana ako teplota, za ktorej viskozita
vzrastie o jednotku vo velkosti vzhladom na viskozitu konvektujticeho plasta a je
dand vztahom (Tosi a kol., 2017):

RplynTT%



kde 6 = 2.9 je faktor (Reese a kol.| 2005)), ktory zapocitava vplyv sférickej geomet-
rie, Ry, je molarna plynova konstanta a E* je aktivacna energia.
Tepelné toky q. a ¢; st dané vztahmi:
Tm — T’[ Tc - Tb

- kmi c = km
qi d. a g d,

(1.10)

Hrabky hrani¢nych vrstiev d,, a d, si odvodené z tedrie hranicnej vrstvy
nasledovne:

Racm‘t 1/3
dm = (R — Re) | —— : 1.11
- (M) o
a 1/3
_ ( "imnCRai,crit ) (1 12)
040m9<Tc - Tb) ‘ .

Viskozita 7. je vypocitand z priemernej teploty ziskanej na spodnej hranicnej

vrstve s hrubkou d, ako:
Tb + Tc

Ne =" 9
kde 7 je viskozita dand vzorcom ((1.53)), Ra..; je kritické Rayleighovo éislo pre
plast a Ra; i+ je lokdlne kritické Rayleighovo ¢islo, pre ktoré plati:

(1.13)

Rai,crit = 028Ra?21 5 (114)
kde Ra; je termalne Rayleighovo ¢islo pre cely plast:

ATy(R, — R.)?
M:ngﬁ R (1.15)

zmena teploty v celom plasti je dand vztahom AT, = (T,, — Ts) + (T. — T).

V elastickej litosfére je teplo prendsané kondukciou, kde teplota klesa linearne
az k teplote na povrchu Ts. V prechodovych vrstvach je linearny teplotny profil
a v konvektujucej Casti plasta teplota sleduje adiabatu dani vztahom Monteux

a kol.| (2016):
T
<d> - Y, (1.16)
dr ) 4 Cp
kde S je entropia.

1.2 Rovnovazny stav

V nasledujuce kapitole je vysvetleny postup pri vypocte teplotného profilu
pre Cisto vnutorne zahrievané planéty, kde tepelny tok z jadra je nulovy. Postup
je inspirovany ¢lankami |Steinke a kol (2020) a |Vilella a Kaminski (2017)). La-
boratorne a numerické experimenty skalovacich vztahov pre vnitorne zahrievané
planéty ukazuji, ze v takychto planétach sa najpravdepodobnejsie nachadzaju
miesta aktivne klesajiceho materidlu a pasivne sttipajiceho materialu (Vilella a
Kaminski, 2017, Parmentier a Sotin|, 2000)). Vedie to na sub-adiabaticky teplotny
profil, kde maximéalnu teplotu pozorujeme pod hornou prechodnou vrstvou.

Rovnako ako v predchadzajicej podkapitole predpokladame, ze plast telesa je
konvektujuci, nestlacitelny a oddeleny od povrchu stagnant-lidom. V lide uvazu-
jeme konduktivny profil, v prechodovej vrstve linearny profil, aj ked je sticastou
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(R, T\ ATy, D .
kora

(R, Ty) dp
(Ri — dm, Tn)

(R, Te)

T

Obr. 1.3: Teplotny profil planéty v rovnovaznom stave, ked uvazujeme vnitorne
zahrievané planéty.

konvektujuceho plasta a v plasti uvazujeme tiez linedrny profil. V jadre predpi-
sujeme konstantni hodnotu teploty, ktora sa nemeni.

Aby sme mohli urcif silu konvekcie alebo narast teploty cez konvektujuci plast
musime si vyjadrit Rayleigh-Robertsovo ¢islo (Steinke a kol., 2020). Rayleigh-
Robertsovo ¢islo Ray poskytuje kritérium pre vyskyt konvekcie v objemovo za-
hrievanom pléasti a pouziva sa pri kvantifikovani aktivnosti konvekcie v ¢iste vnu-
torne zahrievanych planétach. Je urcené zo vztahu

: (1.17)

kde @,, je produkcia objemového zahrievania. Kritické Rayleigh-Robertsovo ¢islo
Ray prir urcuje, ¢i je systém v konvektivnom alebo konduktivnom rezime. Faktor
ay vystupujuci v rovnici je pouzity na korekciu na sféricki geometriu

1 R, R. \?
af_3<1+Rc+d+<Rc+d>>’ (1.18)

kde R, je radidlna vzdialenost od vnutra planéty po spodok konvektujicej ¢asti,
v nasom pripade je to polomer jadra a d je hrubka konvektujicej casti plasta.

V planétach, ktoré su c¢isto vnutorne zahrievané, mézeme teplotny skok cez
konvektivnu vrstvu vyjadrit vo vzfahu k zahrievaniu ako:

Qmd®
T

Maximalny teplotny skok AT, cez hrani¢ni vrstvu o hribke d,, je vypocitany
pouzitim skélovacieho vztahu z Vilella a Kaminski (2017) ako

ATy = ay (1.19)

Ra/H,k;T’it)l/4 (1 20)

R(IH

1
Airtop - iATH (
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Maximalna teplota v plasti T, je zavisla na teplotnom skoku AT,

7 (an, )" (1.21)
m = Mg op ) '

Hrubka prechodovej vrstvy je urcena zo skdlovacieho vztahu podla |Vilella a
Kaminski (2017) ako

Rag i\
dy =d (}gzt) (1.22)
Teplotu na spodku lidu urcime ako:
Ty =Th — AThy . (1.23)
Hrubky lidu a kory st dané nasledovnymi vztahmi
m:miif, (1.24)
Orora = Dy + doy, - (1.25)

1.3 Advekcia taveniny

Moore, (2001) prisiel s ndvrhom novej tepelnej bilancie, kedy teplo produko-
vané slapovym zahrievanim je vynasané na povrch v magmatickych prieduchoch.
V rovnovaznom stave je slapové zahrievanie v rovnovahe s absorpciou latentného
tepla, takze tok taveniny musi byt v rovnovahe s objemovou rychlostou produk-
cie taveniny. Advekciu taveniny v ¢iastoCne natavenej astenosfére mozeme popisat
pomocou zakonu zachovania hmoty a Darcyho zédkonu pre por6zne médium (Mo-
ore, 2001)

V-(ny®)=s, (1.26)
V-((1=®)v,) = —s, (1.27)
kde v, a v; s rychlosti tuhého materidlu a tekutiny v danom poradi, s je rychlost

produkcie taveniny a ® je porozita.
Darcyho zakon riadi tok porézneho materidlu a moze byt vyjadreny vztahom:
ko Apg

O(v; — ) = . (1.28)

kde Ap je rozdiel v hustotach tuhého a nataveného materialu, 7; je viskozita
taveniny a permeabilita ke zavisi na geometrii poréznej matice
b2on
ke = , (1.29)

T

kde b je velkost zrna, n a 7 st konstanty zavislé na geometrii matice.
Zékon zachovania energie dostaneme, ak dame do rovnovahy rychlost tvorby
taveniny a slapového zahrievania ),,:

pLs = Qp, . (1.30)
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Kombinaciou predchadzajicich rovnic dostavame dve previazané rovnice pr-
vého radu pre rychlost taveniny v; a porozitu ® ako funkcie hlbky:

d® Qm U
© (i 1)@)E") = 2" (1 — d)o 1.31
2 k= (k) = L2 0 —apett
dUl Qm 2 1do
_ Quw (2,14 1.32
&~ dpL vl<r+<1>dr>’ (1.32)

kde L latentné teplo, v je Skalovanie rychlosti. Na vypocet sme pouzili Runge-
Kuttovu metédu 5. rddu (SciPy documentation Runge-Kutta method). Integro-
vali sme smerom od spodnej hranice, kde sa nachddza tavenina (teplota dosahuje
teplotu solidu), nahor, zadanim pociato¢nych podmienok na spodku ® = 0.01 a
v =0 ms2.

Prenos tepla pomocou magmatickych prieduchov zavisi na dvoch paramet-
roch: na skalovacej rychlosti v a exponente permeability n. Prenos tepla rastie
s rasticou 7 a s klesajiucim n (Rovira-Navarro a kol 2021)). Obr. ukazuje

porovnanie s |[Moore| (2001)), vysledky vykazuju dobra zhodu.

1800 1

1600 1

1400

r[km]

1200

1000

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4

Obr. 1.4: Hibkové profily vypoéitané Runge-Kuttovou metédou zo vztahov m
a[1.32] Pociatoénd podmienka pre v; a ® bola 0 a 0.01, krivky odpovedajt prie-
mernému slapovému zahrievaniu v plasti Q,, = 1075 W/m3. Obrazok sluzil ako
kontrola s vysledkami z ¢lanku Moore| (2001). Ciarkované ¢iary st pre n = 3 a
plné c¢iary pre n = 2. Kazda farba odpovedd inej hodnote ~.

1.4 Slapy

Ako bolo spomenuté v tvode, v diplomovej praci sa venujeme planétam, pre
ktoré je slapové zahrievanie hlavnym zdrojom tepla. Slapové zahrievanie v telese
vznika v désledku vnitorného trenia, kedy teleso reaguje periodickou deforméaciou
na slapovu silu vyjadrentt pomocou slapovotvorného potencialu. Periodické sily
st tvorené gravitacnym posobenim materského telesa na dané teleso konecnej vel-
kosti. Ak nie je teleso perfektne elastické, tak deformacia spdsobena periodickymi
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silami moéze viest k disipacii mechanickej energie. Deformécia telesa zavisi na mi-
neralogickom zlozeni a struktire planéty, teda na hustotnom profile a reoldgii,
ktora bude popisand v podkapitole 1.5.

Pri vypoctoch slapového zahrievania vychadzame zo zakonov zachovania hyb-
nosti, momentu hybnosti, hmoty, Laplaceovej rovnice a z reoldgie formulované v
prirastkoch ako je uvedené v |Sabadini a kol.| (2016)). Zakon zachovania hybnosti:

V-o+pF =0, (1.33)

kde o je tenzor napatia, p je hustota telesa a F' st objemové slapové sily pésobiace
na teleso. Zotrvacné sily zanedbavame.
Zakon zachovania hmoty pre nestlacitelné teleso uvazujeme v tvare:

V-u=0, (1.34)

kde u je posunutie.
Laplaceovu rovnicu pre prirastok potencialu slapmi ¢, v pripade nestlacitel-
ného telesa vyjadrujeme ako (Sabadini a kol., |2016):

Vg =0. (1.35)

V diplomovej praci pouzivame klasickti metodu a teéria vypoctu slapového za-
hrievania bola prevzata z knihy Sabadini a kol.| (2016)). Predpokladdme sféricky
symetrické teleso a slapovi deformaciu riesime pre celé teleso vratane jadra. Rie-
Senie vyuziva rozvoj do sférickych harmonickych funkcii v priestorovej oblasti a
Fourierovu transformaciu do frekvencénej oblasti. Rovnice, ktoré popisuju defor-
maciu je potom mozné napisat ako sustavu diferencidlnych rovnic v tvare:

dY

T =AY, (1.36)
kde Y je vektor obsahujuci 6 funkcii: y;(r) a yo(r) predstavuji radidlne posu-
nutie a napatie, funkcie ys(r) a y4(r) tangencidlne posunutie a napéitie, ys(r)
predstavuje gravitaény potencial a yg(r) potencidlové napétie. Matica A spolu
s hrani¢nymi podmienkami pouzitymi pri vypocte si uvedené v Appendixe 1.
K vypoctu rovnice sme pouzili propagatorovi metdédu, ktora je strucne
popisana v Appendixe 1. Vypocet bol implementovany v Pythone a vsSetko bolo
otestované proti Tobie a kol.| (2005)) s dobrou zhodou.

Ako uz bolo spomenuté, pre popis deformécie je nevyhnutné zahrnutie vhod-
ného reologického popisu. Preto sa teraz zameriame na popis linearnej viskoelas-
tickej/anelastickej reoldgie v spektrélnej (frekvencnej) oblasti.

Hodnota deformécie v materiali zavisi na sticasnej a predchadzajicej hodnote
napétia. Preto operator kompliancie J mapujuci napétie 0;; na deformdciu €;; je
len integralny operator, linedrny v malych deforméciach (Efroimsky|, 2012):

t
2, = Joi; = / J(t — t)oi () dt’. (1.37)

Fourierov rozvoj redlnych funkcif napétia o;; a deformacie ¢;; moézeme napisat

ako 00

0,i(t) = /Oooal-j(w)emdw A e(t) = /0 s do.  (1.38)

14



Komplexni komplianciu J(w) zavadzame ako Fourierov obraz ¢asovej deriva-
cie kompliancie J:

J(t) = / J(w)e™ dw (1.39)
0
a jej inverziu:

J(w) = /0 T I()etar. (1.40)

Celkovo teda dostdavame vztah medzi napatim a deforméaciou vo frekvencnej
oblasti ako: o ‘ _— .
2/ €ij(w)e™ dw = / 5 (w)e™ dw, (1.41)
0 0

a z toho dostavame reologicky vztah medzi napétim a deforméciou v spektralnej
oblasti:

Pokial prepiseme rovnicu ((1.42)) do tvaru
515() = 20(w)es () (1.43)
kde L
77 w) = ), (1.44)

dostavame analégiu Hookovho zédkona pre linedrnu viskoelastick reolégiu v spek-
tre; 1 je oznacovana ako komplexna rigidita.

V praxi su typické slapovo vynitené peridédy dlhé niekolko dni a planetarne
telesa sa chovaju viskoelasticky. Najdolezitejsim parametrom pre viskoelasticki
odozvu je Maxwellovsky ¢as (1/u), definovany pomerom viskozity k modulu tor-
zie, teda velkost distribticie zahrievania zavisi na variacii modulu torzie a viskozity
(Moore, 2003). Ked je slapova periéda mensia ako Maxwellov cas, tak sa teleso
sprava elasticky a ked je naopak vacsia, tak sa teleso sprava ako viskdzna tekutina.

Maxwellovska reolégia je velmi ¢asto pouzivana pri slapovo deformovanych
telesach (Rovira-Navarro a kol., 2021)). Je vhodnd pri geofyzikalnych javoch odo-
hravanych na dlhych casovych skalach. V pripade slapov je dobra na popis v
nizkych frekvenciach. Na relativne vysokych frekvenciach sa stretavame s prob-
lémom, ze Maxwellovska reoldgia podhodnocuje ttlm v médiu a teda aj slapovia
disipaciu (Efroimsky a Lainey, |2007)).

Na redlnejsi popis reoldgie slapovo zahrievanych telies sa zavadzaji viac kom-
plexné reologické modely. Najpouzivanejsi, Andradeov model, zahfna anelastické
rozsirenie k jednoduchému Maxwellovimu modelu (Rovira-Navarro a kol., [2021)).

Kompliancia pre spominani Maxwellovsk reologiu vyzera nasledovne:

- 1 1
Jw)=———, 1.45
@)= (1.45)
a pre Andreadovu reologiu:
_ 1 7 Nafl
Jw)y=———+—-T(1+0a), (1.46)

pooonw o (i¢nw)®

kde w uhlova rychlost, n viskozita, o a ( st empirické parametre, ktoré charak-
terizuju tranzientny anelasticky krip.
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Amplituda slapovej deformécie a jej odpovedajica energia su tiez urcené sla-
potvornym potencidlom V' (r, 6, ¢) a vnutornym zloZenim planéty. Tu uvazujeme
slapotvorny potencial pre telesa s 1:1 spin-orbitalnou rezonanciou, ktory je dany
vztahom (Tobie a kol.| [2005)

3
V(r,0,¢) = r’we —§P20 (cos @) cos wt
. (1.47)
+ ZP22 (cos @) (3 coswt cos2¢ + 4sinwtsin2¢p) |,

kde r je polomer planéty, w je uhlova frekvencia, e excentricita, 6 a ¢ si kosirka
a dlzka, t je Gas. PY a P} st pridruzené Legendrove polynémy.

Celkova velkost slapovej deformacie, pre telesa v 1:1 spin-orbitalnej rezonan-
cii, je vypocitand z imaginarnej c¢asti Loveovho ¢isla ky (Tobie a kol., 2005) viz

Appendix 1:
21 wR,)?
Qo = — 5 {7

kde G je gravitacnd konstanta a Ry je polomer telesa. Hodnota Im{k,} zévisi na
vnutornom zlozeni telesa a slapovej frekvencii a moze byt vypocitana pomocou
viskoelastickej teodrie self-gravita¢nych telies (Sabadini a kol., |2016)), tak ako sme
tu strucéne zhrnuli.

Pri vypocte radidlnej distribucie disipacie slapovej energie sme postupovali
podla ¢lanku [Tobie a kol. (2005), ktory dava do vztahu radidlnu distribiciu rych-
losti disipacie spriemerovanej v ¢ase so sensitivitou distribuicie na viskoelastické
parametre. Objemovt radidlnu rychlost disipacie vo vnutri telesa vieme vypocitat
zo vztahu:

e?, (1.48)

21 WO Rle? _
_E r2 HH Im{ﬂ(w)} ) (1'49)

kde H, predstavuje radidlnu sensitivitu na komplexnej rigidite z a zavisi na ra-
didlnych funkciach y;, je dany vztahom (Tobie a kol., 2005):

H(r)=

4 7P K — 2 ;
Hy =3 5|Y2 — ———(2y1 — (I + 1)ys)
K+ 37 "
4 dy;y
- 57 Re{ 4 2y =+ 1)y3>} (1.50)

1 2
gl 0 Dl 1 1)
I

+ U =11+ 2)|ys]*.

V diplomovej praci uvazujeme netlacitelné médium, urobili sme limitu (K —

o0) rovnice ([1.50]) a dostali sme:
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4
H, = §|(291 — (1 + 1)y3)|2

_4, Re{dyf 2y — U1 + 1)y3)}

3 dr (1.51)

1 2
gt 0 1
[

+ 12 = 1)1+ 2)|ys]* .

Zo vztahu (1.49) sme pocitali priemerné objemové zahrievanie v plasti.

1.5 Reoloégia

Vzhladom k tomu, Ze nas model aplikujeme na vicsie exoplanéty aj mensie
telesa podobné Io, do diplomovej prace sme zahrnuli vypocet viskozity zavislej
nielen na teplote, ale aj na tlaku. Reologicky model planét je zlozeny z elastickej
litosféry, plasta s Andreadovou alebo Maxwellovou reologiou a z jadra s Maxwel-
lovou reoldgiou. V jadre predpisujeme nizke hodnoty viskozity aj modulu torzie
tak, aby sme napodobnili chovanie roztaveného jadra a zaroven dostali stabilné
numerické riesenie. PouZité hodnoty boli: i = 10? Pa, n = 10'® Pas. Viskozitu
vyjadrujeme nasledujicim vztahom (Stamenkovi¢ a kol., 2012)

P, T') = Nyey €Xp = — + — , 1.52
n< ) s {Rplyn (T TT@f) Rplyn < T Tref ( )

kde V; je aktivacny objem. Predpokladdme, ze aktivacna energia a aktivacny ob-

jem st konStantné s hibkou. Hodnoty pouzité v jednotlivych modeloch st uvedené
v tab. Rl a tab. Bl

Modul torzie a viskozita musia byt opravené o vplyv pritomnosti nataveného
materidlu, ktory ma iné vlastnosti. V momente, ked lokalna teplota prekracuje
krivku solidu, horniny plasta sa za¢ni natavovat. Nataveny material je spociatku
izolovany v kapsach, kym sa medzi zrnami nevytvoria prepojené kandly a ako
lokélna porozita dosahuje kritickt porozitu ®g,.;;, to povazujeme za hlavna rolu
v reologii. Pri dosiahnuti kritickej porozity ma za nasledok pokles o niekolko
amplitid v oboch velic¢inach (Moore, [2003)). Aby sme zahrnuli zévislost modulu
torzie a viskozity na porozite, prebrali sme zjednoduseny parametricky pristup z
Walterova a Béhounkova, (2020)). Viskozitu a modul torzie vyjadrujeme nasledovne

n=n"ni,, (1.53)
1= g Mg (1.54)

kde n;;, minimalna viskozita urcena len porozitou, (g, a i, S0 moduly torzie pre
q ) q
¢isto tuhy a c¢isto nataveny material. F' je funkcia

1/(2 O — Py,
F = 5 < arctan(“) + 1) , (1.55)

m (I)trans

kde @445 je charakteristicka hribka prechodu medzi pevnou a tekutou fazou.
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1.6 Porozita

Pritomnost taveniny méze mat za nasledok zmeny v reologickych parametroch
planéty a tym ovplyvnit efektivnost disipacie energie. Teploty v plasti mozu pre-
sahovat teplotu solidu Ty, (), ¢o je krivka definujtica teplotu, za ktorej dochadza
k taveniu materidlu. V kazdom bode r poc¢itame lokalnu porozitu charakterizu-
jacu pritomnost taveniny ®(r), ktord je zavisla na lokdlnej teplote T'(r) a na
chemickej a mineralogickej kompozicii, ktoré urcuju teploty solidu a liquidu v
plasti. Porozita je dand vztahom (Tosi a kol., 2017):

T - Tso

@(T) _ (T) l<7n) :
Tliq(r) — Too(r)

kde T;4(r) je teplota liquidu, ktora definuje teplotu, za ktorou je vsetok mate-

ridl nataveny. Priemernti objemovu porozitu pocitame ako objemovy integral z
porozity predeleny objemom taveniny V,:

(1.56)

- 1
b = v . O(r)dV . (1.57)
Solidus a liquidus hraju délezitt tlohu pri skorom termalnom vyvoji magma-
tického oceanu [Monteux a kol (2016). Krivky tavenia pre materialy v plasti za
danych tlakov su ziskané fitovanim laboratornych dat. Pri exoplanétach nasle-
dujeme vypoéty z |Monteux a kol (2016|), ktory pouzil empirické data z dvoch
experimentalnych $tudii v dvoch réznych tlakovych rozsahoch.
V pripade exoplanét pre tlaky pod p = 20 GPa, sme pouzili experimentélne
urcent teplotu solidu a liquidu F-peridotitického plasta (Monteux a kol., 2016]):

» 1/7.437
Ty = 1661.2 <w + 1) (1.58)
» 1/5.374
Tyiq = 1982.1 (M + 1) (1.59)
Pre tlaky hlbsie v plasti nad p = 20 GPa boli pouzité teploty:
D 1/1.226
Ty = 2081.8 (W + 1) . (1.60)
D 1/2.44
Tisy = T8.74 (M + 1) . (1.61)

Vzhladom k tomu, Ze v mensich telesdch sa nedosahuje tak velkych tlakov,
pre vypocet kriviek tavenia sme pouzili pristup z clanku Katz a kol.| (2003)):

Ty = 273.15 + 1085.7 + 132.9p — 5.1p2. (1.62)

Thiq = 273.15 + 1780 + 45p — 2p*. (1.63)
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Tabulka 1.1: Referenéné parametre pre vypocet porozity a vplyvu porozity na
viskozitu a modul torzie
Parameter ExoZem FExolo Jednotka

Miig 107 107 Pa s
Hsol 200 -10° 60 -10° Pa

Iiig 103 103 Pa
Dyrans 0.01 0.01 -
Drrit 0.3 0.3 -

1.7 Vypocetny algoritmus

Algoritmus na vypocet termalnej evolicie bol implementovany v Pythone.
Vypocetna schéma je zobrazend na obr.1.5. Z pociato¢nych hodnot alebo z pred-
chadzajuceho kroku sa vypocita teplotny profil. V pripade, Ze teplota je vyssia
ako teplota solidu, uréime tiez porozitu zo vztahu (1.56). Zo vztahov a
sa v kazdom kroku vypoé&ita viskézny profil a profil modulu torzie. Tieto
profily st pouzité k vypoctu slapového zahrievania podla vzorca . Nésledne
pokracujeme dalsim casovym krokom a postup sa opakuje. Vypocet robime po
dobu 10 Gyr.

Pociatocné pro-
fil teploty Tini(r)

Teplotny profil T'(r)

Profil porozity ®(r)

Reologické para-
metxe 5(®, T), 1(®)

Casovy krok

Slapové zahrie-
vanie H(r,n, u)

Obr. 1.5: Ttera¢na schéma evoluéného modelu. Vstupom do modelu je pociatocny
profil teploty. Skimana doma evolucie je 10 Gyr.

Pre vypocet ¢asového vyvoja mame jednoducht schému, kde v ¢asovom kroku

(141) updatujeme teplotu a hribku litosféry pomocou jednoduchej jednokrokovej
schémy. Evolu¢né rovnice vyzeraju nasledovne

A ey A
T+ = qu‘fcvm 4TI (1.64)
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qlA’L +ch +QZ+2

T = LAt + T 1.
m €mPmCm V] (1 + St) thms (1.65)
—qi — kun %Z
Dt = AL+ D) L.
pmcm(T _ j‘vl ) + l Y ( 66)

kde nulty krok je pociatoény teplotny profil a pociatocénda hribka litosféry. Prie-

merné slapové zahrievanie Qm je geometricky priemer medzi Q! a Q”l Qirt
bolo uréené iterativne algoritmom analogickym ako pre rovnovazny stav. Casovy
krok At sme volili tak, aby sa AT., AT}, a AD; menili maximéalne o 0.1%.

Pri poéitani rovnovazneho stavu pre ¢isto vnutorne zahrievané planéty (pod-
kapitola 1.2) pouzivame iny algoritmus. Program bol taktiez implementovany v
Pythone a vyuzivame jednoduchu itera¢ni schému viz obr.1.6. Vychadzame z po-
¢iatocného odhadu teplotného profilu a zahrievania v plasti a hladame rovnovazny
stav. [terujeme cez slapové zahrievanie a teplotu, pokial je zmena v relativnej lo-
kalnej teplote vicsia ako 107 alebo v zahrievani vicSia ako 1072, a do dosiahnutia
maximalneho poctu iteracii Np., = 500.

V kazdom iteracnom kroku pocitame nielen rovnice —, ale aj mo-
dul torzie a viskozitu potrebné na vypocet priemerného objemového zahrievania.
Vplyvom vysokej zavislosti vysledného stavu na zahrievani bolo nutné behom
iteracii zahrievanie relaxovat, aby sme potlacili numerické oscilacie.

Pociatoény od-
had Ts7 Tma Dl7 Qm

Teplotny profil T'(r)

Profil porozity ®(r)

Reologické para-
metre 5(®, T), 1(®)

Iteracia

Slapové zahrie-
vanie H(r,n, i)

Obr. 1.6: Iteracnd schéma pre vypocet rovnovazneho stavu. Iterujeme cez slapové
zahrievanie a teplotu. Pocet iteracii sme nastavili na hodnotu 500.

Pri hladani rieSenia rovnovazneho stavu s advekciou taveniny (podkapitola

1.3) uvazujeme predpisani teplotu, ktord sa pocas vypoctu nemeni. Rovnice
(1.31)-(1.32) integruejeme od bodu, kedy teplotny profil pretina krivku solidu,
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az k litosfére. RieSenie hladame rovnako ako v predchadzajicom pripade a to
iterativne, kde ako pociatoény odhad volime nulovt porozitu.
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2. ExoZem

Zem patri medzi najpreskiimanejsie planéty vo vesmire. Vyskum a hladanie
exozemi je motivovany najdenim Zemi podobného telesa, ktoré by mohlo hostit
zivot. Preto potrebujeme dobre rozumiet tomu, aky maji na vyvoj takychto telies
vplyv exotické podmienky, akymi mozu byt napriklad menej hmotné hostitelské
hviezdy. Vo vesmire si potvrdené Zemi podobné planéty, medzi ktoré patria na-
priklad planéty TRAPPIST-1e, f a g, ktoré sa nachddzaji v obyvatelnej zéne,
obiehaju blizko materskej hviezdy o hmotnosti 0.089 M, a pravdepodobne st
slapovo zahrievané (O’Malley-James a Kaltenegger (2017)); Barr a kol.| (2018). V
tejto kapitole sa zameriame na vyvoj kratkoperiodickej exozeme (planéty obieha-
jucej v blizkosti hviezdy s malou hmotnostou), ktord je silne slapovo zatazovana
v modeli spojeného terméalneho a slapového vyvoja. Budeme predpokladaft, Ze ta-
venina je zachytend v plasti a moze vytvorit magmaticky ocean. Budeme skiimat
vplyv tohto ocednu na slapovi deforméciu. V nasom modeli uvazujeme Andre-
adovsku reologiu v plasti a perfektne elasticky stagnant-lid. Zem sme si zvolili
ako referencné teleso a v tejto kapitole budeme diskutovat vysledky numerickych
simulécii.

V tab. 81’1 uvedené parametre inspirované Breuer a Spohn (2006)); Tosi a kol.
(2017), ktoré boli pouzité pri vypoctoch pre referencny model. V podkapitole 2.1
st obrazky evolicie hlbkovych profilov §tudovanych parametrov pre referenény
model a vyvoj danych parametrov v ¢ase. Néasledne sme skiamali aj vplyv zmeny
vybranych parametrov na priemerné objemové zahrievanie v plasti pocitané zo
vztahu ([1.49) a teplotu v plasti, kde ich porovnavame s referenénymi hodnotami.

2.1 Referenény model ExoZeme

Najprv sa zameriame na hlavné znaky vyvoja slapovo zahrievanych planét.
Budeme sa zaoberat evoliciou do doby 10 Gyr, teda dobu dlhsiu nez je vyvoj
nasej sustavy (NASA Our Solar System)). Parametre sme zvolili tak, aby slapové
zahrievanie bolo ddlezitym zdrojom tepla na planéte.

Na obr. zac¢iname zobrazenim vyvoju teploty a porozity, dalej reologic-
kych parametrov modulu torzie a viskozitou a ako posledny obrazok ukazujeme
vyvoj priemerného objemového zahrievania v plasti. Na ose y je polomer planéty,
na ose x je skimana velic¢ina a farebnd skala odpoveda casu a je v logaritmickej
skéale. Z obrazku teploty mozeme vidiet, Ze len velmi maléa cast plasta je nata-
venda, comu odpoveda obrazok porozity, kde vidime v danej oblasti porozitu az
do hodnoty ® = 1, ktora vznikd vdaka tomu, Ze uvazujeme zadrzanie taveniny
v plasti. K nataveniu materidlu tam dochadza vdaka roznym sklonom krivky so-
lidu a adiabatickému a konduktivnemu profilu teploty v plasti. Medzi solidom
a liquidom uvazujeme linedrny narast porozity. Z obr. ) vidime, ze teplota
pocas vyvoja vzrastla z poc¢iatoénych 1800 K na ~ 2140 K. Narast teploty zapri-
¢inuje klesanie viskozity, ktoré mozeme vidiet na obr. ) Ked teplota v plasti
pretne krivku solidu zacne sa tvorit vrstvicka taveniny. Ked porozita dosiahne
kriticki porozitu ®y,.;;, viskozita a modul torzie sa takmer skokovo znizia az na
hodnotu liquidu, ¢o mé za nésledok skokové znizenie v disipacii energie v plasti
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Tabulka 2.1: Referen¢né parametre pre exozem (Breuer a Spohnl, 2006; Tosi a kol.|

2017).

Parameter Popis Hodnota  Jednotka
e Excentricita 0.03 =
P Perioda 10 den
Nref Viskozita plasta 10% Pa s
Q Empiricky parameter 0.2 -
¢ Empiricky parameter 1 -
E* Aktiva¢né energia 3.35-10° J mol !
Dref Referencny tlak 0 Pa
They Referencna teplota 1600 K
R, Polomer telesa 6400 km
R, Polomer jadra 3200 km
Pm Hustota plasta 4500 kg m—3
e Hustota jadra 12000 kg m—3
Cm Tepelnd kapacita plasta 1200 J kg™t K1
Ce Tepelna kapacita jadra 800 J kg ' K1
k Tepelna koduktivita plasta 5t Wm! K!
K Tepelné difuzivita plasta 106 m?2s~!
g Gravitacné zrychlenie 10 ms 2
T, Teplota na povrchu 300 K
T, Pociatocna teplota plasta 1800 K
T, Teplota jadra 4000 K
D, Pociatocna hribka litosféry 10 km

(Moore, 2003; [Rovira-Navarro a kol., [2021)), pretoZe natavend vrstva materidlu
mechanicky rozdeli plast na dve vrstvy. Priemerné objemové zahrievanie kleslo z
hodnoty 187 TW na hodnotu 58 TW.

Teplota v jadre sa podobne ako teplota v plasti v prvej polovici vyvoja velmi
nemeni, a od istého casu sa jadro ochladzuje. Z pozorovania teploty v jadre mo-
zeme povedat, ze dochadza k sekularnemu ochladzovaniu. Hribka stagnant-lidu
rastie, nasledne v priblizne rovnakom case v akom dochadza k nataveniu vrstvy
materidlu zacne klesat. Celkovo sa hrubka stagnant-lidu zmenila z 10 km na 68
km. Z obrazkov je viditelné, Ze eSte nie sme v rovnovaznom stave, pretoze stéle
dochadza k vyvoju teploty v plasti.

2.2 Vplyv reologickych parametrov

Stadium vplyvu viskozity je v stlade s ofakavanym vysledkom a je zobrazené
na obr. 2.3 S rasticou viskozitou sa v plasti menej disipuje energia. Celkové
zahrievanie v plasti pre referenc¢ni hodnotu a = 0.2 vidime na obr. 2.5, kde po-
zorujeme, Ze pre skimané viskozity 10! — 10?2 Pa s zahrievanie kles4 s rastticou
viskozitou. Teplota v plasti pre modely s vysSou viskozitou bude aj skrz nizsie
zahrievanie vyssia nez pre modely s nizSou viskozitou, pretoze v telesach s vyssou
viskozitou sa menej efektivne odvadza teplo z vnutra planéty, ¢o mé za dosledok
to, ze si planéta udrzi vyssiu teplotu plasta aj pri mensom zahrievani. Pre vyssie
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a) Teplota T b) Porozita ®
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e) Priemerné objemové zahrievanie H
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Obr. 2.1: Referenény model pre Zemi podobné teleso, n = 102! Pa s. Na grafoch
st zobrazené hibkové profily piatich najdoélezitejsich parametrov: a) teploty T,
b) porozity ®, ¢) modulu torzie p, d) viskozity n a e) objemového slapového
zahrievania v plasti. Vyvoj profilov v ¢ase je zachyteny pomocou farebnej skaly.
Ciarkované ¢iary na obr. a) odpovedaji krivkam solidu a liquidu. Pri zobrazovani
hibkovych profilov sme sa obmedzili na oblast od povrchu k jadru.

viskozity pozorujeme v ¢ase neskorsi narast zahrievania a dochédza k celkovo po-
malsiemu vyvoju vplyvom vyssej viskozity, teda menej viskozne telesa sa dostant
do rovnovazneho stavu v case skor.

Rozsah studovanych hodnét parametru o sme volili od 0.1 - 0.4 podla
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Obr. 2.2: Casové zavislost vybranych parametrov pre referenény’ model Zemi po-
dobného telesa. a) Teplota v plasti T,,,, b) teplota jadra T¢, c¢) priemernd porozita
v plasti ®@,,, d) hribka stagnant-lidu D;, e) objemové zahrievanie v plasti @), a

f) tepelny tok povrchom gs.

rova a kol.| (2023). Vzhladom na nedostatok vedomosti, skimame parameter ¢ v

rozsahu 107> — 10° (Walterova a kol., [2023).

Studium parametru a ukézalo, Ze so zvacsujucim sa « sa zahrievanie znizuje
pre danu viskozitu plasta viz obr. 2.5 Ako referenéni hodnotu sme si zvolili
a = 0.2. Pre zvacsujice sa a dochdadza neskor k mechanickému oddeleniu vdaka
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nizsiemu zahrievaniu v plasti. K narastu teploty tiez dochadza neskor, ale po
poklese zahrievania sa dostavame do podobného stavu pre vSetky skiimané a.

Ako referenéntt hodnotu ¢ sme zvolili ( = 1, ktora je radovo oc¢akavana hod-
nota za diftzneho kripu. AvSak podla Renaud a Henning| (2018) vo vela pripadoch
slapovo zahrievanych planét moze dochadzat k inému kripu, ¢im by nebolo mozné
pouzit hodnotu ¢ = 1. Zavislost zahrievania a teploty na vybere parametru ( je
zlozitejsia, ¢o naznacujeme grafom na obr. ), ktory zobrazuje celkové slapové
zahrievanie dvojvrstvového telesa. Pre velké ¢ po 10 Gyr nedojde k nataveniu
vrstvicky, iba sa pozvolna zvySuje teplota viz obr. ) a d). Pre referen¢nu
hodnotu si mézeme povsimnuft, Zze maximum pri vzniku magmatického oceanu je
docasne vyssie aj ked zahrievanie pre ¢ = 107° je takmer rddovo vyssie ako na
pociatku tak aj na konci simulacie.

a) Priemerné objemové zahrievanie b) Teplota plasta T,
v plasti Q,,

n[Pasl:
2200 — 10%°
1020
R 1021
2100+ 1022
¥
£
~ 2000
1900
1800
107> 10™* 1073 1072 107! 10° 107 10> 10~ 1073 1072 107! 10° 107
t[Gyr] t[Gyr]

Obr. 2.3: Casovy vyvoj objemového zahrievania v plasti a teploty v plasti v za-
vislosti na réznych hodnotach viskozity v plasti. Ostatné parametre pouzité pre
vypocet boli rovnaké ako pre referenény model.

2.3 Vplyv orbitalnych parametrov

Zavislost zahrievania a teploty od volby orbitalnych parametrov je zobrazena
na obr. [2.6] Vplyv excentricity bol Studovany pre spin-orbitdlnu rezonanciu 1:1
v rozsahu 0.01 - 0.03. Je dolezité podotknut, ze vysledky by vyzerali velmi od-
lisne v pripade, ak by sme uvazovali ind spin-orbitalnu rezonanciu (Walterova a
Béhounkova, [2020). Pre iné rezonancie sa stava vplyv excetricity menej délezitym.
Pre 1:1 spin-orbitalnu rezonanciu zahrievanie rastie s excentricitou ako ~ e? viz
. Vplyv excentricity je ocakavany, so zvysujucou sa excentricitou je teleso
pocas obehu viac deformované, disipuje sa v nom viac energie a dosahuje vyssieho
maxima. Teplota v plasti bude vyssia pre telesa s vacSou excentriciou, pretoze su
viac zahrievané.

Zahrievanie klesd s periodou ako ~ 1/T° viz pre slapovo uzamknuté
teleso v 1:1 spin orbitalnej rezonancii. Je to velmi silné zavislost, ale moze sa stat
komplikovanou, kedZe sa meni pomer Re{} a Im{z}. Pre periédu obehu plati, ze
¢im mensia periéda, tym na teleso posobi vacsia sila, teleso je viac deformované
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Obr. 2.4: Casovy vyvoj objemového zahrievania v plasti a teploty v plasti v za-
vislosti na réznych hodnotach parametrov a a (. Ostatné parametre pouzité pre
vypocet boli rovnaké pre referenény model.

a zahrievanie bude vyssie a rovnako aj teplota v plasti. Pre model s najvic¢sou
studovanou periddou pokles zahrievania vplyvom natavenej vrstvicky nie je dosta-
tocny k dosiahnutiu rovnovahy, a preto pozorujeme staly néarast teploty v plasti
a rovnako narast hribky magmatického oceanu.

2.4 Vplyv teploty

Stadium zmeny teploty povrchu a teploty v jadre ukdzalo, Ze tieto parametre
malo vplyvaji na konec¢ny stav planéty v nasom modeli. Zmena teploty v jadre
ma na teplotu v plasti a na zahrievanie referencného modelu minimalny vplyv,
¢o mdzeme vidiet na grafoch na obr. 2.7], v ktorych sa po 10 Gyr modely, kde sme
uvazovali hodnoty teploty jadra 3800 K, 4000 K (referencny model) a 4200 K,
dostali do porovnatelného stavu. Vplyv povrchovej teploty sa ukazal byt trochu
viac signifikantny, ale stale menej dolezity ako ostatné parametre.

V pripade exoplanéty bez atmosféry v 1:1 spin-orbitalnej rezonancii je teplota
na povrchu ind na strane privratenej k hviezde a na strane odvratenej. Teplotu
na privratenej strane mozeme urcit za predpokladu, ze planéta je ¢ierne teleso s
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Obr. 2.5: Tlustracia zavislosti celkového objemového zahrievania na viskozite
plasta pre rozne hodnoty empirickych parametrov a a (. Uvazovany je dvoj-
vrstvovy model s homogénnym plastom a tekutym jadrom.
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Obr. 2.6: Casovy vyvoj objemového zahrievania v plasti a teploty v plasti v za-
vislosti na roznych hodnotach excentricity a periédy. Ostatné parametre pouzité
pre vypocet boli rovnaké ako pre referencny model.
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teplotou na povrchu T ako (de Pater a Lissauer, [2015)):

T, = <(1_A)L + qs>}1 , (2.1)

dralo o

kde o je Stefan-Boltzmannova konstanta, a je vzdialenost medzi telesom a zdro-
jom slnec¢ného ziarenia, A je albedo, L je luminozita a g, je tepelny tok cez povrch
telesa (de Pater a Lissauer, 2015)).
Vzdialenost medzi telesom a hviezdou a sme urcili z tretiecho Keplerovho za-
kona ako: ,
@ oM (2.2)
P2 A4r?
kde M je hmotnost hviezdy, za ktort sme dosadili hmotnost hviezdy TRAPPIST-
la. Teplota na odvratenej strane sme urcili za predpokladu minimalnej teploty

Tmin
i
T, = (T;‘m + q) . (2.3)
o
Na obr. je zavislost hrubky stagnant-lidu na povrchovej teplote. Vidime,
ze na odvratenej strane od hviezdy je hrubka stagnant-lidu vécsia ako na privra-

tenej strane a teplota plasta je tam vyssia kvoli menej efektivnemu prenosu tepla
vplyvom tuhsSieho stagnant-lidu.

a) Priemerné objemové zahrievanie b) Teplota plasta T,
v plasti Q,,
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Obr. 2.7: Casovy vyvoj objemového zahrievania v plasti a teploty v plasti v za-
vislosti na réznych hodnotach teploty v jadre. Ostatné parametre pouzité pre
vypocet boli rovnaké ako pre referenény model.
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a) Hrubka stagnant-lidu D, b) Teplota plasta T,
v plasti @,
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Obr. 2.8: Casovy vyvoj stagnant-lidu a teploty v plasti pre privrateni a odvra-
tenu stranu planéty. Ostatné parametre pouzité pre vypocet boli rovnaké ako pre
referenény model.

30



3. Exolo

Na studium termélneho vyvoja sme si vybrali aj jedno mensie teleso, kde sme
predpokladali rychlejsi vyvoj a kde bude menej dolezity tok z jadra. V pripade
mensich telies ma tok z jadra mensi vplyv a adiabaticky narast teploty bude menej
dolezity. Prikladom takéhoto mensieho telesa moze byt mesiac Io. Io je najvul-
kanickejsie teleso v slnefnej ststave a je silne slapovo zahrievané (Moore, 2001,
2003} Steinke a kol., 2020; [Rovira-Navarro a kol., [2021; |Kervazo a kol., [2021). To
nam slizi ako archetyp kamennych planét a exomesiacov, ktoré su slapovo za-
hrievané (Steinke a kol., [2020)). Skiimanim telesa Io alebo telesu Io podobnému,
mozeme nahliadnut do rannej historie planét. Budeme diskutovat vysledky ter-
malneho vyvoja, ale aj rovnovazny stav ziskany zo skalovacich vzfahov pre mo-
del telesa zahrievaného ¢isto vnutorne. V rdmci rovnovazneho stavu rozoberdme
pripad, kedy je tavenina zadrzovana v plasti, ale aj ked sa dostava na povrch
pomocou magmatickych prieduchov. Podobne ako pre exozem boli vypocty po-
¢itané za predpokladu Andreadovskej reologie v plasti a stagnant-lidu perfektne
elastického. Pri volbe referenc¢nych parametrov sme sa inSpirovali spominanym
mesiacom lo. Pre mensie teleso sme zvolili mensiu viskozitu ako v pripade exo-
zeme, a aj husoty jadra a plasta si mensie Kervazo a kol (2021). Referencné
parametre si uvedené v tab. [3.1]

Tabulka 3.1: Referencné parametre pre exoio (Breuer a Spohn) |2006; [Tosi a kol.|
2017).

Parameter Popis Hodnota  Jednotka
e Excentricita 0.0041 -
P Periéda 1.769 den
Nref Viskozita plasta 1019 Pa s
Q Empiricky parameter 0.4 -
¢ Empiricky parameter 1 —
E* Aktivaéna energia 3.35-10°  J mol™!
Dref Referencny tlak 0 Pa
Trey Referenc¢na teplota 1600 K
R, Polomer telesa 1820 km
R, Polomer jadra 955 km
Pm Hustota plasta 3200 kg m—3
Pe Hustota jadra 5150 kg m—3
Cm Tepelna kapacita plasta 1200 J kg™t K71
Ce Tepelné kapacita jadra 800 Jkg ! K7t
k Tepelna koduktivita plasta D Wm™! K!
K Tepelna difuzivita plasta 1076 m2s~!
g Gravitacné zrychlenie 1.8 ms 2
T, Teplota na povrchu 110 K
T, Pociatocna teplota plasta 1600 K
T, Teplota jadra 1800 K
D, Pociatocna hribka litosféry 10 km
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3.1 Referenc¢ny model Exolo

Rovnako ako v pripade exozeme sme najskor Studovali evoliciu planéty a
zamerali sme sa na hlavné znaky slapovo zahrievanej planéty. Na obr. je
zobrazend evolucia planéty do c¢asu 10 Gyr. Grafy su sStylizované rovnako ako
v predchadzajucej kapitole, teda na ose y je polomer planéty, osa x zobrazuje
skimany parameter a farebna skala odpoveda casu. Skiimame najdolezitejsie pa-
rametre, ktorymi st teplota, porozita, modul torzie, viskozita a priemerné obje-
mové zahrievanie v plasti. V porovnani s modelom exozeme, kde bola natavena
len tenka vrstvicka pod litosférou, vidime, ze v pripade exoio je znacna cast plasta
natavend, ¢o suvisi s inym sklonom teplotného profilu a solidu pre nizsie tlaky.
Rovnako pozorujeme, ze po 10 Gyr vznikla v porovnani s exozemou hruba lito-
sféra, ¢o mozeme vidiet aj na obr. [3.2d). Teplo z plasta teda tazsie unikd von a
plast ostava teply. Z grafu porozity mézeme vidiet, zZe medzi solidom a liquidom
mame uvazovany linearny narast porozity. Na grafoch modulu torzie a viskozity
vidime zniZzené hodnoty parametrov v oblasti taveniny. Na obr. ) je priemerné
objemové zahrievanie, pri ktorom je nutné podotknut, ze zahrievanie pozorujeme
az v oblasti pod stagnant-lidom, kedze litosféru uvazujeme perfektne elastickt.
Rovnako ako v pripade exozeme pozorujeme mechanické oddelenie plasta pri pre-
kroceni kritickej porozity a néhle znizZenie slapového zahrievania. Tento jav mo-
zeme vidiet aj na obr. [3.2p).

Na grafoch na obr. je zobrazeny ¢asovy priebeh vybranych parametrov. Po
10 Gyr sa nachadza planéta v rovnovaznom stave, kedze sa teplota uz nevyvija,
drzi si konstantni hodnotu okolo ~ 1740 K. Teplota v jadre je tiez v rovnovéhe.
Rovnako ako v pripade exozeme pozorujeme v prvej faze vyvoja zdanlivo nevy-
vijajucu sa teplotu ako v plasti tak aj v jadre. Hribka stagnant-lidu vzrastla
z pociatocnej hodnoty 10 km na 175 km. Tepelny tok cez povrch sa za 10 Gyr
znizil z hodnoty 0.65 W/m? na 0.039 W /m? vplyvom sekuldrneho vyvoja a ochla-
dzovania. V case okolo 0.1 Gyr pozorujeme maximum v priemernom objemovom
zahrievani 38 TW, pricom zahrievanie pokleslo z hodnoty 4 TW na 2 TW. V
rovnakom case pozorujeme narast priemernej porozity v plasti.

3.2 Vplyv reologickych parametrov

Studium viskozity ukazuje podobné vysledky ako v pripade exozeme. So zni-
zujicou sa viskozitou pozorujeme vyssie zahrievanie, pretoze sa v telese disipuje
viac energie. Na obr. je zobrazend zavislost celkového objemového zahrievania
na viskozite pri volbe roznych hodnot parametrov a a (. Ked sa pozrieme na
krivku s a = 0.4 vidime, %e pre skiimané viskozity 10'® — 10%° Pa s (obr. [3.3),
celkové zahrievanie klesa so zvysujicou sa viskozitou s najrychlejsim poklesom.
Telesa s nizsou viskozitou maji mensiu teplotu v plasti, pretoze sa teplo lahsie
odvadza z telesa a do rovnovazneho stavu sa tieto telesa dostani skor.

Na obr. sme sktimali vplyv empirickych parametrov a a (. Rozsahy stu-
dovanych parametrov st rovnaké ako v predchadzajicej kapitole. Na grafoch na
obr. ) a b) pozorujeme rovnaku zavislost zahrievania a teploty od volby pa-
rametru « ako pri exozemi. Pre vyssie hodnoty « je zahrievanie v plasti mensie.
Pre najmensiu studovani hodnotu « dochadza k nataveniu vrstvicky a poklesu
zahrievania v ¢ase rychlejsie ako pre ostatné uvazované .
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Obr. 3.1: Referenény model pre teleso podobné mesiacu Io, n = 101 Pa s. Na gra-
foch st zobrazené hibkové profily piatich najddlezitejsich parametrov: a) teploty
T, b) porozity ®, ¢) modulu torzie u, d) viskozity 1 a e) objemového slapového
zahrievania v plasti. Vyvoj profilov v ¢ase je zachyteny pomocou farebnej skaly.
Ciarkované ¢iary na obr.a) odpovedaji krivkdm solidu (modra) a liquidu (oran-
zova). Pri zobrazovani hibkovych profilov sme sa obmedzili na oblast od povrchu
k jadru.

Ako bolo komentované pre studiu parametru ¢ uz v predoslej kapitole, za-
vislost vysledkov na tomto parametri je zlozita. So zvysSujicou sa hodnotou em-
pirického parameteru ¢ sa znizuje slapové zahrievanie v plasti. Zaujimavy jav
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Obr. 3.2: Casova zévislost vybranych parametrov pre referencny model pre teleso
podobné mesiacu lo. a) Teplota v plasti T,, b) teplota jadra T, c) priemerna
porozita v plasti ®,,, d) hrubka stagnant-lidu D,;, e) objemové zahrievanie v

plasti @, a f) tepelny tok povrchom gs.

pozorujeme pre hodnotu ¢ = 10°, kde sa teleso zac¢alo velmi ochladzovat az kym
nedosiahne podkriticki hodnotu Rayleighovho cisla, konvekcia zastane a profil
bude dalej konduktivny. Pre ostatné studované hodnoty sa teleso dostalo do rov-

novézneho stavu.




a) Priemerné objemové zahrievanie
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b) Teplota plasta T,
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Casovy vyvoj objemového zahrievania v plasti a teploty v plasti v zé-
vislosti na réznych hodnotach viskozity v plasti. Ostatné parametre pouzité pre
vypocet boli rovnaké ako pre referenény model.
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Obr. 3.4: Casovy vyvoj objemového zahrievania v plasti a teploty v plasti v za-
vislosti na roznych hodnotach parametrov a a (. Ostatné parametre pouzité pre
vypocet boli rovnaké ako pre referenény model.
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Obr. 3.5: Tlustracia zavislosti celkového objemového zahrievania na viskozite
plasta pre rozne hodnoty empirickych parametrov a a (. Uvazovany je dvoj-
vrstvovy model s homogénnym plastom a tekutym jadrom.

3.3 Vplyv orbitalnych parametrov

Excentricitu sme skiimali v rozsahu od 0.001 - 0.04 podla [Hussmann a Spohn
(2004). Pri studiu vplyvu excentricity vidime, Ze ¢im vicsia excentricita tym
vacsie priemerné objemové zahrievanie v plasti. Zahrievanie rastie s e? avSak na
obrazku teploty v plasti vidime, zZe teplota pre excentricity 0.001 a 0.0041 je
v rovnovaznom stave velmi podobna. Pre excentricitu 0.04 sa teleso dostane do
rovnovazneho stavu pomerne rychlo v porovnani s ostatnymi modelmi. Pri modeli
s excentricitou 0.001 je pravdepodobne excentricita natolko malé, Ze sa v telese
nedisipuje dostatocne vela energie, a teda pozorujeme ochladzovanie telesa.

a) Priemerné objemové zahrievanie b) Teplota plasta T,
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Obr. 3.6: Casovy vyvoj objemového zahrievania v plasti a teploty v plasti v zavis-
losti na roznych hodnotach excentricity. Ostatné parametre pouzité pre vypocet
boli rovnaké ako pre referen¢ny model.
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3.4 Vplyv teploty

Doteraz sme drzali na povrchu konstantni teplotu. AvSak chceli sme sa po-
zriet ako by to vyzeralo, keby sa teplota povrchu mohla menif. Na exomesiaci
sme uvazovali priemernu teplotu na povrchu planéty, ktord moézeme odhadnut
za predpokladu, ze planéta/exomesiac je ¢ierne teleso s povrchovou teplotou 7
nasledovne (Rovira-Navarro a kol., [2021))

C(U-AL  g\*
T, = ( orate T o) (3.1)

Casovy vivoj stagnant-lidu a teploty v plasti vyzera velmi podobne ako na
obr. 3.2d) a a), pricom vychédzaji aj velmi podobné hodnoty.
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Obr. 3.7: Casovy vyvoj stagnant-lidu a teploty v plasti v pripade priemernej
povrchovej teploty. Ostatné parametre pouzité pre vypocet boli rovnaké ako pre
referenc¢ny model.

3.5 Rovnovazny stav bez advekcie taveniny

Exomesiace si malé telesa, pre ktoré moézeme aplikovat aj skélovacie vztahy
pre c¢isto vnutorne zahrievané planéty. V tejto podkapitole budeme diskutovat
rovnovazny stav telesa, kedy vSetka tavenina ostava uvdznena v plasti. Teoretické
odvodenie je uvedené v podkapitole 1.2. Rovnovazny stav je pocitany inym algo-
ritmom ako v predchédzajicich podkapitolach, algoritmus je opisany v kapitole
1.7. Pri vypoctoch pouzivame referenéné hodnoty z tab. 3.1}

Na obrazkoch st zobrazené grafy rovnovazneho stavu. Na osi x je
viskozita, na ose y su veli¢iny: «, ¢ a excentricita e a farebna skéla zobrazuje
priemerné objemové zahrievanie v plasti a teplotu v plasti. Biele casti v grafe su
miesta, kde nedochadzalo ku konvekcii v plasti. Rozsahy studovanych parametrov
sme volili ako v predchadzajiucich podkapitolach, pricom vzhladom k tomu, ze
vypocty rovnovazneho stavu boli radovo kratsie ako vypocty terméalnej evolicie,
mohli sme si dovolit Studovat vacsie rozsahy viskozit.

Prvou studovanou bola reologické zavislost, zavislost na viskozite ovplyvinu-
juca prenos tepla a velkosf zahrievania a Andreadov parameter alpha ovplyviu-
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juci slapové zahrievanie viz obr. |3.8] Pozorujeme rovnaké zavislosti ako v predcha-
dzajucich kapitolach a to, Ze pre danu viskozitu sa zahrievanie znizuje s rasticou
« a pre pevni hodnotu « sa zahrievanie znizuje s rastiicou viskozitou. Pri porov-
nani s obr. |3.3b), kde sme skiimali viskozity v rozsahu 10'® — 10% Pa s, vidime
narast v teplote 100 K pre dané hodnoty «, ¢o si odpoveda s obr. [3.8b). Pre
mensie hodnoty viskozity méze byt zavislost komplikovanejsia, ako aj naznacuje
obr. Pri porovnani s obr. ) pre viskozity mensie ako 10'7 Pa s je zavislost
na « minimélna a zahrievanie rastie po hodnotu viskozity ~ 10'* Pa s, ¢omu od-
povedaju aj vysledky na obr. . Najvacsie zahrievanie na obr. ) pozorujeme
pre najmensie viskozity, pre ktoré je ale aj najefektivnejsi prenos tepla, a preto
pre tieto hodnoty nedosahujeme najvacsie teploty v plasti. Pre pevni hodnotu
viskozity pozorujeme, ze teplota v plasti sa v rovnovaznom stave velmi nemeni s
volbou «, podobné zavislost pozorovand viz obr. [3.4b). Najvacsie teploty pozo-
rujeme pre plast s vysokou viskozitou a malym zahrievanim, kedy je Rayleighovo
¢islo relativne malé viz [LI7

Zahrievanie v plasti sa ukazalo byt najvyssSie pre nizke hodnoty ( a nizku
viskozitu, ¢o odpoveda aj zavislosti na obr. ), kde pre viskozity vyssie ako
106 Pa s pozorujeme najvyssie zahrievanie pre ¢ = 107°. Pre vysoké hodnoty ( a
vysoku viskozitu je v grafe oblast, kde plasti nie je konvekcia. Podobné chovanie
sme pozorovali aj pri termélnom vyvoji viz obr. ) pre vysoku hodnotu (,
kedy dochadzalo k chladnutiu plasta a kde sa teplo prenasalo kondukciou. Na
obr. ) sme pre viskozitu 10 Pa s pozorovali v rovnovaZnom stave rovnakii
teplotu pre ¢ = 107° a 1, pri¢om na obr. ) teplota v plasti pre viskozitu
10" Pa s klesé so zvySujicim sa ¢. Ako bolo komentované v predchadzajticom
odstavci, aj tu dochadza k najvacsim teplotam v plasti pre vysoku viskozitu v
plasti, kvoli zavislosti Rayleighovho ¢isla na zahrievani.

Pre teleso v 1:1 spin-orbitalnej rezonancii sme uz rozoberali, ze s rasticou
excentricitou rastie aj zahrievanie. Pre nizke hodnoty excentricity sa v telese ne-
musi disipovat dostatok energie. Pre pevne dant viskozitu pozorujeme s rasticou
excentricitou vacsie zahrievanie, ¢o odpoveda teoretickej zavislosti viz vztah
a odpovedd to aj obr. [3.6] Pre pevne dant hodnotu excentricity pozorujeme ras-
tlce zahrievanie s klesajicou viskozitou, kedze v telesach s vysokou viskozitou sa
tazsie disipuje energia.

Pre porovnanie hodnot @), a T, pre referenény model, vypoc¢itanych pomo-
cou terméalnej evoltcie pre zahrievanie zospodu, a skalovacimi vztahmi pre model
so zahrievanim zvnitra, bola vytvorend tabulka[3.2] kde porovnévame dané para-
metre v rovnovaznom stave. Aj zahrievanie aj teplota v plasti vychadzaju o nieco
vacsie pri modeli zahrievanom zvnutra.

3.6 Rovnovazny stav s advekciou taveniny

V tejto podkapile diskutujeme rovnovazny stav planéty v pripade, ze pozname
teplotu a tavenina je odvadzana na povrch pomocou magmatickych prieduchov
viz kap. 1.3. Vypocet teploty v plasti bol inspirovany ¢lankom Bierson a Nimmo
(2016)), kde pre jednoduchost uvazuju teplotu, ktora sa nevyvija v ¢ase, a je dana
parametricky vztahom:
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a) Priemerné objemové zahrievanie b) Teplota plasta T,
v plasti Q,,
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Obr. 3.8: Zavislost priemerného objemového zahrievania v plasti a teplote na roz-
nych hodnotach parametrov a a 7. Biele ¢asti v grafe st miesta, kde nedochadzalo
ku konvekcii v plasti.

a) Priemerné objemové zahrievanie b) Teplota plasta T,
v plasti Q,,
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Obr. 3.9: Zavislost priemerného objemového zahrievania v plasti a teplote na roz-
nych hodnotach parametrov ¢ a 7. Biele casti v grafe st miesta, kde nedochadzalo
ku konvekcii v plasti.

T(r) =T, + (Ty, — T,)tanh (Di) , (3.2)
1
kde z je hibka.

Na obr. sme zobrazili grafy rovnovazneho stavu. Opét zobrazujeme naj-
dolezitejsie parametre. Vysledny rovnovazny stav studujeme pre 4 rozne teploty
v plasti. Teplota je dand parametricky a pocas iteracii sa nemeni. Na grafe na
obr. ) je zobrazeny hibkovy priebeh porozity v plasti. V tomto pripade uva-
zujeme zlozitejsi priebeh porozity ako v predchadzajuicich pripadoch, kedy poro-
zita medzi solidom a liquidom rastla linearne. Porozita je pocitand z previazanych
rovnic a . Taktiez si mézeme povsimnut, ze aj napriek vyrazne vyso-
kej teplote v plasti, porozita neprekroci ani v jednom pripade kritickii porozitu,
pretoze na vrchu natavenej zony predpokladame, Ze sa prid usmernuje do zlomov,
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a) Priemerné objemové zahrievanie b) Teplota plasta T,
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Obr. 3.10: Zavislost priemerného objemového zahrievania v plasti a teplote na
roznych hodnotach parametrov e a 7. Biele casti v grafe si miesta, kde nedocha-
dzalo ku konvekcii v plasti.

ktoré umoziiuju tavenine vstipat cez litosféru na povrch 2001)). Z grafu
modulu torzie, ktory je zavisly na porozite vidime, ze vzhladom k tomu, zZe poro-
zita sa velmi nemeni, tak modul torzie je takmer konstantny v plasti. Zaujimavé
je, ze priemerné objemové zahrievanie v plasti je v rovnovaznom stave vyssie ako
v predchadzajicich podkapitolach pre porovnatelna teplotu. Vdaka odvadzaniu
taveniny na povrch nedochédza k mechanickému oddeleniu plasta a zahrievanie v
plasti je preto vyssie. Pre studovany rozsah teplot vidime, Ze zahrievanie je naj-
vacsie pre najvyssiu teplotu. Tavenina sa v tomto pripade stale tvori a vdaka stéale
velkej slapovej deformécii a zahrievaniu méze mat tato vysoka hodnota vplyv na
vyvoj excentricity, ktord moze v pripade odvadzania taveniny rychlejsie klesat.
Porovnanie vysledkov s predchddzajicimi modelmi je v tab. 3.2

Tabulka 3.2: Porovnanie rovnovazneho stavu pre referenény model ziskany troma
roznymi sposobmi.

Typ zahrievania Qm [Wm™3] T, [K]
Zahrievanie zospodu 9.89 - 1078 1736
Zahrievanie zvnutra 1.48-1077 1740

Zahrievanie zvnitra s advekciou  5.09 - 1077 1750

40

I~

m [K]



a) Teplota T b) Porozita ®

1800 i~ 18004
1600 16001
£ 1400 i £ 1400
o ‘\‘ T
Tm [K] \ Tm [K]
12001 — 1600 i 1200+ — 1600
1650 1650
— 1700 | — 1700
10001 —— 1750 i 1000+ — 1750
500 1000 1500 2000 000 0.02 004 006 008 010
T [K] ®
¢) Modul torzie p d) Viskozita n
1800 J 1800
1600 1600 {
£ 1400 £ 1400
~ ~
Tm [K] Tm [K]
1200{ — 1600 1200 — 1600
1650 1650
— 1700 — 1700
10007 — 1750 1000 — 1750
10065 1066  10.67  10.68  10.69 18 20 22 24 26
log(u) [Pa]

log(n) [Pa s]

e) Priemerné objemové zahrievanie H

1800
1600
§1400
[Ny
Tm [K]
1200 —— 1600
1650
— 1700
10007 —— 1750
—-8.0 -7.5 -7.0 -6.5 -6.0

log(H) [W/m?]

Obr. 3.11: Rovnovazny stav pre 4 rozne hodnoty teploty v plasti za predpokladu
prenosu tepla magmatickymi prieduchmi. Na grafoch s zobrazené hibkové profily
piatich najddlezitejsich parametrov: a) teploty 7" danej parametricky, b) porozity
®, ¢) modulu torzie p, d) viskozity n a e) objemového slapového zahrievania v
plasti. Ciarkované ¢iary na obr.a) odpovedaju krivkam solidu (modra) a liquidu

(oranzovd). Pri zobrazovani hibkovych profilov sme sa obmedzili na oblast od
povrchu k jadru.
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Diskusia a zaver

Cielom diplomovej prace bolo skiimanie termalnej evolicie planét, ktorych
hlavnym zdrojom tepla je slapové zahrievanie a skiimanie vplyvu pritomnosti a
vyvoja magmatického oceanu na slapovo termélny vyvoj. Pri vyvoji termalne;j
evolicie sme sa inSpirovali ¢lankom [Tosi a kol.| (2017)). Ukazalo sa, ze slapovy vy-
voj planét je extrémne komplexny a ze slapy dokazu velmi ovplyvnit vyvoj a tiez
struktiru telesa. V pripade, Ze sa objavi tavenie, méze dochédzat k mechanic-
kému oddeleniu ¢asti plasta, ¢im sa v telese zacne disipovat ovela menej energie a
zahrievanie plasta poklesne. Spominany jav bol pozorovany aj pri exozemi aj exo-
mesiaci. Pri exozemi bol pokles zahrievania trojndsobny, zatial ¢o pri exomesiaci
dvojndsobny. Pre oba telesd sme zobrazili hibkové profily referenéného modelu
vyvijajice sa v Case.

Tepelny tok pozorovany v sicasnosti na mesiaci Io je 2 Wm~2 (Moore, 2001)),
zatial ¢o v nasom pripade pozorujeme pre referenény model, ktory sa dostal po
10 Gyr do rovnovéhy tok o velkosti 0.14 Wm~2. Referenény model mal maximalny
tok 0.91 Wm~2, teda aj maximélny tok bol dvakrat mens{ ako sti¢asne pozorovany
tok na lo. Rozdiely mo6zu byt sposobené viacerymi faktormi, ako napriklad nasim
zjednodusenym modelom uvazujicim stagnant-lid konvekciu a zadrzanie taveniny
v plasti, volbou inych referen¢nych parametrov alebo moznou pric¢inou moze byft,
ze mesiac lo v sicasnosti nie je v rovnovaznom stave (Moore, [2003).

V réamci diplomovej prace sme skiimali aj vplyv viacerych parametrov na ter-
malny vyvoj planéty. Dolezitymi parametrami, ktoré ovplyvinuji casovy vyvoj
teploty v plasti a slapové zahrievanie, sa podla ocakavani ukazali byt viskozita,
reologické parametre popisujice Andreadovu reolégiu « a (, a orbitdlne parametre
tj. peridda a excentricita pre telesa v 1:1 spin-orbitalnej rezonancii. Podobné za-
vislosti sme pozorovali pri oboch telesich. Cas termalneho vyvoju bol 10 biliénov
rokov, a zatial ¢o exoio za ten cas dosiahol rovnovazny stav, exozem sa stale
vyvija.

Pre exomesiac sme sa v praci neobmedzili len na termalny vyvoj, ale porov-
nali sme ho aj s rovnovaznym stavom, ktory bol vypocitany pomocou skalovacich
vztahov pre ¢isto vnutorne zahrievané planéty. Teodria bola inSpirovana ¢lankami
Vilella a Kaminski (2017)); Steinke a kol.| (2020)), pricom my sme uvazovali zjedno-
duseny 1D model, zatial ¢o Steinke a kol.| (2020) uvazovali 3D efekty. Vzhladom
k vypocetnej nenarocnosti, sme si dovolili skiimat vacsi rozsah viskozit. Porovna-
nim tychto dvoch modelov sme chceli zistit, ¢i st modely, termalneho vyvoja pre
velké casy a rovnovazneho stavu kompatibilné pri rovnakych predpokladoch. Aj
napriek vyssim pozorovanym hodnotam zahrievania v plasti a teploty v plasti pre
referenény model zahrievany zvnutra, sme dospeli k velmi podobnym vysledkom.

V préaci uvazujeme velmi zjednoduseny model rozlozenia taveniny. Uvazovali
sme pripad, kedy tavenina ostava uvédznena v plasti, kedy sme v rovnovaznom
stave pozorovali podobné hodnoty a chovanie ako pre rovnovazny stav po termal-
nej evolucii. Uvazovali sme vSak aj moznost, ze sa tavenina dostdava na povrch
magmatickymi prieduchmi, kde sme sa inspirovali ¢lankom Moore (2001)), kedy
sme najprv otestovali spravnost vypoctov s vysledkami z ¢lanku a néasledne sme
tento postup implementovali do naseho modelu. V modeli rovnovazneho stavu s
advekciou taveniny sme pouzili velmi zjednodusent parametrizaciu teploty podla
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Bierson a Nimmo| (2016). Pre porovnatelni teplotu v plasti sme vsak pozorovali
takmer patkrat vacsie zahrievanie v plasti ako pri modeloch termalnej evolicie a
rovnovazneho stavu bez advekcie taveniny.

Skutoc¢né rozlozenie taveniny nie je az tak jednoduché ako sme uvazovali v na-
sich modeloch. Skimanie vyvoju planét, v ktorych moze dochadzat k nataveniu
materidlu vplyvom slapov, je zatial len v pociatkoch. Modely obvykle uvazuja
zadrzanie taveniny v plasti (Walterova a Béhounkova, 2020)); okamzity odvod ta-
veniny (Béhounkova a kol., [2021)) alebo uvazuju priemerovanie cez plast
Kurita) 2014). K fyzikalnejSiemu popisu by bolo nutné zahrnit dvojfdzova kon-
vekciu (Moore|, 2001} Bierson a Nimmo, 2016} [Spencer a koll, [2021)) a zaroven
by bolo nutné uvazovat 3D efekty v slapoch (Steinke a kol., 2020). Dalsiu kom-
plikdciu predstavuje spravny popis slapovej deforméacie a slapového zahrievania
v pritomnosti natavenej vrstvy alebo oceanu, kedy velkost zahrievania moze ex-
trémne vzrast najmi pre tenké ocedny (e.g. Tyler a kol 2015; Beuthel 2016}
Matsuyama a kol., 2018]).

Dalsim velkym zjednodusenim v nasom modeli je, Ze neuvazujeme prepojenie
slapového, orbitalneho a rotacného vyvoju telesa. Reologicka struktura planéty
urcuje jej nachylnost na slapovi deforméaciu a v dosledku toho sa podiela na for-
movani jej obeznej drahy. Orbitdlne parametre naopak riadia rychlost slapovej
disipacie a mozu viest k podstatnym zmenam vo vnttri telesa (e.g.
a Spohn, 2004; Neveu a Rhoden, 2019; Walterova a Béhounkova, 2020). Vdaka
slapovom teda dochédza k prepojeniu vnutorného, orbitalneho a rota¢ného vy-
voja, ktory moze byt extrémne komplexny najmé v pripade pritomnosti viacerych
telies a drahovych rezonancii.
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A. Appendix: Vypocet slapovej
deformacie

Této kapitola je venovana skratenému popisu metédy propagatorovej matice,
ktora je pouzitd na vypocet imaginarneho Loveovho ¢isla ky. Detailny popis me-
tédy propagdtorovej matice je uvedeny v [Sabadini a kol.| (2016). Na rozdiel od
Sabadini a kol.| (2016), v nasom programe indexujeme od jadra po povrch, preto
sa rovnice mozu mierne 1isSit. Pre kazda vrstvu (i) musime vyriesit rovnicu

a _
dr

AY. (A1)

Obr. A.1: Teleso je rozdelené na N vrstiev, indexujeme od stredu telesa.

Matica A je dand ako:

_2 L) 0 0 0 0
: % I
Y % (57“ _ pog) _z(zjl) (%u . pog) 0 l(ljl) _pO(er) o (A 2)
_1 (iu _ pog) 228420 _1 _3 £ o
4G po 0 0 0 —&l
__4mwGpo(141) 4rGpol(i4+1) 0 0 0 =1

kde g = 4wGpoer/3 a l je stupen sférickej harmoniky, ktory je rovny 2 pre slapové
posobenie.

Pokial uvazujeme vrstevnaté teleso, kde je konstantna viskozita a reologické
parametre, potom riesenie v i-tej vrstve mozeme napisat ako

y(z) (7"1'+1,8) = Y(Z) (Ti+1,8)c(i) , (A3)

kde C' je vektor integracnych konstant a Y je tzv. fundamentalna matica, ktora
je vyjadrena nasledovne:
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Vdaka spojitosti poli y; (7 = 1,2,3,4,5,6) na rozhrani, vieme vyjadrit y na
(1)-tej hranici a na (i + 1)-¢j hranici nasledovne:

Y =yt (A.5)

kde . , .
Yy (ris) = YD (rig,5)COHY. (A.6)

So spominanymi rovnicami je mozné vyjadrit vektor konstant C¥ pomocou
Clth);
. . —1 . .
C(H_l) = (Y(H—l) (Ti+173)) Y(Z)(T’H_l,S)C(Z) . (A7>
Ak berieme tekuté jadro za prva vrstvu, potom mozeme vyjadrit podmienky na
CMB vztahom: .
CcV = (YW(rs) LC., (A8)

kde maticou I. mozeme vyjadrit podmienky na rozhrani jadro-plast ako

—I 0 1
0 1 0
I - 0 0 podere | (A.9)
0 0 0
rt 0 0
2(—1)rkt 0 3A,

Vektor rieseni na povrchu y™)(R) je mozné vypoéitat propagéciou rieSeni na
hranici jadro-plast R. na povrch R vdaka spojitosti na hraniciach

1
yM(R) = ( II Y(i)(ri+1,s)Y(i)_1(7‘i,s)> I.C.. (A.10)
i=N—1
Hrani¢né podmienky na povrchu:
20+1
y2(Rs) =0 y4(Rs> =0 yﬁ(Rs) - R ’ (Al]-)

o4



a hrani¢né podmienky v strede telesa:

y1(0) =0 y3(0) =0 y5(0)=0, (A.12)

teda radialne a tangencialne napétia st nulové na povrchu, gravitaény potencial
je spojity; a radidlne a tangencialne posunutia, gravitacny potencial si nulové pre
r = 0.

Pri vypocte slapového zahrievanie v rovnici sa vyuziva Loveovo ¢islo ko,
ktoré v nasom pripade mdzeme jednoducho vypocitat pomocou funkcie y; ako

]{32 = —y5(R7CU) —1. (Al?))

Komplexna hodnota potencidlového Loveovho ¢isla je imernd rychlosti disipacie
slapovej energie a zavisi na rigidite a viskozite (Bierson a Nimmo, 2016]).
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