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Uvod

Jesté tomu neni ani 200 let, co Nikolaj Ivanovi¢ Lobacevskij publikoval své
poznatky o nové objevené geometrii, kterou na jeho pocest nazyvame Lobacev-
ského geometrie. Piibéh jejiho objevu vsak zacina jiz kolem roku 300 pf. n. L.,
kdy Eukleidés sepisuje svou knihu Zaklady. V nich totiz formuluje pét postulati,
jakychsi zédkladnich stavebnich kameni geometrie, a pravé ten paty pak trapil
celé generace matematikt. Celd staleti se totiz snazili dokazat, ze pro vybudo-
vani znamé (tzv. eukleidovské) geometrie staci jen prvni ¢tyfi postulaty a ze paty
uz z nich lze odvodit.

A7 na pocatku 19. stoleti se nezavisle na sobé povedlo Carlu Friedrichu Gaus-
sovi, Janosi Bolyaimu a Nikolaji [vanovi¢ovi Lobacevskému udélat velky myslen-
kovy krok, oprostit se od realného svéta, od veskeré znamé geometrie, a tak se
pred nimi oteviel novy geometricky svét, kde trojuhelniky maji soucet vnitinich
uhli mensi nez 180°, neexistuji podobné trojuhelniky ani primky, které by od sebe
byly stale stejné vzdédlené, nebo kde tfeba nemitzeme sestrojit trojihelnik o li-
bovolné velkém obsahu. To jsou jen néktera z prekvapivych tvrzeni z geometrie,
které se na pocest jednoho z jejich objevitelu fika Lobacevského geometrie.

Praveé s nékterymi témito vysledky jsem se setkala jiz na gymnéaziu a pokladala
jsem si otézky: Jak je tohle mozné? Co dalsiho z bézné geometrie nemusi platit?
A jak to spolu vSechno souvisi? Tato prace je urcena dalsim stiedoskoldakim (ale
nejen jim), kteri se také s témito informacemi setkali a pokladaji si stejné otazky.
Nebo si prosté jen radi rozsifuji své obzory nad ramec skolnich osnov.

Nabizi se otazka, proc¢ se takovou geometrii vitbec zabyvat. Dtivodii je spousta.
Lobacevského geometrie se pro nas stane prostredkem, kterym nahlédneme pod
poklicku moderni matematiky:

o Diky tomu, ze nas pribéh zac¢ind u Eukleidovych Zékladu, si povime o axi-
omatizaci geometrie. To pro ¢tenafe miize byt prinosné proto, ze takto se
dnes pristupuje k mnoha odvétvim v matematice.

o Objev Lobacevského geometrie prinesl zménu v pristupu k pravdivosti tvr-
zeni, coz byl velky krok k moderni matematice.

» Matematika byla dlouho chdpana hlavné jako néastroj pro aplikované védy
jako je treba fyzika nebo astronomie. Nyni ji chdpeme jako samostatnou
védu, ktera si klade vlastni otdzky a Tesi vlastni problémy. Nevyzaduje se,
aby TeSeni matematickych problémi mélo ,praktické vyuziti“, ackoliv pro
mnoho abstraktnich teorii se preci jen nakonec vyuziti najde. Lobacevského
geometrie muze byt péknym prikladem tohoto jevu, a to véetné toho, ze
nakonec nasla uplatnéni. Lze ji vyuzit napt. pii vypoctu nékterych neur-
¢itych integralti nebo jako nastroj pro studium specialni teorie relativity.
Lobacevského geometrii miizeme objevit také v uméni, napt. v mozaikach
nizozemského umélce M. C. Eschera. [Tihlarikova, [2010]

o Abstraktni koncept, kterym Lobacevského geometrie je, muze ¢tenari po-
slouzit jako cviceni pro rozvoj abstraktniho mysleni.



o Neeukleidovské geometrie, kam se Lobacevského geometrie fadi, jsou téma
oblibené i u laické verejnosti. Diky tomu se mizete na internetu docist
mnoho nepresnych ¢i zavadéjicich informaci. Kdyz si v tom vsak udélate
jasno, takové informace vas uz nezmatou.

e A pokud vas zadny z uvedenych bodu nepresveédéil, myslim, ze o Lobacev-
ského geometrii ma smysl mluvit uz jen proto, ze jeji objev vytesil otazku,
jak to tedy je s tim patym postuldatem, ktera trapila matematiky cela dve
tisicileti.

Historie objevu Lobacevského geometrie je tedy ziejmé dlouha, napinava a da
nam skvely ivod do celé problematiky. Proto ji vénujeme prvni kapitolu. Diky
tomu se sezndmime s pojmy, které si objasnime ve druhé kapitole.

Abychom na zavér mohli spolecné objevit néktera tvrzeni z Lobacevského geo-
metrie, musime napred prozkoumat absolutni geometrii, ze které Lobacevského
geometrie vychazi, a eukleidovskou geometrii. Tém se proto budeme vénovat ve
treti a ¢tvrté kapitole. V nasledujici kapitole pak konecné odvodime tvrzeni z Lo-
bacevského geometrie, po které si jisté budete klast otazku, jak si to vsechno
predstavit. Na to se pokusi odpovédét kapitola Sesta.

Pro nékteré ¢tenare to mozné bude prvni setkani s ,, vysokoskolskou matemati-
kou*, kterd se, jak mi jisté kazdy, kdo nastoupi ke studiu matematiky na Matfyzu,
potvrdi, od stfedoskolské matematiky velmi lisi. Nejen, ze se zaobirame abstrakt-
neéjsimi koncepty, ale také ¢asto neklademe tolik diraz na intuici a procvicovani
jako na stredni skole, ale spis na formalni budovani stylu ,definice—véta—diikaz“.

Definicim, tvrzenim a jejich diikazim se nevyhyba ani tato prace, snazi se vsak
¢tenari jejich pochopeni co nejvice ulehcit. Vsechny dikazy, které jsem prevzala
predevsim z knihy Lobacevského geometrie a elementy zakladi geometrie (Kutu-
zov},[1953)), byly zprehlednény a doplnény o chybéjici mezikroky. Orientaci v dika-
zech a ilustracich k nim by mélo zlepsit vyuziti barev oznacujici napt. jednotlivé
geometrické objekty. V praci nechybi vysvétleni klicovych pojmi ze stredoskolské
matematiky. Misto dva pravé uhly piseme 180°. Pro jednoduchost volim stuprio-
vou miru a ne obloukovou (pokud to Ize), se kterou nejsou studenti stfednich skol
tolik zvykli pracovat jako se stupni.

Zavérem bych rada zminila dalsi publikace, ze kterych jsem kromé [Kutu-
zov), |11953] ¢erpala a které muzu doporucit. Obsahlou kapitolu o historii Lobacev-
ského geometrie najdete v knize Zéklady neeukleidovské geometrie Lobacevského
planimetrie (Gatial a Hejny, 1969). V ¢asti o Hilbertové axiomatizaci vychézim
z The Foundations of Geometry (Hilbert, [1950). Informace o kategoriich pravdy
v matematice jsou pievzaty ze stejnojmenné publikace (Drabek a Silaroval, [2001)).



1. Historie vzniku Lobacevského
geometrie

1.1 Paty postulat

Nas pribéh zac¢ina okolo roku 300 pf. n. L. ve starovéké Alexandrii, kde matema-
tik Eukleidés sepisuje svou knihu Zaklady. V ni shrnuje vSechny tehdejsi poznatky
z matematiky. Hlavné z planimetrie (geometrie v roviné, ddle budeme psat pouze
geometrie), ale vénuje se tfeba i pomérum, prvocislim, iracionalnim ¢islim nebo
stereometrii (geometrii v prostoru). Pofadi, ve kterém poznatky uvadi, neni na-
dokazuje pomoci predchozich, diive dokédzanych, jednodussich tvrzeni.

Pokud k dokazani néjakého tvrzeni pottebuji jednodussi tvrzeni a k jejich
dokéazani dalsi jednodussi tvrzeni atd., je jasné, ze tenhle postup se musi nékde
zastavit. Musi existovat néjaka tvrzeni, ktera prosté budeme povazovat za platna,
aniz bychom je dokazovali. Takovym zakladnim tvrzenim v matematice fikame
azriomy.

Eukleidés dospél k péti axiomiim, ze kterych zvladl vybudovat vSechnu tehdy
znamou geometrii. Téchto pét axiomu je znamych také jako pét Eukleidovych
postulatii. Jsou to tyto [Sir, 2011} str. 115, upraveno]:

1. Necht se pozaduje, aby bylo mozno vést primou ¢aru z kazdého bodu do
kazdého bodu.

2. A omezenou primou ¢aru souvisle prodlouzit primym smérem.
3. A pro kazdy stred a kazdy rozestup narysovat kruh.
4. A aby si vSechny pravé thly byly navzajem rovny.

5. A jestlize néjaké dvé primé ¢ary protne jinad prima cara tak, ze vytvori na
jedné strané vnitini ihly mensi nez dva pravé, pak aby se tyto primé c¢ary,
budou-li protazeny do nekonecna, setkaly na té strané, na které jsou tuhly
mensi nez dva pravé.

Prvni ¢tyfi axiomy jsou kratké a primocaré. Oproti nim zni paty postulat
ponékud komplikované. Pojdme si rozebrat, co nam tika: Na obrazku 1.1 je rtzo-
vou barvou vyznacena dvojice vnitinich hl, jejichz velikost je dohromady rovna
180°, tedy dvéma pravym uhlim. Paty axiom 1ika, ze pokud je soucet velikosti
takto vytvorenych thli mensi nez 180°, pak uz se ptimky na dané strané protnou.
Ztejmé, pokud by byl jejich soucet vétsi nez 180°, budou mit soucet mensi nez
180° 1hly k nim vedlejsi, a tedy se primky protnou ,na druhé strané®.

Pravé komplikovanost znéni patého postulatu vedla celé generace matematikii
k tomu, ze vérili, ze axiomy jsou pouze ¢tyti a paty postulat lze pomoci nich
dokazat, tedy zZe neni axiomem. Chtéli ukazat, ze vSechno, co v geometrii plati
(véetné patého postuldtu), 1ze dokdzat jen z prvnich ¢tyf axiomu. Jinymi slovy,
7e paty axiom neptridava do geometrie nic nového a ze geometrie vybudovana
z prvnich ¢tyT i ze vSech péti axiomi bude stejna.



Obrazek 1.1: Ilustrace patého postulatu.

1.2 Eukleidovska geometrie

Myslenka axiomu se pouziva dodnes, a to nejen v geometrii. Mnoho odvétvi
matematiky se snaZzi o tzv. axiomatizaci, tedy mit seznam axiomu (a néjakych
primitivnich pojmaii), ze kterych lze dany obor vybudovat.

Nicméné v geometrii se ukazalo, ze Eukleidovych pét postulati nestaci. Pro-
toze se se zakladnimi geometrickymi vztahy setkavame jiz od tutlého véku, ne-
napadlo by nés je néjak rozporovat nebo zduraznovat. A néco takového se stalo
i Eukleidovi. Nékteré véci explicitné nezminil, nedefinoval, a presto je pouzival.
[Hlavaty, 1926, kapitola I, oddil 2].

Pokud si chcete umét predstavit, jaky typ tvrzeni mam na mysli, je to napf.
Jestlize body A, B, C lezi na jedné primce a bod B lezi mezi body A a C, pak leZi
také mezi body C a A. |Hilbert|, 1950, preloZeno| Zd4 se to jasné, ze? Jasné je
nam to proto, ze to odpovidd nasi zkusenosti s redlnym svétem. Ale az budeme
budovat Lobacevského geometrii, kterd nasemu svétu neodpovida, chceme mit
vse poctivé zavedené, abychom v nasich myslenkach neudélali chybu.

Ziejmé tedy bylo potfeba sestavit novy systém axiomii. Dodnes nejznaméjsi
a nejpouzivanéjsi systém axiomii predstavil v roce 1899 némecky matematik Da-
vid Hilbert. Jeho systém obsahuje 20 axiomu rozdélenych do péti skupin:

[. axiomy incidence (7 axiomu)
II. axiomy usporadani (5 axiomti)
III. axiom rovnobéznosti
IV. axiomy shodnosti (6 axiomu)

V. axiom spojitosti

Napf. vyse zminéné tvrzeni o poloze bodi A, B a C je prvni z axiomli uspo-
radani. Nas ale nejvic bude zajimat tfeti skupina axiomi — axiom rovnobéznosti.
Tato skupina obsahuje jen jediny axiom a tim je pravé Eukleiduv paty postulat.
V préaci budeme déle hovorit o péti postulatech, protoze tak se odvijel historicky
pribéh vzniku neeukleidovské geometrie. Nicméné vSe, co si o patém postulatu
fekneme, muzeme formulovat pro treti skupinu Hilbertovych axiomu, a tim mit
vse formalné zavedené i z pohledu dnesni matematiky.



Geometrii, kterou vybudujeme z péti Eukleidovych postulata (resp. z Hilber-
tovych dvaceti axiomi1), budeme nazyvat eukleidovskd geometrie. Je to ta geome-
trie, se kterou se setkdvame uz od prvni tfidy a ktera odpovida realnému svétu.
Vlastné je to jedind geometrie, se kterou se na zékladni a stfedni skole muzete
setkat. Proto je obtizné si predstavit, jaka jind geometrie mize existovat.

Kdyz vsak pochopime, jak je eukleidovska geometrie budovana a jaké vlast-
nosti ndm prinasi ktery axiom, snadno pochopime, co nového nam prinesly snahy
o dikaz patého postulatu. Stejné jako pred Lobacevskym se pred nami otevie
nova, neeukleidovskd geometrie, kterou na jeho pocest nazyvame Lobacevského
geometrie.

1.3 Ekvivalence vyrokt

V dalsi ¢asti naseho pribéhu budou dilezité tvrzeni, kterd jsou s Eukleidovym
patym postulatem ekvivalentni. Proto si ted pfipomeneme, co znamena, Ze jsou
vyroky ekvivalentni.

Rikdme, Ze vyroky A a B jsou ekvivalentni (znacime A < B), jestlize vyrok A
implikuje vyrok B (z vyroku A vyplyva vyrok B) a zaroven vyrok B implikuje
vyrok A, neboli

(A= B) N (B=A).

V nasem pripadé budeme mit tvzeni A a B. Budeme-li povazovat za paty
postulat tvzeni A, musi byt mozno pomoci néj (a ostatnich postulati) dokazat
tvrzeni B a naopak. Intuitivné, musi byt jedno, které z ekvivalentnich tvrzeni
zvolime jako paty postulat, vzdy musime vybudovat stejnou (eukleidovskou) geo-
metrii.

Tvrzeni, ktera jsou s patym postuldatem ekvivalentni, potrapila nejednoho ma-
tematika pri snahach o dikaz patého postulatu. Kolikrat uz to totiz vypadalo,
ze se dikaz podarilo najit. Bohuzel, diikkaz byl vzdy chybny. Jaké byly nejcastéjsi
priciny?

o Pouziti tvrzeni, které je ekvivalentni s patym postulatem.

o Snaha chapat pravdivost geometrickych vysledkl ve smyslu korespondencni
pravdy (viz sekce 1.4).

Casto byla chyba pravé v tom, ze matematik vyuzil néjaké tvrzeni, které je
s patym postulatem ekvivalentni, aniz by si tuto ekvivalenci uvédomil. Tim tedy
budoval geometrii stale z péti axiomil, a ne ze ¢tyr. Pak neni divu, ze vybudoval
eukleidovskou geometrii a mél pocit, ze nasel hledany dtkaz.

My se pozdéji k tvrzenim, ktera jsou s patym postulatem ekvivalentni, vra-
time, takze uvidite, ze ekvivalence tvrzeni nebyva vidét na prvni pohled. Bude to
pro nés ale skvély zdroj informaci o tom, co ndm z péti axiomi budovana geome-
trie prindsi, a to nam pomuze nahlédnout do vlastnosti geometrie neeukleidovské.

Co se urcovani pravdivosti tyka, pravé objev Lobacevského geometrie v ném
zpusobil velky pokrok, proto se na pravdivost tvrzeni podivame podrobnéji v na-
sledujici sekci.



1.4 Hledani diikazu a pravdivost tvrzeni

Matematickd véta ma predpoklady, ze kterych vyplyva tvrzeni. Jedna se tedy
o implikaci A = B, kde A jsou predpoklady a B tvrzeni. Jeden z postupu, ktery
byl pii snahach o dikaz patého postulatu vyuzivan, byl diikkaz sporem, ktery je
zalozen na ekvivalenci formuli A A =B a =(A = B). Mdme tedy predpoklady A
a negaci tvrzeni B a snazime se ukazat, ze plati zaroven, coz vsak vede ke sporu.
Tedy plati negace =(A A =B), kterd je ekvivalentni s vétou ve tvaru implikace
A = B, kterou jsme chtéli dokdzat. Ekvivalenci (A = B) < —(A A =B) lze
snadno dokazat pomoci tabulky pravdivostnich hodnot.

A B A=B|-B AAN-B —(AA-B)
0 0 1 1 0 1
0 1 1 0 0 1
1 0 0 1 1 0
1 1 1 0 0 1

Tabulka 1: Tabulka pravdivostnich hodnot — diitkaz sporem.

Déle je potieba zminit dilezitou véc: geometrie vzdy byla oborem, kde si slo
veskeré poznatky ovérit prakticky — prosté si to narysujeme, zmérime a je to. Tedy
jestli je néjaké geometrické tvrzeni pravdivé ¢i ne, to posoudime podle toho, zda
odpovida readlnému svétu a nasim zkusenostem. Tomuto typu pravdivosti se rika
korespondencni pravda. [Drabek a Silarova, 2001]

Kdyz uz se tedy néjaky matematik pokusil dokazat paty postulat touto ces-
tou, brzy si myslel, Ze nalezl spor, protoze ziskal tvrzeni, které odporovalo jeho
zkusenosti.

Nejspis prvni, kdo si uvédomil, ze bude potieba se oprostit od realného svéta
a Tidit se pfi urcovani pravdivosti pouze vybudovanou teorii, byl Carl Friedrich
Gauss. Pravdivost tvrzeni urcoval podle toho, zda si neodporovalo s nékterym
z axiomil nebo z nich ziskanych tvrzeni, ne podle intuice ¢i dosavadnich zkuse-
nosti. To byl velky posun — od korespondencni pravdivosti k pravdivosti séman-
tické. Bez tohoto posunu by nemohlo dojit k objevu Lobacevského geometrie.

1.5 Gauss

Carl Friedrich Gauss je jisté jeden z nejvétsich matematiki vSech dob. Tento
némecky velikan zil mezi lety 1777 a 1855 a svou stopu zanechal nejen v mnoha
odvétvich matematiky, ale tfeba i v astronomii. Je po ném pojmenovano mnoho
matematickych tvrzeni i objekti — mozna uz jste slyseli o Gaussové kiivce. Nebo
az se budete vénovat ve skole komplexnim ¢isltiim, budete je graficky zakreslovat
do Gaussovy roviny.

Gaussovu genialitu dokresluje historka, ktera o ném koluje: U¢itel na zdkladni
skole si chtél na chvilku odpocinout od svych zackt. Zadal jim tedy tikol secist
vsechna ¢isla od 1 do 100. Predpokladal, ze jim tento tkol zabere celou hodinu.
Jaké bylo jeho prekvapeni, kdyz maly Gauss po chvilce prisel se spravnou odpo-
vedi! Uvédomil si totiz, ze se¢tenim prvniho a posledniho cisla, druhého a predpo-
sledniho atd. ziska stale stejnou hodnotu: 1+ 100 = 2+99 = ... = 101. Takovych



dvojic ¢isel je 100/2 = 50. Gaussovi tedy stacilo jen vynasobit 50 - 101 a vysledek
5050 byl na svéte.

Nyni uz ale zpét k dikazu patého postulatu. Samozrejmé i Gauss zméril sily
s timto matematickych problémem. Pokusil se o ditkaz sporem. Vzal si tedy negaci
patého postulatu a snazil se najit spor. Bezispésné. Geometrie, kterd vznikala
z prvnich ¢tyT axioml a negace patého axiomu byla sice zvlastni, neodpovidala
geometrii, na kterou jsme zvykli a ktera odpovida svétu kolem nas. Ale sama sobé
nikde neodporovala, zadna ze ziskanych tvrzeni nebyla navzajem ve sporu.

Gauss si uvédomil, ze takovato geometrie dava smysl. Nikdy o ni ale Zadnou
praci nepublikoval, své poznatky nikdy nezvefejnil. Pro¢? Mozna se bal nepo-
chopeni a vysméchu. Kniha Tryznivé tajemstvi (Vopénka, 2003) zase predstavuje
moznost, ze o neeukleidovské geometrii napsat nesmél, protoze musel zachovat
zednarské tajemstvi, které mu bylo svéreno a které ho k neeukleidovské geometrii
privedlo. Nikdy uz se s jistotou nedovime, jaky byl jeho duvod, jisté ovsem je, ze
o neeukleidovské geometrii védél. Zachovala se totiz jeho korespondence, ze které
to jasné plyne.

1.6 Bolyai a Lobacevskij

Matematik, ktery jako dalsi dosel az k objevu neeukleidovské geometrie a ktery
navic své poznatky publikoval, byl Janos Bolyai (¢ti bdjaj), madarsky matematik,
ktery zil mezi lety 1802 a 1860. Jeho otec byl Farkas Bolyai (1775-1856), taktéz
vyznamny madarsky matematik a hlavné spoluzak a dobry ptitel Carla Friedricha
Gausse. Farkas Bolyai a Gauss se béhem studii spole¢né snazili o dikaz patého
postulatu. Byl to ale az Farkastv syn Janos, ktery si uvédomil, ze marné pokusy
o diikaz sporem vytvareji novy geometricky svét. Kdyz v roce 1832 Farkas publi-
koval své matematické dilo Tentamen, jeho syn Jdnos k nému napsal Appendix,
prilohu, ve které shrnul své poznatky o neeukleidovské geometrii.

Janostv Appendix ale ztistal matematickou verejnosti vice méné nepovsimnut.
Pokud ho pfreci jen nékdo cetl, nejspis si pomyslel, ze se tento neznamy mlady
matematik zblaznil. Gauss samoziejmé o Appendixu védél, Farkas a Janos zadali
Gausse o nazor, jesté nez Tentamen vysel. Gauss zaslal Farkasovi dopis, ve kterém
Janosovy objevy chvali, ale také pise, ze vSechny tyto poznatky objevil jiz pred
mnoha lety. Tato korespondence je jeden ze zdroju, diky kterému vime, ze Gauss
o neeukleidovské geometrii védél. Janos mél ale pocit, ze se ho timto Gauss snazi
pripravit o jeho objev.

Kdyz Janos neuspél s neeukleidovskou geometrii, zaméril se na dalsi velké
matematické problémy. Bohuzel, zvolené problémy byly nad jeho sily, Janos se
tedy za svého zivota nijak vyrazné neprosadil. Zemfel v chudobé ve véku 57 let.
Gausse prezil o pét let, svého otce o CtyTi.

Ve stejné dobé, tedy ve druhé poloviné 20. let 19. stoleti, se ale neeukleidovska
geometrie objevila v mysli jesté jednoho matematika. Tim byl Nikolaj Ivanovic
Lobacevskij, rusky matematik, profesor a pozdéji rektor Kazanské univerzity,
ktery zil mezi lety 1792 a 1856. I on se rozhodl své myslenky publikovat, konkrétné
to bylo v roce 1829 v casopise Véstnik Kazanské univerzity.

Na rozdil od Appendixu prispévek Lobacevského neztistal nepovSimnut. Zustal
ale nepochopen. Existuji dokonce recenze, kde si jejich autor mysli, Ze si z nich
Lobacevskij déla legraci, kdyz seridozné publikuje geometrii, ktera ,nedava smysl“.



Jiz nyni vime, zZe na jeji objev se bylo tfeba oprostit od redlného svéta, jeji tvrzeni
tedy nebudou odpovidat tomu, na co jsme zvykli. Az si pozdéji predstavime
nekteré vysledky Lobacevského geometrie, budete to moci posoudit sami.

1.7 Vyznam objevu Lobacevského geometrie

Je urcité treba zminit dva prinosy objevu Lobacevského geometrie:

Zaprvé, objev Lobacevského geometrie vytesil dilema nékolika generaci ma-
tematikt, zda je paty postulat opravdu axiomem, nebo je dokazatelny z prvnich
¢tyT postulat. Vzhledem k tomu, Ze podle toho, jak paty postulat zvolime, do-
staneme bud eukleidovskou, nebo Lobacevského geometrii, tak paty postulat roz-
hodné nelze dokazat s pomoci prvnich ¢tyt axiomt. Je tedy také axiomem a jak
jsme jiz zminili, vyuziva ho i dnes vSeobecné uznavana Hilbertova axiomatizace.

Zadruhé, aby mohla byt objevena, bylo tfeba ptfestat vyhodnocovat pravdivost
tvrzeni na zakladé nasich zkusenosti a prejit k sémantické pravdivosti, coz zménilo
celou filozofii matematiky.



2. Zakladni pojmy

Eukleidovska geometrie, neeukleidovskéd geometrie, Lobacevského geometrie...
Abychom si v téchto a dalsich dulezitych pojmech udélali jednou pro vzdy jasno,
shrneme si je prehledné v této kapitole.

Eukleidovska geometrie

Ta geometrie v roviné, kterou zname ze skoly a kterou popsal David Hilbert
svymi péti skupinami axiomu. V nasem historickém pribéhu je to ta geometrie,
kterou se snazil vybudovat FEukleidés ze svych péti postulati. Neni nutné brat
axiomy v puvodnim znéni, je mozné néktery z postulati nahradit tvrzenim, které
je s nim ekvivalentni. Stéle ziskdme stejnou geometrii. Néktera tvrzeni ekviva-
lentni s patym Euklidovym postuldtem (Hilbertovym axiomem rovnobéznosti) si
predstavime ve ¢tvrté kapitole.

Lobacevského geometrie

Pokud vyménime Hilbertiiv axiom rovnobéznosti za jeho negaci, vybudujeme
z ni a ze zbylych ¢tyt skupin axiomt geometrii, kterou na pocest Nikolaje Ivano-
vice Lobacevského nazyvame Lobacevského geometrie. Protoze je to geometrie,
kterd neni eukleidovska, mizeme se setkat i s pojmem neeukleidovskd geometrie.
V této préaci to budou synonyma.

Absolutni geometrie

Vsimnéme si, ze ¢tyti skupiny axiomu jsou spolec¢né pro eukleidovskou i Loba-
cevského geometrii. Tedy i néktera tvrzeni budou mit tyto dvé geometrie spolec¢né.
Geometrii, kterou vybudujeme z Hilbertovych axiomi, pokud odebereme axiom
rovnobéznosti, nazyvame absolutni, nebo také neutrdlni geometrie.

Pangeometrie

Kdyz vyjdeme z absolutni geometrie a pridame k ni paty postulat, ziskame
eukleidovskou geometrii. Kdyz k ni pridame negaci patého postulatu, ziskame
Lobacevského geometrii. A zaddna dalsi moznost uz neni, paty postulat bud plati,
nebo neplati, zddnou jinou geometrii jako nadstavbu absolutni geometrie vybu-
dovat nemtiizeme. Lobacevskij tuto ,,veskerou moznou geometrii“; tj. geometrii
eukleidovskou spolecné s geometrii neeukleidovskou (Lobacevského), nazyva pan-
geometrie. |Smith, (1984, str. 362]
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3. Absolutni geometrie

Nyni si predstavime nékolik tvrzeni, ktera plati v absolutni geometrii, a tedy
i v obou geometriich, které z ni ziskdme pridanim patého postulatu ¢i jeho negace
— v geometrii eukleidovské i neeukleidovské. Diky tomu se setkdme s prvnimi
tvrzenimi, kterd plati v Lobacevského geometrii.

Za pravdiva povazujeme v matematice jen ta tvrzeni, kterd lze dokézat. Navic
ditkaz nam kromé ovéreni, ze je to, co fikame, skutecné pravda, c¢asto prinasi
i hlubsi pochopeni daného tvrzeni. Proto si tvrzeni nejen uvedeme, ale i dokazeme.

Definice a tvrzeni a jejich dikazy, které najdete v této kapitole, pochézi z knihy
Lobacevského geometrie a elementy zékladia geometrie (Kutuzov, 1953), odkud
byly prevzaty s upravami, dikazy byly zptehlednény, doplnény o chybéjici mezi-
kroky a obrazky byly opatfeny barvami, které snad napomiizou lepsimu pocho-
peni.

Tvrzeni 1. Vnéjsi ihel trojuhelniku je véetsi nez kterykoli jeho vnitrni wuhel, ktery
s nim neni vedlejsi.

Vnéjsi uhel trojuhelniku je thel, ktery je vedlejsi s nékterym jeho thlem vniti-
nim. Na obrazku 3.1 muzeme vidét vnéjsi thel 4, ktery je vedlejsi k vnitinimu
thlu «. Tvrzeni [1| nam tika, Ze tento thel je vétsi nez thly 5 a ~.

5 /a B

/

§>Bad>n

v

Obréazek 3.1: Vnéjsi thel 0 je vedlejsi tihel k vnitfnimu thlu a.

Toto tvrzeni formuloval a dokézal Eukleidés ve svych Zakladech jako svou
Sestndctou vétu [Servit, 1907]. I Eukleidés ve svych Zékladech napred uvadél
tvrzeni, ke kterym nepotieboval paty postulat, tedy tvrzeni z absolutni geometrie.

Tvrzeni 1 si nyni dokazeme. Zvolime si libovolny trojihelnik ABC' a budeme
chtit ukézat pozadovanou vlastnost. K tomu vyuzijeme shodné trojuhelniky, pro-
toze pro jejich prislusné uhly plati, Ze maji stejnou velikost, coz se nam bude
hodit:

Diikaz. Méjme trojuhelnik ABC'. Na poloptimce BC' zvolme mimo tsecku BC
bod D (viz obrazek 3.2). Budeme chtit ukézat, ze tthel DC'A je vétsi nez uhly
BAC a ABC.

Stied tsecky AC' oznacme FE. Plati tedy . Na poloptimce BE
zvolme bod F # B tak, aby |BE| = |EF|. Uhly AEB a C'EF jsou vrcholové tihly,
proto maji stejnou velikost. Trojihelniky ABE a C'F'E jsou tedy shodné podle
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véty sus, protoze se shoduji ve stranach a uhlu, ktery sviraji. Shodné troju-
helniky maji stejné dlouhé vsechny odpovidajici si strany a stejné velké vsechny
odpovidajici si thly. Proto dale plati, Ze:

[AB| = |CF|,

|<ABE| = |<CFE|.

D

Obrazek 3.2: K diikazu tvrzeni [II

Plati:
|<DCE| >
Protoze |[<DCE| = |<DCA| a = = |<BAC|, ukazali jsme, ze
|<DCA| > |«BAC|,

coz jsme chtéli dokdzat. Obdobné bychom ukazali, ze |[<DCA| > |<ABC/|. Nasli
bychom stfed strany BC' atd.
O]

Vpravo na konci predchoziho odstavce jste si mohli v§imnout malého c¢tve-
recku. Ten v matematice oznacuje konec dikazu, a tim prehledné oddéluje tvr-
zeni a jeho dikaz od zbytku textu. Diky ¢tverecku naprt. vite, Ze tento komentar
uz k samotnému ditkazu nepatii.

Dalsi tvrzeni, které si uvedeme, bude hovorit o rovnobézkach. Proto bychom
si méli ujasnit, co znamena, zZe jsou primky rovnobézné:

Definice 1 (Rovnobézky). O dvou rizngch primkdch rekneme, Ze jsou rovno-
bezné, jestlize leZi v jedné roviné a nemaji Zadny spolecny bod.

U této definice bych chtéla zduraznit dvé véci. Zaprvé, vsimnéme si, ze tato
definice povazuje za rovnobézky pouze dvé ruzné primky, které splnuji dané pod-
minky, i kdyz my jsme ze Skoly nejspis zvykli povazovat za rovnobézky i dvé
primky, které splyvaji.

Zadruhé, jisté vas napada, ze rovnobézky, jak je znate, by slo urcité definovat
i jinak, tfeba jako primky, které maji od sebe stéle stejnou vzdélenost (jinymi
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slovy jsou ekvidistantni). Pro¢ jsme nevyuzili této definice? Nase definice ne-
primek. V matematice se Casto snazime pracovat s minimem potfebnych pojmi
a ukazuje se, ze velkou ¢ast geometrie 1ze vybudovat i bez pojmu jako vzdélenost
a velikost. Této geometrii fikame afinni geometrie. I v ni bychom radi definovali
rovnobézky a pomoci nasi definice to udélat miizeme, protoze nevyuziva pojem
vzdalenosti.

To byla ale spis poznamka na okraj k tomu, jak ,funguje matematika‘“. Exis-
tuje totiz jeden mnohem zdsadnéjsi duvod, pro¢ chceme vyuzit nasi definici [1}
definice pomoci stale stejné vzdéalenosti v Lobacevského geometrii nefunguje. Lze
totiz ukazat, ze existence dvou ekvidistantnich piimek je ekvivalentni s patym po-
stuldtem a tudiz v Lobacevského geometrii takové piimky neexistuji. [Pavlicek,
1953]

V tomto textu se proto dale budeme fidit definici[l} A nyni uz ke slibovanému
tvrzeni o rovnobézkach:

Tvrzeni 2. Ke kaZdé primce lze bodem, ktery na ni nelezi, vést alespon jednu
rovnobézku.

Nez se pustime do dikazu, uvédomme si, ze tvrzeni [2l ndm nefika nic o tom,
kolik téchto rovnobézek je, jen ze vzdy alespon jedna existuje. Pocet rovnobé-
zek se pozdéji ukaze jako jeden z rozdili mezi eukleidovskou a neeukleidovskou
geometrii.

Dtikaz tvrzeni provedeme konstruktivné — ukazeme, jak takovou rovnobézku
sestrojit. Ze se opravdu bude jednat o rovnobézku, ukazeme sporem. K ziskani
sporu pak pouzijeme tvrzeni [I}

Dikaz. Méjme zadanou primku AA” a bod B, ktery na ni nelezi. Body A a B
prolozme piimku. Bodem B pak vedme piimku BB’ tak, aby stiidavé ahly A’AB
a B'BA mély stejnou velikost (viz obrézek 3.3).

Obrazek 3.3: K ditkazu tvrzeni 2L

Piimky AA" a BB’ jsou zfejmé navzdjem ruzné. To, Ze nemaji zadny spole¢ny
bod, mizeme ukéazat sporem: Predpokladejme, Ze spolecny bod maji, tfeba v po-
loroviné ABB’. Tento prusec¢ik oznacme S. Podivejme se na trojihelnik ABS.
Uhel A’AB, ktery je vné&jsim dhlem tohoto trojihelniku, je ale stejné velky jako
uhel B'BA, ktery je vnitinim thlem tohoto trojuhelniku. To je ale ve sporu
s tvrzenim [I] Proto pfimky AA’ a BB’ nemaji zadny spolecny bod a jsou tedy
rovnobézné.

]
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Tvrzeni 3. Soucet vnitrnich uhli trojihelniku nemize byt véetsi neZ 180°.

Tvrzeni [3] ndm opét nic neffkd o tom, jaky je soucet velikosti vnitinich thla
v trojuhelniku, jestli 180°, nebo méné. Jen Ze to nemuze byt vice nez 180°. Opét
se ukaze, ze jedna z moznosti bude platit v eukleidovské geometrii a druha v ne-
eukleidovskeé.

Dtikaz povedeme ve tiech krocich:

1. Sestrojime si vhodné nékolik piimo shodnych trojuhelniki.
2. Tim nam vzniknou dalsi trojihelniky, o kterych ukazeme, Ze jsou shodné.

3. Ukazeme, ze soucet uhli v trojuhelniku nemuze byt vétsi nez 180°, tuto
cast dikazu povedeme sporem.

Dukaz.

1. Méjme trojuhelnik ABA; a oznacme po radé jeho vnitini uhly o, 5 a ~
jako na obrazku 3.4. Nanesme na polopfimku AA; body As, As, ..., A, (kde
n je libovolné prirozené ¢islo vétsi nez 1) tak, aby
. Nad kazdou touto tseckou sestrojme trojuhelnik, ktery je
primo shodny s trojuhelnikem ABA;, tak, ze plati |AB| = |AB| = ... =
|A,—1Bn-1] a

Bn—Z

AAV AA:{

1—2

Obrazek 3.4: K diikazu tvrzeni Bl

2. Tim jsme ziskali trOJﬁhelniky BlAlB, B2A2B17 ceey Bn_lAn_an_g. Ukaime,
ze jsou vsechny shodné podle véty sus. Vime, zZe maji dvé stejné dlouhé

strany, a to |AB| = |A\B| = ... = |A, 1B, 1| a

. Jesté tedy musime ukézat, ze jsou shodné i uhly, které sviraji:
|<BA1Bi| =0 =180° — v — a = |<<B1ABs| = ... = |Bp_2A,_1Bn_1|. Ze
shodnosti dostavame |BB,| = |BBy| = ... = | B, 2B, 1]

3. Nyni ukdzeme sporem, ze soucet vSech vnitinich ihla v trojihelniku nemuze
byt vétsi nez 180°. Predpokladejme opak, tedy ze

a+ B +v>180°.

Velikost primého thlu je 180°, proto plati

a+0+y=180°.
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Kdyz tuto rovnost odecteme od nerovnosti vyse, ziskame

a—a+p—-50+v—v>180° —180°,
B—0>0°
5> 0.
Trojuhelniky ABA; a ByA;B se shoduji ve dvou stranach — strana

je spoletnd pro oba trojihelniky a [AB| = |A,B;|. Uhly 8 a § jsou thly
témito stranami seviené. Protoze proti vétsimu thlu lezi vzdy delsi strana

([Servit, 1907], 19. véta), musi byt strana , kterd lezi proti ihlu 3, delsi
nez strana BB, ktera lezi proti ihlu 9, tj.
> |BB].

Dale plati, ze pokud dva dané body spojim libovolnou lomenou ¢arou, bude
jejl délka vétsi nez délka usecky, ktera je témito body urcena. To vyplyva
z trojuhelnikové nerovnosti, kterou Eukleidés dokazal bez vyuziti patého
postulatu jako 20. vétu svych Zakladd [Sir, 2011]. Proto

< |AB|+ |BBi| + ... + |Bn_2Bn_1| +

Protoze nékteré délky v této nerovnosti jsou stejné, miizeme si ji zjednodusit

a upravit:
n- <|AB|+ (n—1)-|BB;| + :
n- —n-|BB;| < |AB| - |BB| + ,
n-( —|BB]) < |AB| + — |BB].

Protoze > | BB;|, mame na levé strané n-ndsobek néjakého kladného
redlného ¢isla, oznacme jej a. Z trojihelnikové nerovnosti mame |AB| +

> , & protoze > |BB,|, dostdvame

|AB| + > |BB].

Proto i na pravé strané nerovnosti mame néjaké kladné realné ¢islo, ozna¢me
jej b. Nase nerovnost ma nyni tvar n - a < b a plati pro libovolné prirozené
n vétsi nez 1.

Tim ale nastava spor. Jisté totiz existuje néjaké prirozené ¢islo n > 1, pro
které uz bude hodnota n - a vétsi nez b, a nase nerovnost tedy nebude
platit. To si mizeme predstavit tfeba tak, ze mame tsecku délky b a tsecku
délky a, ke které pri¢itame usecky délky a, nez bude delsi nez tsecka délky
b. To jisté nékdy nastane, a tak jsme nasli spor s tim, Ze nerovnice plati pro
libovolné prirozené n > 1.

Tim padem byl nas predpoklad, ze soucet vnittnich thli v trojuhelniku je
vétsi nez 180°, chybny. Dokazali jsme tedy, ze soucet vnitinich thlia v troj-

uhelniku je mensi nebo roven 180°.
O
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4. Ekvivalentni vyjadreni patého
postulatu

V prvni kapitole jsme si povidali o historii vzniku Lobacevského geometrie
diky snaze ukazat, ze paty Eukleidiv postulat neni axiom, ale lze ho dokazat
z prvnich ¢tyt Eukleidovych postulati. Zminili jsme, ze ditkaz byl ¢asto chybny
proto, ze jeho autor vysel spravné pouze z prvnich ¢tyt postulati, ale béhem di-
kazu zacal pracovat s néjakym tvrzenim, které je s patym postulatem ekvivalentni
(a neuvédomil si to tfeba proto, ze to bylo néco naprosto zfejmého, co v geome-
trii prece ,musi platit®, viz korespondencni pravda zminénd v sekci 1.4). Tedy
vlastné pracoval s péti postulaty. Pak je jasné, ze paty postulat ve standardnim
znéni snadno dokazal a mél pocit, ze nalezl hledany dikaz.

Diky tomu zname mnoho tvrzeni, kterd jsou s patym postuldtem ekvivalentni.
Nize si nékterd z nich vyjmenujeme a vybrana si dokédzeme nebo alespon nazna-
¢ime myslenku jejich dikazu.
muzeme je chapat také jako tvrzeni, které neplati v neeukleidovské geometrii. Pri-
pominam, ze neeukleidovskou geometrii budujeme z absolutni geometrie pridanim
negace patého postulatu (Hilberova axiomu rovnobéznosti). Je jedno, jaké jeho
»znéni“ zvolime. Af si vybereme libovolné ekvivalentni tvrzeni a paty postulat jim
nahradime, stdle budeme potiebovat jeho negaci pro vybudovani neeukleidovské
geometrie.

4.1 Vycet tvrzeni ekvivalentnich s Eukleidovym
patym postulatem

Uvedena tvrzeni jsou (s Upravami) prevzatd z publikaci |[Kutuzov, 1953,
[Pavlicek, 1953 a preloZzena ze stranky [Wikipedia contributors, 2023].

o K dané primce lze bodem, ktery na ni nelezi, vést pravé jednu rovnobézku.

o Existuji dvé primky, které jsou od sebe stale stejné vzdaleny, tj. které jsou
ekvidistantami.

e Soucet vnitinich hla trojihelniku je roven 180°.

o Existuje alespon jeden trojuhelnik, jehoz soucet vnitfnich hli je roven

180°.

o Plati kosinova véta.
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o Plati Pythagorova Vétaﬂ
o Libovolnymi tremi body, které nelezi v jedné primce, lze prolozit kruznici.
« Pokud jsou ve ¢tyttuhelniku tii thly pravé, pak ¢tvrty thel je také pravy.

o Existuje alespon jeden ¢tytuhelnik, ktery ma vsechny thly pravé.

o Délka strany pravidelného Sestitthelniku vepsaného do kruznice je rovna
velikosti jejiho poloméru.

e Pokud jsou dvé primky rovnobézné s primkou treti, pak jsou rovnobézné
i navzajem.

o Dvé primky, které nemaji spole¢ny bod, tvori s libovolnou ptimkou, ktera
je obé protina, dvojice sobé rovnych stiidavych thla.

o Kazdym vnitinim bodem thlu (ostrého) lze vést alespon jednu primku,
ktera protne obé ramena tithlu mimo vrchol.

4.2 Ditkazy nékterych ekvivalentnich tvrzeni

Poznamka tvodem: vybrané diukazy nejsou tézké na pochopeni, ale mohou
byt zdlouhavé. Protoze znalost dikazi neni nutné pro pochopeni dalsi kapitoly,
je mozné je vynechat.

Dikazy vsech tvrzeni kromé tvrzeni 4] jsou prevzaty z |[Kutuzov, [1953], opét
s upravami, které maji za cil diikaz zprehlednit a doplnit o chybéjici mezikroky.

Tvrzeni 4. K dané primce lze bodem, ktery na ni nelezi, vést praveé jednu rovno-
bézku.

Toto je asi nejcastéjsi ekvivalentni tvrzeni. Je totiz kratsi a ndzornéjsi nez
Eukleidovo znéni patého postulatu, takze se s nim muzete setkat dokonce Castéji
nez s Eukleidovym znénim. Proto se nékdy patému postulatu rika také postuldat
o rovnobéZkdch (a proto je v Hilbertové axiomatizaci paty postulat oznacovan
jako axiom rovnobéznosti). Jak toto tvrzeni odvodit popisuje [Hlavaty, [1926]
v kapitole 1.2.

Pripomenme si, ze originalni znéni 1ika, ze pokud soucet thla, které jsou na
obrazku 1.1 oznaceny ruzové, je mensi nez 180°, pak se prislusné primky protnou.
Stejné tak jsme si promysleli, Ze se primky protnou, pokud bude soucet rtizovych
uhla vétsi nez 180°.

Co se stane, kdyz bude soucet riizovych thla pravé 180°7 Ze své zkusenosti
s eukleidovskou geometrii vime, ze pravé tehdy, kdyz toto nastane, se primky

IPythagorova véta je specidlnim piipadem kosinové véty. Vezméme si pravothly trojihelnik
ABC' s pravym thlem pfi vrcholu C. Kdyz do kosinové véty ¢? = a? + b2 — 2abcos vy dosadime
v = 90°, dostaneme cos 90° = 0, tudiz vyraz —2abcosy = 0 a zbude nam Pythagorova véta
c? = a® 4 b?. Tim jsme ukéazali, jak z kosinové véty vyvodit Pythagorovu vétu.

Je tedy prekvapivé, ze Pythagorova véta je ekvivalentni s kosinovou vétou, prestoze je Py-
thagorova véta jejim specidlnim pripadem. Je tomu tak proto, Zze kosinovou vétu lze odvodit

z Pythagorovy véty (s uzitim goniometrickych funkef).
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neprotnou, tedy nebudou mit spolecny bod a tudiz podle definice (1| budou primky
rovnobézné. Eukleidés toto formalné dokazuje ve svych Zakladech jako 27. vétu
[Servit, [1907]. Dikaz se opirda o podobné myslenky jako dikaz tvrzeni|2| proto si
ho zde podrobnéji uvadét nebudeme.

Tvrzeni 5. Soucet vnitrnich uhli trojuhelniku je roven 180°.

To, ze soucet vnitinich thli v trojihelniku je 180°, je znalost ze zakladni skoly.
My nyni ukazeme, Ze je to tvrzeni ekvivalentni s postulatem o rovnobézkéch,
a proto plati pouze v eukleidovské geometrii.

Diikaz. Protoze chceme ukazat ekvivalenci, musime ukazat obé implikace:

i) Jestlize bodem, ktery na dané primce neleZi, lze sestrojit prdvé jednu rovno-
bezku, pak je soucet vnitrnich dhli v trojuhelniku 180°.

Méjme trojuhelnik ABC' a vrcholem C' vedme rovnobézku se stranou AB, viz
obrazek 4.1.

Obrézek 4.1: Soucet vnitinich thla v trojihelniku je 180°.

Ptimy thel pti vrcholu C' mé velikost 180°. Tedy soucet )
a riuzového thlu je 180°. thel pii vrcholu C je stiidavy thel k uhlu
pri vrcholu A, stejné tak rtizovy thel pri vrcholu C' je stridavy thel k ruzovému
uhlu pri vrcholu B. Protoze prislusné primky jsou rovnobézné, maji stejné barevné
uhly stejnou velikost. Tady vyuzivame axiomu o rovnobézkach.

Protoze , a rtizovy uhel pti vrcholu C' maji dohromady 180°,
i soucet ) a ruzoveho vnitiniho thlu trojuhelniku bude 180°.

ii) Jestlize je soucet vnitrnich whli v trojuhelniku 180°, pak lze k zadané primce
vést bodem, ktery na ni nelezi, prave jednu rovnobézku.

Hned na zacatku poznamenejme, ze kdyz ukazeme toto tvrzeni, dokazeme
ekvivalenci tvrzeni o souc¢tu uhli v trojuhelniku a postulatu o rovnobézkach,
o kterém uz jsme ukézali, Ze je ekvivalentni s Eukleidovym patym postulatem.
Ukazeme tedy, Ze vSechna tii tvrzeni jsou navzajem ekvivalentni.

K ditkazu budeme potiebovat jedno pomocné tvrzeni, tzv. lémma:

Lémma 6. Je dana primka p a bod A, ktery na primce p nelezi. Oznacme B
patu kolmice spusténé z bodu A na primku p. Pokud dostaneme zadany ostry ihel
e > 0° pak existuje na primce p bod M takovy, Ze |<BMA| < e.
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Diikaz. Ukazeme, jak takovy bod M zkonstruovat. Zvolme na piimce p libovolné
bod M rizny od bodu B. Pokud |<BM;A| < ¢, tak bod M ztotoznime s bodem
M, a mame hotovo.

Pokud |<BM;A| > ¢, tak na polopfimmce BM; nalezneme bod M, takovy,
ze . Ozna¢me as shodné thly v rovnoramenném trojihelniku
AM; M,, zbyvajici thel trojuhelniku AM; My oznac¢me (5 a tihel k nému vedlejsi
aq. Podle tvrzeni |3| je soucet thla v trojihelniku 2 - ap + 67 < 180°. Zaroven
ai + 1 = 180°. Z toho dostavame vztah 2 - ap < oy, tedy ap < G

Analogicky mizeme najit bod M3 na p tak, ze . Oznac¢me a3
shodné dhly v rovnoramenném trojihelniku AMsM;s. Pak plati asz < % < %

Po n-tém kroku ziskdme vztah a, < 5. Timto postupem tedy ziskavame stale
mensi thly. Jisté tedy existuje takové prirozené ¢islo n, abychom po n krocich
timto postupem ziskali tihel, ktery uz je mensi nez zadané e.

m

4
DAV
B M,

M2 MS

Obrazek 4.2: Tlustrace lémmatu [0

Vsimnéme si, Ze jsme v dikazu lémmatu nikde nepouzili rovnobézky, jen né-
kolik tvrzeni z absolutni geometrie. A nyni uz k dikazu samotného tvrzeni:

Predpokladame, zZe soucet vnittnich 1hld v trojihelniku je 180°, a chceme
ukazat, ze k dané primce lze bodem, ktery na ni nelezi, vést jen jednu rovnobézku.
Jedna rovnobézka existuje ur¢ité a umime ji sestrojit, oboji zname z kapitoly
o absolutni geometrii. Tyto dvé rovnobézky oznacme a a b jako na obrazku 4.3. Na
primce b zvolme bod B. Budeme chtit ukazat, ze kazda dalsi primka ¢ prochazejici
bodem B uz protina primku a, takze s ni neni rovnobézna.

M A

Obrazek 4.3: Obrazek k dikazu druhé implikace tvrzeni [

Spustme kolmici z bodu B, jeji prusecik s pfimkou a oznacme A. (Existenci
této primky mame zaruc¢enou diky postupu konstrukce z tvrzeni [2| — thel a na
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obrazku 3.3 by byl pravy.) Nyni zvolme na primce b bod B’ ruzny od bodu B. Pro

jednoduchost provedeme diikaz jen pro ty primky ¢, které prochazi pravym thlem

B’'BA. (Hrani¢ni primky jsou primka b, o které vime, ze rovnobézna je, a kolmice

z bodu B, ktera naopak rovnobézna neni. Pro pfimky ,na druhé strané“ by byl
dikaz veden tiplné stejné.)

Oznac¢me C bod primky ¢, ktery lezi uvniti thlu B’ BA. < |<«B'BA]|,

je tedy thel ostry. Zvolme bod M na primce a v poloroviné ABB’ rizny

od bodu A. Tim nam vznikne pomocny pravouhly trojihelnik ABM. Protoze vy-

chézime z predpokladu, ze soucet vnitinich hli v trojihelniku je 180°, je soucet

velikosti Ghla + [<<M BA| roven 90°. Protoze i soucet uhli +
|<tM BA| je roven 90°, plati = . Z predchoziho lémmatu vime,
ze velikost uhlu pri Vrcholu M, a tedy i stejné velkého

uhlu pfi vrcholu B, lze libovolné zmensit. Tedy urcité lze pomocny trojihelnik
ABM zvolit tak, aby pfimka ¢ prochédzela jeho vnitinim thlem [<A BA|, a tedy
uz nutné protinala protilehlou stranu AM, a tudiz i primku a, coz jsme chtéli
dokéazat.

O

Tvrzeni 7.

Toto tvrzeni nerika, jaky je soucet vnitinich thli trojihelniku, jen zZe je to
pro vSechny trojuhelniky stejné cislo.

Chceme ukazat, ze i toto tvrzeni je ekvivalentni s ostatnimi tvrzenimi. Staci
tedy ukazat jeho ekvivalenci s jednim z téchto tvrzeni. Zvolime si soucet vnitrnich
uhla trojuhelniku je roven 180°.

Diikaz. Opét musime ukazat obé implikace:

i) Jestlize je soucet vnitrnich uhli v trojuhelniku roven 180°, pak je soucet
vnitrnich uhli v trojuhelniku roven téZe konstante.

To plati zfejmé, ona spolecnd konstanta pro vsechny trojuhelniky je 180°.

ii) Jestlize je soucet vnitrnich dhli trojuhelniku roven téZe konstanté, pak je
soucet vnitrnich whlu v trojuhelniku roven 180°.

Méjme trojuhelnik ABC jeho vnitini thly ozna¢me po fadé a, § a 7. Zvolme
bod D uvniti strany AB. Usecka C'D nam rozdéli trojihelnik ABC na dva troj-
uhelniky ACD a BCD. Jejich zbyvajici vnitini thly ozna¢me po tadé i, 0y,
resp. 7y, 0z (viz obrazek 4.4).

C

" Y2

a 01\ 02 8

A D B
Obrézek 4.4: Obrézek k dikazu druhé implikace tvrzeni [7]
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Predpokladame, zZe soucet vnittnich thli kazdého trojihelniku je roven téze
konstanté, oznacme ji k. Pak plati:

a+vy +0 =k,

B+ 2+ 02 =k,

a+pB+vy=k,
01 + 05 = 180°.

Sec¢tenim prvnich dvou rovnic a dosazenim ze ¢tvrté rovnice dostavame:

a+ B+ v+ 2+ 01+ 0 = 2k,
Q-+ B+ + 180° = 2k,

k + 180° = 2k,

180° = k.

Konstanta k tedy musf byt rovna 180°, ¢imz mame tvrzeni [7] dokdzéno.

[]
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5. Lobacevského geometrie

Mozna je zvlastni, ze se k jadru tématu dostdvame az na konci préce, ale
pravé diky znalostem, které jsme ziskali v predchozich kapitolach, si nyni spolecné
budeme moci odvodit zajimavé vysledky, které plati v Lobacevského geometrii.

5.1 Odvozeni tvrzeni

Néktera tvrzeni z Lobacevského geometrie zname jiz z kapitoly o absolutni
geometrii. Déale vime, ze Lobacevského geometrii ziskdme z prvnich ¢tyt euklei-
dovych postulati a negace patého postuldtu (presnéji z negace Hilbertova axi-
omu rovnobéznosti a nezménénych zbylych ¢tyt skupin axiomi). V predchozi
kapitole jsme si predstavili cely seznam tvrzeni, kterda jsou s patym postulatem
ekvivalentni. Protoze je jedno, které z tvrzeni si vybereme jako paty axiom, musi
v Lobacevského geometrii platit negace vSech téchto ekvivalentnich tvrzeni.

Proto si nyni znegujeme vybrand tvrzeni z predchozi kapitoly a podivame se,
jaké vysledky ziskame.

5.2 Rovnobézky

Jedno z tvrzeni, které je ekvivalentni s patym postuldtem, tvrdi: K dané
primce lze bodem, ktery na ni nelezi, vést pravé jednu rovnobézku. Pojdme se
spolecné podivat na jeho negaci. Kdyz negujeme tvrzeni, které tvrdi existuje prave
jedna rovnobézka, pak jeho negace musi pokryt vsechny ostatni moznosti. Negaci
tedy je, ze ke kazZdé primce lze bodem, ktery ma dané primce neleZi, vést bud
zZadnou rovnobézku, nebo dvé a vice rovnobézek.

Z kapitoly o absolutni geometrii ale vime, ze alespon jedna rovnobézka vzdy
existuje. Takze v Lobacevského geometrii bude platit, ze k dané primce lze bodem,
ktery na ni nelezi, vést dvé a vice rovnobézek.

5.3 Soucet vnitrnich ahla trojuhelniku

Hned nékolik nasich ekvivalentnich tvrzeni hovotilo o souc¢tu vnitinich thla
v trojuhelniku. Pokud v eukleidovské geometrii existuje alespon jeden trojihel-
nik, jehoz soucet vnitinich thlia je roven 180°, znamend to, ze v Lobacevského
geometrii neexistuje trojuhelnik, jehoz soucet vnitinich uhli je 180°. Plati tedy,
ze soucet vnitrnich whli trojihelniku je mensi neZ 180° nebo vétsi nez 180°. Vzpo-
menme opét na kapitolu o absolutni geometrii. Z té vime, Ze soucet vnitinich
uhli v trojuhelniku nemiize byt vétsi nez 180°. Zbyva nam tedy jedind moznost:
soucet vnitinich hla trojuhelniku je mensi nez 180°.
Dalsi tvrzeni ekvivalentni s patym postuldtem rika:
. Negaci je, ze soucet uhli neni ro-
ven téze konstanté. Kdyz to dame dohromady s predchozim, tak
v neeukleidovské geometrii néjaké
, ale trojuhelniky maji rizny soucet vnitinich
uhl.
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Jak to bude se souc¢tem vnitinich dhla v ¢tyttuhelniku? Kazdy ¢tyithelnik
muzeme ziskat slozenim dvou vhodnych trojihelnikii. V eukleidovské geometrii
maji vnitini dhly v trojihelnicich soucet 180°, a tedy soucet vnitfnich thla ve
¢tyfuhelniku je vzdy 360°. Jelikoz v neeukleidovské geometrii je soucet vnitinich
uhli v trojihelniku mensi nez 180°, je nutné

. Stejny zavér bychom ziskali z ekvivalentniho tvrzeni
. Jeho negace by tikala, ze
takovy ctyrthelnik neexistuje, nebo také, ze soucet vnitrnich whli ve ctyrihelniku
je mensi nez 360° nebo vétsi nez 360°. Z kapitoly o absolutni geometrii ziskame
pouze prvini moznost.

5.4 Podobnost trojihelniki

Dalsi z ekvivalentnich tvrzeni nam 1ika, ze
.V neeukleidovské geometrii tedy bude platit
tvrzeni . Jak si
to predstavit?

Pro podobné trojuhelniky plati, ze maji shodné vnitini thly, musi mit tedy
i stejny soucet jejich velikosti. V eukleidovské geometrii se to projevuje tak, ze
kdyz trojihelnik zvétsime nebo zmensime, velikost jeho thli (a tedy i jejich sou-
Cet) se nezméni. A tedy vSechny takové zvétsené a zmensené trojihelniky budou
navzajem podobné.

Negace naseho tvrzeni 1iké, ze toto v Lobacevského geometrii neplati. Zna-
mend to, ze zménou velikosti trojihelniku ménime i jeho vnitini thly (a tim
i soucet jejich velikosti), tudiz zvétseny ¢i zmenseny trojihelnik neni s ptivodnim
podobny. Trojuhelniky jsou tedy podobné, jen pokud jsou stejné velké, tudiz jsou
nejen podobné, ale i shodné, coz je presné to, co Fika nase negace.

5.5 Obsah trojuhelniku

7. ekvivalentnich tvrzeni vime o obsahu toto:
. To nas v eukleidovské geometrii nijak neptekvapi. V Lobacevského
geometrii tim padem plati negace tohoto tvrzeni, tedy ze
. Jiz nyni mtzeme tusit, ze by obsah trojuhelniku v Loba-
¢evského geometrii mohl souviset se souctem vnitinich thli v trojihelniku, pro-
toze vime, ze zménou velikosti trojihelniku se méni i soucet jeho vnittnich thl.
Abychom mohli do této problematiky vice nahlédnout, seznamime se s tvrzenimi,
ktera jiz z nasich ekvivalentnich tvrzeni nevyvodime.
JelikoZ je soucet vnitinich thli v trojihelniku mensi nez 180°, bude rozdil 180°
a souctu vnitfnich 1hla v trojuhelniku vzdy kladny. Tento rozdil je predmétem
nésledujici definice [Kutuzov, 1953, str. 77, upraveno]. Aby byl vsak defekt ¢islem
kompatibilnim s dalsimi vypocty, je tfeba zde pracovat s hodnotou 7 misto 180°:

Definice 2 (Defekt). Cislo 6, které se rovnd rozdilu mezi @ a souctem vnitrnich
uhli v trojuhelniku, se nazyvd defekt tohoto trojuhelniku.

O defektu a jeho vztahu s obsahem trojihelniku uvadi [Kutuzov, 1953, upra-
veno| nasledujici tvrzeni, kterd si uvedeme bez dikazu:
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1. Jestlize trojuhelnik rozdélime jednou tseckou na dva trojihelniky, pak sou-
cet jejich defekti bude roven defektu ptvodniho trojihelniku.

2. Dva trojuhelniky, které maji stejny defekt a shodnou jednu stranu, maji
stejny obsah.

3. Obsahy dvou trojuhelniki, které se shoduji v jedné strané, jsou v témze
poméru jako jejich defekty.

Posledni tvrzeni mizeme snadno zobecnit pro libovolné trojihelniky. Vzdy mi-
zeme pro dva trojuhelniky sestrojit treti, ktery bude mit jednu stranu shodnou
s prvnim trojihelnikem a druhou s druhym. Pak je obsah prvniho (ozna¢me S;)
a tiettho (S3) trojihelniku ve stejném pomeéru, jako jejich defekty (d1,03), stejné
tak obsah druhého (S3) a tretiho trojihelniku je ve stejném poméru jako defekt
druhého (d5) a tietiho (d3) trojihelniku. Tedy:

R
S b3
Sy 0o
Sy b5
Poméry upravime:
St S3
TS
Sy _ 53
6y 0
Odtud plati
S1_ 53 5
S by &)

snadnou upravou pak dostaneme, ze pomér obsahti prvniho a druhého trojihel-
niku je stejny jako pomeér jejich defektu:

S1 0
Sy 0y
Tim jsme ukézali tvrzeni, ze:
Tvrzeni 8. Obsahy dvou libovolnych trojiuhelniku jsou ve stejném poméru jako
jejich defekty.
Zaroven jsme ale (v predposledni rovnosti) ukézali i dalsi tvrzeni, které nam

bude charakterizovat vztah obsahu a defektu trojthelniku:

Tvrzeni 9. Pomer obsahu ku defektu trojuhelniku je konstanta nezdvislda na volbé
trojuhelniku.

Pokud tuto konstantu oznac¢ime k? (tak je to zvykem, protoZe stejnd kon-
stanta k se vyskytuje i jinde v Lobacevského geometrii) a obsah trojihelniku
oznacime S, mizeme strucné psat

U >N
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Oznacéime-li vnitini dhly v trojihelniku «, 5 a v, mizeme defekt zapsat jako
=7 —(a++7),
nas vysledny vzorecek pro obsah trojuhelniku tedy bude:
S =K1 —(a+8+7)

Nyni uz si snadno promyslime, ze ¢im vice se soucet vnitinich thla v troj-
tthelniku blizi hranici 7, tim vic se defekt blizi k 0, a tedy i obsah trojuhelniku se
blizi 0. Naopak, ¢im vice se soucet vnitinich thli v trojihelniku blizi 0, tim vice
se defekt blizi 7 a obsah se blizi hodnoté wk?. Tuto hodnotu nikdy nepfekrod,
potvrdili jsme tedy nasi negaci, Ze neexistuje trojuhelnik libovolné velikosti. My
sice nevime, kolik je piesné k2, rozhodné vsak v Lobadevského geometrii neexistuje
trojihelnik s obsahem vétsim nez wk?2.

Déle z toho muzeme vyvodit to, ze kdyZ trojihelnik zmensujeme (jeho ob-
sah ,jde k 0%), soucet jeho vnitinich thlu se bude zvétsovat, a naopak, kdyz
trojuhelnik zvétsujeme, soucet jeho vnitinich thla se bude zmensovat.
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6. Modely Lobacevského
geometrie

Ted si asi kladete otazku, jak si takové neintuitivni vysledky predstavit. Nejste
prvni, kdo si takovou otazku polozil. Pokud mame axiomatizovanou teorii, chceme
si ji néjak modelovat, tedy chceme najit vhodné znamé objekty, které nam budou
reprezentovat objekty z nové teorie. Pro model Lobacevského geometrie budeme
hledat geometrické objekty, které budou splinovat Hilbertovy axiomy incidence,
usporadéani, shodnosti a spojitosti a negaci axiomu rovnobéznosti.

Viele doporucuji ¢tivy ¢lanek s nazornymi obrazky [Rehacek, [2022]. Véifm,
ze i kdyz nebudete rozumét zminénym vysokoskolskym pojmim, presto ziskate
alespon néjakou nazornou predstavu o Lobacevského geometrii. Jen pozor, ¢lanek
hovoti i o sférické geometrii. V kapitole 2 jsme uvedli, Ze pro nas budou neeuklei-
dovska a Lobacevského geometrie synonyma. Pripustime-li vsak i geometrie, které
nejsou nadstavbou absolutni geometrie, zjistime, ze existuji i dalsi neeukleidovské
geometrie.

Objevitelem dalsi takové geometrie je Bernhard Riemann (1826-1866), vy-
znamny némecky matematik, zak C. F. Gausse. Krom jinych odvétvi matematiky
se vénoval i geometrii a podival se na ni pohledem diferencidlni geometrie, ktera
je zalozena na diferencidalnim poctu, ktery se na stfedni Skole probird nanejvys
tak ve vybérovych seminarich, proto nebudeme zabihat do zadnych detailia. Di-
lezité je, ze pomoci diferencidlni geometrie B. Riemann ziskal neeukleidovskou
geometrii, kterou na jeho pocest nazyvame Riemannova geometrie. Predstavit
si ji mizeme jako geometrii na sféfe (tedy na povrchu koule), primky jsou zde
reprezentovany hlavnimi kruznicemi (tj. kruznicemi se stfedem ve stfedu koule
a polomérem rovnym poloméru koule).

Proc¢ jsme o ni neslyseli uz drive? Pravé proto, ze Riemannova geometrie neni
budovéana jako nadstavba absolutni geometrie. Ale protoze se opét jedna o ge-
ometrii, ktera neni eukleidovska, byvaji Lobacevského a Riemannova geometrie
spolecné oznacované jako neeukleidovské geometrie.

Némecky matematik Felix Klein (1849-1925) rozdélil geometrie dle souctu
vnitinich thla v trojihelniku na t¥i typy [Hlavaty, [1926] str. 21]:

e Parabolické geometrie, kde maji trojihelniky soucet vnitinich uhla 180°.
Mezi né se radi i eukleidovska geometrie.

o Hyperbolickd geometrie, kde maji trojuhelniky soucet vnitinich thli mensi
nez 180°, tedy je to jiny nazev pro Lobacevského geometrii.

o FElipticka geometrie, kde maji trojuhelniky soucet vnitinich thla vétsi nez
180°. Jednd se o jiny nazev pro Riemannovu geometrii.

Nyni uz ale zpét k Lobacevského geometrii a jejim modelim. Dale mohu do-
poruéit knihu Stavba Lobacevského planimetrie (Gatial a Hejnyl 1969), ktera
popisuje modely Lobacevského geometrie velice formalné, takze muze byt ob-
tizna na c¢teni, ale neobsahuje vysokoskolské pojmy a navic si pochopeni muzete
procvicit na fadé doprovodnych priklad.
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Protoze jen modely Lobacevského geometrie by vydaly na samostatnou pu-
blikaci, zminim tu jen jeden, a to Poincarého model poloroviny. Lobacevského
geometrie je geometrie v roviné. Tuto rovinu nam bude reprezentovat, jak nazev
napovidd, polorovina nad soutadnicovou osou z bez této osy (tedy body s klad-
nou y-ovou souradnici). Body této poloroviny ndm budou reprezentovat body
z Lobacevského geometrie. Ptimky z Lobacevského geometrie pak budeme repre-
zentovat kruznicemi se stfedem na ose z, pripadné primkami kolmymi k ose z
(takovou primku si muzeme predstavit také jako kruznici se stfedem na ose z,
jen s nekoneénym polomérem). Uvazujeme ovSem jen ty Casti kruznic, které lezi
nad osou z. Priklad primek miizete vidét na obrazku 6.1.

T

Obrazek 6.1: Priklad pfimek v Poincarého modelu poloroviny.

Modre a jsou znazornéné primky, které prochazi bodem A, naopak rii-
zova primka bodem A neprochazi. a ruzova primka maji spoleény bod,
jsou tedy rtznobézné. Naopak zadna z modrych ptimek s riizovou piimkou spo-
le¢ny bod nemad, takze jsou podle definice [1| rovnobézné. Ano, iplné vpravo ma
modra pulkruznice spoleény bod s ruzovou pulkruznici na ose x, ale pripomenme,
ze osa x uz neni soucasti modelu roviny, tedy i tato primka je s danou primkou
rovnobéznda. Presto muzeme mit pocit, ze je tato rovnobézka jakymsi zptisobem
specialni, ze se jedna o ,hrani¢ni rovnobézku“, coz je néco, co v eukleidovské geo-
metrii nemame. V Lobacevského geometrii vsak 1ze rozlisit dva typy rovnobézek:
soubezky a rozbezky. Soubézky jsou prave tyto hrani¢ni pripady rovnobézek, které
v Poincarého modelu poloroviny reprezentuji kruznice, které maji spolecny bod
pouze na ose z. Ostatni rovnobézky pak nazyvame rozbézky. [Kfizova, [2008]

Tim jsme ukéazali, ze v tomto modelu plati, ze k primce lze bodem A, ktery
na ni nelezi, vést vice nez jednu rovnobézku.

Pojdme si jesté ukéazat, jak vypada v tomto modelu trojihelnik. Zvolme li-
bovolné t1i rtizné body a nyni chceme kazdé dva spojit tiseckou. Tu nam bude
predstavovat ¢ast oblouku kruznice opét se stiedem na ose x.

Jak sestrojit kruznici, ktera ma stied na dané primce a ma prochézet dvéma
danymi body? Pfipominam, Ze ted se jedna o béznou konstrukci v eukleidovské
geometrii. Kruznici uz sestrojime snadno, pokud zname jeji stted. Stied je takovy
bod, ktery ma od vsech bodu kruznice stejnou vzdalenost. Musi byt tedy stejné
vzdélen i od nasich dvou danych bodi, oznacme je A a B. Co tvoii mnozina vSech
bodu stejné vzdalenych od dvou danych bodi A a B? Osu tusecky AB. Stred
kruznice tedy bude prusecik osy x a osy usecky AB. Pokud budeme analogicky
postupovat i pro zbylé dvojice bodti, ziskame trojihelnik, viz obrazek 6.2.

Jaky je soucet jeho vnitinich thla? Uhel, ktery sviraji dvé kruZnice, uréime
jako thel jejich tecen ve spolecném bodé. Tyto tecny jsou naznaceny
Nalevo mizeme vidét, ze soucet vnittnich hli v tomto konkrétnim trojihelniku
je mensi nez 180°, coz souhlasi s tim, co jsme si o Lobacevského geometrii odvodili.
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Obrazek 6.2: Trojuhelnik a jeho soucet vnitinich thli v Poincarého modelu.

Déle jsme si v minulé kapitole odvodili, Ze zvétsovanim trojihelniku se zmen-
Suje soucet jeho vnitfnich hli, a naopak zmensovanim hodnota souctu roste az
k hranici 180°, které vsak nedosahne. Jak se to projevuje v Poincarého modelu,
si muzeme prohlédnout na obrazku 6.3.

Cy
Cy
Cy

Az BQ

Ay Bs

Obrézek 6.3: Trojihelniky v Poincarého modelu poloroviny.

O obsahu trojtuhelniku jsme dale tikali, ze existuje néjaka hranice, pres kterou
se nedostane. Z obrazku 6.3 si miizeme zkusit odvodit intuitivni odivodnéni, pro¢
to v Poincarého modelu poloroviny plati. Zvétsenim trojuhelniku se zvétsi i jeho
obsah. Zaroven se ale zmensi soucet velikosti vnitinich hli a tudiz bude trojihel-
nik ,,vic vykousnuty“. A ¢im bude vétsi, tim bude mit mensi soucet vnitinich thla
a tim bude vic ,vykousnuty“. Obsah tedy bude stéle riist, ale kvuli ,,vykousnuti“
se bude zvétsovat méné a méné. Tedy ¢im blize bude soucet vnitinich thla k nule,
tim blizsi nule bude i prirtstek obsahu.
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