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Uvod

Jiz na zakladni skole jsme se mohli setkat s nasledujici ulohou: Vypocitejte obsah mno-
hothelniku, jehoZ vrcholy lezi v mriZovych bodech ctvercové sité, je-li obsah mnejmensiho
ctverce v siti 1.

S=7

Ulohu dokézeme vy¥esit i bez znalosti vzorcii pro vipoéet obsahu étverce, trojihelniku
nebo dalsich mnohotihelnikii. Zadany mnohotihelnik rozdélime na ¢tverce a trojihelniky,
pfi¢em? trojuhelniky v roviné ,,premistime* tak, abychom , dotvorili“ nové ¢tverce. Zadny
n-uhelnik jsme neodebrali ani nepridali. Obsah pivodniho mnohothelniku se tak rovna
poctu ¢tverct, z nichz se novy pravouhelnik sklada.

Diky existenci spoleéného rozkladu piivodniho a vysledného mnohothelniku se nam
podarilo obsah spocitat. V této motivacéni tloze se pivodni a vysledny mnohothelnik
skladaji z urcitého poc¢tu po dvou shodnych n-tihelniki. Takové dva mnohothelniky se
nazyvaji ekvidekomposabilni neboli shodné rozlozZitelné. Zaroven jak jsme praveé ukazali,
obsah téchto dvou ekvidekomposabilnich mnohothelnikii se rovna.

Nabizi se otdazka: Jsou ekvidekomposabilita a rovnost obsahu ekvivalentni? Tedy pokud
vime, ze ekvidekomposabilni mnohothelniky maji stejny obsah, miizeme fici i opak — ze
mnohothelniky stejného obsahu jsou shodné rozlozitelné?



Cilem této bakalarské prace je priblizit souvislost obsahu rovinnych utvart a ekvide-
komposability. Nejprve v prvni kapitole definujeme mnohotihelnik a pripomeneme pojmy;,
které se s mnohotihelniky poji. Déale definujeme obsah mnohothelniku tak, jak je zaveden
na stredni skole. Podivame se na vlastnost dvou mnohotihelnikt nastinénou v textu vyse,
kterda ma nazev ekvidekomposabilita. Ukazeme si nékteré vlastnosti ekvidekomposabil-
nich (shodné rozlozitelnych) mnohothelniki a nastinime, jak pomoci ekvidekomposability
muzeme pojmout teorii obsahu.

Ve druhé kapitole uvedeme Wallace-Bolyai-Gerweinovu vétu. Ta tika, ze dva mno-
hothelniky stejného obsahu jsou ekvidekomposabilni. Tuto vétu dokazeme tak, ze uka-
zeme existenci spole¢ného rozkladu dvou mnohotithelnikt. Ekvidekomposabilitu tak bude
mozné postavit na stejnou uroven, jako obsah mnohothelniku zavedeny v prvni kapi-
tole. Na konci kapitoly ukazeme i dalsi spole¢né rozklady mnohotihelnikt a také odvozeni
vztahll pro vypocet obsahu jednoduchych béznych mnohothelniki.

Treti kapitola se zabyva otazkou, zda je mozné ekvidekomposabilitu vyuzit pro porov-
navani objemu téles. Tedy zda se objem dvou mnohostént rovna praveé tehdy, existuje-li
jejich spolecny rozklad na mnohostény (analogie Wallace-Bolyai-Gerweinovy véty v pro-
storu). Ukazeme si piiklad mnohosténi, pro které tato hypotéza plati a pro které naopak
ne. Zavérem nastinime, proc¢ tato teorie pro dva obecné mnohostény neplati.



1. Obsahy rovinnych obrazcu

Jak jsme nastinili v uvodu, prvni kapitola se zabyva mnohothelniky. V prvni pod-
kapitole se zamétfime na zavedeni mnohothelniku a zavedeni shodnosti mnohothelnik.
V druhé podkapitole axiomaticky zavedeme obsah a ve treti se dostaneme k hlavnimu
predmétu préace, ekvidekomposabilité. Pro nékteré ¢tendre muze tento pojem znit dé-
sivé, nicméné ukazeme, ze tato vlastnost dvou mnohothelniktt vychézi z jednoduchého
pozorovani.

1.1 Mnohothelniky

V celém textu se pti praci s mnohothelniky budeme pohybovat v roviné p, rozumime
ji eukleidovskou rovinu. Pracujeme tedy v takové roviné, ve které pracuji zaci na zakladni
a stredni skole.

Nez zacneme s jakymikoliv rozklady, potiebujeme mit nejprve k dispozici fadnou de-
finici mnohothelniku. Mnohotihelnik bychom jisté chtéli zavést tak, aby tvoril jednoduse
souvislou mnozinu. Neformalné feceno: klademe na mnohothelnik pozadavek, aby byl
tvoren ,,jednolitym celkem® aby nemél zadné ,diry“. Zaroven pozadujeme, aby hranici
mnohothelniku tvorily tsecky. Mnohothelnik proto zavedeme pomoci lomené cary, jez
bude spliiovat urc¢ité podminky. Definice ¢erpany z [6], upraveny autorem.

Definice 1.1.1 (Lomend ¢ara). Necht n € N, n > 2, Ay, Ay, ..., A, € pjen+1navzijem
ruznych bodi a necht usecky A;_1A;, A;Ai11, i € {1,...,n — 1}, maji spoletny pouze
bod A;. Potom sjednoceni tsecek AgA; U AjA; U ---U A,_1 A, nazyvame lomend cdra
a znacime ji AgA; ... A, 1A, (obrazek nize).

Body Ay, ..., A, nazyvame vrcholy lomené cary, usecky AgAq,..., A, 1A, strany lo-
mené Cary. UseCkdm A;_1A;, A;Aiiq, i € {1,...,n—1} tikdme sousedni strany. Stranam,
které nejsou sousedni, fikdme nesousedni strany.

Definice 1.1.2 (Sebeneprotinajici se lomend ¢ara). Méjme lomenou ¢aru ApA; ... A,,
n > 2, a necht kazdé dvé nesousedni strany nemaji zadny spole¢ny bod. Takovou lomenou
¢aru nazyvame sebeneprotinajici se lomend ¢dra (obrazek , treti a ¢tvrta lomena cara
zleva).

Definice 1.1.3 (Uzaviend lomena ¢ara). Méjme lomenou éaru AgA; ... A,,n > 3. Je-li
Ay = A, pak se lomend ¢ara nazyva uzavrend (obrazek [1.1] ¢tvrta lomena Cdra zleva).

Poznamenejme, ze v pripadé uzaviené lomené ¢ary povazujeme tsecky A,,_1A, a AgA;
téz za sousedni.

Ag ‘,43 BO B4 B.3 CQ 03 D2

A6 D3

By c, 0, D,

B, Bs Cy Dy = Ds D,
Obréazek 1.1: Priklady lomenych éar

Na obrazku vidime priklady lomenych c¢ar popsanych v definicich vyse. Postupnym
zprisnovanim pozadavki docilime zavedeni takové lomené ¢ary, pomoci které definujeme

4



mnohothelnik. Da se dokazat, ze sebeneprotinajici se uzaviena lomend ¢ara lezici v roviné
p (napriklad Dy DsD3D4Ds na obrézku [1.1)) ohrani¢uje jednoduse souvislou mnozinu.
Proto definujeme mnohothelnik pravé pomoci sebeneprotinajici se uzaviené lomené céry.

Definice 1.1.4 (Mnohothelnik). Necht AgA; ... A,, n > 3, je sebeneprotinajici se uza-
viena lomena Cara, pro kterou navic plati, ze zadné dvé sousedni tsecky nelezi v téze
primce. Takovou lomenou ¢aru spolu s tou casti roviny, kterou ohranicuje, nazyvame
mmnohothelnik nebo n-thelnik. Mnozinu vsech mnohothelnik v roviné p znac¢ime M.

A L
G B K
P A,
P o M
0
E v N

Obréazek 1.2: Mnohothelniky, lomené ¢ary

By = By B

By

A Ag= A7 By By

Na obrazku muzeme vidét priklady mnohothelniki a lomenych ¢ar. Uzaviené
lomené cary ABCDEFG a KLMNOP samy sebe neprotinaji a ohranicuji tak mno-
hothelnik. Avsak lomené cary A;AsAsAyA5AqA7 a By BoB3B,Bs nesplnuji podminky
definice [1.1.4] a nelze tedy pomoci nich definovat mnohothelnik. Tak jak jsme si prali,
kazdy mnohothelnik zavedeny v definici vyse tvori jednoduse souvislou mnozinu. Pokud
bychom chtéli ale takové na prvni pohled trivialni tvrzeni dokazat, zjistili bychom, ze je
daleko nad ramec tohoto textu. Dilkaz proto neuvadime.

Uvazujme nyni mnohotihelnik Ay . .. A, a pripomenme dalsi pojmy, které s nim souvisi.

o Body Ag, A1, ..., A, nazyvame vrcholy mnohothelniku. Vrcholy, jejichz indexy se
lisi o jednotku, nazyvame sousedni vrcholy. Jelikoz Ay = A, tak za sousedni vrcholy
pokladame i vrcholy Ag a A,_1 a také A, a A;.

. Useéky ApAi, A1As, ... A1 A, nazyvame strany mnohothelniku.

e Strany mnohothelniku tvori obvod mnohothelniku. Obvodem zaroven rozumime
délku lomené cary, ktera n-tihelnik ohranicuje, oznacuje tedy i ¢iselnou hodnotu.
Obvod je tak roven souctu délek tisecek, jimiz je lomena c¢ara tvorena.

e Body mnohothelniku, které nelezi na zadné z jeho stran, budeme nazyvat vnitrni
body mnohothelniku.

o Usecku, kterd spojuje dva nesousedni vrcholy, nazyvame wuhlopricka.

e Ully <dpA1As, <A1 AsAs, ... <<Ap2An 1A, a <A,_1 A, A;, pro které plati, ze
alespon jeden jejich bod, ktery nelezi na ramenech, je zaroven vnitfnim bodem
mnohotihelniku, nazyvame vnitrni 1hly mnohothelniku.

o Je-li velikost kazdého z vnitinich hli n-thelniku ostie mensi nez 180°, pak se mno-
hotihelnik nazyva konvexni (obrazek , prvni zleva). Je-li velikost alespon jednoho
z vnitinich Ghla ostte vétsi nez 180°, pak se mnohotihelnik nazyva nekonvezni (ob-

razek druhy zleva).



» Jak bylo uvedeno v definici, pro mnohotihelnik se téz pouziva oznaceni n-tithelnik,
kde n udava pocet vrcholid, tedy i pocet stran a vnitinich thli. Zde je patrné,
pro¢ je vyhodné cislovat vrcholy lomené ¢ary od nuly, ne od jedné. Pro n = 3 tak
dostavame trojuhelnik, je-li n = 4, jedna se o ctyrihelnik, a tak dale.

Shodnost mnohothelniku

Shodnost mnohothelnikt budeme potiebovat pro definici obsahu a ekvidekomposa-
bility. Se shodnymi mnohothelniky budeme také hojné pracovat pti hledani spole¢ného
rozkladu dvou mnohothelnik. Na tvod se na chvili pozastavme nad samotnym pojmem
shodnost. Shodnost oznacuje dva pojmy, a to geometrické zobrazeni a vztah mezi dvéma
mnohothelniky. Jelikoz je shodnost dvou mnohothelnikli zavedena pravé pomoci geome-
trického zobrazeni, ¢astokrat jsou tyto pojmy pouzivany soucasné.

Shodnost ve smyslu zobrazeni popisujeme v definici [I.1.5] jelikoZz pomoci ni v definici
zavadime shodnost mnohoihelniki. Shodnost dvou mnohothelniki (a obecné geo-
metrickych dtvari) si lze predstavit tak, Ze jeden z n-tthelnikt 1ze umistit v roviné tako-
vym zpusobem, Ze se s druhym n-thelnikem | kryje® (nebo ,ztotozni“). Timto umisténim
rozumime zobrazeni daného mnohothelniku shodnosti. Definice nize a véty o shodnostech
trojuhelniku byly ¢erpany z [5] a upraveny autorem.

Definice 1.1.5 (Shodnost). Necht F je zobrazeni roviny p — p. Oznacme d(X,Y") vzda-
lenost dvou bodt X, Y. Pokud plati

VX, Y ep: dX)Y)=d(F(X),F(Y)),

pak takové zobrazeni nazyvame shodnost.

Pozndmka. Pro lepsi citelnost textu a zaroven z divodu kompatibility se znacenim ze
zékladni a stfedni skoly v tomto textu nahradime oznaceni pro vzdalenost dvou bodu
d(A,B) ozna¢enim |AB].

Shodnost tedy zachovava vzdéalenost dvou bodi, stejné tak i velikosti thli a rovno-
béznost primek. Ze shodnosti v roviné p rozlisujeme primou shodnost (identita, stredova
soumérnost, posunuti, otoc¢eni) a neprimou shodnosiﬂ (osova soumérnost, posunutd sou-
mérnostﬂ).

Nyni pomoci shodnosti zavedeme shodnost dvou mnohothelniki. Obdobné bychom
tak mohli zavést shodnost tsecek, thlu a tak dale.

Definice 1.1.6 (Shodnost mnohothelniki). Dva mnohothelniky U, U’ lezici v roviné
p se nazyvaji shodné, existuje-li takova shodnost F': p — p, Ze obrazem mnohothelniku
U je pravé mnohoihelnik U’ (nebo naopak obrazem U’ je pravé U). Skutecnost, Ze jsou
mnohothelniky U a U’ shodné, znacime U = U’.

Jsou-li dva mnohotuhelniky v roviné shodné, pak se 1isi pouze svym umisténim. Oto-
¢eny, posunuty, ¢i , preklopeny“ n-tthelnik je shodny. V konkrétnim pripadé ale shodnost

1 Zobrazeni mnohotihelniku nepfimou shodnosti si miizeme predstavit tak, jako kdybychom dany mno-
hotthelnik v roviné ,preklopili“. Timto ,preklopenim® se zaroven zméni smér popisu vrcholi daného
mnohotihelniku.

2Je déna pifmka o a nenulovi orientovana tsecka K L, kterd je rovnobéZna s piimkou o. Zobrazeni,
které vznikne sloZzenim osové soumérnosti O(o0) a posunuti T(K L) v libovolném poradi, se nazyvd posu-
nuta soumeérnost.



dvou mnohotuhelnikii nezjistujeme tim zptisobem, Ze zobrazujeme postupné vSechny body
jednoho mnohothelniku na druhy. D4 se dokazat, ze pokud jsou délky odpovidacich si
stran a velikosti odpovidajicich si thlt dvou mnohotihelnik rovny, jsou tyto mnohothel-
niky shodné. Pti zkouméani, zda jsou dva mnohothelniky shodné, tak staci ovérit, jestli
jsou si délky odpovidajicich si stran a velikosti odpovidajicich si thli rovny.

V pripadé shodnosti dvou trojihelnikii vyuzivame véty o shodnostech trojihelniki.
Jednotlivé véty se casto oznacuji tipismennou kombinaci z pismen s (strana) a u (thel).
Poznamenejme, ze véty sus,usu a Ssu by bylo mozné odvodit na zakladé véty sss a axi-
omu shodnosti. V kazdé z vét uvazujeme dva trojuhelniky a porovnavame délky jejich
stran a velikosti vnittnich dhla.

« Véta sss: Rovnaji-li se délky vSech odpovidajicich si stran, jsou trojihelniky shodné.

o Véta sus: Rovnaji-li se délky dvou stran a rovnaji-li se velikosti thld, jenz tyto
strany sviraji, jsou trojihelniky shodné.

o Véta usu: Rovnaji-li délky stran a rovnaji-li se velikosti vnitinich thli k této strané
prilehlych, jsou trojihelniky shodné.

o Véta Ssu: Rovnaji-li se délky dvou stran a rovnaji-li se velikosti ihli proti delsi ze
stran, jsou trojuhelniky shodné.

Vsechny véty o shodnostech trojuhelnikii jsou zapsany jako implikace. Véty by téz
mohly byt zapsané jako ekvivalence (dikaz obracené implikace plyne z definice shod-
nosti mnohotuhelniki). Stejné implikace jako zde najdeme i v Eukleidovych Zdkladech.
Tvar implikace je zvolen z toho divodu, ze primo ukazuje pouziti dané véty. Zjistujeme-li
shodnost dvou trojuhelniki, je to pravé tim zptsobem, ze ovéiime rovnosti délek odpo-
vidajicich si stran a velikosti thli. Odtud uz shodnost trojihelniki vyplyne.

1.2 Definice obsahu

Nejen z matematického, ale i z praktického hlediska je vhodné mit o mnohothelnicich
informaci, ktera nam 1ikd, jak je dany mnohothelnik ,velky“ Takovy poznatek bude jisté
uziteCny nejen pri porovnavani n-tthelnikt mezi sebou, ale bude mit i obrovské praktické
vyuziti. Napriklad kolik barvy koupit na vymalovani pokoje, kolik dlazdic poridit pro
vydlazdéni celé terasy a tak dale.

Jiz jsme zminili, ze pro definici obsahu potfebujeme shodnost mnohothelnikii. Dale
také potiebujeme definici neprekryvajicich se n-tthelniki.

Definice 1.2.1 (Nepfekryvajici se mnohotihelniky). Dva mnohotihelniky v roviné p, které
nemaji zadné spoleéné vnitini body, nazyvame neprekryjvajici se mnohouhelniky.

Této definici jisté vyhovuji i ty n-thelniky, které nemaji zadny spolecny bod (tedy
ani vrchol nebo ¢ast obvodu). Mnohothelniky, které maji spolecny vrchol, nebo maji
spoleéné ¢asti svych obvodu (jejich strany ¢i jejich ¢asti se ,prekryvaji“), definici téz
vyhovuji. Vezmeme-li si napiiklad ¢tverec a zkonstruujeme jeho uhlopticku, rozdélime
tim ¢tverec na dva shodné neprekryvajici se trojihelniky.



Pristupme nyni k obsahu, ktery zavedeme axiomaticky. Vsechny tii axiomy v definici
nize jsou prirozené a odpovidaji vnimani okolniho svéta.

Definice 1.2.2 (Obsah mnohothelniku). Méjme funkei S na M, kterd kazdému mno-
hotihelniku U € M priradi pravé jedno nezaporné redlné ¢islo S(U) tak, ze plati axiomy
(i)-(iii) uvedené nize.

(i) Obsahy navzdjem shodnych mnohothelniki jsou si rovny. Tedy

VUU eM: U2U = SU)=_SU).

(ii) Skldda-li se mnohothelnik U z neprekryvajicich se mnohouhelnikia Uy a Us, pak je
obsah U roven souctu obsaht U; a Us, tedy

VU U, UpeM: U=U,UU, = SU)=SU)+SUs).
(iii) Existuje mnohothelnik £ € M, jehoz obsah je 1.

Takovou funkei S nazyvame obsah mnohothelniku a ¢islo prifazené mnohotihelniku

U znac¢ime S(U).

Z definice vyplyvaji zakladni vlastnosti obsahu mnohotuhelniku.

« Existence a jednoznacnost: da se dokazat, ze takova funkce na M existuje, a to
pravé jedna.

o Jelikoz je S(U) pravé jedno jednoznacné prirazené nezaporné realné ¢islo mnoho-
thelniku U € M, méa kazdy mnohothelnik z mnoziny M pravé jeden obsah.

o Hodnota obsahu muze byt rovna i nule. Napriklad obvod mnohothelniku ma nulovy
obsah (jedné se tedy jen o obsah lomené ¢ary, kterd tvori hranici mnohothelniku).

o Obsah je relativni a jeho vyslednad podoba zavisi na volbé jednotkového mnoho-
uhelniku £. V ndmi zndmém pojeti obsahu je za utvar F zvolen ¢tverec o strané
1. Obecné ale predpokldadame existenci jakéhokoliv mnohothelniku E, kterému je
pritazen obsah 1. Namisto ¢tverce o strané 1 by mohl byt ttvarem £ naptiklad
Sestitthelnik, ktery stejné jako ¢tverec dokaze ,bez mezer® pokryt rovinu.

V matematickych tlohach je vysledkem vypoctu obsahu vzdy cislo — obsah byl prave
tak definovan. Jednotky, které se ¢astokrat pripisuji, za ¢islo nepatti. Je také nespravné,
pokud je v matematickych tilohdch za vysledek dopisovan symbol j2 (jednotka na druhou).

Jednotky jsou vysledkem urcité dohody, maji zasadni vyznam v pfirodnich védach
a praktickém zivoté. Objevuji se v tlohach aplikacnich, kde se na rozdil od téch matema-
tickych v zadani vyskytuji hodnoty danych veli¢in uz s prislusnymi jednotkami. Napriklad
obsah plochy, kterou zaujima zahrada ve tvaru ¢tverce o strand 5 m, je 25 m2. Obsah
je stale relativni — v matematickych tlohach vzhledem k jednotkovému mmnohothelniku
E, ale v tlohéch aplika¢nich uz napiiklad vzhledem k m?.



1.3 Ekvidekomposabilita

Prozkoumejme nyni zajimavou a, jak pozdéji uvidime, dilezitou vlastnost dvou mno-
hotihelniki, kterou jsme nastinili jiz v Gvodu. Na obrazku [I.3] vlevo vidime hlavolam
stomachion. Jedné se o skldadacku tvaru ¢tverce, jenz je rozdélen na ¢trnact casti. Z jed-
notlivych dilki je mozné skladat rtizné obrazce ve tvaru zvitat, predméti ¢i postav — na
obrazku vpravo vidime mnohotihelnik pripominajici slona.

i 1

Obréazek 1.3: Ctverec a slon — dva ekvidekomposabilni ttvary

Kazdy z mnohotihelnikti je rozdélen na celkem 14 n-tthelnik. Pokud se tyto n-ihelniky
neprekryvaji a jsou po dvou disjunktni, pak fikdme, ze tvori rozklad mnohothelniku.
Nésledujici dve definice byly Cerpany z [10], autorem byly zjednoduseny.

Definice 1.3.1 (Rozklad mnohotihelniku). Méjme mnohothelnik P € M a konecny pocet
mnohothelnikt 71, ...,7T, € M,n € N a necht plati nasledujici podminky.

i) P=TyU---UT,

(ii) Z&dné dva mnohotihelniky 71, ..., T}, se nepiekryvaji.
Pak fikdme, ze mnohothelniky T7,. .., T, tvoii rozklad mnohothelniku P. Rikdme také,
ze mnohothelnik P je rozloZen na mnohothelniky 77, ..., T,.

Rozklad se tyké kazdého z mnohothelnikii na obrézku [1.3] Nyni pozorujme vlastnost
této dvojice mnohothelnikii. Oba mnohothelniky jsou tvoreny ze ¢trnéacti po dvou shod-
nych n-thelniki (ty jsou vzdy oznaceny stejnou barvou). Takové dva mmnohoihelniky
nazyvame ekvidekomposabilni neboli shodné rozlozZitelné. Jinymi slovy: byt ekvidekom-
posabilni znamena mit spolecny rozklad.

Definice 1.3.2 (Ekvidekomposabilita). Méjme mnohothelniky P, P" € M a necht exis-
tuji jejich rozklady:

P=TU---UT,, P=T,U---UT,, kde Ty,...,T,, T},..., T, € M

Pokud plati, ze ,
ViE{l,...,n}: EgY;J

pak takové mnohothelniky nazyvame ekvidekomposabilni (shodné rozloZitelné).

Pozndmka. V anglicky psanych textech mizeme také ekvidekomposabilitu najit téz pod
pojmem ,scissors congruence, volné prelozeno se jedna o ,shodnost ntizkami*. Toto ozna-
¢eni poukazuje na nazornou predstavu dvou shodné rozlozitelnych mnohothelniki. Na-
priklad pravé ve stomachion: jako kdyz ¢tverec rozstithame na ¢trnact n-tthelnikt a ty
pak presklddame na mnohotihelnik ve tvaru slona.



Vlastnosti ekvidekomposabilnich mnohotihelniki

Z definice ekvidekomposability (def.|1.3.2)) pfimo plyne, Ze sjednoceni neptekryvajicich
se ekvidekomposabilnich mnohothelnikt je ekvidekomposabilni. Dale poznamenejme, ze
rozklad neni jednoznacny. Touto vétou myslime t¥i véci zaroven.

o 7 hlediska poc¢tu n-ihelnikt mizeme dany mnohothelnik rozlozit v podstaté jak se
nam zlibi. Naptiklad ¢tverec bychom thloprickou rozdélili na dva shodné pravouhlé
trojuhelniky, ale ve stomachion je ¢tverec rozdélen na 14 n-thelniku.

» Pro stejnou mnozinu n-thelnika 77, . . ., T;,, mohou existovat pro jeden mnohothel-
nik rizné rozklady. Na obrazku napiiklad vidime, Ze pomoci stejnych 14 dilka
je ¢tverec poskladan rtznymi zpﬁsobyﬂ

o Pro dvojici ekvidekomposabilnich mnohothelnikt existuji rizné spolec¢né rozklady.
Napiiklad na obrazku [I.3] vidime jeden z nekone¢né mnoha spolecnych rozkladu
pro ¢tverec a mnohothelnik pripominajici slona. Kdybychom naptiklad v kazdém
z mnohotuhelnik rozdélili ihloprickou zeleny ¢tyiihelnik na dva trojihelniky, do-
staneme dalsi spole¢ny rozklad.

AN

Obrazek 1.4: Dvé ruzné poskldadana stomachion

Relace ekvivalence

Relace byt ekvidekomposabilni mezi dvéma n-ihelniky na mnoziné vSech mnohothel-
nikt M je relace ekvivalence. Byt shodné rozlozitelny je tedy relace reflexivni, symetrickd
a tranzitivni. V odrazkach nize jsou jednotlivé vlastnosti podrobnéji rozepsény a ilu-
strovany na obrazku [1.5] na kterém je ¢tverec ,preskladan“ na pravoihly rovnoramenny
trojuhelnik a ten dale na mnohothelnik pripominajici leticiho ptéékaﬂ

o Reflexivita: Kazdy mnohothelnik je shodné rozlozitelny sam se sebou. Zadny roz-
klad mnohotihelniku na dalsi n-tthelniky pritom neni nutné provadeét.

o Symetricnost: Je-li mnohothelnik P ekvidekomposabilni s mnohothelnikem P’, pak
také plati, ze P’ je ekvidekomposabilni s P (viz ¢tverec a slon na obrazku , nebo

obrazek [1.5| nize).

3V roce 2003 vypoéital americky matematik Bill Cutler pomoci poéitacového programu viechny moz-
nosti poskldadani stomachion — tedy vsSechny mozné rozklady ¢tverce na 14 danych dilkt. Bez uvazeni
otoceni a zrcadleni existuje celkem 536 ruznych feseni.

4Tteti mnohothelnik na obrazku je slozen ze stejnych n-tihelnikd, na které je rozloZen ¢tverec ve
znamém hlavolamu tangram.
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o Tranzitivita: Je-li mnohouhelnik P ekvidekomposabilni s mnohothelnikem P’ a za-
roven P’ je ekvidekomposabilni s P”, pak i P je ekvidekomposabilni s P” (a diky
symetri¢nosti i naopak). Jinymi slovy (viz obrazek : pokud z ¢tverce pri zacho-
vani obsahu poskladame trojuhelnik a z néj opét pri zachovani obsahu poskladame
mnohothelnik pripominajici ptacka, jisté bychom dokazali poskladat ptacka primo
z dilkt formujici ¢tverec a naopak (i pres to, ze na obrazku spoleény rozklad pro
¢tverec a ptacka neni zndzornén).

reflexivita N
symetricnost symetricnost \A/

t 4

tranzitivita

Obrazek 1.5: Schéma k relaci ekvivalence

Dtikaz toho, ze byt ekvidekomposabilni na mnoziné M je relace ekvivalence je v pri-
padé reflexivity a symetri¢nosti trividlni. Narocnéjsi je diikaz tranzitivity. V tomto textu
ho vsak neuvadime (viz napiiklad [3] str. 199).

Stejny obsah ekvidekomposabilnich mnohotuhelnika

Z axiomi a definice obsahu vyplyva pro dva ekvidekomposabilni mnohotihelniky
dulezity (a pomérné ziejmy) zavér: Kazdé dva ekvidekomposabilni mnohotihelniky
maji stejny obsah. Tento zavér mize byt patrny i z obrdzku [I.3] kde je vyobrazeno
stomachion. Jelikoz jsou ¢tverec a mnohothelnik pfipominajici slona slozeny ze 14 po
dvou shodnych n-tihelniki, tak se obsahy téchto mnohothelnikiit musi nutné rovnat.

Tohoto zrejmého diisledku vyuzivame naptiklad pti poc¢itani obsahu mnohothelniki.
Pokud chceme vypocitat obsah rovnobézniku, muzeme uvazovat nasledovné: vyskou roz-
délime rovnobéznik na lichobéznik a pravouhly trojuhelnik a tento trojihelnik posuneme
tak, aby pfepona a nekolmé rameno lichobézniku splynuly (obrazek .

Obrazek 1.6: Spole¢ny rozklad rovnobézniku a obdélniku

Timto zplisobem jsme nasli spoleény rozklad rovnobézniku a obdélniku. Jelikoz jsou
tyto mnohotihelniky shodné rozlozitelné, jejich obsahy jsou si rovny.
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7 tohoto pozorovani plyne zasadni otazka ¢i myslenka: Bylo by mozné teorii obsahu
zalozZit na rozkladu mnohothelniku na mnohouhelniky? Pri zjistovani, zda maji dva mno-
hothelniky stejny obsah, by nebylo nutné provadét zadny vypocet. Stacilo by pouze
zjistit, zda maji dané mnohothelniky spolecny rozklad. Abychom mohli obsah zalozit na
ekvidekomposabilité, musime dokazat i opacné tvrzeni: kazdé dva mnohothelniky stejného
obsahu jsou ekvidekomposabilni. To je znéni Wallace-Bolyai-Gerweinovy véty.

Podivejme se na obrazek kde jsou vyobrazeny nekonvexni desetitithelnik (vlevo)
a konvexni pétithelnik (vpravo) o stejném obsahu. Jsou takové n-thelniky ekvidekop-
mosabilni? A pokud ano, jakym zptisobem ukazeme, Ze spoleény rozklad existuje?

4y,
_ Q%%

Obrazek 1.7: Hledani spole¢ného rozkladu

Desetitihelnik je rozdélen na osm neprekryvajicich se trojuhelnika 717, . .., Ts. Pokud
bychom nasli takovy rozklad konvexniho pétithelniku na trojuhelniky 77,...,7T%, aby
kazdé dva trojihelniky 77 a T7,...,Ts a T} byly shodné, nasli bychom spole¢ny roz-
klad. Pritom bychom mohli trojihelniky T}, ..., Ty dale rozlozit na jiné n-ihelniky nebo
bychom mohli také jednotlivé trojuhelniky pti zachovani obsahu transformovat na jiné
n-thelniky.

Praveé rozdéleni mnohothelniku na trojihelniky a jejich nasledné transformovani na
jiné n-thelniky bude klicem k dikazu existence spolecného rozkladu a tim i dikazu
Wallace-Bolyai-Gerweinovy véty. To je obsahem nasledujici kapitoly.
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2. Hledani spole¢ného rozkladu

V zavéru predchozi kapitoly jsme ukéazali, Ze obsah dvou ekvidekomposabilnich mno-
hothelnikii je podle axiomu z definice stejny. Cilem této kapitoly je dokazat, ze
spolecny rozklad dvou mmnohotihelniki stejného obsahu vzdy existuje. Pak bude mozné
tici, ze dva mnohouhelniky maji stejny obsah prdave tehdy, kdyz jsou ekvidekomposabilni.
Rovnost obsaht a ekvidekomposabilita dvou mnohothelniki se tak stanou ekvivalentnimi
pojmy.

Podivejme se nejprve na jednodussi implikaci vysSe uvedené ekvivalence. Ta byla
v predchozi kapitole jiz volné popsana a ilustrovana na hlavolamu stomachion a na spo-
le¢ném rozkladu rovnobézniku a obdélniku. Diikaz je trividlni a vyplyva primo z definic.

Véta 1. Kazdé dva ekvidekomposabilni mnohothelniky lezici v roviné p maji stejny
obsah.

Diikaz. Méjme dva ekvidekomposabilni mnohothelniky P, P’ s piislusnymi rozklady na
mnohothelniky 74,..., 7, a 177,...,T:

P=7UJ---UT,, P =T/U---UT,.

Dle axiomu z definice obsahu (def. [1.2.2)) je obsah mnohotihelniku P, resp. P’, ro-
ven souctu obsahti jednotlivych neprekryvajicich se mnohothelnik, z nichz se ptvodni
mnohothelnik sklada:

S(P)=S8(Ty)+---+ S(T,), S(P)=S(T))+ -+ S(T)).

Jelikoz Vi € {1,...,n}: T, =T/, pak S(T;) = S(T}) a obsahy mnohothelniki P, P’ jsou
si rovny: S(P) = S(P'). O

Mnohem vyznamnéjsi je vsak obracena implikace, v tomto textu je oznacovana jako
Wallace-Bolyai- Gerweinova véta. S touto vétou se poji nejen uvedena jména Farkas Bo-
lyai, Paul Gerwein a William Wallace, ale i jméno John Lowry. Dle [2] (strana 222) byl
problém vysloven Wallacem kolem roku 1808 a jeho feSeni poskytl Lowry v roce 1814. V
roce 1831 vydal Wallace své rozsitené reseni. Déle v letech 1832 a 1833 tvrzeni nezavisle
na sobé dokazali Bolyai a Gerwein. Jedna se tedy o relativné nedévnou historii. Pfipo-
menme, ze prave tato véta dava do souvislosti rovnost obsahu a ekvidekomposabilitu.

Véta 2 (Wallace-Bolyai-Gerweinova véta). Kazdé dva mnohotihelniky stejného obsahu
lezici v roviné p jsou ekvidekomposabilni.

Diikaz této véty je oproti vété (1| podstatné narocnéjsi (spise delsi) a vyzaduje vice
pomocnych tvrzeni. Jadrem ditkazu bude to, ze ekvidekomposabilita je tranzitivni. Exis-
tenci spolec¢ného rozkladu dvou mnohotuihelnikii stejného obsahu ukazeme tak, ze kazdy
z nich pfi zachovani obsahu transformujeme na tentyz obdélnik.

Tento obdélnik bude slouzit jako jakysi ,,prostrednik® mezi obéma mnohothelniky. Po-
kud na tento obdélnik transformujeme mnohotihelnik P (ukdzeme existenci spole¢ného
rozkladu obdélniku a P) a zaroven na tentyz obdélnik transformujeme mmnohotihelnik
P’ (ukdzeme existenci spolecného rozkladu obdélniku a P’), tak bude mozné diky tran-
zitivité ekvidekomposability i mnohotuhelniky P a P’ transformovat na sebe — ukdzeme
tedy, ze spole¢ny rozklad P a P’ existuje.
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Pri dikazu tedy budeme postupovat dle nasledujicich krokti. V bodech nize zaroven
rovnou odkazujeme na prislusnd lémmata, disledky a véty z nasledujicich podkapitol, ve
kterych jsou kroky podrobné zpracovany.

1. Transformace trojihelnikti na spoleény obdélnik: Pomoci transformace na
spole¢ny obdélnik ukazeme existenci spolecného rozkladu dvou trojuhelniki o stej-
ném obsahu. Prvni z téchto trojuhelnikt transformujeme na Sedy obdélnik, s nimz
mé shodnou zakladnu a vyska obdélniku je poloviéni oproti vysce trojuhelniku
(lémma [1)). Déle tento obdélnik transformujeme na cCerveny obdélnik o zakladné
AB (1émma 2 a |3)). Analogicky pak transformujeme i druhy trojihelnik na cerveny
obdélnik o zékladné AB. Usecka AB (tedy zékladna obdélniku) je libovolné zvolena.

Tento cerveny obdélnik o zdkladné AB je pravé drive zminénym , prostiednikem®
obou trojuhelnikii. Volime ho proto, abychom méli jeden spolecny n-thelnik pro
oba trojuhelniky.

A B

Obrazek 2.1: Transformace jednoho trojihelniku na obdélnik

Kazdy z trojihelniki je ekvidekomposabilni se svym Sedym obdélnikem a tyto Sedé
obdélniky jsou ekvidekomposabilni s ¢ervenym obdélnikem o zdkladné AB (dva-
krat jsme vyuzili tranzitivity). TudiZ i puvodni trojihelniky stejného obsahu jsou
ekvidekomposabilni — spole¢ny rozklad existuje.

2. Triangulace mnohotuhelniku: Ukazeme, Ze kazdy mnohothelnik dokazeme tri-
angulovat na kone¢ny pocet trojihelniku (véta|3)). Rozklad na trojtihelniky ziskdme
tak, ze v.daném mmnohoihelniku budeme postupné konstruovat takové thlopricky,
které v mnohothelniku lezi.

Obrazek 2.2: Rozklad mnohotihelniku na trojihelniky

3. Transformace mnohoiihelnikti na spoleény obdélnik: Pomoci transformace
na spoleény obdélnik ukazeme existenci spolecného rozkladu dvou mnohotihelnikii
stejného obsahu. Nejprve kazdy z mnohothelnikti dle bodu 2 rozdélime na trojihel-
niky a poté kazdy z trojihelniki obou ptivodnich mnohotihelnikii transformujeme
dle bodu 1 na obdélnik o strané AB (disledek resp. véta [2)). Na obrazku je
tento postup ukazan pro Sestitithelnik a sedmithelnik o stejném obsahu.
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Obrézek 2.3: Spole¢ny rozklad dvou mnohothelnikii stejného obsahu

Diky shodné strané bude mozné mensi obdélniky ziskané u prvniho i druhého mno-
hothelniku ,naskladat na sebe®. Vysledné obdélniky jsou diky stejné strané shodné
a tudiz diky tranzitivité ekvidekomposability jsou ekvidekomposabilni i ptuvodni
mnohothelniky.

2.1 Spolecny rozklad dvou trojihelnikt stejného ob-
sahu

Jak jsme nastinili v textu vyse, existenci spole¢ného rozkladu dvou trojihelniki stej-
ného obsahu ukazeme pomoci transformace na obdélnik o dané strané. Nazorna transfor-
mace jednoho trojuhelniku na obdélnik o zakladné AB, kde jsou zaroven vidét spole¢né
rozklady pro prislusnou dvojici mnohothelniki, je vidét na obrazku nize.

—————————————————————————————

Obrazek 2.4: Transformace trojihelniku na obdélnik o strané¢ AB

Vidime, Ze nejprve najdeme spoleény rozklad trojihelniku a obdélniku, ktery ma
shodnou zakladu a polovi¢ni Vyékuﬂ pivodniho trojihelniku. Poté najdeme i spolec¢ny
rozklad tohoto obdélniku a obdélniku o libovolné zvolené strané AB.

Pfi psani podkapitol 2.1, 2.3 a 2.4 bylo ¢erpano z |3] (kapitola 24) a téz z [4].

Spolecny rozklad trojihelniku a obdélniku

Spoleény rozklad obecného trojihelniku a obdélniku mtzeme zkonstruovat primo,
popripadé si pomoci mezikrokem pres rovnobéznik.

Lémma 1. Ke kazdému trojuhelniku lezZicimu v roviné p existuje v rovine p obdélnik,
ktery ma s timto trojuhelnikem spolecny rozklad.

1V tomto textu rozumime vyskou tsecku, ktera je vedend z vrcholu trojtihelniku kolmo k protilehlé
strané (délka vysky je tedy rovna vzdédlenosti vrcholu od protilehlé strany).
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Diikaz. Pruni zpisob (transformace v jednom kroku): Rozklad ukdzeme pro ostrothly
trojihelnik ABC' (obrazek . Necht C'P je vyska na stranu AB, bod Sa¢ je stred AC
a bod Spe stired BC. Body Sac a Spe vedme piimku s. Bodem A, respektive B, vedme
kolmici p, respektive r, ke strané AB. Ptimka s prochazi sttedni prickou trojuhelniku a je
tak rovnobézna se stranou AB. Piimky p, r a C'P jsou kolmé na AB a jsou tak navzajem
rovnobézné.

p C r P c r
E Sac Spc s 1) SAC Spc s

Scp D Scp D

A P B Al P B

Obrézek 2.5: Transformace trojihelniku na obdélnik

Trojthelniky FASac a CScpSac jsou shodné (napiiklad dle véty sus), stejné tak jsou
shodné i trojuhelniky C'ScpSgc a BDSpe. Nasli jsme tedy spoleény rozklad trojihelniku
ABC a obdélnitku ABDE.

Pro ostroithly nebo pravouhly trojihelnik je transformace na obdélnik jednoducha,
jelikoz kazda z vysek v trojuhelniku lezi. To v pripadé tupouhlého trojuhelniku neplati

(viz obrazek [2.6[ vlevo).

b e b
a Vp a

A € B A ¢ B

Obrazek 2.6: Vysky v tupotuhlém trojihelniku

Abychom mohli provést transformaci pomoci postupu popsaného vyse, zvolime v tupo-
thlém trojihelniku takovou vysku, kterd v ném lezi (obrazek [2.6] vpravo).

Druhg zpisob (transformace ve dvou krocich): Rozklad ukdzeme na tupouhlém troji-
helniku ABC (obrézek. Trojihelnik nejprve transformujeme na rovnobéznik o shodné
zakladné a poloviéni vysce. Poté tento rovnobéznik transformujeme na obdélnik o shodné
zakladné a stejné vysce. Necht Spe je stted BC' a Sac je stied AC. Body Sac a Spe
vedme primku k. Déale vedme bodem A rovnobézku [ se stranou BC'. Priisecik piimek
k alje bod E.

l C l C

E SAM k E 544’(1 T k
Spc / T Spc

B

A B

Obrazek 2.7: Transformace trojihelniku na rovnobéznik
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Piimka k je rovnobézna se stranou AB, ihly <AESic a <CSpcSac jsou diky rov-
nobézkam BC' a [ shodné. Trojihelniky AES ¢ a SCgcSac jsou diky vété sus shodné.
Nasli jsme tak spolecny rozklad trojihelniku ABC' a rovnobézniku ABSgcE.

Nyni tento rovnobéznik transformujeme na obdélnik. Na stranu AB vedme bodem
E, respektive Sge, vedme kolmici m, respektive n. Pfimky m a n protinaji primku AB
v bodech F a D.

E S BC E : S BC
m m
A |F B |D A F B D
m n

Obrazek 2.8: Transformace rovnobéZniku na obdélnik

Vzniklé trojuhelniky AFE a BDSpc jsou opét shodné (napriklad dle véty sus). Nalezli
jsme spole¢ny rozklad rovnobézniku ABSpcFE a obdélniku FDSgcE.
Diky tranzitivité ekvidekomposability tak maji i ptivodni trojihelnik a vysledny ob-
délnik spolecny rozklad.
O

Spolecny rozklad trojihelniku a obdélniku o zvolené strané
Nyni se podivejme na spole¢ny rozklad dvou riznych obdélniki.

Lémma 2. Pro kazdy obdélnik ABC'D a zvolenou tusecku EF leZici v rovine p, pro néz
plati 2|EF| > |AB| > |EF|, v roviné p existuje obdélnik EFGH, ktery md s obdélnikem
ABCD spolecny rozklad.

Ditkaz. Mé&me obdélnik ABCD (obrazek [2.9), necht A = E a necht bod F lezi na
poloptimce AB (resp. EB). Use¢ka F'D protind stranu BC' v bodé J. Na tsecce AD
sestrojime takovy bod H, Ze plati |BJ| = |DH]|, a sestrojime obdélnik AF'G H , respektive
FFGH.

D C D ... C
Hp I G H ! G
J 7
A—E B F A=E B F

Obrazek 2.9: Transformace obdélniku na obdélnik o strané FF

Diky rovnobéznym stranam ptuvodniho obdélniku jsou uhly <ADF a <BJF shodné,
trojuhelniky DHI a JBF jsou tedy diky vété usu shodné (druhym thlem je tihel pravy).
Jelikoz jsou HI a BF shodné, jsou shodné i usecky DC', AB a IG. Opét podle véty usu
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jsou trojuhelniky DC'J a IGF shodné. Obdélniky ABCD a EFGH tedy maji spolecny
rozklad. o

Pozndmka. Pokud plati |AB| = |EF)|, je konstrukce hotova. Pokud plati |AB| = 2|EF|,
konstrukce je trivialni. Usecka FD by protla stranu BC' v jejim stfedu Spe a body
I a J by splynuly v jediny. Trojuhelniky DC'Spe a SpcGF by byly opét shodné.

Je zrejmé, ze podminky kladené na obdélnik vzhledem k tsecce E'F' jsou dosti ome-
zujici. V nasledujicim lémmatu (respektive jeho ditkazu) ukazeme, ze pomoci jednoduché
transformace dokazeme kterykoliv obdélnik pfevést na pripad v lémmatu

Lémma 3. Pro kazdy obdélnik ABCD leZici v rovine p existuje v roviné p obdélnik
EFGH o zdkladne EF libovolné dané délky, ktery md s obdélnikem ABCD spolecny
rozklad.

Diikaz. Pro stranu AB a zvolenou tsecku E'F' miize nastat jeden ze tii ptipadii nize.
i) |[EF| > |AB|
ii) 2|EF| > |AB| > |EF)|
iii) |[AB| > 2|EF|

Ukazeme, ze prvni a tfeti pripad dokdzeme prevést na pripad ii), ktery odpovida
podmince jiz dokdzaného lémmatu 2]

V piipadé i) obdélnik ABC' D ,rozpulime* vodorovné a transformujeme ho na obdélnik
AB'C"Syp (viz obrazek o poloviéni vySce a dvakrat delsi zakladné. Tento postup
opakujeme tolikrat, kolikrat je tfeba, aby vysledny obdélnik splnoval podminku ii). Dle
lémmatu 2 ma pak obdélnik ABC'D s obdélnikem FFGH spolecny rozklad.

D C’ D/ C/
Sap  Spe D Scp © |
SAD ”””” SBC —_— - 1: --------- — = i - ) ’**E**’S(‘j} —_—
A B B A S.; B .
A B A Sup

Obrazek 2.10: ,,Puleni“ obdélniku

V pripadé iii) obdélnik ABCD ,rozpulime“ ve svislém sméru a transformujeme ho
na obdélnik AS pC’'D’" o poloviéni zakladné a dvojndsobné vysce. Tento postup opét
opakujeme tolikrat, nez ziskdme takovy obdélnik, ktery spliiuje podminku ii). Opét podle
lémmatu [2 ma obdélnik ABC'D s obdélnikem EFGH spole¢ny rozklad.

O

Pozndamka. V eukleidovské roviné p plati Archimédiv axiom, diky kterému je mozné tuto
konstrukei provést. Tento axiom rika, ze pro kazdé dvé tsecky AB a AC' lezici v roviné
p existuje ¢islo n € N takové, ze n-|AB]| je vétsi nez |AC|. Tento axiom zajisti, ze ,,puleni*
obdélniku provedeme konec¢né mnoha kroky:.
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Zaveér
Predchozi 1émmata mtizeme shrnout do nasledujiciho disledku a tim naplnit prvni
bod naseho dikazu Wallace-Bolyai-Gerweinovy véty.

Disledek 2.1. Kazdé dva trojihelniky stejného obsahu lezici v roviné p jsou ekvide-
komposabilni.

Diikaz. Méjme dva trojihelniky A, B stejného obsahu, tedy S(A) = S(B). Kazdy z troj-
thelnikt ma dle lémmatu [I] a [3] spoleény rozklad s obdélnikem EFGH, jehoz zédkladna
E'F ma libovolnou délku. Transformujme trojihelnik A, respektive trojihelnik B, na ob-
délnik o stranach a a 1, respektive b a 1. Jelikoz S(A) = S(B), pak a = b a vysledné
obdélniky jsou shodné, tedy i shodné rozlozitelné (reflexivita ekvidekomposability). Diky
tranzitivité ekvidekomposability jsou shodné rozlozitelné i puvodni trojihelniky A a B.

]

2.2 Rozdéleni mnohothelniki na trojuhelniky

Nyni ukazeme, ze kazdy mnohothelnik dokazeme rozdélit na konecny pocet nepre-
kryvajicich se trojuhelnik. Jak jsme jiz nastinili, triangulace vychézi z postupného kon-
struovani takovych thlopricek, které lezi v mnohothelniku. Sestrojenim jedné takové
thlopticky dokdzeme n-tthelnik bud rozdélit na trojihelnik a (n — 1)-tthelnik, nebo rozdé-
lime n-thelnik na dva mensi mnohothelniky. Opakujicim se postupem ziskdme vysledny
rozklad na trojuhelniky:.

Na obrazku nize je konstrukce ukézana na konvexnim pétithelniku, nekonvexnim
sedmithelniku a nekonvexnim patnéctithelniku. Pro konvexni mnohothelniky je postup
zrejmy. Kazda z uhlopricek v n-thelniku lezi. Nicméné to u nekonvexnich mnohothelnikt
neplati a proto je nutné pti konstrukci postupovat opatrné.

Obréazek 2.11: Triangulace konvexniho a dvou nekonvexnich mnohothelnikt

Dtikaz véty o triangulaci je konstruktivni, existence rozdéleni mnohothelniku na troj-
thelniky z néj tedy ptimo plyne. Dikaz byl ¢erpan z 1] a byl mirné upraven.

Véta 3 (Triangulace). Kazdy mnohothelnik P leZici v roviné p lze rozdélit na konecény
pocet neprekryvajicich se trojihelniki.

Diikaz. Provedeme indukci: Pro n = 3 je vysledek trivialni, n-thelnikem je trojtihelnik.
Necht n > 3. Vezméme si jeden z vrcholi mnohothelniku, ozna¢me ho Aj, a jeho dva
sousedni vrcholy, oznacme je As, A,,. Z definice mnohouhelnikt plyne existence sousednich
vrcholl, muzeme tedy sestrojit thlopricku AsA,,.
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Sestrojme uhlopricku A, A,,, pfitom mohou nastat t¥i pripady:
a) VSechny body uhlopticky AjA, nalezi mnohothelniku a dhlopficka neprotina zad-
nou ze stran mnohouhelnika.
b) Uhloptitka Ay A, protind dvé nebo vice stran mnohothelnika, nékteré body A, A,
tedy nenalezi mnohouhelniku.
c) Uhlopficka neproting zddnou ze stran a vyjma krajnich boda thlopi{cky z4dny bod
tuhlopricky nenalezi mnohouhelniku.

Vzdy kdyz sestrojime thlopricku A, A, a nastane ptipad c), vezmeme si takovy bod
mnohotihelniku A; a sestrojime takovou thlopticku A;,1A; 1, pro kterou plati bod a) ¢i
b).

Rozeberme pripady a), b).

a) Uhlopiicka nélezi n-thelniku a rozdéluje tak n-thelnik na (n — 1)-tihelnik a troj-
uhelnik. Stejnym postupem pokracujeme dal a postupné rozdélime n-ihelnik na

n — 2 trojuhelnikt. Pokud pri konstrukei thlopricky nastane situace b), postupu-
jeme podle dle bodu b) nize.

A Ay
(n — 1) — dhelnik
A Ay
Ay Ay

Obrézek 2.12: Triangulace — pripad a)

b) V pripadé, ze thlopricka AsA, protind strany mnohothelniku, zvolime takovy
vrchol n-thelniku Ay, jenz nélezi trojuhelniku A, A;As a jehoz vzdalenost je od
Ay A, nejvétsi. Pak thlopticka A; Ay rozdéli n-thelnik na k-thelnik a (n — k + 2)-
thelnik, pricemz 3 < k < n + 1. Pavodni n-ihelnik je tak rozdélen na celkem
(k—2)+ (n—k+2—2) =n — 2 trojuhelniki. Pokud pfi konstrukei ahlopticky
nastane situace a), postupujeme podle dle bodu a) vyse.

AQ AQ Ag
A Ae A 1
A, A,

An

k — dhelnik

(n—k+2)— dhelnik

Obrazek 2.13: Triangulace — ptipad b)

Kombinaci postupt z bodu a) a b) triangulaci vzdy provedeme. Rozdéleni na troju-
helniky tedy pro kazdy mnohotuhelnik existuje, navic pocet trojihelnik je n — 2. Tim je
dikaz hotov.

O
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2.3 Spolecny rozklad dvou mnohotuhelniki

Spojenim vsech predchozich tvrzeni ziskdvame nasledujici klicovy disledek.

Disledek 3.1. Pro kazdy mnohothelnik P a tisecku E'F' libovolné délky lezici v roviné
p existuje v roviné p obdélnik FFGH, ktery ma s mnohotihelnikem P spole¢ny rozklad.

Dikaz. Mnohothelnik nejprve dle véty [3|rozdélime na konecny pocet trojihelnikt. Kazdy
z trojuhelniki pak dle lémmatu (1] transformujeme na obdélnik, dale dle lémmatu [2| na
obdélnik o zdkladné EF'. Transformacemi mnohothelniki je jejich obsah vzdy zachovan.
Dostaneme tak koneény pocet obdélnikii o zdkladné EF'. VSechny obdélniky diky spolecné
zakladné ,naskladame® na sebe a ziskame tak jediny obdélnik o zdkladné EF', ozna¢me ho
EFGH. Diky tranzitivité ekvidekomposability ma ptivodni mnohotihelnik P s vyslednym
obdélnikem FFGH spolecny rozklad. O

Spole¢ny rozklad dvou mnohotihelniku stejného obsahu (nebo spise transformaci jed-
noho mnohothelniku na druhy) mizeme pozorovat na interaktivni webové strance [7]. Po
nacrtnuti dvou libovolnych mnohothelnikii se spusti animace, béhem které dojde k trans-
formaci (,,preskladani“) jednoho mnohothelniku na druhy. Animace probihd presné podle
krokti, které jsme uvedli v textu vyse.

Diusledkem jsme naplnili tfeti a posledni krok naseho planu ze zacatku kapitoly.
Mizeme prejit k samotnému ditkazu Wallace-Bolyai-Gerweinovy véty.

Dikaz Wallace-Bolyai-Gerweinovy véty

Nyni uz mame dokazana vsechna potfebna tvrzeni o spoleénych rozkladech a mi-
zeme se vratit k dukazu véty [2 Pri dikazu existence spoletného rozkladu jakychkoliv
dvou mnohotuhelnikii stejného obsahu bude postup prakticky stejny jako ten uvedeny
v predchozim textu. Lisit se bude jen v poc¢tu trojuhelnikt, na nez budou mnohothelniky
rozdéleny.

Ptipomenme znéni véty 2} KaZdé dva mnohothelniky stejného obsahu leZici v roviné
p jsou ekvidekomposabilni.

Diikaz. Méjme dva mnohotihelniky P a @ stejného obsahu, tedy S(P) = S(Q). Kazdy
z mnohouhelnikt 1ze pfi zachovani obsahu za vyuziti disledku transformovat na ob-
délniky o stranach 1, p a 1, q. Jelikoz S(P) = S(Q), pak p = q a vysledné obdélniky jsou
shodné, a tedy i shodné rozlozitelné (reflexivita ekvidekomposability). Diky tranzitivité
ekvidekomposability jsou shodné rozlozitelné i ptivodni mnohotihelniky P a Q). O]

Podarilo se nam tedy nejen dokazat, ze obsahy kazdych dvou shodné rozlozitelnych
mnohothelnikl jsou si rovny, ale zZe i kazdé dva mnohothelniky stejného obsahu jsou ekvi-
dekomposabilni. Tedy spojenim vét [1] a [2] dostavame, Ze: Kazdé dva mnohothelniky
maji stejny obsah praveé tehdy, kdyz jsou ekvidekomposabilni.

Poznamenejme, ze zptsobem popsanym v dikazu byl spoleény rozklad nalezen, ale
z hlediska poc¢tu mnohothelnikl, na které je ptivodni mnohothelnik rozlozen, nemusi
byt uz tak ,efektivni“. Pro nas bylo dilezité samotny rozklad najit. Hledani ,nejhezc¢iho*
rozkladu — takového, aby pocet mnohotihelniki, na néz zadané n-thelniky rozdélime, byl
co nejmensi, je uz jind tloha (viz napiiklad [8]).
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2.4 Dalsi rozklady mnohothelnikt

Abychom provedli dikkaz Wallace-Bolyai-Gerweinovy véty, dokézali jsme existenci spo-
le¢ného rozkladu mnohothelniku a obdélniku libovolné dlouhé zakladny. S transforma-
cemi ale miizeme pokracovat dale. V této podkapitole ukazeme dva dalsi spoleéné roz-
klady a to spole¢ny rozklad mnohothelniku a ¢tverce a spolecny rozklad mnohothelniku
a trojihelniku. Cerpano z [3] (kapitola 22, 24).

Spolecny rozklad mnohothelniku a ¢tverce

Abychom ukézali spoleény rozklad mnohotihelniku a ¢tverce, staci jen ukézat, ze exis-
tuje spolecny rozklad obdélniku a c¢tverce. To je obsahem nésledujiciho lémmatu. Jedna
se v podstaté o Eukleidovu vétu o Vyéceﬂ kde je plocha obdélniku preménéna na plo-
chu ¢tverce (nebo naopak). Abychom tuto pfeménu ploch provedli pomoci spoleéného
rozkladu, tak na obdélnik klademe jisté pozadavky (viz nize).

Lémma 4. Pro kaZdy obdélnik leZici v roviné p existuje v roviné p ctverec, ktery md
s obdélnikem spolecny rozklad.

Diikaz. Méjme obdélnfk ABC'D a necht plati 4|/AD| > |AB| > |AD| (viz obrézek [2.14)).
Pokud takovou podminku nespliuje, transformujeme ho pomoci lémmatu 3| tak, aby byla
podminka splnéna. Na poloprimce DA sestrojime bod E tak, ze plati |AB| = |AE|. Nad
priumérem DE sestrojme kruznici k£ (Thalétova kruznice), prusecikem kruznice k a strany
AB je bod K. Nyni sestrojime ¢tverec o strané AK, tedy dorysujeme zbyvajici vrcholy
L, M, pricemz bod M lezi na poloprimce AD.

C B
L R O/ K. e Kk

Py,
M D A Spp E

Obrazek 2.14: Transformace obdélniku na c¢tverec

Jelikoz plati |AB| = |AE|, |AK| = |AM| athly <BAM a <K AD jsou pravé, pak jsou
trojuhelniky KAE a M AB podle véty sus shodné. Jelikoz jsou podle véty uu trojihelniky
KAFE a DAK podobné a plati AKAE = AM AB, tak jsou podobné i trojihelniky DAK
a MAB. Piimky KD a BM jsou tak rovnobézné a plati |[MD| = |OK|, |DP| = |KB|
auhly <M DP a <OK B jsou pravé. Trojuhelniky M DP a OK B jsou dle véty sus shodné.
Obdobné bychom ukézali i shodnost trojihelniki M LO a PCB.

2V pravothlém trojihelniku je obsah étverce nad vyskou na pieponu roven obsahu obdélniku, jehoz
strany jsou shodné s tseky prepony, na néz je prepona rozdélena patou vysky.
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Dostavame tedy, ze AMDP = AOKB a zaroven AMLO = APCB. Odtud plyne,
ze obdélnik ABC'D ma se ¢tverce AK LM spole¢ny rozklad.
O

Pozndmka. Aby bylo mozné rozklad provést, musi pro strany obdélniku platit podminka
uvedena v dikazu. Je-li 4/AD| = |AB]|, pak obdélnik jen ,rozpulime“ vodorovné jako
v lémmatu 3] a transformujeme na obdélnik o dvojnasobné zakladné a poloviéni vysce.
Vysledny ¢tverec dostaneme okamzité. Pokud by platilo 4|AD| < |AB|, tak by nékteré

body usecky M B nelezely v mnohothelniku M ABCRL (sjednoceni ¢tverce a obdélniku)
a transformaci by nebylo mozné provést.

Disledek 3.2. Ke kazdému mnohothelniku P lezicimu v roviné p existuje v roviné
p Ctverec, ktery ma s mnohothelnikem P spolecny rozklad.

Diikaz. Méjme mnohotihelnik P a zvolme tisecku AB. Podle dusledku [3.1] dokazeme mno-
hotihelnik transformovat na obdélnik o strané AB. Dle lémmatu [4]1ze pak tento obdélnik
transformovat na c¢tverec. Diky tranzitivité ekvidekomposability maji ptivodni mnoho-
uhelnik P a vysledny ¢tverec spoleény rozklad. O

Spolecny rozklad mnohothelniku a trojihelniku

Dalsi spolecny rozklad, ktery mtzeme ukézat, je spoleény rozklad mnohotihelniku
a trojuhelniku. Vyuzijeme toho, ze trojuhelniky o shodné zékladné a mezi tymiz rovno-
bézkami maji shodny obsah — tim padem jsou shodné rozlozitelné.

Disledek 3.3. Dva trojihelniky lezici v roviné p, jenz maji shodnou zékladu a stejnou
vysku, jsou ekvidekomposabilni.

Dukaz. Kazdy z trojihelnikt nejprve dle lémmatu [1| transformujeme na rovnobéznik, jenz
bude mit shodnou zdkladu a poloviéni vysku. Ten déle transformujeme na obdélnik, jenz
mé shodnou zdkladnu a polovicéni vysku jako ptivodni trojihelnik (viz postup v dukazu
lémmatu. Vysledné obdélniky jsou shodné, tedy i shodné rozlozitelné. Diky tranzitivité
ekvidekomposability jsou ekvidekomposabilni i pivodni trojihelniky.

O

Tento dusledek vyuzijeme k tomu, abychom pomoci jednoduché konstrukce pti zacho-
vani obsahu postupneé snizovali pocet vrcholt mnohothelniku, u kterého chceme spolecny
rozklad s trojihelnikem ukazat. Dany n-thelnik tak transformujeme na (n — 1)-thelnik,
ten pak na (n — 2)-uhelnik a tak dédle. Ve vysledku ziskdme trojtihelnik.

Obrézek 2.15: Transformace pétithelniku na ¢tyituhelnik
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Postup konstrukece pro konvexni pétithelnik je ilustrovan na obrdzku[2.15| vySe. Sestro-
jime thlopticku BD a ptimku rovnobéznou s touto tihloptickou prochazejici vrcholem C'.
Tato rovnobézka protne primku AB v bodé C’. Trojuhelniky DBC a D BC' maji shodnou
zékladnu a lezi mezi tymiz rovnobézkami, maji stejny obsah a jsou také ekvidekomposa-

bilni (disledek [B-3).

Obrazek 2.16: Transformace ¢tyiihelniku na trojtihelnik

Vrchol C jsme tak po rovnobézce ,,posunuli“ do bodu C” a ptuvodnimu mnohothelniku
sodebrali“ jeden vrchol. Stejnym postupem pokracujeme déle a ctytthelnik transformu-
jeme na trojuhelnik. Konstrukce je ukdzana na obrazku vyse.

Disledek 3.4. Ke kazdému mnohothelniku P lezicimu v roviné p existuje v roviné
p trojihelnik, ktery mé s timto mnohothelnikem P spolecny rozklad.

K vypoctu obsahu pétithelniku by nam tak postacilo znat délku strany trojuhelniku
E'C" a délku vysky na tuto stranu.

2.5 Vztahy pro vypocet obsahu mnohotuhelniki

Jak jiz bylo fec¢eno, obsah je relativni a jeho vyslednd podoba zavisi na utvaru E v axi-
omu v definici obsahu. Za tento tutvar je standardné volen ¢tverec o strané 1. Pomoci
tohoto jednotkového ¢tverce jsou déle vypocitany obsahy vsech moznych mnohothelnikt
z mnoziny M. 7 didaktického hlediska se pri probirani této latky nabizi ukazat spolecné
rozklady danych mnohothelnikii. Zékéim a studentiim tak miZeme pomoci nézornych
rozkladt odpovédét na otazky typu ., Proc ten vzorec vypadd takto?“ nebo ,,Odkud se ten
vztah vzal?“.

Zacnéme u ¢tverce a obdélniku. Vztah pro vypocet ¢tverce a obdélniku, jejichz strany
maji celoéiselné délky, odvodime pomoci jednotkového étverce. Ctverec o strané a lze
vyplnit® a? jednotkovymi étverci, obdobné obdélnik o stranach a, b ,pokryjeme“ a - b
jednotkovymi étverci. Tak dostdvame zndmé vztahy pro vypocéet obsahu étverce: S = a?
a obdélniku: S =a - b, kde a,b € N.

| — | —
a b
Obréazek 2.17: Obsah ¢tverce a obdélniku
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Chceme vsak odvodit vztah pro obsah mnohotihelnikt, jejichz strany maji délky rovné
kladnym realnym ¢islim. Pokroc¢ime tedy dale a od prirozenych cisel prejdeme k racio-
nalnim. Mnohothelniky nebudeme ,vyplinovat® jednotkovymi c¢tverci, ale jejich castmi.
Napriklad obdélnik o stranach % a % ,vyplnime® ¢tverci o strané é (nejmensi spole¢ny
nasobek jmenovatelt délek stran). Abychom provedli prechod od raciondlnich ¢isel k ¢fs-
lim redlnym, musime si pomoci nastroji matematické analyzy (limity posloupnosti, jejich
konvergence).

Vztahy pro vypocet obsahti dalsich béznych mnohothelniki odvodime pravé pomoci
obdélniku, respektive pomoci spole¢ného rozkladu daného mnohothelniku a obdélniku.
Na obrazku niZe je zndzornén spoleény rozklad rovnobézniku a obdélniku (viz dikaz 1ém-
matu . Obsah rovnobézniku se tak rovna obsahu obdélniku o shodné zdkladné a vysce:

S=ua-uv,.

a b b
Obrazek 2.18: Obsah rovnobézniku a trojuhelniku

Trojuhelnik mizeme jednak ,doplnit* na rovnobéznik (obréazek 2.18 uprostied), obsah
trojuhelniku se pak rovna poloviné obsahu takového rovnobézniku, tedy S = % b vy,
Nebo také mizeme trojuhelnik transformovat na obdélnik o shodné zakladné a poloviéni
vysce (viz lémma . Vysledkem prvniho ¢i druhého postupu je jeden a tentyz vztah:
S = b—;b Zaroven poznamenejme, ze pri vypoctu obsahu trojihelniku nezéalezi na volbé
zékladny a vysky (da se dokdzat pomoci vét o podobnosti trojihelniki).

Obdobnym zptisobem bychom mohli odvodit vztah pro vypocet kosoctverce nebo
lichobézniku. Na kosoctverec o strané a a vysce v, bychom mohli pohlizet jako na rov-
nobéznik a postupem uvedenym vyse ho transformovat na obdélnik. Jeho obsah je tedy
roven S = a-v,. Mlizeme ale také vyuzit ahlopricek e a f (obrézekvlevo). Ty jsou na
sebe kolmé a rozkladaji kosoCtverec na Ctyri shodné pravoihlé trojuhelniky. Jejich ,,pre-
sunutim® ziskdme obdélnik o strandch f a §. Obdélnik i kosoctverec maji stejny rozklad,
obsah kosoctverce je tedy: S = %

a 4

Obrazek 2.19: Obsah kosoctverce a lichobézniku

Pti odvozeni vztahu pro vypocet lichobézniku k danému lichobézniku dorysujeme
shodny ale otoceny lichobéznik (obrézek vpravo). Dostavame tak rovnobéznik, jehoz
obsah uz spocitat umime. Obsah lichobézniku je tak roven poloviné obsahu rovnobézniku,
tedy S=1-(a+c)-v.
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3. Ekvidekomposabilita v prostoru

V minulé kapitole jsme ukézali, ze spolecny rozklad dvou obecnych mnohothelnikt
stejného obsahu existuje, a tim dokazali, ze kazdé dva mnohothelniky v roviné maji stejny
obsah préavé tehdy, jsou-li ekvidekomposabilni (shodné rozlozitelné). Také jsme ukézali,
jak pomoci spolecnych rozkladti odvodime vztahy pro vypocet obsahu rovnobézniku,
kosoctverce a lichobézniku.

Zkusme se posunout o dimenzi vyse. Bylo by mozné objem stejné jako obsah zavést
pomoci ekvidekomposability? Otazka tedy zni: Je objem dvou mnohosténi roven pravé
tehdy, existuje-li spolecny rozklad mnohosténi na mnohostény?

V této treti kapitole ukdzeme dvojici mnohostént, pro néz spolecny rozklad exis-
tuje, a ukdzeme vyuziti tohoto rozkladu pro vypocet objemu (obdobné jako v roviné
u nékterych mnohotihelnikil). Déle se podivame na dvojici mnohosténii, pro kterou vyse
vyslovena hypotéza neplati a jejich spolecny rozklad neexistuje. Pfedstavime znéni ttetiho
Hilbertova problému a ve strucnosti nastinime jeho dikaz.

Poznamka. 7 roviny si do prostoru ,preneseme’ par pojmu. Pro praci v eukleidovském
prostoru dimenze tfi bychom nejprve definovali mnohostén (nebo obecné téleso), uvedli
bychom jeho zakladni pojmy a zavedli shodnost dvou mnohosténti. Objem mnohosténu
bychom definovali obdobné jako obsah mnohothelniku — jako nezaporné redlné cislo pri-
fazené mnohosténu za platnosti ti1 axiomu. Analogicky bychom také zadefinovali ekvide-
komposabilitu mnohosténii: dva mnohostény nazyvame ekvidekomposabilni, pokud je lze
rozlozit na po dvou shodné neprekryvajici se mnohostény.

3.1 Spolecény rozklad rovnobéznosténu a kvadru

Stejné jako jsme dokazali v roviné najit spoleény rozklad rovnobézniku a obdélniku,
podivejme se, zdali existuje spolec¢ny rozklad rovnobéznosténu a kvadru. Na obrazku|3.1|je
vyobrazen rovnobéznostén ABCDA'B'C'D’. Stény ABA'B" a DCD'C" jsou k podstavam
ABCD a A'B'C'D’ kolmé.

Obrazek 3.1: Transformace rovnobéZnosténu na kvadr

Pievezmeme ideu transformace rovnobézniku na obdélnik z dikazu lémmatu 2.5
a aplikujeme ji na rovnobéznostén. Z bodu B’, respektive C’, spustime kolmici, ktera
protne stranu AB, resp. CD, v bodé E, resp. F. Rovnobéznostén tak rovinou EFC’
rozdélime na mnohostén AEFDA'B'C'D’ a trojboky hranol EBB'FCC'. Tento hranol
nasledné posuneme tak, ze stény BCB'C" a ADA’' D’ splynou (smér posunuti je naznacen
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sipkou). Puvodni rovnobéznostén jsme transformovali na kvadr a tim nalezli spolecny
rozklad téchto dvou mnohosténii.

Kdyby stény ABA’'B" a C'DC' D’ nebyly k podstavam ABCD a A’B'C'D’ kolmé (rov-
nobéznostén by byl vice ,naklonény*), transformaci na kvadr bychom provedli obdobné,
jen ve dvou krocich.

Rovnobéznostén tedy dokazeme transformovat na kvadr, jehoz obsah podstavy S, je
roven obsahu podstavy rovnobéznosténu a vyska v je rovna vysce puvodniho rovnobéz-
nosténu. Objem rovnobéznosténu je tak roven V =5, -v =a-v,-v = a-b-v, kde a, v, je
zakladna a vyska rovnobézniku a a, b jsou strany obdélniku — podstavy kvadru.

Podobnym zptisobem bychom mohli ukazat i spole¢ny rozklad dvou kvadri. Inspirovali
bychom se v 1émmatu [2] a kvadr bychom transformovali na kvadr s odlisnou podstavou.
Namisto tsecky E'F' bychom zvolili obdélnik FF'GH, ktery bude tvofit podstavu nového
kvadru.

3.2 Rozklad krychle na jehlany

V predchozi podkapitole jsme vyuzili spole¢ného rozkladu pro vypocet objemu rov-
nobéznosténu. Mohli bychom si rozkladem pomoci i u jinych mnohosténti? Vezméme si
krychli ABCDEFGH (obréazek a sestrojme uhlopricky AH, BH, CH a FFH. Timto
zpusobem rozlozime krychli na t¥i ¢tyrboké jehlany.

Kdyby byly tyto jehlany shodné, mohli bychom tici, Ze se objem pravé tohoto konkrét-
niho jehlanu rovna jedné ttretiné objemu pravé této krychle, do které je jehlan vepsan.
Nicméné jehlany, na které je krychle rozlozena, shodné nejsou (dva z nich navzajem
shodné jsou, tfeti s nimi nikoliv). Objem jehlanu tedy nemuzeme na zdkladé tohoto roz-
kladu snadno stanovit.

Obréazek 3.2: Krychle a jehlan

Mohli bychom se inspirovat Wallace-Bolyai-Gerweinovou vétou, kterou jsme dokazali
v predchozi kapitole. V roviné jsme dokézali existenci spole¢ného rozkladu dvou troju-
helnikt, které maji shodnou zakladnu a stejnou vysku. Dokéazali bychom analogicky najit
spolecny rozklad dvou jehlant o shodnych podstaviach a stejnych vyskach? Pokud ano,
pak bychom mohli najit spolec¢ny rozklad dvou jehlant, které nejsou shodné. Jak vsak
uvidime v nasledujici kapitole, zadny takovy spole¢ny rozklad na mnohostény neexistuje.

Pozndmka. Objem jehlanu miizeme stanovit naptiklad pomoci Eudoxovy exhaustacni
metody, kdy tento jehlan vyplnime posloupnosti mnohostént, jejichz objem umime urcit.
A v tomto pripadé dokonce jejich objemy tvoii geometrickou posloupnost (podrobny
vypocet viz 9] str. 67). Objem jehlanu je tedy roven sou¢tu nésledujici geometrické rady
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Je s podivem, ze pro vypocet objemu relativné jednoduchého mnohosténu bylo nutné
pouzit nekonecnou geometrickou fadu, respektive jeji soucet. Stény jehlanu jsou tvoreny
pomérné ,hezkymi“ mmnohoihelniky a tak bychom ocekéavali, ze bude mozné vypocet
objemu provést jednoduseji. V nasledujici podkapitole prozkoumame, zda-li bychom mohli
vyuzit (obdobné jako v roviné) spoleénych rozkladi a jehlan tak ,preskladat® na néjaky
jiny mnohostén, jehoz objem umime stanovit.

3.3 Treti Hilberttv problém

Pokud chceme objem mnohosténu zalozit na ekvidekomposabilité, musime (obdobné
jako v roving) ukdzat, Ze spoleény rozklad pro dva mnohostény stejného objemu vzdy
existuje. V opac¢ném pripadé, pokud bychom chtéli hypotézu vyvratit, stac¢i najit dva
mnohostény stejného objemu, které spolec¢ny rozklad nemaji. Tento problém je pfedmétem
tretiho Hilbertova problému.

David Hilbert sestavil seznam 23 matematickych problémt, jehoz ¢ast predstavil na
druhé Mezinarodni konferenci matematikti v Parizi v roce 1900. Predmétem tretiho pro-
blému bylo predvést ditkaz o tom, ze neni mozné uvést dva ctyrsteny se stejnym obsahem
podstavy a se stejnou vyskou, které nelze Zadnym zpisobem rozlozit na shodné ctyrsteny
a které nelze ani pripojenim shodnych ctyrsténi doplnit na takové mnohostény, pro nez
rozklad ve shodné ctyrstény mozny je.

Hilbert narazel na otazku, zda spoleény rozklad dvou uvedenych ctyrstént nebylo
mozné najit z toho diavodu, ze se o to doposud nikdo nepokusil, nebo z toho divodu, ze
takovy rozklad jednoduse neexistuje. Za pomoci abstraktni algebry nasel Hilberttiv Zak
Max Dehn odpovéd — spolecny rozklad dvou ¢tyrsténti na mnohostény opravdu neexis-
tuje. Uz v roce 1900 odvodil Dehn nutnou podminku rozlozitelnosti dvou mnohosténti a
také ukazal, Zze pro mnohé dvojice mnohostént podminka neni splnéna. Jedno z reSeni
tfetiho Hilbertova problému je na zakladné tzv. Dehnovijch invariantu. Dalsi feSeni po-
skytli (respektive Dehnuv dikaz zjednodusili) matematici V. F. Kagan v roce 1903 a H.
Hadwiger v roce 1950.

V této posledni podkapitole stru¢né naznacime reseni tietiho Hilbertova problému za
pomoci Dehnovych invarianti. Ulohu nebudeme Feit pro vyse zminéné étyfstény, ale pro
jednoduchost vytresime tlohu pro krychli a pravidelny ctyrstén stejného objemu. Nejprve
nastinime podstatu Dehnovych invariantii a poté je zkonstruujeme. Spocitame Dehnovy
invarianty pro krychli a ¢tyfstén a ukazeme tak, ze tyto dva mnohostény nejsou shodné
rozlozitelné — jejich spolecny rozklad na mnohostény neexistuje.

Pro odbornéjsi a rozsahlejsi text odkazujeme c¢tendre na diplomovou praci Milana
Varikata [9], kterd se vénuje pravé tretimu Hilbertovu problému.

Co jsou to Dehnovy invarianty a k ¢emu slouzi?

V matematice je invariant urcity objekt, ktery se s danou transformaci neméni. Jed-
noduchym prikladem invariantu je vzdalenost dvou bodu v roviné p, kterd je invariantni
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vuci zobrazeni shodnosti. Pro nase icely chceme zavést takovy invariant, oznacme jej A,
ktery bude spliiovat nasledujici podminky.

« Pokud jsou mnohostény P a P’ shodné, pak A(P) = A(P’).

e Rozdélime-li mnohostén P rovinou na dva mensi mnohostény T4, 15, pak

A(P) = A(Th) + A(Ty).

Jinymi slovy: chceme, aby byl invariant vi¢i rozkladu mnohosténu na mnohostény
invariantni.

V nasledujici podkapitole struc¢né naznac¢ime definici tzv. Dehnova invariantu, ktery
obé vyse uvedené podminky splnuje. M. Dehn jej definoval tak, aby bylo mozno dokazat,
7e pokud se invarianty prifazené mnohosténum P, P’ nerovnaji, pak mnohostény P, P’
nejsou navzajem rozlozitelné.

Ideou ditkazu neexistence spolec¢ného rozkladu krychle a ¢tyrsténu bude tedy vypocet
jejich Dehnovych invariantii a jejich porovnani. Jelikoz se hodnoty Dehnovych invariant
rovnat nebudou, bude mozné tici, ze spolecny rozklad téchto mnohostént neexistuje.

Konstrukce Dehnovych invariantt

Nyni velmi zjednodusené naznacime zavedeni Dehnovych invarianti. Postup kon-
strukce cerpame z [3] (kapitola 27).

Necht a; € R jsou redlna ¢isla a a; € R, jsou redlna cisla az na racionalni ndsobek
ﬂﬂ an € N je pocet hran mnohosténu P. Pro kazdy mnohostén odpovidaji ¢isla a; délkdm
hran a ¢isla a; odpovidaji prislusnym velikostem dihedralnich hli. Dihedralnim thlem
rozumime takovy vnitini thel mnohosténu, ktery sviraji dvé sousedni stény mnohosténu
(viz obrazky [3.3 a [3.4] niZe). Kazdé hrané mnohosténu a; tak odpovida jeden dihedrdlni
uhel «;.

Sumu
n

5(P) = Z(ai’ai) = (alval) + (a27a2) + (a3va3) +oet (anvan)

i=1
nazyvame Dehnovym invariantem mnohosténu P a oznacime ji §(P). Zaroven Dehnovy
invarianty 0(P) maji vlastnosti invariantu A uvedené v odrazkach vyse.

Mnozinu vsech vyrazu (ai,a1) + -+ + (an, ;) oznac¢ime G. Déle na této mnoziné
G definuje operaci sc¢itani:
(a, @) + (a,5) = (@, + ),
(@, @) + (b,a) = (a+ b, ).

D4 se dokazat, ze G je komutativni grupa (na G tedy existuje neutralni a inverzni
prvek) a pro kazdé a € R plati:

(a, 0) = (a, 0)+ (0, 0) = (a, 0)+ (a, 0) + (—a, 0) = (a, 0)+ (—a, 0) = (0, 0).

Tato rovnost bude pii diikazu tfetiho Hilbertova problému velmi dilezita. V podstaté
ikd, ze pokud je dany dihedralni hel roven nule (velikost hlu je tedy racionalni ndsobek
), pak je vyraz (a,0) roven nule. Nezélezi tedy na délce hrany a mnohosténu, ale pouze
na velikosti dihedralniho dhlu a. Prvek (0,0) oznac¢ime 0.

'Dvé &isla a, b budeme povazovat za sobé rovna aZ na racionalni ndsobek &isla 7, pokud existuje ¢ € Q
takové, zea=b+q- 7.
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Spolecny rozklad krychle a ctyrsténu

Abychom dokazali, ze krychle a ¢tyfstén nejsou shodné rozlozitelné, spocitame jejich
Dehnovy invarianty a porovname je. Za¢néme s krychli K o hrané a. Délky vsech jejich
hran jsou stejné, tedy a; = as = -+ = aj2 = a. Zaroven vsSechny dihedréalni thly jsou

prave, tedy a; = ag = -+ = a2 = 7.

Obrézek 3.3: K vypoctu Dehnova invariantu krychle

Dehnitiv invariant krychle K je tedy roven
7
(S(K) = (al,al) + 4 (alg,alg) =12 <CL, 2) .
Jelikoz je 7 raciondlni nasobek cisla 7, tak

5(K) =12 <a, g) — 12 (0,0) = 0.

Nyni spocitejme Dehniiv invariant pravidelného ¢tytsténu o hrané b. Vsechny hrany
jsou stejné: by = by = --- = bg = b, zaroven vsSechny dihedralni thly jsou shodné:
[y =Py =--- = g = . Dehntv invariant ¢tytsténu P je tedy

6(P) = (b1, B1) + -+ + (bs, Bs) = 6(b, B).

Nyni nas zajima velikost tthlu 3. Potfebujeme ukazat, Ze tento dihedralni thel (£
neni racionalnim nasobkem ¢isla w. Abychom velikost dihedralniho uhlu S vypocitali,
zkonstruujeme v Ctyfsténu trojihelnik Sy DD’. Bod D’ je prusecikem S,pC' a kolmice
prochazejici bodem D k podstavée ABC.

Obrézek 3.4: K vypoctu Dehnova invariantu étyrsténu
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Pomoci Pythagorovy véty vypocitame, ze

V3 . 1 V3
|SapD| = |SasC| = - @ dale |SapD'| = §|SAB(]| =5

Odtud dostavame, ze cos f = % (viz pravothly trojihelnik S4p DD’ na obrazku .
Mame vztah, ktery jednoznacné urcuje velikost ihlu 8. D4 se dokazat (viz [3] kapitola
27, nebo [9] kapitola 2.3.3), ze takovyto tihel 8 neni racionalnim nasobkem ¢isla 7. Jelikoz
J(K)=0ad(P)#0, tak dostavame, ze 0(K) # J(P) a mnohostény tak nejsou shodné
rozlozitelné. Krychle a ¢tyTstén stejného objemu nemaji spolecny rozklad.

Pomoci Dehnovych invarianti jsme tedy zjistili, ze krychle a ¢tyrstén o stejném ob-
jemu nejsou ekvidekomposabilni, a muzeme tak odpovédét na otazku ze zacatku kapitoly.
Nalezenim protipiikladu, tedy dvojice mnohosténti stejného objemu, které nemaji spo-
lecny rozklad, jsme ukazali, ze ekvidekomposabilita a rovnost objemu dvou mnohostént
v prostoru nejsou ekvivalentni.
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Z.aver

Cilem této prace bylo priblizit pojem ekvidekomposability a ukézat jeji souvislost s
obsahem mnohothelniku. V prvni kapitole jsme zavedli mnohothelnik a jeho obsah a
ekvidekomposabilitu dvou mnohothelnik. Jednoduchym pozorovanim jsme dosli k za-
véru, ze ekvidekomposabilni — shodné rozlozitelné mnohothelniky maji stejny obsah.

V druhé kapitole se nam podarilo dokazat Wallace-Bolyai-Gerweinovu vétu, ktera
rika, ze kaZdé dva mnohothelniky stejného obsahu jsou ekvidekomposabilni. Ukéazali jsme
tak, ze spoleény rozklad dvou mnohothelniki stejného obsahu vzdy existuje. Rovnost
obsahu a ekvidekomposabilita jsou tak ekvivalentni. Pomoci spolec¢nych rozkladi jsme
dale ukazali, jakym zpusobem muzeme odvodit vztahy pro vypocet obsahu nékterych
béznych mnohotihelnik. Aniz bychom to primo védeéli, tak existenci spole¢ného rozkladu
dvou mnohothelnikti ¢astokrat pri vypoctu obsahu pouzivame.

Z roviny jsme se presunuli do prostoru a ve tieti kapitole zkoumali otazku, zda je
mozné za pomoci ekvidekomposability zavést objem mmnohosténti. Ukézali jsme dvojici
mnohosténti, pro kterou spoleény rozklad existuje, a poté ukazali dvojici mnohostént,
jejichz spole¢ny rozklad neexistuje. Diky tomuto protiprikladu jsme tak analogii Wallace-
Bolyai-Gerweinovy véty v prostoru vyvratili.

Zaverem doufame, ze diky této praci byl na prvni pohled désivy pojem ekvidekom-
posabilita nenasilnou a nazornou formou priblizen.
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