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Abstrakt: V této préaci se zabyvame konceptem interpretovatelnosti axiomatic-
kych teorii (interpretovani jedné teorie v druhé) a jeho zdkladnimi vlastnostmi
a vyuzitimi. Definujeme interpretaci a ukézeme jeji chovani na jednoduchych
skolnich teoriich a dokdzeme o ni nékolik vét. V dalsich dvou kapitolach ukazeme
nerozhodnutelnosti teorii pomoci interpretace teorie R v téchto teoriich. Pak se
budeme vénovat moznému vyuziti interpretaci ve finitistnim programu Edwarda
Nelsona a s tim souvisejici lokalni interpretaci omezené aritmetiky 1A v Robin-
sonove aritmetice Q, coz je také priklad rezové interpretace. Nakonec se vratime
k jednoduchym skolnim teoriim a ukazeme na nich, jak dokazovat neinterpreto-
vatelnost.

Klicova slova: interpretace, axiomaticka teorie, interpretovatelnost, definovatelna
mnozina, Robinsonova aritmetika



Abstract: In this thesis we are researching the concept of intepretability between
axiomatic theories and its basic properties and its uses. We define one-dimensional
interpretation and show its behaviour on simple school theories. We also prove
some important theorems about interpretations. In next two chapters we show
interpretations on more complex theories. We use interpretations for transporting
property of essential undecidability to theories in which theory R is interpretable.
Then we show that theory of bounded arithmetic 14, is localy interpretable in
Robinson arithmetic Q, which is also an example of cut-interpretation and is
related to Edward Nelson’s finitist program which we will comment on. Finally
we return to school theories and use them to show how to prove that one theory
is not interpretable in another.

Keywords: interpretation, axiomatic theory, interpretability, definable sets, Ro-
binson arithmetic
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Uvod

V této praci se budeme zabyvat pojmem interpretovatelnosti aritmetickych te-
orif. Tento pojem se poprvé objevil v knize [TMR53| autoru Alfréda Tarského,
Andrzeje Mostowského a Raphaela M. Robinsona nazvané Undecitable theories
vydané v roce 1953.

Interpretace (jedné teorie ve druhé) je pomérné prirozenou konstrukei. Jed-
noduchym prikladem mize byt interpretace dvou-dimenzionalni geometrie v tii-
dimenzionalni, kterou ziskdme omezenim se pouze na jednu rovinu. Interpretovat
teorii T' v teorii S znamena najit v teorii S urc¢ité objekty a na nich nadefinovat
operace a relace odpovidajici symboliim jazyka 7' - a tim vytvorit novou teorii tak,
aby v nové teorii platily vSechny axiomy teorie T'. Pokud existuje interpretace T' v
S, tikdme, ze T je v S interpretovatelna. Folklorem je samoziejmé interpretace (i
kdyz toto slovo se v tomto kontextu casto nepouzivd) aritmetiky v teorii mnozin
ziskand omezenim se na prirozend Cisla a patficnym nadefinovanim operaci na
nich.

7 tohoto prikladu je ponékud ocividné, Ze interpretace lze vyuzit k dokazani
relativni bezespornosti - plati, ze pokud T je interpretovatelnd v S a S je beze-
spornd, pak i T' je bezesporna. Tarski a spoluautori vsak interpretace vyuzivali,
jak nazev jejich knihy napovidé, zejména k dokazovani podstatné nerozhodnutel-
nosti teorii (ve smyslu, ze neexistuje algoritmus, ktery by o kazdé sentenci jazyka
teorie rozhodl, jestli je dokazatelnd nebo ne). Interpretovatelnosti se totiz prenasi
nékteré vlastnosti teorii. Poznamenejme, Ze toto neplati pro samotnou nerozhod-
nutelnost. Dalsi logické vyuziti interpretace je moznost srovnavat teorie jinak nez
pouhou relativni konzistenci.

Pojem interpretace ma mnoho variant. My v této praci zustaneme u jedno-
dimenziondlni interpretace bez parametri. Na konci prvni kapitoly vsak definu-
jeme i interpretaci lokalni, kterou pozdéji budeme potiebovat. O globélni inter-
pretaci dokazeme nékolik zédkladnich faktt, napriklad jiz zminény vztah interpre-
tovatelnosti k bezespornosti a k nerozhodnutelnosti teorii. Ukazeme také priklady
na jednoduchych, muzeme tict Skolnich, teoriich. Priklady interpretaci v pro ma-
tematiku dilezitych teoriich si nechame na kapitolu 2 a 3.

Ve druhé kapitole se budeme vénovat interpretacim v teorii R a ptivodnimu
vyuziti interpretace jako néastroje pro dokazovani podstatné nerozhodnutelnosti.
Pokud chceme o teorii dokazat, ze je podstatné nerozhodnutelnd, stac¢i nam v ni
interpretovat teorii, o které uz vime, Ze je podstatné nerozhodnutelnou teorii.
V této kapitole se také budeme okrajové vénovat historii a prehistorii pojmu
interpretace.

Ve treti kapitole budeme dokazovat lokdlni interpretaci teorie 1A v Robinso-
nové aritmetice Q. K tomuto dikazu je potfeba mezikrok dokazani interpretace
teorie Q" (coZ je Q s nékolika uzite¢nymi axiomy jako asociativita séitdni navic)
v samotné Q. V literatufe, v napiiklad v [HP93] nebo [FF13], se tento mezikrok
nedokazuje, a misto toho se odkazuje na knihu Edwarda Nelsona [Nel86]. Ta
nabizi zajimavy finitisticky program, ktery stoji na interpretovani teorii v "bez-
pecné'Robinsonové aritmetice. My tento mezikrok dokézeme vlastnim zptisobem,
ktery stoji na metodé Roberta Solovaye nazvané zkrdceni rezu. Filosofii Nelsonova
programu se ale budeme predtim vénovat.

V posledni kapitole se vratime k jednoduchym skolnim teoriim a ukazeme na



nich, jak dokazat neinterpretovatelnost jedné teorie ve druhé. To souvisi tivahami
o definovatelnosti a nedefinovatelnosti mnozin, relaci a struktur jedné teorie ve
strukturach teorie druhé.



1 Co je interpretovatelnost

Zajimaji nas pojmy interpretace a interpretovatelnosti axiomatickych teorii. V
této casti prace zformulujeme nékolik jednoduchych, mizeme tici skolnich, teorii,
a, aniz bychom jesté formulovali pfesnéjsi definici interpretace, ukazeme dva jeji
priklady. Nasledné formulujeme definici, na skolnich teoriich ukazeme priklady
interpretaci, a dokdzeme o interpretacich a interpretovatelnosti nékolik dilezitych
vét.

1.1 Teorie

Nésledujici teorie i priklady v této ¢asti prace, Gerpame z knihy [Sve02] Vitézslava
Svejdara. Zejména z kapitol 3.4. Viastnosti modeli a teorii a 3.6. Rozhodnutelnost,
definovatelnost, interpretovatelnost.

Nasledujici axiomy urcuji teorii ndslednika, kterou znacime SUCC s jazy-
kem {S, 0}, kde S znadi aplikaci néslednické funkce s.

QL Vavy(S(z) =S(y) =z =y),
Q2 Vx(S(x) # 0),

Q3:  Va(r #£0— Jy(z =S(y))),
Lm: V(ST (z) # z), m > 1.

Axiomy Q1-Q3 tikaji, ze pokud jsou ndslednici dvou prvki totozni, pak museji byt
totozné i tyto proky, nula neni naslednikem Zdadného prvku, a krom nuly je kazZdy
prvek ndslednikem néjakého proku.

St znaéi term tvaru S(S(...(z)...)) s m vyskyty S. Schéma axiomu Lm
zamezuje konecnému zacykleni - koneénym aplikovanim naslednické funkce na-
slednika na = se nelze dostat zpét do x. Typickym modelem teorie SUCC jsou
pfirozena Cisla - struktura (N,0,s). Ovsem také napiiklad model (N,0,s) + (Z,s)
s jednou prirozenou a s jednou celoéiselnou ¢asti (pric¢emz nosné mnoziny téchto
¢asti jsou disjunktné sjednoceny a pomoci naslednické funkce se neda dostat
z jedné ¢asti do druhé) je modelem SUCC. V takovém modelu je nula realizovina
prirozenou nulou a symbol S je realizovan pri¢itanim jednicky v obou ¢astech.

Jak se mtizeme doéist ve [Sve02], teorie SUCC pripousti eliminaci kvantifi-
katort. Ke kazdé formuli mtizeme najit ekvivalentni formuli, kterd neobsahuje
kvantifikatory.

Déle budeme pracovat s teorii ostrého linedrniho uspordaddni LO s jazykem { < }
a jejimi rozsitenimi. Teorie LO je definovana témito axiomy:

LOl:  VaVyVz(z <z & y<z — x<2),
LO2:  VaVy(z <z — —(z <x)),
LO3: VaVylz <y V z=y V y<x).

Axiomy LO vyjadiuji tranzitivitu, antisymetrii a linearitu. Modely LO jsou ostre
usporadané mnoziny, kde jsou kazdé dva prvky srovnatelné. VSechny ze struktur
(N, <), (Z, <), (Q, <), (R, <) - tedy struktur piirozenych, celych, raciondlnich
a realnych ¢isel s obvyklym usporadanim - jsou modely LO.



Pokud ptiddme k LO nésledujici dva axiomy vznikne teorie hustého linedrniho
usporadani bez koncovych bodi, kterou zna¢ime DNO.

Dnl: VaVy(z <y — Jz(x <z & 2 <y))),
Dn2:  VadyJya(yy <z & z < ys).

Axiomy tikaji, ze mezi kaZdymi dvéma proky je dalsi prvek a Ze ke kazdému prvku
existuje mensi a vétsi prvek. (Q, <) a (R, <) jsou modelem DNO stejné jako
jakykoli otevieny interval redlnych cisel s usporadanim <.

Kdyz k axiomtm LO ptfiddme nasledujici t¥i axiomy, vznikne teorie diskrétniho
uspordddnt, kterou znac¢ime DO.

DO1:  daVy—-(y < x),
DO2: Vedy(ly<z & -Fv(z<v & v<y)),
DO3: VaVy(y <z — Jz(z <z & -Jv(z <v & v < x))).

Axiomy DO rikaji, ze existuje nejmensi prvek, kterym muzeme myslet nulu, pro
kazdé x existuje nejmensi mezi vetsimi prvky a pro kazZdé me nejmensi x exis-
tuje nejuétsi mezi mensimi proky. Struktura (N, <) je typickym modelem DO.
Podobné jako SUCC ma ale i DO pro tucely aritmetiky nezddané modely s pii-
rozenymi a celociselnymi ¢astmi. Zavedeme, ze kazdy prvek z prirozené casti je
mensi nez jakykoli prvek z celociselné c¢asti, takze vsechny prvky ve strukture
(N, <) 4+ (%, <) jsou srovnatelné pomoci relace <.

1.2 Priklady

Interpretovat teorii T' v teorii S znamenad najit v teorii S urcité objekty a na nich
nadefinovat operace a relace odpovidajici symbolim jazyka T (a tim vytvofit
novou teorii) tak, aby v nové teorii platily vSechny axiomy teorie T'. Pokud existuje
interpretace T' v .S, fikdme ze T je v S interpretovatelna.

Formélnéji jde o to najit formuli 6(x) v jazyku S, které rikame obor inter-
pretace, a ke kazdému symbolu [ teorie T priradit symbol I*, ktery bud exis-
tuje v jazyku S nebo je v ném definovatelny tak, aby pro kazdy axiom «a sen-
tence a*(z), ziskana restrikci kvantifikdtorti na obor interpretace a nahrazenim
symbolu I symbolem [*, byla dokazatelna v .S.

Pro ilustraci ukazme pifklad z knihy [Sve02]. Budeme interpretovat teorii
naslednika SUCC do nésledujici teorie. Necht teorii U s jazykem {<} tvori axi-
omy LO1-LO3, DO1 a DO2. Jedna se tedy o DO-{DO3}. Tuto teorii muzeme
jednoduse rozsitit o definice néslednické funkce S a nuly. S(z) je definovan jako
nejmensi y vetsi neZ x a nula je vibec nejmensi objekt. Toto defini¢ni rozsireni
nazveme U’.

V U’ z axiomu LO plati, ze Zddné dva objekty nemohou mit svého ndslednika,
z nasi definice nula neni ndslednikem Zddného objektu a z linearity komecnym
nenulovym pouzitim ndslednické funkce nelze dojit z x do x. Vime tedy, ze axiomy
Q1, Q2 a Ln teorie SUCC plati v U.

Necht < ma obvykly vyznam. Zvolme za obor interpretace, nésledujici formuli:

Vy <z(Fv(v<y) = Jv(v<y & Vulv <u & u<y))
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Touto formuli jsme vymezili prvky x s vlastnosti, ze Zadné y < x neni limitni,
tedy vSechny mensi objekty, kromé 1iplné nejmensiho, maji bezprosttedniho pred-
chidce. Vime, ze v U’ Zadné y < 0 neni limitni a ze pokud Zddné y < x neni
limitnd, pak Zddné y < S(x) neni limitni. Tedy objekty spliujici d(x) jsou uzavieny
na naslednickou funkci. Navic plati, ze kazdé nenulové x splnujici 6 je naslednikem
néjakého y spliujici § z cehoz plyne, Ze axiom Q3 plati v oboru interpretace ().
Zbylé axiomy platily v celém univerzu U’, plati tedy i v oboru interpretace (coz
plyne z faktu, ze univerzalni sentence platici ve strukture plati i ve vSech pod-
strukturach). Tedy vSechny axiomy teorie SUCC plati v oboru interpretace, a tim
padem je DO-{DO3} interpretovatelnd v SUCC.

Zamérme na chvili nasi pozornost na jednu z moznych definic prirozenych ¢isel
v teorii mnozin. Induktivni mnozina je takova mnozina, kterd obsahuje prazdnou
mnozinu a pro kazdou n, kterou obsahuje, obsahuje i {n U {n}}. Nejmensi in-
duktivni mnozina w se pak ztotoznuje s prirozenymi ¢isly. V praxi to vypada
tak, ze:

0
S(0)=0uU {0}
S(S(0)) =1uU{1}=0U{DU{0}}

N = O
I

Za 0(z) vezméme x ndleZi do w a operaci néaslednika nadefinujme jako nd-
slednikem n je {n U {n}}. Jednoduse lze také nadefinovat s¢itdni a nésobeni
jako ordindlni sc¢itani a nasobeni. Je jednoduché ukazat, ze vSechny axiomy Pea-
novy aritmetiky plati v takto vytvorenych prirozenych ¢islech - operace ordinalni
aritmetiky omezené na w odpovidaji operacim PA a v induktivni mnoziné plati
schéma indukce. Podrobnosti se mizeme doéist tieba v [BS01]. Krom toho, 7e
jde o model Peanovy aritmetiky, takze dokazuje jeji relativni bezespornost vici
teorii mnozin, jde také o dikaz toho, ze PA je interpretovatelnd v teorii mno-
zin - muzeme fici, ze jde o interpretaci cisel jako mnozin. Pozdéji uvidime, ze
bezespornost a interpretovatelnost spolu tzce souvisi.

1.3 Definice interpretace a jeji vlastnosti

Pojem interpretace ma mnoho ruznych definic a variant. Abychom s nimi vsak
mohli pracovat, potfebujeme néjakou zakladni definici. Jako vychozi bod pouzi-
jeme nasledujici definici z knihy [Sve02].

Necht L(T) je jazyk jakékoli teorie T. Pted definici interpretace zavedeme
tento pomocny pojem.

Definice 1.1. Trojice [S’,*,d(x)] je preklad teorie T v teorii S, pokud S’ je
definiéni rozsifeni teorie S, * je funkce z L(T) do L(S’), kterd zachovava druh
a aritu symbolti (mapuje n-arni funkéni symbol na n-arni funkéni symbol a n-arni
predikatovy symbol na n-ndrni predikiatovy symbol) a §(z) je formule v jazyku
L(S) s jedinou volnou proménnou z.

Prostrednimu ¢lenu trojice fikame preklad symboli. Prirozené jej 1ze rozsirit
na preklad formuli, ktery budeme rovnéz znacit *. Pieklad formuli je definovan
nasledujicimi podminkami.



1) Pokud ¢ je atomicka formule, pak ¢* je formule vznikla nahrazenim kazdého
2 2
(funkéniho ¢i predikatového) symbolu I symbolem I*.

(71) Funkce x zanechéva logické spojky: (¢ & ¥)* je ¢* & ¥, atd.

(731) Pokud ¢ je tvaru Vzy nebo Jzi), pak ¢* je Va(d(z) — 1*), respektive
Jx(o(z) & ¥*).

Pokud m4 teorie mezi symboly T a L, pak podle podminky (ii) se prekladaji
samy na sebe, tj. T* = T a L* = 1. Podminka (iii) 1ikd, Ze formule §(z) (mi-
zeme Fici obor prekladu) relativizuje kvantifikatory. Poznamenejme, ze nahrazeni
funkénich a predikatovych symbolil nic neméni na symbolu rovnosti =, ktery se
preklada sam na sebe.

Definice 1.2. Pteklad [S',*,d(x)] jazyka L(T) v L(S) je interpretace T' v S
pokud, spolecné s prekladem formuli urcenym x, splnuje:

o St 3dxi(x),

o S"F Vay,...,Va,(0(z1) & ... & 6(x,) — 6(F*(x))) pro kazdy n-arni
funkéni symbol F' € L(T),

o S'F ¢* pro kazdy axiom ¢ teorie T'.

Rikéme, ze S interpretuje 7. Pokud existuje interpretace T' v S, pak iikdme, ze
T je interpretovatelnd v S.

Podminky definice nam postupné tikaji, ze obor interpretace nesmi byt prazdny,
ze obor interpretace musi byt uzavien na funkce, a ze v nové teorii S” musi platit
vsechny axiomy interpretované teorie.

Priklad 1.3. Jednoduchym prikladem je interpretace teorie LO v SUCC, kterou
ziskdme, pokud za 0(x) vezmeme formuli z = 0. Za preklad < vezméme prazdnou
mnozinu dvojic. VSechny axiomy jsou univerzalni sentence, takze jsou prazdnou
mnozinou trivialné splnény. Takto jednoduchou interpretaci v teorii naslednika
nelze najit pro DNO a DO, protoze jejich axiomy implikuji existenci nekonecné
mnoha prvki[]

Priklad 1.4. Na zacatku kapitoly jsme neformélné ukazali, ze aritmetika je in-
terpretovatelnd v teorii mnozin. Kdyz pouzijeme stejny postup - nadefinujeme
nulu jako (), S(z) jako x U{z} a za obor interpretace zvolime nejmensi induktivni
mnozinu, ziskdme interpretaci SUCC v teorii mnozin.

Jednou z nejdulezitéjsich vlastnosti interpretovatelnosti je, ze nam dovoluje
porovnavat teorie, jinak nez jen relativni konzistenci. Pro relaci interpretace, tedy
vztah T' je interpretovatelnd v S, se pouziva symbol . Pokud je teorie T' inter-
pretovatelna v teorii S, piSeme S > T. Vztah S > T muzeme chapat tak, ze
teorie T' neni o mnoho silnéjsi nez S. Muzeme ale také tict, ze T lze reduko-
vat na S, coz odpovida intuici tfeba v prikladu interpretace aritmetiky v teorii
mnozin, ktery jsme dali v ivodu kapitoly.

!Toto opravuje chybu v cviceni 21 kapitoly 3.6 z knihy [Sve02]. Zde se tvrdi, ze teorie LO
a SUCC jsou interpretaci neporovnatelné.



Jednoduse si 1ze domyslet, Ze relace interpretace ma pomérné prirozené vlast-
nosti, jaké cekame od usporadani. Nasledujici véta se vétsinou uvadi jako jedno-
duchy fakt. My zde nabidneme i jeji dikaz.

Véta 1.5. Relace > je reflexivni a tranzitivni.

Diikaz. Necht pro kazdou teorii T je [T, =,z = z] preklad z T' do T', kde preklad
formuli = prekladd kazdou formuli na sebe sama. [T, =, (x = )] je interpre-
taci T' v T'. Relace interpretace je tedy reflexivni.

Méjme teorie 7', S a U. Plati S > T a U > S. Necht [S’,*,0(z)] je interpre-
tace T'v S a [U’,4,e(x)] je interpretace S v U. Chceme sestavit interpretaci teo-
rie T' v teorii U. Potfebujeme tedy pteklad z L(T') do L(U’), kde U” je rozsifenim
U o definice symbolu z T'. Jako zdklad rozsiteni U” pouzijeme teorii U’, kde navic
aplikujeme preklad £ na definice symbolu 7' nadefinované v S’ pomoci prekladu .
Preklad symbol vznikne slozenim prekladi * a . Symboly jsou nejprve prelozeny
z L(T) do L(S’) a nasledné z L(S") do L(U’). Tyto definice jsou definicemi sym-
bolt teorie T' v jazyku S, proto na néj miuzeme f, ktery preklada z L(S) do L(U),
aplikovat. Nakonec jako obor interpretace zvolime formuli 6*(z) & e(z). Tato
formule je konjunkeci formuli definujici obor obou danych interpretaci, s tim do-
plnénim, ze &(x) musi byt prelozena do L(U). Konjunkce ve formuli vyjadiuje,
7e se jedna o priinik obou oborti. (Nestadi pouze §*(x). V takovém oboru by nemu-
sely platit - prelozené - axiomy teorie .S). Tento obor nemize byt prazdny, protoze
ani jeden z oboru neni prazdny, a protoze v S lze dokdzat Jxd(z), a tim padem
lze v U dokdzat Jx(e(x) & &6*(x)). Relace interpretace je tedy tranzitivni. O

Ve c¢tvrté kapitole ukazeme, ze teorie SUCC a DNO jsou v relaci interpretace
neporovnatelné. Usporadanim teorii pomoci interpretaci, neboli stupnim inter-
pretaci, se vénuje mnoho autort, napiiklad v pracich [Sve78],[Ben86], [Lin97],
[MPS90] a [Vis14].

Déle pokracujeme dilezitou vétou, kterd potvrzuje prirozené podezteni, ze
spolu interpretovatelnost a relativni konzistence tizce souvisi. Tento ditkaz jsme
prevzali z [Sve02], ale dopracovali jsme v ném vynechand mista.

Véta 1.6. Necht [S',*,6(y)] je interpretace teorie T v teorii S. Necht S’ ¢
pro kazdé ¢ dokazatelné v T'. Pak pokud S je bezespornd, i T je bezespornd.

Diikaz. Pro kazdy term L(T), necht t* je ziskdn nahrazenim vsech funkcénich
symboli F' v ¢ za F* PiSeme 6(y) pro kazdé 6(y1),... 0(yz). Z podminky v definici
Interpretace tykajici se funkci vyplyva, ze pokud je ¢ term obsahujici presné jeden
funkéni symbol, pak plati

S V(y)6ly) — 6t (y)). (1)

Indukei podle slozitosti ¢ ukazeme, ze (1) plati pro kazdy term ¢ Necht
©(1)...p(m) je dikaz ¢ v T. Indukei podle délky dikazu ¢ lze dokézat, Ze plati
S"E (V;)*, kde Vi, je univerzalni uzavér ¢;. Tedy Ze:

THe=5F Vo) (2)

Toto plati pro vSsechny vyrokové axiomy hilbertovského kalkulu, protoze se jedna
o tautologie. Axiomy teorie jsou zachovany z definice interpretace. Je tedy tfeba



zvazit specifikaci, generalizaci a modus ponens. Jakmile tyto pripady vyresime,
véta bude dokdzané. Pokud T+ Jz(x # ), pak S’ F Jx(d(x) & = # z), tedy
pokud je spornd T, pak i S’ je spornd. Potom i S je spornd, protoze S’ je jejim
konzervativnim rozsitenim. Kontrapozici ziskdme, co jsme chtéli dokézat.

Zvazme piipad kdy ¢; je specifikace axiomu ve formé Vi) — 1,(t). Potom
necht yi, ..., y, jsou proménné vyskytujici se volné v ;. Plati (¢v,(t)*) = ¥i(t*).
Tedy (V;)* muze byt napsano jako:

Vy(o(y) = (Va(d(x) = " (x,y)) = (" (y), )

Tato formule je dokazatelna v S’: z podminky (1) vyplyva ze uvniti S” vime
ze, pokud plati 6(y), pak pro z = t*(y) plati §(z).

Druhy axiom specifikace ¢(t) — Jz(1),) po univerzalnim uzavieni muze vypadat
takto:

Vy(0(y) = (" (" (y), y)) = Fz(o(z) & (" (z,9)))

Zde yq, ..., Y, jsou opét proménné vyskytujici se ve formuli volné. Tato formule
je dokazatelna v S’ ze stejnych duvodi, jako v predchozim pripadé.

Dokazme nakonec, ze pro prelozené formule plati modus ponens. Po prekladu
podminky pro pouziti modus ponens vypadaji takto:

VaVyvz(0(z) & 6(y) & 0(z) = (p(z,y) — ¥(y, 2))) (3)

Vavy(0(z) & o(y) — p(z,y)) (4)

Musime ovérit, jestli plati prelozeny zavér pravidla modus ponens:

Vyvz((y) & o(2) — ¥(y, 2))

Necht y a z, pro které plati §(y) a d(z), jsou dany. Z prvni podminky v defi-
nici interpretace vime, ze obor 0 neni prazdny. Zvolme z, pro které plati o(z).
Z (3) a (4) vime, Ze plati ¢(y,2) — ¥(y,2) a ¢(y,2), a pouzitim modus ponens
plati i 9(y, 2).

Velice podobné bude probihat ovéreni pravidel generalizace. Chceme ze (3) do-
stat formuli, ktera ma navic obecny kvantifikator pred 1 nebo existencéni pred .
Necht z, y a z jsou dany. Pak ze (3) mame ¢(z,y) — ¥(y, 2), a z toho aplikaci
jedné nebo druhé generalizace dostaneme, co jsme chtéli. ]

Vsimnéme si, ze ¢ast tohoto i predchoziho dikazu vyuziva predpoklad, ze obor
interpretace neni prazdny, vidime tedy, ze tento predpoklad je nezbytny, aby
interpretace prenasely bezespornost a chovaly se jako usporadani.

Kromé diikazt relativni bezespornosti teorii, se interpretace daji vyuzit také
pro diikazy nerozhodnutelnosti. Pfipomenme, ze nerozhodnutelnost dané teorie,
znamena, ze neexistuje algoritmus, ktery by o kazdé sentenci jejiho jazyka roz-
hodl, jestli je dokazatelna nebo ne. V feci vycislitelnosti mtizeme Tici, ze mnozina
vSech sentenci dané teorie, pro teorii 7' znac¢ime Thm(7'), neni obecné rekur-
zivni. Nerozhodnutelnost ale je prenositelna interpretaci, pokud pridame dalsi
podminku.

Definice 1.7. Teorie je podstatné nerozhodnutelnd, pokud je nerozhodnutelna
a kazdé jeji bezesporné rozsiteni je nerozhodnutelné.
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V nésledujici vété budeme pouzivat pojem prevoditelnosti a jeho vlastnosti
jako fakty. Konkrétné se jedna o takzvanou m-prevoditelnost, o které se muzeme
docist ve druhé kapitole knihy [Sve02], konkrétnéji pred a v lemmatu 2.2.31.

Véta 1.8. Necht T a S jsou obé teorie a T je interpretovatelnd v S. Pak pokud
je T podstatné nerozhodnutelnd, i S je podstatné nerozhodnutelnd.

Dukaz. Nejdrive zavedeme pomocny pojem verné interpretace. Interpretace * te-
orie T' v teorii S je vérna, pokud pro kazdou sentenci ¢ jazyka T plati ekvivalence
TF¢ & St * Tato verze interpretace prenasi rozhodnutelnost smérem doli.
Funkci ¢ — ¢* je totiz mnozina Thm(7') prevoditelnd na mnozinu Thm(S).
Pokud je mnozina prevoditelna na rekurzivné spocetnou mnozinu, sama je rekur-
zivné spocetna. Pokud je tedy S rozhodnutelna a T je v ni vérné interpretovatelna,
pak je T' také rozhodnutelna.

Jde nam ale o nerozhodnutelnost. Z prevoditelnosti plati také, ze pokud exis-
tuje vérnd interpretace T'v .S, a T je nerozhodnutelna, pak i S'je nerozhodnutelna.
Nerozhodnutelnost se tedy vérnou interpretaci prenasi nahoru.

Necht T je podstatné nerozhodnutelnd a necht * je obyéejna (ne nutné vérna)
interpretace teorie T v teorii S. Chceme dokazat, ze S a kazdé jeji bezesporné
rozsiteni jsou nerozhodnutelné. Necht V' je bezesporné rozsiteni S. Oznacme U
mnozinu vSech takovych ¢, ze V' F ¢*. Pak * (s oborem interpretace U) je vérna
interpretace U ve V.

Teorie U musi byt bezesporné rozsiteni T'. V' je rozsiteni S a z interpretace S
v T, vime ze v S plati vSechny axiomy T prelozené x. Musi tedy platit ve V', a tim
i ptivodni neprelozené axiomy v U. Teorie U také musi byt bezespornd, protoze
je interpretovatelnd v bezesporné V' a z predchozi véty vime, Ze se bezespornost
interpretaci prenasi dola.

Tim paddem mame bezesporné rozsireni U podstatné nerozhodnutelné 7' (tim
je sama U nerozhodnutelnd), ktery je také vérné interpretovand ve V. Takové U
a vérnou interpretaci mizeme najit pro kazdé bezesporné rozsifeni teorie S (mezi
které patii i S samotnd). Teorie S je tedy podstatné nerozhodnutelna. m

Vérna interpretacd? neni jen pomocnym pojmem. Pracuji s ni napiiklad Har-
vey Friedman a Albert Visser v ¢lancich [Fri07] a [Vis05].

Nez ptejdeme k dalsi kapitole, zminme, ze v literatufe se pracuje s mnoha
dalsimi pojmy interpretace. Nase zakladni definice je v kontextu ostatnich definic
jedno-dimenziondlni globdlni interpretace, bez parametri, kterd zachovdvd rov-
nost. Vice-dimenzionalni interpretace dovoluje prekladat symboly s jednou pro-
ménnou na symboly s nékolika proménnymi. Parametrickd navic dovoluje préci
s pevné danymi parametry. Definici vice-dimenzionalni interpretace s parametry
muzeme najit napiiklad v [Visl4]. Tato varianta interpretace je asi nejobecnéjsi
variantou viitbec. My v této praci zistaneme u jedné dimenze a obejdeme se bez
parametri. Opak globalni interpretace, tedy interpretaci lokalni, ale definujeme.

Definice 1.9. Rikdme, 7e teorie S lokdIné interpretuje teorii T, pokud, pro kaz-
dou koncenou podteorii teorie 7', znacme Ty, mame T <.S. Tedy pokud S inter-
pretuje kazdou konc¢enou podteorii. Znac¢ime T <y S.

Lokalni interpretaci vyuzijeme v kapitole 3.

2 Anglicky faithful interpretation.
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2 Interpretace ve variantach teorie R

V této kapitole se budeme vénovat interpretacim ve variantach teorie R z [TMR53]
a jejich podstatné nerozhodnutelnosti. Reprodukujeme zde vysledky z kratkého
¢lanku [JS83| autort Jamese P. Jonese a Johna C. Sheperdsona. Poznamenejme,
ze mnoho téchto prikladii pracuje s definovatelnosti symbolt. Spojitost interpre-
tace a definovatelnosti jesté uvidime v kapitole 4. Nejprve vsak udélame odbocku
k prehistorii interpretace, se kterou podstatna nerozhodnutelnost tzce souvisi.

2.1 Trocha historie

Jak je spravné uvadéno, kniha Undecidable theories z roku 1953 je prvni publi-
kace, kde se s interpretacemi pracuje. AvSak uz v predmluvé Tarski 1ika, ze na
knize se pracovalo mezi lety 1938 a 1950. Pravé v roce 1950 potadala American
Mathematical Society mezinarodni kongres v Cambridge, Massachusetts, ve Spo-
jenych statech, ze kterého mame rozsahly zaznam v [IMC52]. Na tomto kongresu
vystoupil jak Raphael M. Robinson, tak Alfred Tarski ve spolupraci s polskou
logickou Wandou Szmielew.

Raphael Robinson na ném poprvé predstavuje svou podstatné nerozhodnutel-
nou teorii Q, v ¢asti An Essentialy Undecidable Aziom System na strané 279. Uz
tam ho pravé nabizi za jednodusi alternativu k teorii Tarského a Mostowského
z predeslého roku z setkani Assiociation for Symbolic Logic [JSL49).

Abstrakt Tarského a Szmielew z [IMC5H2], na strané 734, nese nazev Mutual In-
terpretability of Some Essentialy Undecidable Theories. Uz zde predstavuji vyuziti
interpretovatelnosti k prevedeni podstatné nerozhodnutelnosti. Tarski a Szmie-
lew ukazuji ¢tyti vzajemné interpretované podstatné nerozhodnutelné teorie. Jde
o teorii podobnou Robinsonové Q navic s univerzalnim predikatem, okruh celych
¢isel, teorii konec¢nych mnozin a tii-axiomovy fragment této teorie mnozin.

Pokud pujdeme po stopach dal, tak pravé z Eleventh Meeting of the Asso-
ciation for Symbolic Logic |[JSL49] mame k dispozici dalsi abstrakty Tarského
a tentokrat i Mostowského a Julii Robinson, tykajici se interpretaci a podstatné
nerozhodnutelnosti. Tarského abstrakt On essential undecidability je nejstarsi
zminka a definice interpretace, kterou jsme nasli. Zde Tarski mluvi o konzis-
tentni interpretaci. Teorie T je konzistentné interpretovatelna v teorii S, pokud
existuje jejich konzistentni rozsiteni S’ takové, ze pro kazdou konstantu C v T,
ktera neni v S, existuje dokazatelna sentence, ktera je moznou definici konstanty
C' za pomoci konstant z S. Jedna se o definici, velmi podobnou té, ktera pozdé;ji
zazni v [TMR53]. Zatim vSak nevymezujeme obor interpretace. Zbytek abstraktu
se tyka spojitosti interpretace a podstatné nerozhodnutelnosti, na coz odkazuji
dalsi abstrakty Tarskéhojeho spolupracovniki. Tarski pomoci interpretaci doka-
zuje sam Undecidabilily of group theory, Undecidability of the theories of lattices
and projective geometries a s Mostowskym Undecidabilily in the arithmetic of in-
tegers and in the theory of rings. Julia Robinson méa dalsi vysledek v abstraktu
Undecidability in the arithmetic of integers and rationals and in the theory of
fields, ktery jesté toho roku povede k napsani ¢lanku [Rob49], jehoz vysledek bu-
deme za chvili pottebovat. Je tedy jisté, ze interpretovatelnost se znacné rozvijela
béhem téchto dvou konferenci, a autori s ni dosahovali zajimavych vysledki drive,
nez v knize [TMR53].
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2.2 Interpretace v R

Interpretace se tedy pouzivaji k dokazani toho, ze je teorie nerozhodnutelnd od
samych pocatki existence tohoto pojmu. Piimy zptsob, jak dokazat nerozhod-
nutelnost teorie, je pomerné slozity proces. Poprvé se to podarilo Gédelovi v jeho
vétéch o neuplnosti z ¢lanku [God31]. Jde o zptusob pii, kterém se pouzivaji hlu-
boko schované vlastnosti teorii jako rekurzivni funkce a mnoziny, a to jen teorii
dostatecneé silnych - schopnych zakédovat Godelova cisla. O dalsi takové vysledky
se zaslouzili Church a Rosser.

Pro nés je zajimavy druhy neptimy zpiisob. Spociva v tom, Ze o jedné teorii uz
vime, zZe je nerozhodnutelnd, a snazime se z néj odstranit axiomy a ziskat teorii
druhou, nebo v ni druhou teorii interpretovat. Vyplati se tedy hledat jednoduchou
nerozhodnutelnou teorii, kterd je podteorii mnoha teorii. Takovou teorii nasel
Robinson a bézné se znaé¢i R. Teorie R mé jazyk {0, S, +, -} a tvoii ji nésledujici
schémata axiomil

04 n+p=n-+p,

Qy n-p=n-p,

Qs n#p for n#p,

Qy Ve(r<m — =0 V..V z=mn),
Qs Ve(z <7m V 1 <x).

Zde z < y je zkratka za 3z(z + x = y). Déle n a p jsou jakakoli pfirozend ¢isla,
a Cara nad nimi znaci, ze jde o numerdly, tedy ¢len posloupnosti

0, S(0), S(S(0)).....,

kde S znaci aplikaci naslednické funkce. Tady jde o prvni, druhy, tfeti numeral.
Jako m znac¢ime numeral n-ty. Numeraly se daji definovat rekurzivné jako

0=0, n+1=S(m) prokazdé pfirozené ¢islo n.

Teorie R je podteorie Robinsonovy aritmetiky Q a tim i Peanovy aritmetiky PA.
Teorie R je velmi slabd, ale stéle nerozhodnutelna. Jednim z vysledki z [TMR53]
je, ze vsechny rekurzivni funkce jsou definovatelné v R, a tim v kaZdém rozsireni R,
tedy v v Q. Stejné tak jsou v ni definovatelné vsechny rekurzivni mnoziny priro-
zenych cisel. Tedy i v kazdém rozsiteni R jsou definovatelné vSechny rekurzivni
funkce a rekurzivni mnoziny pfirozenych ¢isel. Robinson ukézal, Ze pokud jsou
v konzistentni teorii definovatelné vsechny rekurzivni funkce, pak je podstatné
nerozhodnutelna. Toto plati o R, a o kazdém jejim bezesporném rozsiteni, pro-
toze R je jakozto podteorie Q bezesporna. Vime tedy, ze teorie R, Q, PA a teorie
struktury N jsou podstatné nerozhodnutelné.

Poznamenejme, ze R je nerozhodnutelna i pokud takto zménime jeji jazyk:
odstranime z néj naslednickou funkci S a misto numerdali budeme pouzivat kon-
stanty 1,2,3... a < budeme brat jako primitivni konstantu nedefinovanou po-
moci +. V dukazu z knihy [TMR53] o definovatelnosti vSech rekurzivnich funkei
staci pouze definovat naslednickou funkeci S(u) = v pomoci u 4 1 = v.

Prirozena otazka je, jestli je R nejmensi takova teorie, nebo jestli mizeme najit
jeji podteorii, ktera je stale podstatné nerozhodnutelna. Alan Cobham dokazal,
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ze teorie Ry slozena s axiomu €2; — €24 je podstatné nerozhodnutelna. Dikaz
muzeme najit v [Vau66|. To samé dokazali Jones a Sherphersdon v ¢lanku [JS83]
pres interpretaci R v Rg. A jejich vysledky zde prezentujeme.

Véta 2.1. R je interpretovatelnd v Ry.

Diikaz. Definujme v R relaci <’ pomoci relace < takto:
r<'yec{0<y&Vuu<y & uty - u+1<y)] = x <y}

V nové relaci plati <" y prave, kdyz v puvodni relaci z < y je splnéna podminka:
nula je mensi nezZ y a ndslednik jakéhokoli prvku ostre mensiho neZ y je mensi
nebo rovngy y. Timto je o¢ividné splnén axiom €24, protoze podminka plati pro
nulu a vsechny numeraly mezi nulou a numeralem rovnym y. Muzeme ftict, Ze
srovnavame jen nulu a prvky vzniklé pri¢itanim jednicky k ni.

Axiom €25 je také splnén, protoze 7 je budto jeden z numerdlt mezi nulou a x
nebo je z rovno jednomu z numerdli mezi nulou a m. Trojice [Ry, <,d(z)], kde
formuli § splnuje kazdy prvek, je interpretace R v Ry O

Poznamka. Ry je ale také minimalni podstatné nerozhodnutelnd teorie, ve smyslu
ze odstranenim jakéhokoli schématu axiomu vznikne teorie, kterd je rozhodnutelnd
nebo ma rozhodnutelné rozsireni. K overeni staci postupne odebrat kazZdy azxiom
z teorie a najit rozsivent, které je rozhodnutelné.

Pokud odstranime €y, zbylou teorii miuzZeme rozsirit na teorii redlniych cisel
pridanim definice scitani: x +y = —1 pro kazdé x,y; po odstranéni )y rozsirime
teorii na aritmetiku, kde je x-y definovdno jako x+vy, tedy kde ndsobent je scitani;
po odstranéni {23 pouze pouZijme model s jednim elementem; a po odstranéni €y
pouzijme redlnd cisla.

Pokud misto néslednické funkce S pouzijeme konstanty 1,2, 3, ... teorie je stéle
podstatné nerozhodnutelna. Pokud ale vezmeme x <’ y jako primitivni konstantu
nedefinovanou pomoci 4, pak uz neni podstatné nerozhodnutelnd - vezmeme
uplné rozsiteni v teorii redlnych cisel s x < y definovanym tak, Ze nikdy neplati.

Véta 2.2. Teorie Ry sloZend z ndsledujicich tri schémat aziomi je také podstatné
nerozhodnutelnd.

92 n-p=n-p
Q3 m#D for n#p
Q) Ve(r<m+<x=0V---V x=n)

Diikaz. Zde <’ je primitivni konstanta a 0,1,2... jsou konstanty. PouZijeme defi-
nice s¢itani pomoci ndsobeni a mocnéni ze slavné prace [Rob49] Julie Robinson.
Necht 5, Q3, ) jsou splnény. Pak muzeme nadefinovat s¢itani, které spliuje €2y
nasledovné. Naslednickou relaci definujeme jako:

y=r+1< (=0Ay=1)V(@=TAy=2)V(@@<y<2r*A-3z(r < z<y)),
a scitani jako:

sty =24 (2=0 = 2=y =0)Az < (z+1)-(y+DA(xz+1)-(y2+1) = (zy+1)2*+1.
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Zde z < (x+1)-(y+1) je zkratka za VuVv(u =z +1Av=y+1 = z <wu-v).
Zavory na z a y jsou potieba pro jednoznacnost funkce, jelikoz musime dokézat
obé strany ekvivalence

Vyly=n+1<y=n+1),
abychom dokazali obé strany ekvivalence
Vz(z=T1+p < z=n+Dp).

Protoze jsme dokazali axiom €2, pro tuto definici s¢itani, v teorii Ry jsou defino-
vatelné vsechny rekurzivni funkce a muzeme ji prohlasit za podstatné nerozhod-
nutelnou. O]

Navic miizeme dokézat nasledujici.
Véta 2.3. Obé z teorii R) a R jsou interpretovatelné v R;.

Diikaz. Vime, ze R je interprerovatelnd v Rj. Takze staci dokdzat, ze R; je in-
terpretovatelnd v R;. K tomu musime dokazat navic k vysledkim minulé véty
tvrzeni

VaVy3lz(z = x + y).

Zde 3! je zavedend zkratka za existuje prdavé jeden. 7 vysledku Vereny Dyson
v [Dys66] vime, ze to mizeme dokézat definovanim nové relace z = x @y jako

r=r@ye (z=c+yAziz=2+y)V(z=0A3N2(z =z +y)))

coz spliiuje VaVy3lz(z = x + y) a zachovava vysledky vSech operaci nezménéné,
tedy plati: Vz(z =n+p <+ 2z =1HD). ]

Poznamka. Teorie Ry, tedy teorie se schématy axiomu €y, Q3 a 2y taktéZ pod-
statné nmerozhodnutelnd. Kdyz odstranime axiom (g, teorie prirozengch cisel s
ndsobenim x - z definovanym jako x + y je rozhodnutelnd a dokonce tuplnd. Po
odstranént aziomu 3 staci vzit teorii s jednim elementem, po odstranéni (Y staci
realnd cisla.

Nakonec jesté zminme jesté, ze teorie R ma dalsi zajimavou vlastnost tykajici
se interpretaci. Jak se pise v nazvu clanku [Visl4] Alberta Vissera, teorie R je
specialni v nasledujicim smyslu.

Definice 2.4. Teorie T je lokdlné konecné splnitelnd, pokud kazda konecné axi-
omatizovatelna podteorie 7' méa konecny model.

Véta 2.5. Kazdad rekurzivné spocetnd teorie T je lokdlne konecné splnitelna, prave
tehdy, kdyz je interpretovatelnd v R.

Protoze Vissertiv ¢lanek se zabyva vice druhy interpretaci, zdiraznéme, ze tady
jde o jedno-dimenzionalni globalni interpretaci bez parametri, jakou jsme v této
praci definovali. Tento vysledek tikd, ze v mozném usporadani teorii podle relace
interpretace je R nejvyssim prvkem, pokud se omezime na lokalné splnitelné te-
orie.
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3 Lokalni interpretace |\ v Q a predikativismus

V této kapitole se budeme zabyvat interpretovatelnosti v Robinsonové teorii Q.
Nasim cilem bude dokazat, ze v Q 1ze interpretovat teorii 1A, tedy Q obohacené
o omezenou indukei. V literatute, napiiklad v [HP93|, se u tohoto dikazu vyne-
chava mezikrok interpretovani Q% coz je teorie Q obohacend o nékolik uzitecnych
axiomi, v samotné Q, a cituje se vysledek z knihy |[Nel86]. My nabidneme jiny,
originalni dikaz tohoto mezikroku.

Kniha [Nel86] Edwarda Nelsona z roku 1986 se jmenuje Predicative Arithmetic
a Nelson v ni zastava pozici extrémniho formalismu, kterou nazyva predikativis-
mus. Nebude od véci se chvili vénovat tomu, o jakou pozici jde, jaké jsou jeji
motivace a jak souviseji s interpretacemi.

Poznamenejme jesté, ze interpretace v této kapitole jsou takzvané rezové in-
terpretace nebo interpretace fezenﬂ Tento pojem dava smysl jen v teoriich do-
statecné slozitych, aby vyjadrily relace <, jakou je napriklad pravé Robinsova
aritmetika. V Tezové interpretaci je obor interpretace ¢ uzavren na relaci <, pri-
c¢emz konstanty a symboly se prekladaji na sebe. Jde nam tedy jen o to najit obor
interpretace, viibec se nezajimame o definice symbolii, ale samoziejmé jde porad
o jedno-dimenzionalni interpretaci bez parametrii, jak jsme ji definovali v prvni
kapitole. Jednou z dilezitych vlastnosti fezovych interpretaci je, ze pokud jsou
T a S teorie aritmetiky, pokud T 7ezove interpretuje S a T je pravdiva, pak i S
je pravdiva. To lze jednoduse ukézat. T je teorie, jejimz modelem jsou prirozena
¢isla. Obor ¢ obsahuje konstantu 0 a je uzavien na aritmetické funkce, véetné
operace naslednika. Pak jsou prirozena ¢isla i modelem S.

3.1 Nelsoniv upraveny Hilbertiv program

Nelsonova kniha obsahuje mnoho zajimavych vysledki. Velka ¢ast z nich se tyka
v jednoduché t¥i axiomové teorii mnozin (tento ditkaz mizeme najit v [Ste99]).
To vse déla Nelson ve velkych detailech a za drzeni se predikativistického pohledu
na matematiku.

Kniha obsahuje také nékolik kapitol, ve kterych se Nelson vénuje filozofii své
prace. Toto zac¢ina jiz v prvni kapitole, ale vice ji vénuje v kapitolach 18. Impassable
barier a 31. Is exponentiation total?, kde napada pristup matematiku k zachazeni
s mnozinou prirozenych ¢isel w. Tvrdi, Ze vétsinovy pristup k praci s w, je zalozen
na vite, a vire v existenci mnozin jako vlastnich entit. Za bariéru, kterou mate-
matici, pokud chtéji byt konzistentni, nesmi prekrocit, povazuje totalitu mocnéni,
kterou mizeme jednoduse ziskat, pokud mame pristup k celé mnoziné w.

Rekneme, Ze mnozina je nepredikativnd, kdyz pii jeji definici generalizuje pres
soubor mnozin, kterého je sama prvkem. Predikativni je mnozina jen tehdy, kdyz
je jasné dand definici, ve které se nevyskytuje. Jinak feceno, nepredikatvini de-
finice je sebereferen¢ni. Mnozina prirozenych ¢isel definovana jako nejmensi in-
duktivni mnozina toto nesplnuje. Dilezité je, ze z této definice plyne i princip
indukce. [

3 Anglicky cut-interpretation.

4Podle |[FF13] historie konceptu nepreditativity nepiekvapivé sahé a7 k zdkladtim matema-
tiky, definoval ji sém Russel. Nezapomenme, ze s nepredikativnosti pracuje i jeho paradox
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Prirozena cisla jsou urcena formuli:
reENVX0eX &Ve(re X — (S(x) e X) - x € X),

Tato definice kvantifikuje ptfes vSechny formule, véetné N. Je tedy nepredikativni.
Kdyz se na aritmetiku divame predikativné jako Nelson, znamenda to pro nas,
ze mame indukci jen pro mnoziny X. Celd prirozena ¢isla (tedy mnozina w)
jsou definovana nepredikativné, a tim padem nemtzeme aplikovat indukci na
mnoziny, v jejichz definicich se objevuji celd prirozena cisla. Pokud prijmeme
Nelsonovu pozici (a jinych nepredikavistii, nebo ultrafinitistii), zbavime se tak
nastroji k rozvijeni aritmetiky.

Nelson se tedy radéji ubira k bezpecné teorii Q, ktera je prilis jednoducha,
na to aby byla nekonzistentni - neobsahuje ani indukci - a snazi se vypracovat
pretaci teorie v Q se dokaze i jeji relativni bezespornost. Navic jde o interpretace,
kde se pouze omezuje teorie oborem interpretace, ale pracujeme se stejnymi sym-
boly, takze jsou do velké miry prehledné a v uréitém smyslu prirozené. Posledni
kapitola jeho knihy nese nézev 32. Modified Hilbert’s program. Zde Nelson na-
vrhuje vybavit predikativni aritmetiku axiomy, které rikaji, ze néjaka konstanta
N je nestandardni ¢islo. Timto zptisobem by mélo byt mozné pouzit v ni aparat
nestandardni analyzy.

Toto shrnuti posledni kapitoly jsme si vypujcili od Pavla Pudlaka, z jeho
recenze Nelsonovy knihy [Pud88|. Nebude od véci se u ni pozastavit, abychom vi-
déli, jaké meéla Nelsonova filozofie ohlasy. Ve své recenzi Pudlak ocenil detailnost
Nelsonovych dikazi. Vypichuje zvlasté, ze se Nelsonovi podatilo predikativné
dokazat stary vysledek Alfréda Tarského a Wandy Szmielew a to interpretaci Q
v jednoduché teorii mnozin se tfemi axiomy, coz jsou: 1. extenzionalita, 2. exis-
tence prazdné mnoziny a 3. Va,b dc Va(z € ¢ <> (x € aV x = b)). Fakt, ze
tohle lze v predikativni aritmetice dokazat, dava podle Pudlaka celému konceptu
predikativni aritmetiky jistou robustnost. Pudlak ale kritizuje urcitou nevyvaze-
nost mezi logikou a teorii. Nelson predikativné omezuje teorie, dovoluje pouze
omezenou indukci. Ale logiku nijak neomezuje. Napriklad dovoluje neomezené
kvantifikatory v dukazech. Pudlak rozvadi tento priklad. Podle néj se tento roz-
por ukazuje ve chvili, kdy Nelson nemtze dokazat totalnost mocnéni, ale pro
uzavreny term v jazyce s mocnénim ma dukaz, ze takové cislo existuje. Tedy po-
kud mame existenci ¢isla N, bez vétsi potize mame i ¢islo 2. To celé nabourava
Nelsontiv argument proti totalnosti mocnéni, coz je zakladni argument Nelsonovy
pozice.

Pudlak recenzi uzavird tim, ze Nelsoniiv program je v jistém smyslu velmi
férovy: nesnazi se problém bezespornosti vyresit referovanim k obskurnim faktam
a nevyslovenymi predpoklady. Ve své knize [HP93| pak s Petrem Hajkem oznacuji
za Nelsontv program oznacuji za atraktivni. Sami se v knize zabyvaji interpretaci
teorie 1Ag v Q, kterou zde také dokazeme.
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3.2 Robinsonova aritmetika Q a teorie Q"

Nésledujici teorii s jazykem {0, S, +, -} s nasledujicimi axiomy budeme znacit Q
a tikat ji Robinsonova aritmetika:

Q1 Vavy(S(z) = S(y) =z =y),
Q2 va(S(x) # 0),

Q3 Va(z #0— 3yl =S(y))),
Q4 Vo(x +0 =z),

Q5 Vavy(z +S(y) = S(z +y)),
Q6 Va(x-0=0),

Q7 VaVy(z - S(y) =x -y + x),

Q8 VaVy(z <y <> Jz(z + 2z =vy).

Kdyz tuto teorii o schéma indukce, dostaneme samoziejmé Peanovu aritme-
tiku. V ni ovSsem miizeme vynechat axiom Q3, protoze je v ni dokazatelny z ostat-
nich axiomu. Je vhodné poznamenat jak slaba samotna teorie Q je. Nedokazuje
napiiklad ani, Ze s¢iténi je asociativni tedy (z +y) + 2z = = + (y + 2). Nésledujici
argument pro tento fakt jsme prevzali z [FF13].

Necht U = N U (00g, 001), kde 0og a 0oy jsou prvky jiné nez prirozend ¢isla.
Interpretace Q do U vypada takto: 0 ma stejny vyznam jako v Q, stejné tak
aritmetické operace aplikované na prirozena ¢isla. Pro i € {0, 1}, se definuje
néslednik na novych prveich: S(oo;) = oo;; scitdni:pro n € N plati oo; +n = oo;
a pro u € U plati u + 0o; = 00;_1; a nasobeni: pro n € N plati n - co; = o0;
a pro u € U\0 plati oo; - u = oo;_;. Tyto operace jsou nadefinované tak, ze
model U splnoval vSechny axiomy Q. Plati v ném vsSak (0 + oog) + oop = 001
a 0+ (00g + 00g) = 00p.

Teorie Q je tedy v jistém smyslu velmi nevhodnd k (slozitéjsi) aritmetice. Jak
ovsem vime z Nelsonova programu, je zajimavé, kolik toho 1ze v Q interpretovat.
Je v ni interpretovatelnd napiiklad teorie realizovatelné analytiky BTFA (Base
Theory for Feasible Analysis) i teorie BTPSA tykajici se vypocitelnosti polyno-
midlniho prostoru. BTPSA staci k praci s Riemanovou integraci, diikaz toho to
Ize najit pravé v [FF13]. Podle tohoto autortu ¢lanku lze tedy v Q interpretovat
prekvapivé velkou ¢ast matematiky. To dava Nelsonové programu vice kreditu.

My, jak jsme uz fikali, tady predstavime dikaz interpretace teorie 1A, tedy Q
s omezenou indukci, v Q. Teorie |1Ay ma vSechny axiomy Q a navic schéma indukce
pro omezené formule, kterou pozdéji budeme definovat.

Pro diikaz interpretovatelnosti této teorie v Q, budeme potiebovat mezikrok.
Pravé proto, ze Q neni prilis vhodna k préaci v aritmetice, pridame ke Q dalsi
axiomy (mezi nimi i zminénou asociativitu s¢itédni) a tuto teorii, kterou budeme
znacit QT v teorii Q interpretujeme. Pravé toto je jeden z vysledki z Nelsonovy
knihy, ktery je Casto citovany.
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Teorie QT m4 axiomy teorie Q a nésledujici axiomy navic (které, jak jsme uz
¢astecné ukazali, Q sama nedokazuje):

(asociativita +) (x+y)+z=z+(y+2)
(asociatitiva -) (x-y)-z=z-(y-2)
(komutativita +) r+y=y+a
(komutativita -) rToy=y-x
(distibutivita) r-(y+z)=z-y+x-2

Nékdy se v literatute, napiiklad pravé v [HP93] objevuje tato teorie bez ko-
mutativity s¢itani i nasobeni. Dlivodem je to, Ze tyto dva axiomy nepotiebujeme
k dokazani interpretace 1A v Q. Nelson vsak dokazuje interpretaci vSech téchto
axiomul, a to samé dokdzeme my, i kdyz jinym, snad jednodussim zpusobem,
pomoci interpretace rezem.

3.3 Interpretace Q7 v Q

Nésledujici formule jsme ziskali ze soukromych poznadmek Vitézslava Svejdara
[Sve23|, a vypracovali z nich zbytek diikazu. Necht A, B, C' a D jsou formule
definované jako

A=A{z;0+z=2 & Vy(S(y) +z =Sy +z)) &

0-2=0& Vy,2((y+2)+r=2+(y+x))},
B={zeA;VycAlz+y=y+z) & Vy,z€ A(z- (y+2) =2y +22) },
C={xzeB;VyeBSy) x=yr+zx) & Vy,z€ B((zy) -z ==z (yz)) },
D={zeC;Vyellz-y=y-x)}

Zde i déle je xy zkratkou za x - y. Vsimnéme si, ze kazdéa formule je obsazena
v dalsi formuli. Formule D tedy obsahuje vsechny ostatni. Interpretaci Q7 v Q
chceme dokézat fezem. V univerzu, které vymezuje D plati viechny axiomy Q™.
Asociativita sc¢itani je posledni konjunkt v A. Distributivita nasobeni a komuta-
tivita s¢itani jsou konjunkty z B. Asociativita nasobeni je druhy konjunkt z C'.
A komutativita nasobeni je jedind formule z D. Protoze se jedna o interpretaci
fezem, musime ovérit, jestli formule D, a tedy i predchazejici formule, obsahuje
0 a je uzaviena na naslednickou funkci, tedy overit jestli je induktivni.

Definice 3.1. Formule I(x) je induktivni v teorii T, pokud je uzaviena na na-
slednickou funkci a obsahuje nulu, tedy pokud plati

THIO0) & Y(I(x) — I(S(x))).
Induktivni formule I je rez, pokud je navic uzaviena doli, tedy pokud plati
THIz) & y<z — I(y).
Formule J(z) je podrez formule I(x), pokud navic plati

THJ(z) = I(z).

18



Zavedme také omezenou kvantifikaci. PisSeme tyto zkratky pro omezeny vSeobecny
a omezeny existencni kvantifikator: Vo < t(...)zaVe(x <t — ...)ade <t(...)
za Jr(x <t & ...), kde t je term, ve kterém se nevyskytuje x.

Lemma 3.2. Formule A obsahuje 0 a je uzavrend na S.

Diikaz. Ukazme, ze 0 je obsazena v A. Pljdeme po jednotlivych konjunktech.
Prvni a treti jsou jednoduché. Plati 0+0=02z Q4 a 0-0 =0 z Q6. Pro druhou
formuli potfebujeme dostat S(y) + 0 z S(y + 0). Aplikaci Q4 dostaneme rovnost
S(y) + 0 = S(y), a druhou aplikaci toho samého axiomu na y v zavorce ziskame
S(y) = S(y + 0). Pro c¢tvrtou potfebujeme dostat (z +y) + 0 z z + (y + 0).
Opét aplikaci Q4 nejdiive na cely vyraz a poté na samotné y ziskdme rovnost
(z+y)+0=z+y=2z+(y+0).

Ukéazeme, ze A je uzavirena na néaslednickou funkci. Predpokladdme tedy z € A
a chceme ziskat S(z) € A. Opét za¢neme s prvnim a druhym konjunktem. Plati
S(x) = S(x +0) = S(0+ z) = 0+ S(z) z aplikace Q4, z faktu, ze x € A,
a z aplikace Q5. Plati 0-S(z) = (S(x)-0) +0 = S(z) - 0 z Q7 a Q4. Pro druhy
konjunkt plati S(y) + S(x) = S(S(y) + =) = SS(y + =) = S(y + S(x)) z aplikace
Q5, z predpokladu =z € A, a znovu z aplikace Q5. Pro posledni formuli plati
(2 4+ )+ S(z) = S((2 + ) + 2) = S(= + (y + 7)) = 2 + (y + S(x)) 2 axiomu Q5,
predpokladu x € A, a znovu z Q5. O

Lemma 3.3. Formule B obsahuje 0 a je uzavrend na S.

Diikaz. Ukazme, ze v B je obsazena 0. Plati 0+y = y = y+0 z vlastnosti formule
A a z aplikace axiomu Q4. Plati z(y +0) = zy = zy + 0 = zy + z - 0 z dvojité
aplikace Q4 a z Q6.

Ukazeme, ze B je uzaviena na naslednickou funkci. Opét predpokladdme tedy
xr € B a chceme ziskat S(z) € B. Pro prvni konjunkt plati S(z) +y = S(z+y) =
S(y + ) = y+ S(z) z faktu ze © € A, z predpokladu = € B a z Q5. Pro druhy
konjunkt plati z(y +S(z)) = 2-S(y +z) = z- (yr) + 2 = (2y + zx) + z z aplikace
axiomu Q5, Q7 a z faktu, ze v € B. O

Lemma 3.4. Formule C' obsahuje 0 a je uzavrend na S.

Diikaz. Ukazme, ze v C' je obsazena 0. Plati S(y) -0 = 0 = y0 + 0 z dvojité
aplikace Q6 a aplikace Q4 a plati zy -0 = 0 = z - (yz) z a dvojité aplikace Q6.
Ukazeme, ze C je uzaviena na naslednickou funkci. Opét predpokladame tedy
x € B a chceme ziskat S(z) € B. Pro prvni konjunkt plati

S(y) - S(x) = S(y) -z + S(y) = (yxr + ) + S(y) = yxr + (x + S(y)) z aplikace
Q7, a predpokladu, ze x € C a faktu, ze S(y) € A. Déle plati yz + (x + S(y)) =
yr+S(zr+y) =yr+S(y+x) =yr+ (y+S(z)) = y-S(x)+ S(z) z aplikace
Q5, z predpokladu, ze z € C' a tim i x € A, a z aplikace Q5 a Q7. Pro druhy
konjunkt plati (zy) - S(z) = (zy) - + 2y = z(yx) + 2y = z(yz + y) = 2(y - S(x))
z Q7, predpokladu ze x € C', z faktu ze z,y,z € B az Q7. m

Lemma 3.5. Formule D obsahuje 0 a je uzavrend na S.

Diikaz. 0 je v D je obsazena, protoze = je v A a z Q6. Ukazeme, ze D je uzaviena
na naslednickou funkci. Plati S(z) -y = 2y +y = yr +y = y - S(x). Prvni
dvé rovnosti jsou pouzitim formuli z C, které obsahuje z i y. Posledni rovnost
je z aplikace Q7. n
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Ted tedy vime, ze formule D je uzaviena na néslednickou funkci a obsahuje
nulu. Spliuje tedy definici induktivni formule. Mizeme také Tict, Ze je predpri-
pravena k pouziti jako obor interpretace, protoze obsahuje vsechny axiomy Q.
Co formuli D chybi, je uzavienost doli a navic uzavrenost na s¢itani a nasobeni.
Musime tedy najit podobnou formuli, ktera toto splnuje.

K tomu pouzijeme metodu Roberta Solovaye zvanou zkrdceni rezu. Tato me-
toda je casto pouzivand, ale pri citovani nastava potiz, protoze Solovay tuto
metodu nikdy nepublikoval. Autori se tedy uchyluji k referovani k nevydanému
clanku nebo jen ke jménu Roberta Solovaye, pripadné k citaci autort, kteri pozdéji
tuto metodu pouzili ve svych vydanych élancich. Diky préci Vitézslava Svejdara
vSak dnes muzeme plnohodnotné odkéazat na dopis [Sol76], ktery Solovay napsal
Petru Hajkovi v roce 1976.

Nésledujici dvé tvrzeni jsme prevzali z knihy [HP93|, kterd tuto metodu pou-
ziva. Druhé z nich, které je v knize obecné, jsme upravili specialné pro formuli D,
abychom dokézali nasi kyZenou interpretaci QT ve Q. O prvnim z nich mtiZzeme
fict, ze zkracuje induktivni formuli na fez. Druhé tika, ze mizeme tez zkrdtit na
fez, ktery je uzavieny na sc¢itani a nasobeni.

Lemma 3.6. Necht formule I1(z) je vez v QF. Pak existuje formule J, kterd je
podrezem I(x) v Q.

Diikaz. Nasledujici véty jsou jednoduché véty platici v Q:
(1) z<0 = 2=0
(11) * <y <> S(z) < S(y)
(ii) 0 < =
Necht I(x) je fez v Q. Necht formule K je definovana jako
K& I(x) &Vy,z2<y & y<z — z<ux).

Ukézeme ze K je induktivni. K(0) plyne z (i) a z 1(0). Pfedpoklddejme K (z). Pak
plati I(S(x)) protoze I je induktivni. Zbyva ovérit, ze plati druhy konjunkt, pokud
plati K(S(x)). Necht z < y < S(z). Pokud z = 0, pak, ze (ii7), madme z < =.
Pokud neplati z = 0, pak ze Q3, z = S(Z’) pro néjaké z’. Potom z (i), ze Q5 a Q1,
vime, ze y # 0. Tedy mame y = S(y') pro néjaké y'. Mame tedy 2’ < 3/ < «x,
pomoci (ii). Z K(x) mame 2z’ < x. Opét pomoci (ii) ziskdme z = S(2’) < S(z).
Tedy K je induktivni.
Definujme
J(z) < K(z) & Yy<z K(y).

Ukazme, ze formule J je induktivni. J(0) plyne okamzité z (7). Predpokla-
dejme J(x). Pak necht y < S(x). Pro dokazani J(S(z)), potfebujeme dokazat
K(y). Pokud y = 0, pak K(y), protoze K je induktivni. Pokud y # 0, pak plati
y = S(y') pro néjaké y'. Potom, ze (i7) dostaneme 3’ < z, takze dostaneme i K (y').
Protoze K je induktivni, plati K(S(vy')), coz je ekvivalentni K (y). Tedy J je in-
duktivni formule. Abychom mohli fict, ze J je ez, zbyva nam dokazat, ze je dolu
uzaviena, tedy

J(x) & y<z — J(y).
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Predpokladejme J(z) & y < x. Necht z < y. Potfebujeme dokazat K(z). Z de-
finice J(x) dostaneme K (x), a protoze z < z, tak z faktu, ze mame J a J(x),
dostaneme i K (z). Formule J je tedy uzaviend doli, a tim padem je fez. O]

Lemma 3.7. Existuje podrez J formule D, ktery je uzavreny na sc¢itini a ndso-
beni. Jinak receno: Q dokazuje

J(x) — D(z);
J(0);
J(z) & J(y) = J(S(x) & J(z+y & J(zy))).

Diikaz. 7 predchozich lemmat mtzeme predpokladat ze D, je fez. Necht formule
Jo(x) a J(x) jsou definovany takto:

Jo(x) < Vy(D(y) = D(y +x));

J(x) < Vy(Joly) — Jo(y - x)).

Kdyz x je ve formuli Jy, mé vlastnost Vy(...). Pokud za y zvolime 0, ktera
je obsazena v D, pak z této vlastnosti dostaneme, ze kazdé x obsazené v Jj je
obsazeno v D. Tim celd Jy je obsazena v D. J, také obsahuje 1, protoze D je
induktivni.

Kdyz = je ve formuli J, ma vlastnost Vy(...). Pokud za y zvolime 1, ktera
je obsazena v Jy, pak z této vlastnosti dostaneme, ze kazdé x obsazené v J
je obsazeno v Jy. Tim celd J je obsazena v Jy. Protoze Jy je obsazena v D i
je J obsazena v D.

Formule Jy je uzaviena na s¢itani. Mame Jy(a) & Jo(b), potiebujeme dostat
Jo(a + b), coz je ekvivalentni s Vy(D(y) — D(y + (a +b))). Z Jo(a) mame
D(y+a), az Jy(b) mame D((y+a)+b)). Z asociativity sc¢itani, kterd plati v D,
plati i D(y + (a +)).

Formule J je uzavfena na séitani. Mame J(a) & J(b), pottebujeme J(a + b),
coz je ekvivalentni s Yy(Jo(y) — Jo(y - (a +b))). Z J(a) médme Jy(ya) a z J(b)
mame Jo(yb). Z toho dostaneme pomoci uzavienosti Jy na séitani D(ya + yb),
a z toho pomoci levé distributivity s¢itdni (také plati ve formuli D) dostaneme
nase chténé Yy(D(a+b) — D(y - (a+10))).

J je také uzaviena na nasobeni. Mame J(a) & J(b), potfebujeme J(ab), coz
je ekvivalentni s Vy(Jo(y) — Jo(y - (ab))). Opét z J(a) médme Jy(ya) a z J(b)
mame Jy((ya) - b). Pomoci asociativity ndsobeni (ktera plati v D) z toho kone¢né
dostaneme Jo(y - (ab))

J je uzaviena na naslednickou funkci, protoze obsahuje 1 a je uzaviena na
scitani.

J obsahuje nulu. D je fez takze mame D(0) a tim i Jy(0). Tim paddem plati
Jo(x - 0) pro jakékoli x. Takze plati J(0).

K tomu, aby J byl fez, potfebujeme jesté ukazat, ze je uzavien doli. Z pred-
choziho lemmatu vime, ze D je uzaviena dolt. K dokazani ze i J je dolti uzaviena,
staci leva distributivita a uzavienost J(0) na s¢itani. O
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Véta 3.8. Teorie QT je interpretovand v Q

Diikaz. Podrez J fezu D, uzavieny na s¢itani a nasobeni, je oborem interpretace
teorie QT v teorii Q. V univerzu omezeném formuli J plati viechny axiomy QT,
které obsahuji jen univerzalni kvantifikatory, protoze vseobecné formule udrzuji
platnost pro podmnoziny.

Jediné axiomy s existenc¢nim kvantifikatorem jsou Q3 a Q8. Axiom Q8 muzeme
z teorie jednoduse odstranit, protoze jde pouze o definici. Zbyva nam tedy jen
axiom Q3: Vz (z # 0 — Jy(z = S(y))) Ten ziskdme z faktu, ze formule J je
uzaviena doli. Predpokladejme, 7ze x # 0. Necht y < x, coz se da napsat jako
Jz2(z + y = z). Vezméme za y nulu. Potom ale z nemuze byt 0, protoze jinak
by platilo 0 +0 = = = 0. Necht tedy z = S(2’), pro néjaké 2’. Pak tedy plati
32/(S(2') + 0 = x), coz je ekvivalentni s 32/(S(2’) = z). V univerzu vymezeném J
tedy plati i Q3. Dostali jsme tedy interpretaci Q" ve Q. m

3.4 Lokalni interpretace 1A; v Q

Kdyz jsme uz dokazali nas mezikrok, muzeme prejit konecné k ditkazu interpre-
tace 1A v Q, tak jak jej naleznete v [HP93| v lemmatu 5.1.

Véta 3.9. Necht I je tez v teorii Q. Existuje podrez J, ktery je uzavieny na sci-
tani a ndsobeni.

Dikaz by probihal uplné stejné jako s formuli D v teorii Q . Protoze vlastnosti for-
mule D, které v ditkazu pouzivame, jsou axiomy Q*, plati tato véta pro jakoukoli
formuli 7, kterd je fez v Q.

Definice 3.10. Omezend formule (Ag formule) je formule sestavend z atomickych
formuli pouze pomoci vyrokovych spojek a omezené kvantifikace.

Definice 3.11. Teorie IA, je teorie rozsifujici Q" o indukéni schéma pro omezené
formule, tedy ¢(0) & Vz(p(x) — o(S(x)) — Vzp(z), kde ¢ je omezend (Ay)
formule.

Véta 3.12. |A je lokdlné interpretovatelnd v Q.

Diikaz. Diky predchozi vété a tranzitivité interpretace nam staci ukazat, ze teo-
rie 1A je lokalné interpretovatelnd v Q™. Pro lokalni interpretaci nam staci fixovat
arbitrarni kone¢nou mnozinu omezenych formuli ¢ (z,p), ..., p.(z,p) (s vekto-
rem parametru p) a dokdZeme, Ze QT s indukef pro kazdé ¢, ..., p, je interpre-
tovatelna v QT. Necht

I(z) < Yp(Ii(z,p) & ... & I.(z,D)),
kde kazdé I;(i = 1,...,n) je definovand jako:
Ii(z,p) ¢ ¢i(0,D) & Yy < z(pi(y, D) = ¢i(S(y),D)) — wi(z,D).

Formule [;(z,p) je omezend. Je jasné, ze pro kazdé i formule je VpI;(x,p)
formuli induktivni ve Q.

Kazda I;(z,p) je induktivni v Q*, a tim i I(x). Z piedchozi véty vime, 7e
existuje Tez J, ktery je obsazen v I, je uzavien na s¢itani a nasobeni. Protoze J
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je uzavrena na naslednika, sc¢itani a nasobeni a uzaviend smérem dolt, plati, Ze
pro kazdou omezenou formuli a(zy, . .., 2x),

QT F J(z) & ... & J(z) — (a(zr,...,zn) < (a(z, ..., z)7).
MiiZeme Tict, Ze omezené formule, jsou absolutni v Q". ProtoZe
J(x) = I(x) — Li(x)

je dokazatelné v Q*, J je oborem interpretace pro indukci pro kazdé ;. Kromé
dvou jsou vsSechny axiomy Q univerzalni, takze v omezeném univerzu interpre-
tace plati. Zbyva jen axiom Q3: Vz(z # 0 — Jy(x = S(y))) a axiom Q8, ktery
definuje relaci <. Axiom Q8 lze vyrtesit bez problémil - protoze jde pouze o de-
finiéni rozsiteni, muzeme interpretovat Q v teorii bez Q8 a naopak. Zbyva tedy
axiom Q3. Ten je v QT dokazatelny pro omezené formule z ostatnich axiomd.
Piedpokladejme = # 0, potiebujeme Jy<z(z = S(y))). V Q" plati z < S(z),
protoze (z + S(0) = S(z)). Axiom Q3 trivialné¢ plati pro nulu. Pfedpokladejme
Jy<z(z = S(y)). Chceme Fy<S(z)(S(z) = S(y)). Formuli za kvantifikdtorem
o¢ividné spliiuje x, o kterém také uz vime, Ze plati, Ze je mensi nez S(x). Aplikaci
pravidla omezené indukce dostaneme Vz(z # 0 — Jy(z = S(y))). Tim padem
muzeme jednoduse predpokladat, ze mame dost formuli mezi 1, @o, ..., @, k do-
kazani této indukce. O
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4 Neinterpretovatelnost

V posledni kapitole predstavime zpiisob, jakym lze dokazat, ze jedna teorie neni
interpretovatelnd v druhé. Ukdzeme také priklady neinterpretovatelnosti na na-
sich teoriich z prvni kapitoly a na teorii celociselného scitani. Neinterpretovatel-
nost je, jako vSechna negativni tvrzeni, tézsi dokazat. Lze ji ovSem ziskat z ivah
o nedefinovatelnosti mnozin ve strukturdch. V této sledujeme opét knihu [Sve02],
zejména oddily 3.5. Eliminace kvantifikatoriu a opét 3.6. Rozhodnutelnost, defi-
novatelnost, interpretovatelnost. Navic jsme z kapitoly 3.6. vypracovali nékolik
cviceni v ni obsazenych.

Definice 4.1. Necht D = (D, ...) je struktura pro jazyk L. Formule p(z1,. .., xx)
definuje mnozinu X C D* v D, pokud X = {[ay,...,ax; D E ¢[a]}. Mno-
zina je definovatelnd ve struktute D, pokud existuje formule ¢(x), kterd ji de-
finuje v D. Prvek a mnoziny D je definovatelny v D pokud singleton {a} je
definovatelny v D.

K interpretaci pottebujeme prelozit symboly jazyka jedné teorie do jazyka
druhé teorie. K dokézani neinterpretovatelnosti tedy staci dokazat, ze néjaky ze
symbolil prvniho jazyka neni v druhém viibec definovatelny. Nasledujici véta je
vypracovanim cvic¢eni 16. oddilu 3.6 knihy [Sve02].

Véta 4.2. Pokud je relace R C N¥ definovatelnd v (N,0,s), pak existuje m
takové Ze pro kazdé cislo v a vSechna cisla ay, ..., a;_1,a;11,. .., a;, budto mnoZina
{b; a1, ...,a;—1,b,a;41}, ..., a5] € R} nebo jeji komplement md nejvise m proki.

Diikaz. Pokud R relace je definovatelnd ve struktufe (N, 0,s), pak obsahuje jen
symboly 0 a S a logické spojky. Tedy term ¢(x) neobsahujici jinou proménnou
nez x se muze skladat jen ze symboli pro naslednickou funkci, nuly a logickych
spojek. Objekt tedy mtiZe byt jen v relaci s termy tvaru S(™(0) (s numerdly).
Muzeme vyjadrit jen, ze objekt je v relaci s jednim vypsanych numerél, nebo ze
neni v relaci s jednim z vypsanych. Pokud vezmeme nejvyssi numeral (spoc¢itame
nejvyssi pocet vyskytu S v termu), v prvnim piipadé zjistime kolik objekta m
muze splnovat relaci na daném misté ¢ v relaci, v opacném pripadé je objektt
nekonecné, ale komplement této mnoziny méa m prvki. m

Toto neplati pro relaci <. Predpokladejme, ze pro ni takové m existuje. Vy-
berme ¢islo x takové, ze S(m) < z. Potom mnozina {b; [b, z] € R} mé vice nez
m prvku. Dusledkem je, Ze relace < neni definovatelnd v (N,0,s), a tedy ani
v teorii SUCC. Mame tedy diikaz neinterpretovatelnosti teorie DNO a DO v teorii
naslednika.

Ve zbytku kapitoly se ale budeme zabyvat jednim konkrétnim zptsobem jak
dokazovat neinterpretovatelnost. Ten bude souviset s nasledujicim lemmatem o
automorfismech a s definovatelnosti struktur v jinych strukturach.

Lemma 4.3. Pokud f je automorfismus struktury D, pak pro libovolnou defino-
vatelnou mnoZinu A C DF plati A = {[f(ay,..., f(ax))];|ay,. .., ax] € A}. Jinak
receno, kazdd definovatelnd mnozZina se automorfismem zobrazi sama na sebe.

Diikaz. Necht f je automorfismus z A do A a a jsou prvky z A. Necht D je
jakdkoli struktura. Chceme D = ¢(a) <> D = ¢(A(z)). Dokazujeme indukei
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podle slozitosti formule. Podrobné mtzeme tento postup najit v Lemmatu 3.2.11
ve [Sve02] pro homomorfismus. O

Toto lemma ndm dalo jednoduchy test definovatelnosti mnozin. Mnozina, ktera
neni jakymkoli automorfismem zobrazena sama na sebe, je nedefinovatelna.

Priklad 4.4. Mnozina N prirozenych ¢isel neni definovatelnd v (Z, +,0). Auto-
morfismem a — —a se mnozina N nezobrazi sama na sebe.

Definice 4.5. Rikdme, Ze struktura A je definovatelnd ve struktuie B, pokud
nosnd mnozina A struktury A a realizace FA a P# vSech funkénich a predikato-
vych symboli jsou definovatelné mnoziny.

Véta 4.6. Pokud S interpretuje T, pak pro kazZdiy model M teorie S existuje
model D teorie T takovy, Ze je definovatelnou strukturou v M.

Diikaz. Necht trojice [S”,*,0(x)] je interpretace teorie T' v teorii S a necht M
je model teorie S. Necht A = {a € M; M [ 6[a]} je nosnd mnozina struk-
tury A. Chceme v ni nadefinovat realizace vSech funkénich symbola F' € L(T).
Pokud F je n-arni funkéni symbol z jazyka L(S), definujme

FA = A" 0 {[a,0i M | (F*(2) = y)[a, b]}.
Pokud F*(z) € L(S") — L(S), pak definujeme

FA = {[a,b; M = na,b])},

kde 7 je formule

V.. Ve,Yy(F(xq,...,z,) =y = (1, ..., Tn,Y)),

v jazyce L(S), kterd zavadi F. Obdobné nadefinujeme i realizace predikatovych
symboli. Ve struktufe A pro kazdou formuli ¢(z1,...,x;) jazyka L(T) a pro
kazdy prvek aj,...,ar € A nyni plati A = ¢la] + M | ¢*[a]. Protoze plati
M’ E ¢* pro kazdy axiom ¢ teorie T, struktura A je modelem T. O]

Kontrapozice této véty rika, ze pokud najdeme model M teorie S takovy, ze
zadna struktura definovatelnd v M neni model teorie T', pak nemtze byt teorie T
interpretovatelna v teorii S. Dohromady s predchozim lemmatem jsme ziskali
nastroj na dokazovani neinterpretovatelnosti.

Priklad 4.7. Ukazme, ze DO neni interpretovatelna v SUCC. Nez vyuzijeme
predeslou vétu, bavme se o definovatelnych mnozinach v modelech teorie SUCC.
Teorie SUCC dovoluje eliminaci kvantifikatorti. Pro kazdou formuli v jejim ja-
zyce existuje formule ekvivalentni, ktera neobsahuje zadné kvantifikatory. Tedy
term ¢(z) neobsahujici jinou proménnou nez z se muze skldadat jen ze symbolu
pro naslednickou funkci, nuly a logickych spojek. Miizeme tedy pouze porovnavat
termy tvaru S(™(0), kterym fikdme numerdly. Formulemi SUCC tedy mtzeme
vyjadrit jen, ze prvek je jednim vypsanych numerdali, nebo Ze neni ani jednim
z vypsanych. Disledkem toho je, Ze jakdkoli mnozina definovatelna v modelu
(N, 0,s) teorie SUCC je bud koneénou podmnozinou oblasti (N, 0,s), nebo jejim
doplnkem.
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Za model zvolme M = (N, 0,s)+(Z,s) +(Z, s), coz je model teorie SUCC s jed-
nou prirozenou ¢asti a dvéma celoc¢iselnymi castmi, ve kterém naslednickou funci
nelze dojit z jedné ¢asti do jiné. Nosnou mnozinou tohoto modelu je disjunktivni
sjednoceni mnoziny pfirozenych ¢isel a dvou mnozin celych ¢isel.

Necht D je struktura teorie DO definovatelna ve strukture M. Kazdy model
DO je nekonecny, takze pro D plati, ze je doplitkem konecné podmnoziny oblasti
(N, 0,s) a obsahuje vétsinu této oblasti a obé oblasti celych ¢isel. Zvolme prvky a
a b z odlisnych celociselnych ¢asti. Zvolme automorfismus f, takovy, ze f(a) = b
a f(b) = a. Tento automorfismus zobrazuje kazdou celo¢iselnou oblast na druhou.
Ve struktute D plati axiomy LO2 a LO3 a z nich ekvivalence a <P b <> —(b <P a).
Podle lemmatu 4.3. se kazda definovatelna relace zobrazi sama na sebe. Pouzitim
na relaci <P ziskdme a <P b a f(a) <P f(b) tedy b <P a, coZ je sporné.

Stejnym zpusobem lze dokazat, ze neni teorie DNO interpretovatelna v SUCC.
Kv1li hustoté ma i ona jen nekonecné modely a stejné nadefinovany automorfis-
mus nam da argument pro jeji neinterpretovatelnost v SUCC, protoze jsme v ném
pouzili jen axiomy teorie LO.

Priklad 4.8. At formuli 6 omezime jakkoli objekty teorie SUCC, nikdy nemuzeme
najit hustou mnozinu, protoze bychom museli relaci > nadefinovat naslednickou
funkci, kterd je diskrétni. SUCC a DNO jsou tedy prikladem dvou teorii nesrov-
natelnych relaci >.

V dalsich prikladech neinterpretovatelnosti bude hrat roli teorie celoc¢ielného sc¢i-
tani, kterou budeme znacit I1Add. Tato teorie ma jazyk {+,0, 1}, sklad4 se ze ¢ty¥
axiomu a tii schémat axiomil. Axiomy teorie IAdd jsou

Adl  VaVz(z+ (y+2) = (x+y) + 2),
Ad2 Va(z +0 = z),

Ad3  VzIy(z +y =0),

Add  VaVy(z +y =y + ).

Tyto axiomy samotné tvoii teorii abelovskijch grup. Rikaji, ze sc¢itdni je asociativni
a komutativni, nula je neutrdlni a ke kazZdému objektu existuje objekt, ktery je
k nému opacny. Vyplyva z nich také, Ze nula je jedinyg neutrdlni objekt. Objekttim
této teorie muzeme tikat ¢isla.

Pro formulovani schémat axiomt teorie IAdd, budeme potiebovat definici nu-
meralt a termt ur¢itého tvaru. Numerdaly definujeme podobné jako drive v teorii
R, tentokrat v této podobé pomoci pri¢itani jednicky: 0 =0, m+1= (m+1).
Pokud odhlédneme od zévorek (a to muzeme udélat pouzitim axiomu Ad1), nu-
meral 2 je souctem m jednicek.

Je-li t(y1, ..., y,) libovolny term v jazyce {+,0, 1}, mizeme opét odhlédnout
od zavorek, sestéhovat k sobé vsechny vyskyty téze proménné a vSechny vyskyty
konstanty 1 (pouzitim komutativity, tedy axiomu Ad4) a upravit pocet vyskytu
konstanty 0 na jeden (pouzitim axiomu Ad2). Zavedeme, ze my je zkratka za
m s¢itanct y, tedy y + --- + y s m ypsilony. Pfesuneme-li konstanty na vhodna
mista, dostaneme term tvaru miy; + - - - + myy, + 7. K preformulovani termu do
tohoto tvaru jsme pouzili jen axiomy teorie. Tim jsme zduvodnili, ze kazdému
termu t(y) v jazyce {+,0,1} existuje term u(y) tvaru myys + --- + myy, + T,

takovy, ze sentence Vy(t(y) = u(y) je v teorii celociselného scitani dokazatelna .
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PouZitim numeréli a termi ve tvaru my (coz jsou zkratky v jazyku {+,0,1})
definujeme zbyla schémata axiomu teorie IAdd

Ad5 Ve(mz =my — z=y), jelim>1,
Ad6 Vo(mx # k), je-li0 <k <m,
Ad7 Vedy(r=my V x=my+1V ...Vaez=my+m—1), jelim>1.

Schéma Ad7 lze chapat jako axiom o déleni se zbytkem. Kazdé cislo x lze délit
¢islem m > 1, podilem je y a zbytkem je néjaké ¢islo mezi 0 a m, tedy ¢islo mensi
nez m. V jazyku teorie ale neni usporadani, takze to nemiizeme napsat primo,
ale musime vsechny prvky mensi nez m vyjmenovat. Typickym modelem teorie
IAdd je struktura celych ¢isel (Z,+,0, 1) se s¢itdnim, nulou a jednickou.

Teorie IAdd sama nedovoluje eliminaci kvantifikétori. V [Sve02] v kapitole 3.5
vsak mizeme najit jeji konzervativni rozsiteni, které ji dovoluje. Toto rozsiteni zis-
kdme pridanim nekonecné mnoha binarnich predikatovych symboli =,,, kden > 1
je prirozené cislo. Predikat =, je definovan axiomem:

VaVy(zr =, y > Ju(z +nv =y)).

Tuto teorii, i fakt ze dovoluje eliminaci kvantifikatorti, budeme za chvili po-
tfebovat a znacit ji budeme IAdd™. Zapis z =, vy mizeme &ist tak, Ze éislo x je
n-kongruentni s ¢islem y. Jako L,y budeme oznacovat jazyk {+,0,1,=1,=s,...}
vznikly pridanim pravé definovanych binarnich symboli k piivodnimu jazyku te-
orie IAdd. Pokud vezmeme vsSechna ¢isla n-kongruentni s z, dostaneme mnozinu
c¢isel, které jsou od x vzdalené v urcitych periodach, ptficemz rozdil téchto pe-
riod od z je délitelny n. Ve struktute (Z, +,0, 1) je mnozina ¢isel 2-kongruentnich
s nulou totozna s mnozinou kladnych i zapornych sudych ¢isel.

V prikladu 4.3. jsme ponékud trivialnim automorfismem a vyuzitim doka-
zali, Ze prirozend ¢isla nejsou definovatelna ve struktute (Z, +,0). Pro strukturu
(Z,+,0,1) zadny trividlni automorfismus neexistuje, protoze navic obsahuje jed-
nicku. Ta se funkci a — —a, kterou jsme predtim pouzili, nezobrazi sama na
sebe, nejde tedy o automorfismus. Pro dokazovani neinterpretovatelnosti v IAdd
pomoci véty 4.5., musime tedy najit jiny vhodnéjsi model.

Nésledujici piiklad cerpame opét z [Sve02], kde se za autora tivah v ném pouzitych
oznacuje Ivan Korec. Konkrétné jde o cviceni 17 z kapitoly 3.5. a cviceni 22
z kapitoly 3.6.22. a odstavec pod ptikladem 3.6.16.

Definujme na mnoziné Z x Q s¢itani predpisem [a,b] + [c,d] = [a + ¢,b + d,
tj. "s¢itani po slozkach", nebo miizeme tici vektorové scitani. Za realizaci nuly
vezméme dvojici [0, 0] a za realizaci jednicky dvojici [1, 0].

Tvrzeni 4.1. Struktura (ZxQ,+,[0,0],[1,0]) s takto definovangm scitinim je
modelem teorie |Add.

Diikaz. Scitani po slozkach spliuje axiomy Adl a Ad4, jednotlivé slozky porad za-
chovavaji asociativitu a komutativitu, takze i dvojice z nich slozené. Dvojice [0, 0]
je neutrdlni vici takto definovanému séitani. Plati [a, b]+[0, 0] = [a, b]. Urcité také
k kazdému prvku existuje prvek opacny. Plati [a, b] + [—a, —b] = [0, 0]. Tim jsme
vyresili axiomy Ad2 a Ad3. Schéma Adb opét splnuji jednotlivé slozky a tim i cela
dvojice. Protoze hodnoty numerali v tomto modelu jsou [0,0],[1,0],[2,0],...,
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platnost schématu Ad6 zavisi jen na slozce z celych cisel, takze se chova stejné
jako v modelu (Z, +,0,1). Pro 0 < k < m nemiZe platit [ma, mb] = [k, 0], pro-
toze neplati uz ma = k. Zbyva jen axiom Ad7 o déleni se zbytkem. Pro jakoukoli
dvojici [a, ] a jakékoli m > 1, kde a € Z a b € Q, chceme najit [c, d] takové, ze
c €Zade Qa zeplati mle,d| + 7 = [a,b], kde m > n. Protoze b je z Q, je
délitelné jakymkoli m, zavisi tak jen na a, druhou slozku vzdycky mame, protoze
ve Q vzdy existuje b/m. Ad7 se tedy také chova stejné jako v modelu (Z,+,0, 1).
Pokud je slozka a mensi nez m, pak je prvni slozkou jednoho z vypsanych nume-
ral. Pokud je vétsi nebo stejné, pak existuje celé ¢islo, které je vysledkem déleni

a Cislem m a jeden vypsany numeral se chova jako zbytek. O]

Pojdme zamérit pozornost na mnoziny definovatelné v (Z x Q, +, [0, 0], [1, 0]).
Definujme, Ze mnozina X C Z x Q je periodickd, pokud existuje prirozené c¢islo
m > 0 takové, ze

VaeZ YbeQ VeeQ([a,b] € X «+ [a+m,c] € X).

Déle fekneme, Ze mnozina je skoro periodickd, pokud se od nékteré periodické
mnoziny lisi jen kone¢né mnoha prvky.

Lze ovéiit, ze kazda atomickd formule ¢(z) v jazyce Ljiyy definuje ve struk-
tute (Z x Q,+,[0,0], [1,0],=1, =2, ...) mnozinu, kterd je skoro periodicka. Jediné
predikéty, které v jazyce mame je rovnost a n-kongruence. Vime, ze ke kazdému
termu ¢(x) mame ekvivalentni term tvaru ma + 7. K atomickym formulim s rov-
nosti s proménnou x tak mame ekvivaletni formuli tvaru mqx +77 +mox +75. Zde
jedno z my, my muze byt nula, v takovém pripadé na jedné strané rovnosti neni
proménnd x. Takova formule je ekvivalentni s formuli mix + 7 — mex — 73 =0
a tedy s formuli ma +7 = 0 pro néjaké m a r. Jde tedy o linearni rovnice, které
maji vZdy maximalné jedno feseni. Atomické formule s rovnosti tedy v jazyce Ljhyq
tak splnuje maximalné jedna dvojice z Z x Q.

S atomickymi formulemi s n-kongruencemi s proménnou x to vypada podobné.
I pro né mizeme najit ekvivalentni formuli tvaru ma +7 =,, 0, pro néjaké m a r.
Na rozdil od rovnosti tyto formule splnuje nekonec¢né mnoho dvojic z Z x Q, které
se od sebe lisi rozdilem délitelnym prirozenym c¢islem n. Takové mnoziny jsou vzdy
skoro periodické. Protoze jde o délitelnost, nezélezi na druhém (raciondlnim) ¢éisle
ve dvojici. Dvojice [a, b] je tedy n-kongruentni s [na, ], pro jakékoli racionalni c.

Pouzitim boolovskych operaci dostaneme z atomickych formuli s rovnosti de-
finovatelnost prazdné a celé mnoziny, nebo konec¢né mnoho jednotlivych dvojic,
respektive mnozinu, kterd ma jako doplnék konec¢né mmnoho dvojic. V prvnich
dvou pripadech jde o periodické mnoziny, v poslednim o skoro periodickou. Tim
padem vsSechny nekonecné mnoziny definovatelné rovnosti jsou skoro periodické.
Aplikaci boolovskych operaci na skoro periodické mnoziny vzniknou opét pouze
skoro periodické. To znamend, ze v jazyce Ljhyy definuji oteviené formule pouze
skoro periodické mnoziny, pokud se nebavime o konec¢nych mnozinach. Vime, ze
kazdé formule ¢ v jazyce {+,[0,0],[1,0]} je v teorii IAdd" ekvivalentni s otevie-
nou formuli v jazyce Ly Tim padem kazd4 nekoneénd mnoZina definovatelnd
ve struktute (Z x Q,+,[0,0],[1,0]) je skoro periodicka.
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Tim mame konecné vsechno ptipraveno na nasledujici priklad.

Priklad 4.9. Teorie DO neni interpretovatelna v teorii IAdd. Opét vyuzijeme
vétu 4.5. Ozna¢me M model (Z x Q, +, [0, 0], [1,0]) teorie Ljagq. Necht model D
teorie DO je v M definovatelny. Teorie DO méa jen nekonecné modely. Jedinymi
nekonecnymi definovatelnymi mnozinami ve struktufe M jsou mnoziny skoro pe-
riodické. Jedna z nich musi byt nosnou mnozinou modelu D. Kazdé periodicka
mnozina v M pro kazdé [a, b], které obsahuje, obsahuje [a, k| pro kazdé k z Q.
Kazda skoro periodickda mnozina se od periodické lisi jen kone¢né mnoha prvky.
Tim padem i ona obsahuje nekoneéné mnoho dvojic, které se lisi jen znamén-
kem prvku na druhém misté, tedy jsou tvaru [a,b] a [a, —b]. Zvolme pevné jednu
takovou dvojici. Déale postupujeme stejné jako v prikladu 4.6.

Vezméme automorfismus f : [a,b] — [a,—b]. Necht v modelu D plati, ze
[a,b] >P [a,—b]. Automorfismem f se tyto dva prvky zobrazi jeden na druhy.
Méame tedy f([a,b]) = [a,—b] a f(Ja,—b]) = [a,b]. Ve struktufe D plati axi-
omy LO2 a LO3 a z nich ekvivalence [a,b] <P [a,—b] + —([a,—b] <P [a,b]).
Podle lemmatu 4.2 se kazdé definovatelna relace zobrazi sama na sebe. Pouzi-
tim na relaci <P ziskdme [a,b] <P [a, —b], ale také f([a,b]) <P f([a,—b]) tedy
[a, —b] <P [a,b], coZ je sporné. Tim padem neni relace <P v M definovatelna,
a teorie DO neni interpretovatelna v teorii I1Add.

Poznamenejme pro jistotu, ze konstanta 1, kterd zabranuje jednoduchym au-
tomorfismum ve struktute (Z, +,0, 1) se tady automorfismem f zobrazi sama na
sebe.

Nakonec ukazeme i opacny priklad. Tedy neinterpretovatelnost IAdd v DO. Nej-
prve se ale bavme o definovatelnosti mnozin v modelech DO. Samotnéd DO nedo-
voluje eliminaci kvantifikatortt. Vezméme ale jeji konzervativni rozsiteni o definice
nuly a naslednické funkce, tedy axiomy

Ve(r =0+ —Jy(y < x)),
VaVyly =S(z) <z <y & "Iz <v & v<y).

Toto rozsifeni nazveme DOS stejné jako ve [Sve02]. Odtud ze cviceni 3.6.17
cerpame i nasledujici priklad, a tam v kapitole 3.5. je dokazané, ze DOS uz eli-
minaci kvantifikatort pripousti. Tim padem v kazdém modelu DOS je kazda de-
finovatelna mnozina definovatelna také otevienou formuli. Pro atomické formule
to znamenad, ze definovatelnymi mnozinami neobsahujici jinou proménnou nez x
miizeme vyjadiit jen, Ze S™(x) je vétsi, mensi nebo rovné m, nebo ze SM(x) je
vétsi, mensi nebo rovné S (z). To znamend, 7e atomickymi formulemi miizeme
definovat jen mnoziny, které jsou konec¢né nebo maji konecny doplnék. Na tom se
nic nezméni ani, pokud pridame logické spojky.

Typickym modelem pro teorii DO je struktura (N, <). Protoze DOS je kon-
zervativnim rozsifenim DO, kazdd mnozina definovatelnd v (N, <) je definova-
telnd ve strukture (N,0,s, <), kterd je modelem DOS. Tim padem je ve struk-
tute (N,0,s, <) definovatelnd i otevienou formuli, je tedy nekoncend, nebo méa
koneény doplnék. Dostali jsme tedy, ze kazdd mnozina definovatelnd v (N, <) je
nekoncena, nebo mé konecény doplnék.
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Priklad 4.10. Kone¢né ukazme, Ze teorie IAdd neni interpretovatelnd v teorii DO.
Pro spor predpokladejme, ze |IAdd je interpretovatelna v teorii DO prekladem
a oborem interpretace 6(z). Pak v kazdém modelu DO musi byt definovatelny
néjaky model IAdd. Vezméme (N, <) jako model M teorie DO. Necht D je model
teorie 1Add definovatelny v M formuli §(z). Kazda definovatelnd mnozina v M
musi byt konecéna, nebo mit koneény doplnék. Model D tedy musi mit konec¢ny
doplnék, protoze kazdy model IAdd je nekonecny.

Pro libovolnou formuli ¢(x1,...,x) v jazyce teorie IAdd a pro kazdy prvek
ai,...,ax € D plati ekvivalence (z konce dikazu véty 4.5.)

D |= ¢la] < M = ¢"[d].

V celé mnoziné N splnuje formuli ¢* jen koneéna mnozina takovych a, nebo
mnozina skoro vSech a (s koneénym dopliikem). Takze v M skoro vSechny prvky
nebo naopak jen konecné mnoho prvka splnuje ¢*. To ale neplati, kdyz za ¢
zvolime formuli Jv(v + v = x), kterd 11ka, Ze x je sudé a kterd neni konecna, ale
ani nema konecny doplnék. Tim jsme dosli ke sporu.

Tuto kapitolu zakonc¢ime vyslovenim dvou fakti, které primo nesouvisi s tématem
této kapitoly, ale hodi se je neopomenout. Nejdiive pro tplnost poznamenejme k
veté 4.6., ze existuje podminka, za které plati i opac¢na implikace.

Véta 4.11. Necht T je konecne axiomatizovatelnd a necht ke kazdému modelu M
teorie S existuje model teorie T, ktery je definovatelnou strukturou v modelu M.
Pak T je interpretovatelnd v S.

Za predpokladu, ze se bavime o konecéné axiomatizovatelnych teoriich, tedy
mame sémantickou charakterizaci interpretace. Diikaz tohoto miizeme opét najit
v knize [Sve02], véta 3.6.22.

V této kapitole jsme se nezabyvali silnéjsimi teoriemi. Ukazme ale jeden zpu-
sob, jak dokézat neinterpretovatelnost u silnych teorii. Necht T je teorie dost
silnd, aby o ni platily Godelovy véty, presnéji aby platilo, ze nedokazuje vlastni
bezespornost. Pak plati nasledujici. Zadna teorie, o které T dokazuje, Ze je beze-
spornd, nemiize interpretovat 7T'. Interpretace T' v takové teorii by totiz prenesla
bezespornost z ni do 7. Naptiklad teorie ZFC o kazdém svém konecném frag-
mentu dokazuje, ze je bezesporny. Tim padem neni interpretovatelnd v zadném
z nich.

30



ZAavér

V této préaci jsme se zabyvali zdkladnimi vlastnostmi pojmu interpretace axio-
matickych teorii a jeho vyuzitimi. Nejprve jsme definovali interpretaci, konkrétné
jedno-dimenzionalni interpretaci bez parametrii, ukazali nékolik prikladt a doka-
zali zdkladni vlastnosti interpretaci. Konkrétné jsme dokazali také to, ze interpre-
tace prenasi podstatnou nerozhodnutelnost. Toho jsme vyuzili v dalsi kapitole,
kde jsme interpretace v podstatné nerozhodnutelné teorii R pouzili k dokazani
jejich podstatné nerozhodnutelnosti. Ve treti kapitole jsme se dotkli mozného vy-
uziti interpretovatelnosti k finitistnimu programu, jak ho nabidl Edward Nelson,
které spociva v interpretovani "ocividné bezesporné" Robinsonové aritmetice Q.
Dokézali jsme, Ze teorie Q1 je interpretovatelnd v teorii Q a omezens aritme-
tika |Aq je interpretovatelnd v teorii Q lokalné. Obé tyto interpretace jsme do-
kazali za pomoci Solovayovy metody zkracovani rezu, jednalo se tedy o rezové
interpretace. Nakonec jsme se vénovali zptisobtim dokazovani neinterpretovatel-
nosti, a na nékolika jednoduchych teoriich z prvni kapitoly a jedné dalsi jsme
ukazali priklady.
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