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ABSTRAKT

Bakalaiska prace se zabyva relacemi a jejich vyuzitim. Prvni kapitola shrnuje uvodni
teoretick¢é poznatky nutné k porozuméni tématu relace: prvek, mnozina, uspotradané
dvojice a kartézsky soucin. U vSech téchto pojmii zavadi dilezité definice a shrnuje
souvisejici znalosti. Druhé kapitola definuje pojem relace a operace mezi nimi. Zahrnuje
ruzné zpusoby grafického znazornéni relaci a jejich vyhody a nevyhody. Zavadi pojem
relace v mnoziné a vysvétluje vlastnosti této relace a z nich plynouci specidlni typy relaci.
Definuje také pojmy zobrazeni a funkce. Tteti kapitola poukazuje na relace v lidském
zivoté — ve vztazich a ve hrach, ve skolnim ucivu a v logickych hadankach. U téchto relaci
jsou urCeny jejich vlastnosti. Znalost relaci a jejich vlastnosti je zde vyuzita
k usnadnéni feSeni logickych uloh a k hlub§imu porozumeéni problémi. Prace nabizi takeé
dvé sady uloh. Prvni obsahuje zékladni ulohy ztématu mnoZiny, uspotfddané dvojice,
kartézsky soucin a relace, druhd se zabyva zjistovanim vlastnosti relaci. Bakalaiska prace

je souhrnem znalosti o relacich.

KLiCOVA SLOVA
mnozina, usporaddana dvojice, kartézsky soucin, relace, vlastnosti relace v mnozing,

ekvivalence, tolerance, usporadani, relace ve Skolské matematice, relace v Zivoté



ABSTRACT

The thesis deals with relations and their applications. The first chapter summarizes
the introductory theoretical knowledge that is necessary for understanding the topic
relations: an element, set, ordered pairs, Cartesian Product. The important definitions are
introduced for all of these concepts and the related information is summarized within this
chapter. The second chapter defines the concept of relations and operations on them.
It includes various types of graphical representations of relations and their advantages and
disadvantages. The concept of relation on a set and the properties of this relation alongside
with some special types of relations derived from them are introduced in this chapter.
The concepts of function are also defined in this part of the thesis. The third chapter
indicates the relations that appear in real life - in relationships and games, in curriculum
and puzzles. The properties of those relations are determined and the knowledge
of relations and their properties is used to facilitate the solution of logical problems. It also
supports gaining deeper understanding of those problems. The thesis includes two groups
of tasks. The first one covers elementary tasks related to the topic of sets, ordered pairs,
Cartesian Product and relations. The second part is concerned with determining
the properties of relations. Thus, the thesis is the summary of knowledge of relations that

is extended by the possibility of their application in real life.

KEYWORDS
set, ordered pair, Cartesian Product, relation, properties of relations on set, equivalence

relation, tolerance relation, ordering, relations in school mathematics, relations in real life
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Uvod

Lidé¢ jsou relacemi obklopeni a Casto jejich vlastnosti vyuzivaji, aniz by si to uvédomovali
a znali teoreticky zaklad tohoto tématu. Problematika relaci je dle mého ndzoru piinosna
nejen ze stranky matematické, ale také diky velmi Siroké Skéle situaci, v nichz se lze
s relacemi v bézném zivoté setkat. Toto jedinecné propojeni matematiky a kazdodenniho
zivota m¢ vedlo k vybéru tématu této bakalaiské prace, které zni Relace a jejich vyuziti.
Prace se snazi relace uchopit zriznych hledisek, nevynechavd samoziejm¢ ani
matematickou vyuku na zékladni Skole, pfi niz se Zaci s relacemi setkavaji, ackoli tento
pojem neznaji. Pfi feSeni matematickych tloh ale €asto z divodu nedostate¢ného ¢i
chybného vnimani vlastnosti relaci vyplyvaji nejasnosti v zapisu a €asto i chybné feSeni.
Na to by tato prace mimo jiné chtéla upozornit.

Bakalai'sk4 prace je ¢lenéna do &tyi hlavnich kapitol. Uvodni dvé kapitoly jsou ryze
teoretické. Prvni kapitola shrnuje a upeviiuje zékladni pojmy potiebné k pozdéjSimu
zavedeni pojmu relace, tedy mnoZiny, usporadané dvojice a kartézsky soucin. Druha
kapitola zavadi pojem relace. Jsou zde popsany rizné zpisoby grafického znazornéni
relaci a operace mezi relacemi. Dukladnéji je poté rozveden pojem relace v mnoziné véetné
jejich vlastnosti. Na zavér teoretické Casti jsou popsany specidlni typy relaci: zobrazeni
a funkce. Tteti kapitola zachycuje, kde se Ize s relacemi setkat. Pfedstavuje nékteré relace
z bézného Zzivota — z mezilidskych vztahli a ze spolecenskych her, shrnuje nejznamé;jsi
relace z u¢iva zakladnich Skol nejen v matematice a aplikuje teoretické poznatky uvedené
v ptedchozich dvou kapitolach. U relaci ve Skolské matematice poukazuje na nékolik
zakladnich problémi, s nimiZ se Zaci pfi uZivani relaci potykaji. Je zde také vyuzZita znalost
relaci pro feSeni logickych problémi. Ctvrta kapitola je souborem tuloh fesenych pomoci
poznatki z teoretické Casti této prace a je doplnéna o vysledky téchto tloh.

Jelikoz tato prace Cerpa zriznych odbornych zdrojii, jsou vSechny citované
definice pro snazSi Ctenafovu orientaci a pro piehlednost pfeznaCeny tak, aby bylo
symbolické znaceni a nazvoslovi v celé bakalaiské praci jednotné.

Bakalarska prace Relace a jejich vyuziti si tedy klade za cil shrnout dilezité
zakladni poznatky o relacich a jejich vlastnostech. Zaroven poukazuje na dileZitost

znalosti a pochopeni relaci a jejich vlastnosti (ackoli bez nutné znalosti danych pojmu



a odborné teorie) pro kazdodenni potfebu ve skolské matematice, potazmo bézném zivote.
Také uvadi ne¢kolik moznosti aplikace znalosti relaci a jejich vlastnosti k feseni logickych

uloh. Spise teoreticky charakter této prace je tak podpofen i praktickym vyuzitim.



1 Uvodni pojmy

V této kapitole budeme definovat pojmy mnoziny, prvky a kartézsky soucin, které poté

vyuzijeme k definici pojmu relace.

1.1 MnoZiny

Vesely (1963) piirovnava pojem mnozina kK pojmu souhrn Ci soubor. Zaroven vysvétluje,
ze se kazdd mnozina skladd z konkrétnich ¢i abstraktnich predméti, které lze od sebe
rozlisit — ty se nazyvaji prvky mnoziny.

Kazdd mnozina je pfesné urCenda prvky, které obsahuje. O kazdém prvku lze
jednoznaéné fici, zda do mnoziny patii, ¢i nikoli. Pokud prvek x patfi do mnoziny A,
pouzivame znaeni x € A a tikdme, Ze x ndlezi A, ptipadné x je prvkem/elementem A.
Situaci, kdy prvek x do mnoziny A nepatii, zna¢ime x € A a tikdme, Ze x nendalezi A,
ptipadné x neni prvkem/elementem A .

Mnoziny, které maji konecny pocet prvkil, se nazyvaji konecné. Mnoziny majici
nekonecné mnoho prvki se nazyvaji nekonecné.

Mnoziny lze urcit napiiklad pomoci vy¢tu prvkli. Mnozinu A; obsahujici prvky
4, 6 a 8 zapisujeme A; = {4, 6,8}, mnozinu A, sestavajici z prvki 3 a 5 zapisujeme
A, = {3,5} amnozinu A; étyi kamaradek A; = {Jana, Martina, Petra, Eliska}.

Jako pon¢kud univerzalnéj$i zplsob zapisu mnoZzin uvadéji Késtner a Gothner
(1986) ur¢eni mnoziny pomoci vlastnosti, kterou maji spole¢nou pouze vSechny prvky
mnoziny. Mnozinu B; obsahujici prvky 4, 5, 6, 7, 8 a 9 zapiSeme pomoci vyrokové formy
naptiklad takto: B; = {x:x € NA 3 < x < 10}, mnozZinu B, vSech prvocisel vétSich nez
13 zapiSeme B, = {x:x je prvocislo Ax > 13}, mnoZinu B3 vSech redlnych feSeni
rovnice x% + 2x + 3 = 0 zapisujeme B; = {x:x € RA x? + 2x + 3 = 0} a zapis mnoZiny
B, majici za prvky koteny kvadratické rovnice x? —8x + 15 =0 vypadd takto:
B, = {x: x> — 8x + 15 = 0}.

P#i bliz§im prozkoumani mnoziny B; = {x:x € RAx? + 2x + 3 = 0} je ziejmé,
ze neexistuje zadné Cislo, které by bylo jejim prvkem, nebot’ dana kvadratickd rovnice

nema realny koten.



Definice 1. Mnozinu, kterd neobsahuje zadny prvek, nazyvame prdzdnou mnozinou

a oznacujeme ji symbolem @ (Késtner & Gothner, 1986, str. 9).1

Mnozina B; je tedy prdzdnou mnozinou, neboli B; = @. Pokud bychom ale uvazovali
mnozinu C = {@}, ta prazdnou mnozinou neni — obsahuje jeden prvek, a to pravé prazdnou
mnozinu. Pokud mnozina neni prdazdnd, tedy obsahuje-li jeden ¢i vice prvkil, nazyva se
neprazdnou mnozinou.

Mnoziny lze také schematicky zndzornit pomoci obrazku. Naptiklad mnozinu A,

zobrazuje Obrazek 1.

I=

Obrazek 1: Schéma mnoZiny 4

Mnozinu kamaraddek Az pak lze zobrazit obdobné (Obrazek 2), pro ptehlednost ale misto

celych jmen pouZzivame pouze jejich pocatecni pismena.

Obrazek 2: Schéma mnoZiny A3

! Prazdna mnozZina se v n&kterych zdrojich znaé&i { }. Pro ugely této prace budeme ale vyuzivat znadeni @.



Dvé ¢i vice mnozin lze porovnavat a definovat jejich vzdjemny vztah. Na tyto

vztahy mezi mnozinami se nyni zaméiime.

1.1.1 Vztahy mezi mnoZinami
Jednim z nejzékladnéjSich mnozinovych vztahi je rovmnost dvou (¢i vice) mnozin.

Ta se definuje takto:

Definice 2. Necht A a B jsou dvé neprazdné mnoziny. A a B se nazyvaji sobé rovneé,
pravé kdyz kazdy prvek mnoziny A je zaroveil prvkem mnoziny B, a naopak — kazdy
prvek mnoziny B prvkem mnoziny A, tj. A = B, pravé kdyz pro vSechna x plati
x € A & x € B. Prazdné mnozZiny se navzajem rovnaji (Kastner & Gothner, 1986, str.

10).

Piiklad rovnosti dvou mnozin uvadime na mnozinach A, = {3,5} a B, = {x: x*> — 8x +
+ 15 = 0}. Ackoli maji tyto dvé mnoziny odli$ny zapis, rovnaji se, nebot’ obsahuji stejné

prvky. Rovnost téchto mnozin je zfejma i z jejich grafického zndzornéni (Obrazek 3).

Obrazek 3: Rovnost mnozZin A2 a By

Mezi vztahy dvou (¢i vice) mnoZin patii i pojem byt podmnoZinou. Tento vztah se definuje

takto:

Definice 3. Necht A a B jsou mnoziny. Pak se A nazyva podmnoZinou B (symbolicky:
A € B), pravé kdyz kazdy prvek A patii také do B, tj. A € B, pravé kdyZ pro
kazdé x plati: x € A = x € B. Specidln¢ se A nazyva viastni podmnozinou B pravé

kdyz plati: A € B a A # B (Késtner & Gothner, 1986, str. 12).
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Znaceni vztahu A je vlastni podmnozinou B neni jednotné. Pro ucely této bakalaiské prace
volime znaceni A C B.

Z ptedchozich dvou definic je zfejmé, ze pokud je A € B a zaroven B € A, pak
A = B. A naopak, kdyz A = B, pak zfiejm¢ i1 A € B a B € A. Déle plati, ze kazda mnozina
je zéroven svou vlastni podmnozinou. Prdzdna mnozina je zfejmé vlastni podmnozinou
jakékoli neprazdné mnoziny.

Piiklad vztahu byt podmnozinou uvadime na mnozinach A; = {4,6,8}
a By ={x:x e NA3 < x <10}. Mnozina A; je podmnozZinou mnoziny B; (A; S B,),
nebot’ prvky 4, 6 a 8 mnoziny A; nalezi i mnoziné B;. Mnoziny B; a A; se ale nerovnaji,
nebot’ v mnozin¢€ B; lezi i prvky, které nendlezi mnozin¢ A;. Mnozina A, je tedy viastni
podmnozinou mnoziny B; (A, € B;), coz je opét jasn¢ zietelné i1 pti grafickém zndzornéni

téchto mnozin (Obrazek 4).

Obrazek 4: Podmnozina A; C B;

o D)

I

A a B jsou disjunkini A a B se Castetné prekryvaji

Obrazek S5: Vztahy mnoZin
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Dal$im moznym vztahem dvou mnozin je piipad, kdy dané mnoziny nemaji zadny
spolecny prvek. Takové mnoziny se nazyvaji disjunktni. Maji-li dané mnoZziny nejméné
jeden spolecny prvek, ale kazda z nich obsahuje alespon jeden dalsi prvek nelezici v druhé
mnozin¢, obé mnoziny se castecnée prekryvaji.

Dle Kistnera a Gothnera (1986) nastava tedy pro vzajemny vztah dvou
libovolnych mnozin A a B jeden z nasledujicich piipadi (Obrazek 5, pro prehlednost zde
a v nasledujicich obrazcich zna¢ime mnoziny pouze schematicky bez prvkl): A = B,

A c B,B c A, A aB jsou disjunktni, nebo se A a B ¢astecné prekryvaji.
1.1.2 Mnozinové operace
Mezi mnozinami lze provadét rizné mnozinové operace. Prvni zékladni operaci je prunik.

Definice 4.  Prunikem mnozin A, B nazyvame mnozinu A N B definovanou vztahem

ANB ={x:x € AAx € B} (Balcar & Stépanek, 1986, str. 39).
Prinik dvou mnozin A a B zobrazuje Obrazek 6.

Disjunktni mnoziny maji prazdny prinik. Také pranik dvou mnozin, z nichz

alesponi jedna je prazdna, je prazdny.

Obrazek 6: Prinik A N B

Dalsi operaci mezi mnoZinami je sjednoceni.

Definice 5.  Sjednoceni mnozin A, B je mnozina AU B definovand vztahem AU B =

= {x:x € AV x € B} (Balcar & Stépanek, 1986, str. 41).

12



Sjednoceni mnozin A a B nalezi tedy vSechny prvky mnoziny A a vSechny prvky mnoziny

B (Obrazek 7). Sjednoceni a priinik mnozin jsou komutativni a asociativni operace, tedy

VA,B,C: ANB=BnNnA
An(BnC)=AnB)NnC
AUB=BUA

Au(BuC)=(AuB)ucC.

Tyto operace lze provadét se dvéma ¢i vice mnozinami. Sjednoceni mnozin Cy, ...,

n

n
Cyp, kde n > 2, znac¢ime U C; a priunik mnozin Cj, ..., C,, kde n > 2, zna¢ime N C;.
i=1 i=1

Obrazek 7: Sjednoceni 4 U B

Nemén¢ dulezitou operaci mezi mnozinami je jejich rozdil.
Definice 6.  Rozdilem mnozin A, B nazyvame mnozinu A \ B, pro kterou plati: A\ B =

= {x:x € A Ax & B} (Balcar & Stépanek, 1986, str. 39).

Obrazek 8: Rozdil mnoZin 4 \ B Obrazek 9: Rozdil mnoZin B \ A

13



Rozdil A\ B mnozin A a B ukazuje Obrazek 8. Rozdil dvou riiznych mnozin neni
komutativni, tedy pro A # B plati: A\ B # B \ A. Obrazek 8 zndzornujici rozdil mnozin
B \ A se od grafického zndzornéni A \ B (Obrazek 9) evidentné lisi.

S rozdilem dvou mnozin souvisi doplnék mnoziny. Zékladni mnozina Z je takova
mnozina, jejiz podmnozinou je B.
Definice 7. Uvazujme rozdil Z \ B zakladni mnoziny Z a mnoziny B. Tato mnoZina

se Casto nazyva doplnék mnoziny B vzhledem k Z a znadi se By (Késtner & Gothner,

1986, str. 18).

Doplnék mnoziny B vzhledem k Z lze zapsat také jako By = {x:x € Z A x & B}, neboli
do doplitku mnoziny B vzhledem k zdkladni mnozin¢ Z patii vSechna x, ktera patii do Z,
ale nepatii do B.

Pro pozd¢jsi pochopeni rozkladu mnoziny podle ekvivalence zavadime tuto definici:

Definice 8. Jsou-li B; podmnoziny mnoziny A (i = 1,2,3,...; pfipadné i nekonecné
mnoho), nazyva se mnozina w = {B;} vSech téchto podmnozin rozklad mnoziny A
na tridy, pravé kdyz soucasné plati:

(1) Kazdé x € A néleZi jen do jedné z mnoZin B;.

(2) Libovolné dvé z téchto podmnozin jsou si bud rovny, nebo jsou disjunktni:
B, #B; > B;nB; =0.

(3) Zadna z podmnozin neni prazdna: B; # @ pro viechna i.

PodmnoZiny B; z w se pak nazyvaji t7idy rozkladu w mnozZiny A (Késtner & Gothner,

1986, str. 40).

1.2 Usporadané dvojice

Odvarko (1972) uvadi, Ze v béZzném zivoté 1 v matematice se Casto setkavame s dvojicemi
objektl, pficemz zdlezi natom, v jakém potadi jsou tyto objekty/prvky uvedené.
Napiiklad: % VSs. g, 9% vs. 49, 8 — 5 vs. 5 — 8 nebo i Petr Pavel vs. Pavel Petr (ve smyslu
kiestniho jména a pitijmeni). Takové dvojice jsou usporadané. Formalné je popisuje

nasledujici definice:

14



Definice 9. Necht A a B jsou neprazdné mnoziny. Kazda dvojice [x,y], kde x € A
a y € B, se nazyva usporadana dvojice prvkit mnozin A a B. Dvé usporadané dvojice
[x1, V1] a [x3, ¥2] se rovnaji, praveé kdyz x; = x, a y; = y, (Késtner & Gothner, 1986,
str. 24).

Obdobn¢ lze definovat i uspordadané n-tice, s tim rozdilem, ze usporadané n-tice

obsahuji n uspotradanych prvkd z n mnozin.

1.3 Kartézsky soucin

Definice kartézského soucinu je zasadni pro zavedeni pojmu relace.

Definice 10. Necht' A a B jsou neprdzdné mnoziny. [...] Mnozina vSech uspotfddanych
dvojic [x,y], kde x € A a y € B, se nazyva kartézsky soucin A X B mnozin A a B:
A X B ={[x,y]:x € Aay € B} (Kastner & Gothner, 1986, str. 24).

Napiiklad kartézsky souéin A; X A, mnozin A; = {4,6,8} a A, = {3,5} z kapitoly 1.1 lze
tedy zapsat takto: A; X A, = {[4,3],[4,5],[6,3],[6,5],[8,3],[8, 5]}

1.3.1 Grafické znazornéni kartézského soucinu

Kartézsky soucin lze graficky zndzornit, a to nckolika zptisoby. Neéktera tato graficka
zndzornéni, konkrétné tabulku, kartézsky graf a Sachovnicovy graf, ukdZeme na
kartézském soucinu A; X A, mnozin A; a A, z kapitoly 1.1. V kazdém z graft je pro

nazornost ¢ervené zvyraznéna dvojice [8, 3].

Tabulka
Afz 3 5
4 [4, 3] | [4, 5]
6 |I[6, 3]|I6. 2]
8 [8, 311 [8, 5]

Obrazek 10: Tabulka kartézského soucinu 47 X A>
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Nejprve uvedeme znazornéni kartézského soucinu tabulkou. Tento zplsob vyuzivaji
naptiklad VySin a Kucerova (1973). Do zahlavi fadkt zapiSeme prvky prvni z mnoZin,
do zéhlavi sloupct pak prvky druhé mnoziny. Tabulku kartézského soucinu A; X A,
znazornuje Obrazek 10. Tento zptsob zdznamu lze vyuzit pro mnoziny izolovanych bodt,

nikoli ale pro intervaly.

Kartézsky graf

Pisklak (2004) zobrazuje kartézsky soucin mimo jiné pomoci kartézského grafu. Pfi
zobrazovani kartézského soucinu A; X A, pomoci kartézského grafu postupujeme takto:
Zvolime si dvé kolmé piimky (vodorovnou a svislou). Na vodorovné piimce znazornime
jednotlivé prvky mnoziny A, jako body, obdobné¢ pak prvky mnoziny A, na svislé pfimce.
Poté kazdym z vyznaCenych bodi vedeme kolmici k pfimce, na niz lezi. Nasledné
vyzna¢ime vzajemné prusecCiky vSech takto sestrojenych kolmic. Tyto praseciky jsou
znazornénim uspoiadanych dvojic [x, y] € A; X A,. Kartézsky graf kartézského soucinu

A, X A, znézoriiuje Obrazek 11.

>
5
———O——#
3 1
T CE

Obrazek 11: Kartézsky graf kartézského soucinu A7 X A2

|| - 5.
5
EEE 1.10 D,
3 :
& & &
4 B 8

Obrazek 12: Kartézsky graf kartézského soucinu intervali C: X C:
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Oproti tabulce lze pomoci kartézského grafu zobrazit nejen kartézsky soucin mnozin
izolovanych bodu, ale i kartézsky soucin intervalti. Postup je obdobny jako v pifedchozim
piipadé a popisuje ho naptiklad Odvarko (1972). Prazdnymi krouzky vyznac¢ime body, jez
do grafu kartézského soucinu nepatii. Kartézskym grafem kartézského soucinu C; X C,
(Obrazek 12), kde C; = (4,8) a C, = (3,5), je sjednoceni mnoziny vSech vnitinich boda

vyznaceného obdélniku a mnoziny vSech bodl ¢asti obvodu vyznacené plnou Carou.

Sachovnicovy graf

Pisklak (2004) dale zakresluje kartézsky soudin pomoci Sachovnicového grafu. Pri
znazoriovani kartézského soucinu A; X A, pomoci Sachovnicového grafu postupujeme
takto: Obdobné jako u kartézského grafu zvolime dvé navzajem kolmé piimky,
napf. vodorovnou a svislou. Navic oznac¢ime délku jednotkové tsecky. Prvkiim mnoziny
A, pfitadime jednotkové usecky na vodorovné piimce a jednotlivym prvkiim mnoziny A,
pfitadime jednotkové Usecky na svislé pfimce. Kazdym vyznacenym bodem vedeme
kolmici na pfimku, na niz lezi, a dostdvame tak ¢tvercovou sit. Kazdé okno sité je pak
obrazem uspotadané dvojice [x, y] € A; X A,. Sachovnicovy graf pro kartézsky souéin

A, X A, ukazuje Obrazek 13.

4 | 6 | &
Obrizek 13: Sachovnicovy graf kartézského soutinu A; X A

Uzlovy graf

Pisklak (2004) dale vyuziva pro znazornéni kartézského soucinu uzlovy graf. Znazornéni

kartézského soucinu A; X A, pomoci uzlového grafu provedeme takto: Vyctem prvki

ur¢ime mnozinu A; U A, a kazdy jeji prvek znazornime v roviné jako krouzek (uzel).

Jednotlivé usporadané dvojice [x,y] € A; X A, znazornime timto zpisobem: Kolem uzlu

vyznalime smycku, prave kdyz se prvni slozka uspotddané dvojice rovna jeji druhé slozce.
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Jsou-li prvky usporadané dvojice rizné, vyznacime tsecku se Sipkou smétujici od uzlu x
kuzlu y. Tyto tsecky nazyvame orientované hranmy. Uzlovy graf kartézského soucinu

A; X A, znazoriuje Obrazek 14.

Obrazek 14: Uzlovy graf kartézského soucinu 4; X A2
V uzlovém grafu neni na prvni pohled zfejmé, jaké prvky nalezely které plivodni mnozZing.
Jeho vyuziti je tedy vhodné spiSe pro kartézské souciny v jedné mnozing, tedy napiiklad

A; X A;.

Pro porovnani shrnujeme jednotlivé typy znazornéni kartézského soucinu:
V kartézském grafu jsou prvky mnozin A; a A, zobrazeny jako body dvou kolmych
pfimek, obrazy prvkd mnoziny A; X 4, jsou pak body roviny. V Sachovnicovém grafu
nalezi obrazim prvkiim mnozin A; a A, vzdy jednotkova usecka na pfislusné ptimce,
obraziim prvkd mnoziny A; X A, pak okno v roviné. V uzlovém grafu jsou prvky mnoZin

A; a A, znazornény uzly, prvky mnoZiny A; X A, pak znaci orientované hrany a smycky.
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2 Relace

Intuitivné lze vnimat pojem relace (z latinského relatio = vztah) jako vztah ¢i zavislost

prvklti mnozin. Formalni definice pak zni takto:

Definice 11. Necht A, B jsou libovolné mnoziny. Kazdou podmnozinu kartézského
sou¢inu A X B nazveme binarni relaci (struéné ,relaci®) mezi mnozinou A

a mnozinou B (strucné ,,relaci mezi A a B) (Odvarko, 1972, str. 11).

Z ptredchozi definice a znalosti kartézského soucinu tedy plyne, ze relace je mnozina
usporadanych dvojic. Matousek a Nesettil (2009) zapisuji tvrzeni [x,y] € R (usporadana
dvojice [x,y] ndlezi relaci R) jako xRy a tikaji, Ze x je v relaci s y. Uvedené znaceni
budeme vyuzivat i pro ucely této bakalarské prace.

Mnozina prvnich prvkl a mnozina druhych prvkl uspotddanych dvojic nalezejicich
dané relaci jsou mnoZiny, které maji svlij vlastni nazev a zna€eni. Uvedeme je v nasledujici

definici.

Definice 12. Necht R je libovolna relace mezi A a B. Mnozinu vSech takovych prvki
x € A, ke kazdému z nichz existuje aspon jeden prvek y € B tak, ze xRy, nazveme
prvanim oborem relace R; budeme ho oznacovat 0, (R). Mnozinu v§ech takovych prvka
y € B, ke kazdému z nichz existuje aspon jeden prvek x € A tak, Zze xRy, nazveme

druhym oborem relace R; budeme ho oznacovat 0,(R) (Odvarko, 1972, str. 24).

Odvarko (1972) také tika, Ze jelikoz je relace mnoZzinou, mize byt obdobné jako mnozina
dana bud’ vyétem prvki, nebo jako obor pravdivosti vyrokové formy o dvou proménnych
v mnozin€¢ A X B (tedy spolecnou vlastnosti v§ech prvki).

Obdobn¢ jako u mnozin pak lze mezi relacemi definovat vztah byt podmnozinou.

Definice 13. Rikéme, Ze relace R je obsazena v relaci S (relace R je podmnozinou (&asti)
relace S) a piSeme R € S, jestlize mnoZina R je podmnoZinou mnoziny S (R 1 S jsou
podmnozinami kartézského soucinu A X B). Tedy R € S, jestlize mnozina R vSech
dvojic [x,y], pro néz plati xRy, je ¢asti mnoziny S vSech dvojic [x,y], pro néz plati
xSy. JestlizeR € S a zarovenn R # S, pak piSeme R c S a tikame, Ze relace R je

viastni podmnozinou (viastni cdasti) relace S (Srejder, 1978, str. 47).
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2.1 Grafické znazornéni relaci

Jelikoz je relace podmnozinou kartézského soucinu, Ize ji obdobné jako kartézsky
souCin znazornit i graficky. Matousek a NesSettil (2009) zakresluji relace pomoci
znézornéni mnozin z kapitoly 1.1 a pfidanych Sipek urcujicich uspofadanou dvojici. Relaci
T ={[1,a],[1,b],[2,c], [4, b],[4 c]} mezi mnoZinami C ={1,2,3,4} a D ={a,b,c}
znazoriuje timto zpisobem Obrazek 15. Z obrazku je ziejmé, ze 0.(T) ={1,2,4}
a 0,(T) ={a,b,c} =D — tedy do mnoziny O,(T) ndlezi ty prvky, ze kterych vychazi
Sipka, a mnozina 0, (T) obsahuje ty prvky, do kterych Sipka vede.

Odvarko (1972) zobrazuje relace mezi mnozinami pomoci kartézského grafu.

Obrazek 16 znazoriuje timto zpisobem relaci T mezi mnoZinami C a D uvedenou vyse.

C D
- ° : °
C
— s °
b
. o | *
d

1 2 |3 |4

Obrazek 16: Kartézsky graf relace T mezi
mnoZinami C a D

Obrazek 15: Relace T mezi mnozinami C a D

2.2 Operace mezi relacemi
Jelikoz jsou relace mnoziny uspofadanych dvojic, 1ze mezi nimi provadét operace obdobné

jako mezi mnozinami. Jednou z téchto operaci je prinik.

Definice 14. M¢éme dvé relace R a S. Kazdé z nich odpovidd n&jakd mnozina
uspotradanych dvojic (jde o podmnoziny R € AX B a S € A X B). Priinikem RNS
relaci R a S nazyvame relaci, ktera je prinikem podmnozin R N S kartézského soucinu
A X B. Prifazeni x(R N S)y [...] zfejm¢ plati, pravé kdyz plati zaroven ob¢& ptifazeni

xRy a xSy (Srejder, 1978, str. 47).
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Dalsi operaci mezi relacemi je sjednoceni.

Definice 15. Sjednocenim RUS relaci R a S nazyvame relaci, kterd je sjednocenim
podmnozin R a S kartézského sou¢inu A X B. Ptifazeni x(R U S)y zifejmé plati, pravé

kdyz plati aspon jedno pfifazeni xRy a xSy (Srejder, 1978, str. 47).
Obdobn¢ jako u mnozin miazeme definovat i doplnék, neboli doplitkovou relaci.

Definice 16. Mnozina R’, jeZz je doplikem mnoziny R vzhledem k mnozin¢ A X B, je
podmnozinou A X B. Nazyvejme R’ doplitkovou relaci k relaci R (vzhledem k A X B)
(Odvarko, 1972, str. 27).

Prinik, sjednoceni i doplnék jsou pojmy jiz znamé z kapitoly mnoziny. Pro relace

definujeme i operace nové. Prvni z nich je inverzni relace.

Definice 17. Inverzni relace k relaci R je relace oznatenad R™1, jez je tvofena viemi
uspofadanymi dvojicemi [y, x], pro které plati, Ze dvojice [x,y] pfislusi relaci R.
Pomoci symboli miizeme zapsat: R~ = {[y, x]: xRy} (Jelinek, 1974, str. 44).

Je ziejmé, Ze pro obory inverzni relace plati: 0;(R™1) = 0,(R) a 0,(R™1) = 0,(R).

Dalsi operaci definovanou novée pro relace je skladani relaci.

A, A, A

Obrazek 17: Skladani relaci R;o R:
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Definice 18. Necht A, B, C jsou mnoziny, R € A X B n¢&jaké relace mezi A a B
a S S BXC relace mezi B a C. Slozenim relaci R a S nazveme relaci T €S A X C
definovanou nasledovné: aTc (pro a € A, ¢ € C) plati pravé tehdy, kdyz existuje

néjaké b € B takové, ze aRb a bSc. Slozeni relaci R a S se znali zpravidla Ro S

(Matousek & Nesetiil, 2009, str. 38). 2

Obrazek 17 zobrazuje zplisobem Matouska a Nesetfila (2009) slozeni R; o R, relace
R, ={[8,1],[8,3],[8,4],[9, 3]} mezi mnozinami A; = {8,9}, A, ={1,2,3,4} a relace
R, ={[1,13],[1, 14],[2,15], [4,14],[4, 15]} mezi mnozinami A, a A; = {13,14,15}.
Z obrazku je ziejmé, ze vysledna relace R; o R, obsahuje dvojice [8,13], [8,14] a [8,15].

Dalsi operaci, jez lze na relaci aplikovat, je tranzitivni uzaver.

Definice 19. Je-li R né&jaka relace v mnoziné A, pak tranzitivni uzavér R v mnoziné A je
definovan takto: Pfifazeni xRy plati, jestlize existuje takova kone¢na posloupnost
prvkll mnoziny A: zy =X, Zy, ..., Z, =Y, Ze pro vSechny sousedni Cleny této
posloupnosti plati ptitazeni zyRz,, z;RZ,, ..., Z,_1RzZ,. Specialné, jestlize n = 1,
mame z, = x a z; = y; existuje tedy pfifazeni xRy. To znamena, Ze jestlize plati xRy
neboli zoRz;, pak také plati piifazeni xRy. Tuto skute¢nost Ize napsat ve tvaru inkluze
R S R. Jestlize n = 2, pak existuje takovy prvek z;, ze plati zaroven dvé ptifazeni
xRz, a zyRy, tj. plati x(R o R)y. Jestlize n = 3, pak existuji takové prvky z; a z,,
Ze plati zaroven pfifazeni xRz;, z;Rz,, z;Ry, tj. plati x(R o R o R)y. Budeme-li
pokracovat v téchto tivahach, pak zapiSeme-li pfitazeni x(R o R o ...o R)y v stru¢ném
tvaru xR™y pro urCité pfirozené Cislo n, dojdeme k této nutné, ale i postacujici
podmince: Pfifazeni xRy plati, pravé kdyz existuje takové pfirozené &islo n, Ze plati
xR™y. Pomoci operace sjednoceni lze tuto skute¢nost zapsat ve tvaru R = R U R? U

UR3U ..UR™U ... (Srejder, 1978, str. 50).

Hlubsi vyznam tranzitivniho uzavéru se objasni v nasledujici kapitole.

2 Srejder (1978) pouziva pro skladani relaci nazev ndsobeni a znaéi jej RS. Pro uéely této bakalatské prace se
budeme drzet zavedeného ndzvu sklddani a znaceni R o S.
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2.3 Relace v mnoziné

Specifickym piipadem relaci jsou relace v mnoziné.

Definice 20. Relaci R v mnoziné A rozumime libovolnou podmnozinu kartézského

sou¢inu A X A (Késtner & Géthner, 1986, str. 55).3

Relaci v mnoziné 1ze tedy definovat obdobn¢ jako relaci mezi mnozinami (Definice 11)
s tim rozdilem, Ze se mnoziny A a B rovnaji.

Relace v mnoziné lze taktéz znazornit i graficky. Matousek a Nesetfil (2009)
uvadgji tii zplsoby grafického znizornéni relace v mnozing, a to Sachovnicovym grafem?,
matici sousednosti nebo uzlovym grafem. Uvedeme tyto zplsoby na piikladu relace
S ={[a,d], [b,d],[c,b],[d,al,[d,d]} vmnoziné Y = {a,b,c,d}.

Pfi znazornéni Sachovnicovym grafem znac¢i jednotlivad pole uspotfddané dvojice
kartézského soucinu a vybarvena pole pak odpovidaji dvojicim nalezejicim do relace S

(Obrazek 18).

Obrizek 18: Sachovnicovy graf relace S

3 Jini autofi, naptiklad MatouSek a NeSetiil (2009), pouzivaji pro tento typ relace oznaleni relace na
mnoziné. Pro ucely této bakalarské prace se ale budeme drzet definovaného pojmu relace v mnoziné.

4 Matousek a Nesetiil (2009) pouZivaji pro toto zndzornéni relaci pojem tabulka, ten ma ale v této praci jiny
vyznam. Proto pfejimame z kapitoly 1.3.1 pojem Sachovnicovy graf.
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Dal8im zptsobem znazornéni relace v mnozin€ je matice sousednosti.

Definice 21. Matice je obdélnikova tabulka cisel. [...] Matice typu m X n ma m tadka
a n sloupct. Prvek v i-tém tadku a j-tém sloupci matice zvané M se obvykle oznacuje

m;; (MatouSek & Nesetfil, 2009, str. 399).

Relaci R v n-prvkové mnoziné A = {x,, ..., x,,} zobrazuje matice sousednosti M = (mi j)
tvaru n X n tak, ze m;; = 1 pokud x;Rx;, a m;; = 0 pokud x; neni v relaci R s x;. Obrazek

19 zobrazuje matici sousednosti relace S.

0

0
0

1 0 0 1

—_ O
Qe O
-

Obrazek 19: Matice sousednosti relace §
Zobrazeni relace S pomoci uzlového grafu (Obrazek 20) je obdobné jako pfi znazornéni
kartézského soucinu s tim rozdilem, ze orientované hrany znaci pouze uspotadané dvojice
nalezejici relaci S. Smycka znaci prvek, ktery je vrelaci sdm s sebou. Oboustranna
orientovand hrana pak znac¢i dvojici prvki, kde je prvni prvek v relaci s druhym prvkem

1 druhy prvek v relaci s prvnim prvkem.

e P4

Obrazek 20: Uzlovy graf relace S
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Grafické znazornéni relaci je nejen prehledné, ale také pii vhodném uziti napomaha pfi

uré¢ovani vlastnosti relace v mnoziné.

2.3.1 Vlastnosti relace v mnoZziné
Relace v mnoziné mohou mit urcité vlastnosti, které definujeme v této kapitole. Prvni

z téchto vlastnosti je reflexivnost.

Definice 22. Relace R v A se nazyva reflexivni, pravé kdyz pro vSechna x € A plati xRx

(Kastner & Gothner, 1986, str. 63).

Tato definice 1ze zapsat formalné: R je reflexivni & Vx € A: xRx. V algebraickém zapisu
je pak reflexivni relaci takova relace R zapsana pomoci matice sousednosti, pro niz plati:
E € R, kde E je jednotkova matice’.

V matici sousednosti reflexivni relace tedy pro kazdy prvek m;;, kde i = j, plati
m;; = 1 — matice ma tedy na diagonéle pouze 1. V uzlovém grafu Ize poznat reflexivni
relaci tak, Ze okolo kazdého uzlu bude smycka. V Sachovnicovém grafu reflexivni relace
budou vybarvena vSechna pole na diagonale.

Prikladem reflexivni relace je relace mit stejnou barvu oci v mnoziné vSech ¢lent
rodiny, nebot’ kazdy ¢len rodiny ma stejnou barvu o¢i jako on sam, ¢ byt shodny
v mnozing vSech ¢tverct v roving, nebot’ kazdy ¢tverec je shodny sam se sebou.

Dalsi vlastnosti relace v mnozin€ je antireflexivnost.

Definice 23. Relace R se nazyva antireflexivni, jestlize z xRy plyne x #Y,

tj. v algebraickém zapisu je R N E = @ (Srejder, 1978, str. 63).

Formalné: R je antireflexivni & Vx,y € A:xRy = x # y.

Jinak feceno, relace je antireflexivni, neni-li zadny jeji prvek v relaci sam se sebou.
Takovou relaci je naptiklad relace byt vyssi v mnoziné vSech zaku ttidy 6. C. Je ziejmé,
ze z4dny z 74k nemtze byt vyssi nez on sam.

I tato vlastnost je na prvni pohled ziejmd pii grafickém zndzornéni relace.

V uzlovém grafu antireflexivni relace se nevyskytuje zadna smycka. V Sachovnicovém

*Jednotkovou matici E' rozumime takovou matici E = (e;;), kde e;; = 1, pravé kdyz i = j, a e;; = 0, pokud
i # j, tedy takovou matici, kterd ma na diagonale pouze 1 a mimo ni pouze 0.

25



grafu antireflexivni relace nebude vybarveno zadné pole diagondly. Pro matici sousednosti
antireflexivni relace pak plati: m;; = 0 pro i = j, matice ma tedy na diagonale pouze 0.

Nasledujici definice popisuje dalsi z vlastnosti relaci, symetrii.

Definice 24. Relace R v A se nazyva symetrickd, pravé kdyz pro vsSechna x,y € A,
pro néz plati xRy, je také yRx; jinak feCeno: xRy a yRx plati vzdy soucasné

(Késtner & Gothner, 1986, str. 59).

Formalni piepis této definice vypada takto: R je symetricka & Vx,y € A: xRy = yRx.
Pro symetrickou relaci v algebraickém zapisu pak plati, 72 R € R™1.

Symetrickou relaci zobrazuje Sachovnicovy graf symetricky podle diagonaly.
Pro matici sousednosti symetrické relace plati: m;, = my;, tedy prvky soumérné podle
hlavni diagonaly maji stejnou hodnotu. V uzlovém grafu symetrické relace jsou vSechny
orientované hrany ,,oboustranné®, tedy Sipky vedou obéma smeéry.

Symetrickymi relacemi jsou napiiklad relace byt podobny v mnoziné vSech
trojihelniklt v roving, byt pribuzny v mnoziné vSech lidi, bydlet ve stejném méste
v mnozin& viech Cechi a podobné.

Dalsi vlastnosti relace v mnozin¢ je asymetrie.

Definice 25. Relace R v A se nazyva asymetrickd, jestlize R N R™! = @. To znamena,

7e ze dvou piifazeni xRy a yRx aspon jedno neplati (Srejder, 1978, str. 64).

Symbolicky Ize zapsat definici asymetrické relace takto: R je asymetricka <
© Vx,y € A: =(xRy) V =(yRx).

Prvky matice sousednosti asymetrick€ relace spliiuji rovnost m;ym;; = 0, tedy
alespon jeden z prvki navzajem symetrickych podle hlavni diagonaly je nulovy. Z toho
plyne, ze Zadny prvek na diagonale neni roven 1. Asymetrickou relaci zobrazuje uzlovy
graf, v némZ neni Z4dnd orientovand hrana ,,oboustranna“, tedy vede-li Sipka jednim
smérem, pak nevede druhym.

Ptikladem asymetrické relace je relace byt otcem v mnoziné vSech muzia daného
mésta. Je-li Pavel otcem Jana, jist¢ neni zaroven Jan otcem Pavla. Zaroven neni ziejmeé
Pavel svym vlastnim otcem.

Nasledujici definice zavadi pojem antisymetricka relace.
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Definice 26. Relace R v A se nazyva antisymetrickd, jestlize R N R~ € E. To znamena4,
7e obé piifazeni xRy a yRx plati zaroveti jen tehdy, jestlize x = y (Srejder, 1978, str.

65).

Formalné lze definovat takto: R je antisymetricka & Vx,y € A: (xRy A yRx) = x = y.
Prvky matice sousednosti antisymetrické relace splituji stejny vztah jako prvky
matice sousednosti asymetrické relace, tedy m;ym; =0, ovSem pouze pro i+ j.
Na diagonale se tedy mohou vyskytovat prvky s hodnotou 1.
Typickym ptikladem antisymetrické relace je naptiklad relace byt mensi nebo rovno
v mnozin¢ vSech celych ¢isel.
Dalsi vlastnosti relace v mnozin€ je tranzitivita.
Definice 27. Relace R v A se nazyva tranzitivni, pravé kdyz pro vSechna x,y,z € A,
pro néz plati xRy a yRz, je také xRz; jinak feCeno: Z xRy a yRz vzdy plyne xRz
(Késtner & Gothner, 1986, str. 61).

Formaln¢ lze piepsat tuto definici takto: R je tranzitivni & Vx,y,z € A:
xRy AN yRz = xRz. Pro algebraicky zapis tranzitivni relace plati: R o R € R.

Tranzitivni relaci je naptiklad relace mit stejnou barvu v mnozin€ vSech
jednobarevnych balonkti. Pokud by ale byly balonky naptiklad dvoubarevné, relace by
tranzitivni nebyla. Zeleno-modry balonek je v relaci s modro-bilym balonkem
a modro-bily balonek je v relaci s bilo-Zlutym balénkem. Neni ale pravdou, Ze je zeleno-
modry balonek v relaci s balonkem bilo-Zlutym.

Z definice tranzitivniho uzavéru a tranzitivity plyne, Ze tranzitivni uzaveér
je jakymsi doplnénim relace R o takové usporddané dvojice, diky nimZ bude nové
vznikla relace tranzitivni. Srejder (1978) dokazuje, Ze rovna-li se relace R svému
tranzitivnimu uzavéru R, je relace R tranzitivni. Zaroven plati opa¢na implikace, tedy je-li

relace R tranzitivni, rovna se svému tranzitivnimu uzavéru R.
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2.3.2 Specialni typy relaci v mnoZziné
Pro nékteré relace majici vice z jiz uvedenych vlastnosti se uziva specialni nazvoslovi.

Prvni takovou relaci je relace tolerance.

Definice 28. Relace R v mnoziné A se nazyva relace tolerance nebo strucné tolerance,
je-li reflexivni a symetricka. Plati-li pfifazeni xRy, pak tikame, ze prvky x a y jsou

tolerantni, nebo Ze prvek x je tolerantni s prvkem y (Srejder, 1978, str. 110).
Zvlastnim ptipadem relace tolerance je relace ekvivalence.

Definice 29. Relace R v mnozin¢ A se nazyva relace ekvivalence v A, pravé kdyz je

reflexivni, symetricka a tranzitivni (Késtner & Gothner, 1986, str. 72).

Lze tedy fici, ze ekvivalence je tranzitivni tolerance. Ekvivalence déli mnozinu na

podmnoziny — t7idy ekvivalence.

Definice 30. Necht' R je ekvivalence v mnozin€ A, necht’ x je libovolny prvek mnoZiny
A. Ozna¢me symbolem R[x] mnozinu vSech prvkd y, které jsou ekvivalentni s x,
tj. R[x] = {y;xRy}. Toto R[x] se nazyva tiida ekvivalence R urcend prvkem x
(Matousek & Nesetfil, 20009, str. 47).

Ekvivalenci je naptiklad relace mit stejnou barvu v mnozin€ vsech jednobarevnych
nafukovacich micii v télocvicné. Pokud bychom ale zménili mnozinu na mnoZzinu vsech
nafukovacich micii v télocvicne, relace by se stala toleranci.
DalSim specialnim typem relace je usporadani.
Definice 31. Rekneme, Ze relace R v A je usporddani v A, jestlize je reflexivni,
antisymetrickd a tranzitivni (Matousek & Nesettil, 2009, str. 46).

Uspotadani spliiujici podminky piedchozi definice budeme nazyvat neostré (cdstecné)
usporadani. Ostrym usporadanim pak nazveme takovou relaci R v A, kterd je
antireflexivni, antisymetrickd a tranzitivni. Dal§im typem uspotfddani je pak [linearni
usporadani.

Definice 32. Rekneme, Ze relace R v A je linedrni usporadani v A, jestlize je to neostré

uspoiadani a navic R U R~ = A X A (Matousek & Nesetiil, 2009, str. 47).
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2.4 Zobrazeni, funkce

Specialnim piipadem relace je zobrazeni.

Definice 33. Necht A, B jsou libovolné mnoziny. Relace U mezi A a B se nazyva
zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B (stru¢né z A do B), pravé kdyz ke kazdému x € A
existuje nejvySe jedno y € B takové, ze xUy. Je-li specidlné A = B, nazyvame
zobrazeni z A do B zobrazeni v mnoziné A (struéné zobrazeni v A) (Odvarko, 1972, str.

32).

Pro zobrazeni U mezi mnozinou A a mnozinou B budeme vyuzivat znaceni U: A — B.
Ptitazeni xUy pomoci zobrazeni U budeme znadit U(x) = y.
Jelikoz je kazdé zobrazeni relaci, lze obdobné jako u relace definovat inverzi

a obory zobrazeni.

Definice 34. Je-li inverzni relace U~! k zobrazeni U zobrazenim, budeme U~! nazyvat
inverznim zobrazenim k zobrazeni U (Odvarko, 1972, str. 45).
Definice 35. Je-li relace U mezi A a B zobrazeni z A do B, budeme 0,(U) nazyvat

prvaim oborem zobrazeni U, 0,(U) druhym oborem zobrazeni U (Odvarko, 1972, str.

32).

M¢jme uspotadanou dvojici [a, b], které je prvkem zobrazeni U. Odvarko (1972) zavadi
pro prvni sloZzku této uspofadané dvojice pojem vzor prvku a pro druhou slozku pojem
obraz prvku a. Pro obory zobrazeni poté vyuzivd nazvy mnoZina vSech vzorii a mnozina
vSech obrazii.

Nyni se zaméfime na tfi typy zobrazeni, které jsou definované svymi specifickymi

vlastnostmi. Jsou to zobrazeni na, prosté zobrazeni a vzajemné jednoznacné zobrazeni.

Definice 36. Zobrazeni U:A — B nazyvame zobrazeni na, jestlize pro kazdé y € B
existuje x € A spliujici U(x) = y (Matousek & Nesetfil, 2009, str. 42).

Definice 37. Zobrazeni U z A do B nazveme prosté zobrazeni z A do B, pravé kdyz plati:
jsou-li [aq,bq], [a,, by] dva libovolné prvky z U a zaroven je a; # a,, potom je

b, # b, (Odvarko, 1972, str. 38).
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Definice 38. Zobrazeni U: A — B nazyvame vzdjemné jednoznacné zobrazeni, jestlize

U je prosté a na (Matousek & Nesetfil, 2009, str. 42).

Z definice inverzniho a prostého zobrazeni plyne, Ze inverzni relace U~! k prostému
zobrazeni U z A do B je také zobrazenim (z B do A).

Vyuzijeme-li zpisob zndzornéni relaci z kapitoly 2.1 dle Matouska a NeSetiila (2009)
pro zobrazeni U: A — B, je ziejmé, Ze u zobrazeni na vede do kazdého y € B alespon
jedna Sipka a u prostého zobrazeni vede do kazdého y € B maximaln¢ jedna Sipka. Pro
zobrazeni vzajemné jednoznacné pak tedy musi platit, ze do kazdého y € B vede prave
jedna Sipka.

Obdobné jako relace 1ze zobrazeni skladat.

Definice 39. Jsou-li U:A— B a V:B — C zobrazeni, potom mizeme definovat nové
zobrazeni W:A — C predpisem W (x) = V(U(x)) pro kazdé x € A. Zobrazeni W se
nazyva slozeni zobrazeni U a V a znaci se U o V. Tedy plati (U °V)(x) = V(U(x))
pro kazdy prvek x € A (Matousek & Nesetiil, 2009, stranky 41 - 42).7

Casto vyuzivanou a dtlezitou mnozinou je mnozina vSech realnych cisel. Zobrazeni

v mnozing vSech realnych ¢isel ma specificky ndzev — funkce.

Definice 40. Kazdé¢ zobrazeni v mnoziné vSech realnych ¢isel R se nazyva funkce jedné

proménné (struéné , funkce*) (Odvarko, 1972, str. 46).8

Dle Odvarka (1972) je tedy funkce f podmnozinou kartézského soucinu R X R, pficemz
ke kazdému x € R existuje nejvyse jedno y € R takové, ze [x,y] € f.

Funkce budeme znacit malymi pismeny f, g, h. ZnaCeni [x,y] € f nahradime
obdobné jako u zobrazeni zna¢enim stejného vyznamu f(x) = y. Je-li f funkce, nazyva se
prvni obor zobrazeni f definicnim oborem funkce f (zna¢ime D(f)) a druhy obor

zobrazeni f oborem hodnot funkce f (znacime H(f)).

6 Zobrazeni na, prosté zobrazeni a vzijemné jednoznaéné zobrazeni se nékdy nazyvaji surjekce, injekce
a bijekce v uvedeném potadi.

7 Skladani zobrazeni U a V se v n&kterych zdrojich znaci V o U. V této praci ale pro piehlednost a jednotnost
ponechame znaceni zavedené jiz pii skladani relaci, tedy U o V.

8 Nékteii autofi, napfiklad Matousek a Nesetfil (2009), vnimaji pojmy zobrazeni a funkce jako synonyma.
V této praci tyto pojmy ale rozliSujeme.
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Protoze je kazda funkce zobrazenim, definujeme i zde pojmy na, prosta a vzajemné

jednoznacna funkce.

Definice 41. Funkci f: R — R nazyvame funkce na, jestlize pro kazdé y € R existuje
x € R spliyjici f(x) = y (Matousek & Nesettil, 2009, str. 42).

Definice 42. Funkci f:R — R nazyvame prosta funkce, jestlize pro x #7y je
f(x) # f(y) Matousek & Nesetfil, 2009, str. 42).

Definice 43. Funkci f:R — R nazyvame vzdjemné jednoznacna funkce, jestlize f je

prostd a na (Matousek & Nesetfil, 2009, str. 42).
Funkce na, prosta a vzajemné jednoznacnd jsou obdobami zobrazeni, ale v mnozing
realnych cisel.

Specidlnim ptipadem funkce je identicka funkce.

Definice 44. Funkce, kterd pfifazuje kazdému prvku x jako obraz pravé prvek x, se

nazyva identicka funkce (Jelinek, 1974, str. 86).

Obdobné jako u zobrazeni mliZeme definovat inverzni funkci s tim rozdilem, Ze se
pohybujeme pouze v mnoziné redlnych cisel. Funkce lze také obdobné jako zobrazeni

skladat.
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3 Relace kolem nas

oy ee

osobni vztahy, vztahy v zaméstnani i1 pravidla pfi hrani her. Jiz ve velmi nizkém véku
zvladne dité naptiklad splnit ukol: roztfid’te hraci kostky LEGO tak, aby spolu byly vzdy
jen kostky stejné barvy. Tento pocin by vSak mohl byt zaveden také jako relace R
v mnozin¢ vSech kostek zjedné hraci sady LEGO: jedna kostka je v relaci R s druhou
kostkou praveé kdyz maji tyto dvé kostky stejnou barvu, neboli xRy <x md stejnou barvu
Jjako y. Je ziejmé, ze je tato relace reflexivni, nebot’ kazdéa kostka ma stejnou barvu sama se
sebou. Aniz by dité znalo pojem symetrie, uvédomuje si, Zze ma-li jedna kostka stejnou
barvu jako druhd kostka, pak i druha kostka ma stejnou barvu jako prvni kostka. Zaroven
existuje-li tfeti kostka majici stejnou barvu jako druhd, pak ma jisté i stejnou barvu jako
prvni — plati zde tedy tranzitivita. Relace R ztejmé ekvivalenci a déli mnozinu na t7idy
ekvivalence. 1 bez této znalosti dit€¢ vi, ze bude-li tfidit kostky dle barev, vzniknou mu
jednotlivé odlisné barevné hromadky kostek.

Zaméfme se nyni na dalsi ptiklady relaci, tentokrat v mnozing lidi.

3.1 Relace alidé

M¢éjme relaci mit rad v mnozin¢ vSech lidi planety Zemé. Tato relace neni reflexivni,
nebot’ mize existovat Clovek, ktery nemd rad sdm sebe. Relace mit rad neni v mnozing
vSech lidi planety Zemé& symetrickd, protoze mé-li jeden ¢lovék rad druhého, druhy nemusi
mit rad prvniho. Tato relace neni v dané mnozin€ ani tranzitivni, nebot’ ma-li prvni ¢lovék
rdd druhého a druhy tietiho, nemusi mit prvni rad tfetiho. Bezesporu ale mlze existovat

1 mnozina, v niz tato relace vSechny tyto vlastnosti ma.

V mnoziné lidi planety Zemé¢ lze definovat mnoho relaci, které jsou ekvivalencemi.
Naptiklad mé&jme relaci byt narozen ve stejném znameni zvérokruhu. Je ziejmé reflexivni,
nebot’ kazdy Clovek je ve stejném znameni sam se sebou. Jisté je také symetrickd, nebot’
je-li jeden clov€k narozen ve stejném znameni jako druhy, pak je druhy ve stejném
znameni s prvnim. Obdobné je evidentni, ze pro tuto relaci v dané mnoZzin€ plati

1 tranzitivita. Protoze je tato relace ekvivalenci, déli mnoZinu vSech lidi planety Zemé
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na tfidy ekvivalence. Téchto tfid bude konkrétné dvanact, nebot’ existuje dvanact riznych
znameni zveérokruhu. V jedné tfid¢ pak budou vSichni lidé narozeni ve stejném znameni.
Obdobn¢ by mnozinu vsech lidi na planeté¢ Zemi rozd¢lily na tiidy ekvivalence tyto
relace: relace R, bydlet ve stejném méste, relace R, bydlet ve stejné ctvrti, relace Ry bydlet
ve stejném dome, relace R, bydlet ve stejném byte. Ziejmé plati, ze relace R, je
podmnozinou relace R;, nebot’ vSichni lidé bydlici ve stejné Ctvrti jisté bydli 1 ve stejném
mésté. Obdobné je relace R; podmnozinou relace R,, nebot’ vSichni obyvatelé jednoho
domu bydli ve stejné ctvrti. Také plati, ze relace R, je podmnozinou relace R3, nebot’
obyvatelé jednoho bytu obyvaji stejny dim. Pro tyto relace tedy plati: R, € R; € R, € R;.
Dalsi ekvivalenci v mnoziné vSech lidi planety Zemé je relace mit stejné prvni
krestni jméno. Tato relace je ziejmé reflexivni, symetricka i tranzitivni a déli danou
mnozinu na tfidy ekvivalence. I drobnd nuance v zaddni mize ale vlastnosti této relace
zmeénit. StaCilo by ze zadani vypustit slovo prvai a vznikla by relace mit stejné krestni
jméno v mnozing vSech lidi planety Zemé&. Ta je sice také reflexivni a symetrickd. Existuji
ale 1 lidé majici dvé ¢i vice kiestnich jmen. Tato relace proto neni tranzitivni, nebot’
napiiklad Anna Marie je v relaci s Annou Lucii, Anna Lucie je v relaci s Lucii Hanou, ale
Anna Marie a Lucie Hana zadné kiestni jméno stejné nemaji. Upravend relace je tedy

toleranci.

Stejn¢ jako ekvivalence, vyskytuji se i tolerance hojné¢ okolo nés. Zustafime
v mnozin€ vSech lidi planety Zemé. V této mnoZiné definuyme relaci mit stejné zaméstnani.
Na prvni pohled by se mohlo zdat, Ze se jedna o ekvivalenci. Relace je ziejmé reflexivni
1 symetricka. Tranzitivni by byla ov§em pouze ve chvili, kdy by kazdy ¢lovék na planeté
Zemi mél pouze jedno zamé&stnani. Protoze tomu tak ale neni, jedné se o toleranci.

Obdobna situace nastane pii zavedeni relace mit na sobé Cepici stejné barvy
v mnozin¢ vSech lidi planety Zem¢. Relace je ziejmé reflexivni 1 symetrickd. Tranzitivita

ale neplati, nebot’ Cepice miize byt i vicebarevna.
V mnozin¢ vSech lidi planety Zemé a jejich podmnozinach lze definovat také

mnoho relaci, které jsou uspotfddanim. Jako prvni uvedeme relaci byt nadrizenym

v mnozin¢ vSech zaméstnancii jedné konkrétni firmy. Tato relace neni reflexivni, nebot’
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neplati, ze vSichni lidé nejsou sami sobé nadfizenymi. Dand relace je dokonce
antireflexivni, nebot’ neexistuje zadny takovy clovék, ktery by byl sam sob¢ nadiizenym.
Relace je asymetrickd, nebot’ je-li jeden ¢lovek nadfizenym druhého, pak neplati, Ze je
druhy ¢lovek nadiizenym prvniho. Relace byt nadrizenym je tranzitivni, nebot’ je-li jeden
¢loveék nadfizenym druhého a druhy clovék nadfizenym tretiho, pak plati, ze je prvni
¢lovek nadiizenym tietiho. Relace byt nadrizenym je tedy ostrym uspotradanim. Relace byt
nadrizenym nebo mit stejné postaveni by ale byla usporadanim neostrym.

Dalsim neostrym uspoiddanim v mnozin¢ vSech lidi na planeté Zemi je relace mit
vys$si nebo stejny plat. Relace je reflexivni, nebot’ kazdy ¢loveék ma stejny plat jako on sam,
coz povoluje druha ¢ast zavedeni této relace. Mit vyssi nebo stejny plat ale neni
symetrickou relaci, nebot’ ne vSichni lidé maji stejny plat a neplati, Ze ma-li jeden clovek
vys§i plat nez druhy, pak ma i druhy clovék vys$si plat nez prvni. Relace je tedy
antisymetricka, nebot’ dva lidé jsou spolu v relaci, pravé kdyz maji stejn¢ vysoky plat.
Relace je tranzitivni, nebot’ ma-li jeden ¢loveék vyssi plat nez druhy a druhy clovek vyssi
plat nez tfeti, pak mé prvni ¢lovék vyssi plat nez tteti ¢lovek. Tato relace je tedy neostrym
usporadanim, stejné jako relace byt starsi nebo stejné stary, byt vyssi nebo stejné vysoky
apod.

Relacemi je naplnén 1 svét her. Nyni uvedeme nékolik z nich.

3.2 Relace a hry

Hry jsou definované pravidly, kterd hra¢e omezuji a navadéji v jejich hernich
krocich. Mnoho z hernich pravidel lze definovat jako relace mezi jednotlivymi hernimi
komponenty. Za¢neme vysvétlenim na hie Prsi.

Hra Prsi se hraje s balickem 32 karet. Existuje osm hodnot karet, kazda ve Ctyfech
ruznych barvdch. Pravidla hry Prsi se obdobné jako u jakychkoli jinych her mohou drobné
lisit. Ve vSech variantach hry se ale vyskytuje toto zdkladni pravidlo: hrac, ktery je na tahu,
muZe hrat vzdy pouze takovou kartu, kterd ma bud’ stejnou barvu nebo stejnou hodnotu
jako karta na vrchu odkladaciho balicku. Tedy miizeme definovat relaci R v mnoZziné vSech
karet z balicku: xRy & x ma shodnou hodnotu nebo stejnou barvu s y. Pomineme-li tedy
ostatni pravidla hry, plati, ze hra¢, ktery je na tahu, mtze hrat vzdy pouze takovou kartu,

kterd je vrelaci R s kartou na vrchu odkladaciho balicku. U této relace mizeme ovérit
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ruzné vlastnosti. Je zfejmé, Ze relace R je symetrickd, nebot’ pokud mizeme hrat napiiklad
srdcovou desitku na srdcovou osmicku, pak plati, ze 1 srdcovou osmicku lze hrat na
srdcovou desitku. Ackoli ale mizeme na srdcovou osmicku hrat srdcovou desitku a na
srdcovou desitku lze jisté hrat kdarova desitka, neni pravdou, ze na srdcovou osmicku lze
hrat kdarovou desitku. Relace R tedy ziejm¢ neni tranzitivni, coz plyne 1 z uziti slova

,,nebo® pfi zavedeni pravidla. Jedna se tedy o toleranci.

Dalsi hrou, jejiz pravidla vyuzivaji vlastnosti relaci, je Domino. Pti této hie maji
hra¢i k dispozici herni kameny. Kazdy herni kdmen (pomineme-li specialni kameny
s prazdnymi poli, tzv. Zoliky) ma na sob& kombinaci dvou &isel symbolizovanych danym

poctem tecek. Naptiklad kamen s ¢isly (5, 3) symbolizuje Obrazek 21.

Obriazek 21: Domino; kiamen (5, 3)
Ukolem hract je prikladat kameny k sobé do ,,hada“ tak, aby u sebe byly shodné hodnoty.
Tedy naptiklad ke kameni s €isly (5, 3) je moZné prilozit kdmen s Cisly (3, 4) (Obrazek 22).
Definujme mnozinu M vSech hernich kament hraci sady Domino pomoci neuspofadanych
dvojic ¢isel: M = {(a, b); a,b € {1,2,3,4,5, 6}}. MiZeme fici, Ze dva kameny lze k sobé
prilozit, pokud jsou spolu vrelaci S definované v mnoziné M: (a,b)S(c,d)
©(a=c)V(a=d) V(b=c) V(b=d), neboli jeden kdmen je v relaci S s druhym,
pravé kdyz alespon jedna z hodnot na prvnim kameni je shodna alesponi s jednou hodnotou

na druhém kameni.

Obrazek 22: Domino; kameny (5, 3) a (3, 4)
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Relace S je reflexivni, tedy libovolny kdmen je v relaci sdm se sebou (V jedné herni sadé se
ale vyskytuje vzdy pouze jeden kdmen s konkrétni kombinaci dvou cisel.) Relace S je
symetricka, nebot’ pokud lze ke kameni s hodnotami (5, 3) pfilozit kdmen s hodnotami
(3, 4), pak lze ztejmé pftilozit ke kameni (3, 4) kdmen s hodnotami (5, 3), nebot’ hodnota 3
je u obou kamenii shodna. Relace S ale neni tranzitivni. Pokud naptiklad 1ze ke kameni
(5, 3) prilozit kdamen (3, 4) a ke kameni (3, 4) piilozit kdmen (4, 2) (Obrazek 23), pak
nemusi platit, ze ke kameni (5, 3) lze piilozit kamen (4, 2) (Obrazek 24). Relace S je

tolerance.
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Obrazek 23: Domino; kameny (5,3) a (3,4) a (4, 2)
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Obrazek 24: Domino; kameny (5, 3) a (4, 2)

Hraci Domina tyto vlastnosti relace S vyuzivaji, aniz by znali jejich teoreticky zaklad.

U nasledujici hry umime relaci nejen rozpoznat, definovat a urcit jeji vlastnosti, ale

dokonce tyto znalosti vyuZit k optimalizaci hry a zvySeni své Sance na vyhru. Jedna se

N 24
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Hru Byci a kravy hraji obvykle dva hraci. Kazdy z hraci si na list papiru zapise
libovolné vymyslené Cislo (s pfedem domluvenym poctem cifer, obvykle pét), pfiCemz se
jednotlivé Cislice nesmi opakovat. Hrac¢i se stfidaji v tazich a cilem hry je uhodnout
soupetovo vymyslené Cislo. V prvnim tahu jeden z hracti odhadne ¢islo druhého hrace.
Druhy hra¢ porovna tento tip se svym vymyslenym ¢islem a dd prvnimu hraci zpétnou
vazbu pomoci domluvené formy informaci — byku a krav. Pocet bykit znaci, kolik cifer
v odhadovaném C¢isle je spravnych a stejné umisténych jako v hledaném cisle. Pocet krav
znaci, kolik cifer v odhadovaném disle se vyskytuje i v Cisle hledaném, ale na jiné pozici.
Tedy pokud si naptiklad druhy hra¢ vymyslel ¢islo 36285 a prvni hrac¢ tipoval ve svém
tahu ¢islo 12345, indicii bude: jeden byk (B) a dvé kravy (K). Obrazek 25 zachycuje prvni
tah uvedené partie v€etn¢ soupefova zamysleného cCisla. Pro piehlednost jsou v ném byci

vyznaceni zakrouzkovanim a kravy podtrzenim.
B0205

i )( |
1. 12323405) |18, 2K

Obrazek 25: Byci a kravy; 1. tah

Castou strategii pii této hie je nahodné hadani a obméfovani &isel. To je ponékud
zdlouhavé, nebot’ kombinaci je mnoho. Dal§im zplsobem, se kterym se pii feSeni této hry
obvykle setkdvame, je postupné zjistovani jednotlivych Cislic. Ukazku celé uvedené partie
(ze strany jednoho hrace) ukazuje Obrazek 26. Zde popiSeme ¢ast mozného myslenkového
pochodu daného hréce:

e 1. krok: Chceme zjistit, kterd z ¢islic je byk. Proto prohodime libovolné dvé ¢islice,
napiiklad 4 a 5.

e 2. krok: Byk je ziejmé jedna z Cislic 4 a 5, nebot’ jejich prohozenim byk zmizel.
Nyni chceme pfiijit na to, ktera z Cisel jsou kravy. Proto zkusime jednu z Cislic
nahradit novou (jesté nepouzitou) Cislici, napiiklad misto ¢islice 1 dame &islici 6.

e 3. krok: Po nahrazeni ¢islice 1 Cislici 6 ptibyla jedna krava. Je tedy ziejmé, Ze

Cislice 1 se v hledaném cisle viibec nenachdzi. Naopak ¢islice 6 jisté ano.
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Pokracujeme tedy ve zjiStovani krav a zkusime dalsi z Cislic nahradit novou (jesté
nepouzitou) Cislici. Naptiklad ¢islici 2 ¢islici 7.
e 4. krok: Po nahrazeni Cislice 2 Cislici 7 ubyla jedna krava. Je tedy ziejmé, ze Cislice
7 se v hledaném ¢isle nenachazi, Cislice 2 ano.
e Dalsi kroky provadime obdobn¢.
Podobnym zptisobem je mozné dojit az k péti bykum, tedy k hledanému cislu. Z ukazkové
partie byly odstranény mnohé piekazky, a ptesto trvala 10 tahti. Pokud by hrac ucinil jina
rozhodnuti, celkovy pocet krokli by se mohl jesté zna¢né navysit. Napiiklad pokud bychom
ve tfetim kroku v ramci hledani krav vyménili Cislici 2 za islici 0, pocet krav by se
nezménil. Doslo by tedy ke zmateni. Bud’ jsou krdvy obé ¢islice, nebo ani jedna z nich.

Podobnych komplikaci miiZze nastat mnoho. Tento zptsob feseni tedy neni optimalni.

1. 12345 |18, 2K
2. 1256 |ty 3
3. £232345 1B, 2K
4. 67345 |18, K
5. £R¥45 | 1B, 2K
6. £R395 | 1B, 2K
1. ©2305 | 2B, 2K

8. £E23205 | 2B, 2K
9. 22005 | 2B, BK
10. [ B62205 5B

Obrazek 26: Byci a kravy; béZna strategie hry
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Uvedeny herni postup jisté¢ vede ke zdarnému odhaleni soupetova ¢isla, ale kvili
zminénym komplikacim mtize pocet krokt rapidn¢ vzrist. Pro efektivnéjsi zptisob fesSeni
1ze vyuzit znalost relaci a jejich vlastnosti.

M¢jme mnozinu X vSech pétimistnych variaci bez opakovani tvofenych
prvky mnoziny M = {0,1,...,8,9}. V mnozin¢ X zavedme skupinu relaci T,,,, kde
n,m € {0,1,2,3,4,5} A (n + m) <5, nasledovné: Vx,yeX:xT,,,y < x ma vici y
n bykit a m krav. VSechny tyto relace jsou symetrické, nebot’ ma-li jedna variace k druhé
urcity pocet byku a urCity pocet krav, pak ma stejny pocet byku a stejny pocet krav i druhd
variace k prvni. Symetrii relaci T, ,, pak miZeme vyuzit pii optimalizaci rychlosti zjiSténi

soupetova Cisla, a to nasledujicim zptisobem.

1. 12345 [1B, 2K
2. 1327 |18, 2K
3. 18923 | 0B, 2K
4, BRA60 | 1B, 3K
5. 42037 | OB, 2K
6. 01264 | OB, 2K
7. [Be205]| =B

Obrazek 27: Byci a kravy; strategie na zakladé znalosti vlastnosti relaci

Zustaiime u stejné hry, jejiz zacatek ukazoval Obrazek 25. Po prvnim kroku hry
vime, Ze nami tipované ¢islo 12345 ma se soupetovym cislem 36205 spole¢ného jednoho
byka a dv¢ kravy (tedy variace 12345 je vrelaci Ty, s variaci 36205). Také vime, Ze se
jedné o symetrickou relaci. Pak je zfejmé, Ze i soupetovo ¢islo ma viici nasemu ¢islu stejny

pocet bykii a krav (tedy variace 36205 je v relaci T , s variaci 12345). Proto naSim dal$im
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tipovanym cislem musi byt takové, které je v relaci Ty , s ¢islem predeSlym. Reseni timto
zpusobem ukazuje Obrazek 27. V kazdém kroku mizeme tedy hadat pouze takové cislo,
které je vrelacich T, ,, se vSemi pfedchozimi tipovanymi Cisly. Napiiklad ve 4. tahu
uvedené hry tipujeme takové Cislo, které je vrelaci Ty, s variaci 12345, vrelaci Ty,
s variaci 13267 a v relaci Ty, s variaci 18923. Evidentné se pak pomoci znalosti vlastnosti
relaci snizil pocet krokii nutnych k uhodnuti soupefova cisla, nebot’ se v kazdém kroku
vyrazn¢ snizuje pocet variaci ptipadajicich v tivahu.

Z této kapitoly vyplyva, Ze jsou spoleCenské hry stejné¢ jako svét kolem nés plné
relaci, které miizeme rozpoznat a definovat, ale i vyuzit jejich znalost k usnadnéni feseni

daného problému.

3.3 Relace a ucivo zakladnich §kol
Ackoli obecné téma relace neni obsahem uciva zakladnich ani stfednich $kol, zaci se
s relacemi pfirozené setkavaji a vyuzivaji jejich vlastnosti jiz od utlého véku. Ucivo

zakladnich Skol obsahuje mnoho relaci nejen v matematice.

3.3.1 Relace v nematematickych predmétech

Mnoho relaci se vyskytuje v ucivu ceského jazyka. Napiiklad pismena v abeced€ jsou
fazena dle ostrého usporadani, dale vyjmenovana slova a slova jim ptibuzna jsou délena na
tfidy ekvivalence. Lze zavést relaci R v mnoziné vSech slov Ceského jazyka vyjma slov
slozenych takovou, ze dvé slova jsou spolu v relaci R, pravé kdyZ maji stejny kotfen. Tato
relace by byla ekvivalenci. Pokud bychom ale stejnou relaci zavedli v mnoziné vSech slov
Ceského jazyka vcetné slozenych, jednalo by se o toleranci, nebot” by nebyla splnéna
tranzitivita. Obdobné se naptiklad v pfirodopisu déli obratlovci na tfidy na zakladé
urcitych podobnosti. Piipadné diikladnéjSi prozkouméni nematematickych predmétii ale

ponechdme na ¢tenafi.

3.3.2 Relace v aritmetice a algebre
Jednou z prvnich relaci, s niZ se Zaci setkdvaji v matematice jiz v avodu Skolni dochazky,
je relace byt rovno (=). Ukazme si vlastnosti této relace v mnozing redlnych ¢isel. Rovnost

je v mnozing redlnych cisel reflexivni: Vx € R:x = x, nebot’ kazdé¢ Cislo se rovnd samo

sobé&. Je také symetrickd: Vx,y € R:x =y = y = x, nebot’ pokud se 0,5 rovna %, pak seg
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rovnd 0,5. Relace rovnosti je vmnoziné vSech redlnych ¢isel 1 tranzitivni:

Vx,y,ZER: (x =yA y=2z)=x =z Pokud se 0,5 rovna % a % se rovna z, pak se 0,5

rovna %. Jelikoz je rovnost ekvivalenci, déli mnozinu redlnych cisel na tfidy ekvivalence
neboli disjunktni mnoziny takovych ¢isel, ktera maji stejnou hodnotu. Naptiklad do tiidy
ekvivalence urc¢ené prvkem ; patii mimo jiné i prvky g; Z; 1,5 apod. Prvkil v dané tiide je
nekonecné mnoho, v§echny ale maji stejnou hodnotu.

Dalsi ekvivalenci ve Skolni matematice je relace byt cislem opacnym (*) definovana
Vx,y € Z takto: x*xyo (x#0Ax#=yAlx|=|y)V(x=0=1y), neboli dvé
nenulova cisla jsou navzdjem opacnd, pokud se nerovnaji, ale rovnaji se jejich absolutni
hodnoty. Cislem opa¢nym k nule je nula. Tato relace neni reflexivni, nebot’ napiiklad &islo

2 neni ¢islem opaénym samo k sob&. Relace byt cislem opacnym je ale symetricka, nebot

pro vSechna cela ¢isla plati: |x| = | — x|. Dana relace neni tranzitivni, nebot’ plati
(=5#5A |-5]=|5)A(5#—-5A |5 =|-5]), ale z podminek 5 # 5 A |5| = |5]| plati
pouze jedna.

Ve skolské matematice se také Casto setkdvame s relaci délitelnosti (|). Relace
délitelnosti  je v mnoziné celych cisel definovand takto: Vx,y € Z:x|y &
& 3k € Z: k - x =y, neboli Cislo x je délitelem cisla y. Relace délitelnost je reflexivni,
protoze Vx € Z plati: x|x, neboli kazdé ¢&islo je svym vlastnim délitelem. Relace
délitelnosti ale neni symetrickd, nebot’ pro dva prvky x,y € Z, x # y neplati: x|y = y|x,
nebot’ naptiklad ¢islo 5 je délitelem cisla 15, ale neplati, ze ¢islo 15 je délitelem cisla 5.
Relace délitelnosti je tranzitivni, nebot’ plati: Vx,y,z € Z: x|y A y|z = x|z. To muzeme
dokézat takto: Vx,y,z€Z:(x|y ®@ 33k €Z:k -x=y)A(y|ze Il €Z:] -y =1z). Pak
jisté existuje Cislo m€Z: k-l =m A m-x = z. Z toho plyne, ze i ¢islo z je délitelné
Cislem x. Vysvétlime jeSté, ze je tato relace antisymetrickd, neboli Ze plati: x|y A y|x =
= x = y. Z definice vime, ze: (x|y © 3Iq€Z:q -x=y) A (Y|x ©@In€E€Z:n -y = x).
Z toho plyne, Ze: An,q €Z:n -q-x = x. Protoze n a q jsou cela Cisla a zaroven
n-q-x=x, pak plati, Z2 n=q =1, a tedy x =y. Relace délitelnosti je tedy
antisymetricka, reflexivni a tranzitivni. Je proto (neostrym) uspofadanim.

Jinym ptikladem uspofadani, které se béZn¢ uziva ve Skolské matematice, je relace

ostra nerovnost (<) definovand v mnozin¢ redlnych Ccisel takto: Vx,y e Rix <y &
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© 3k € R*: x + k = y. Tato relace neni reflexivni, je dokonce antireflexivni. Zadny
prvek nemiize byt mensi nez on sam, neboli neexistuje zadné kladné Cislo k takové, aby
platilo: x + k = x. Relace ostra nerovnost neni symetricka, protoze plati 5 < 7, ale neplati
7 < 5. Tato relace je ale tranzitivni, nebot’ z definice vime, ze Vx,y,z € R plati:
x<yedkeR:x+k=y)A(y<zeoe 3IJleR':y+1=2z). Pak musi platit:
x+k+1=2znebolidmeR:m=k+1 A x+m =z, z&bhoz plyne, ze x < z. Nyni
oveéfime u relace ostré nerovmosti vlastnost antisymetrie. Z definice Vx,y € R plati:
x<yoosidgeR:x+g=yYA(y<xo3IneR':y+n=x). Pak musi platit:
dgneR":y+n+q=y. Pro 7z4dna dvé kladnd ¢isla ¢ a n ale nemlze platit:
y+n+q =1y. Relace je tedy antisymetrickd (respektive asymetrickd). Jednd se proto
o ostré usporadani. U neostré nerovnosti by byla splnéna reflexivita. Jednalo by se tedy

o uspotadani neostré.

3.3.3 Relace v matematické analyze

Mezi relace vyucované bézné na zékladni Skole patii mimo jiné funkce piima a nepiima
umérnost, druhd mocnina a odmocnina, linedrni funkce, piipadné kvadratickd funkce.
U vsech funkcich lze zjistovat jejich vlastnosti, ur¢it defini¢ni obor (prvni obor zobrazeni)
a obor hodnot (druhy obor zobrazeni), pfipadné najit funkci inverzni.

Jako piiklad uvedme f:y = x2. Jedna se o zobrazeni v mnoziné viech realnych
¢isel, tedy funkci. Uvedend funkce neni reflexivni, nebot’ své druhé mocniné se rovnaji
pouze dvé redlnd Cisla, neni symetricka a neni tranzitivni. Nejednd se o funkci prostou,
protoze funkéni hodnota je shodné pro kazdou dvojici opaénych ¢isel z defini¢niho oboru,
a funkce neni ani na, nebot’ funk¢ni hodnoty jsou pouze nezaporna Cisla, takze nepokryvaji

celou mnoZinu redlnych cisel.

3.3.4 Relace v geometrii

Jednou z relaci bézné uzivanou ve $kolské geometrii je rovnobéznost dvou piimek (|| ).
M¢jme dvé pfimky p a g naleZejici stejné roviné. Pfimka p je rovnob€Zzné s ptimkou q
(»|lq), pravé kdyz nema s pitimkou g zadny spole¢ny bod nebo ma s ptfimkou g nekone¢né
mnoho spole¢nych bodt. Tato relace je v mnozin€ vSech pfimek reflexivni, nebot’ pfimka
p ma sama se sebou nekone¢né¢ mnoho spolecnych bodu a to splituje druhou ¢ast definice

rovnobé&znosti. Tato relace je také v mnozin€ vSech pfimek jedné roviny symetricka, nebot’
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pokud ptimka p nema s ptimkou g zadny spole¢ny bod, pak ani ptfimka q nemé s piimkou
p z&dny prisecik. Pokud ma ptipadné ptimka p s ptimkou g nekone¢né¢ mnoho spolecnych
bodu, pak i pfimka g ma s pfimkou p nekonecné¢ mnoho spoleénych bodii. Neboli pro
vSechny piimky p a g zdané roviny plati: p||q = q||p. Diky symetrii Ize tedy misto
tvrzeni primka p je rovnobezna s primkou q vyuzit ekvivalentni tvrzeni primky p a q jsou
rovnobeézné. Obdobné pro relaci rovnobéznosti v mnoziné vSech ptfimek dané roviny plati
tranzitivita, neboli: pro vSechny piimky p, g a o z dané roviny plati: (p||q) A (q|lo) =
= (p||lo). Rovnobéznost dvou piimek je tedy ekvivalenci a déli mnozinu vSech piimek
dané roviny na tfidy ekvivalence — na podmnoziny rovnobéznych piimek.

Obdobn¢ lze rozebrat vlastnosti relace byt kolma (L) v mnozing vSech piimek dané
roviny. Rikdme, Ze p¥imka p je kolma k ptimce q, pravé kdyz p¥imka p svira s piimkou q
uhel 90°. Tato relace neni v mnozin€ vSech pfimek dané roviny reflexivni, nebot zadna
pfimka nemuize sama se sebou svirat tthel 90°. Kolmost je v mnoziné vSech ptimek dané
roviny symetrickd, nebot’ svird-li pfimka p s ptimkou g thel 90°, pak i pfimky p svird
s ptimkou p thel 90°. Neboli pro vSechny pfimky dané roviny plati: p L q = q L p.
Obdobn¢ jako u rovnobéznosti lze tedy tvrzeni piimka p je kolma k primce q nahradit
tvrzenim primky p a q jsou na sebe navzajem kolmé. Kolmost dvou piimek dané roviny ale
neni tranzitivni. Je-li pfimka p kolm4 k pfimce q a ptimka g je kolma k ptimce o, pak jsou
pfimky p a o bud’ rovnobé&zné, nebo totozné.

Zaci se také jiz na zékladni $kole setkavaji s relaci byt podobny (~). Zaved'me
relaci byt podobny v mnoziné vSech trojuhelnikii nalezejicich stejné roviné. Trojuhelnik
ABC (a £ b < ¢) je podobny trojuhelniku DEF (d < e < f), neboli AABC~ADEF, pravé

kdyz plati: g = g = ]é Relace byt podobny je v mnozing viech trojuhelniki nélezejicich

stejné roviné reflexivni, nebot’ plati, ze utvar ma shodné velikosti thli sdm se sebou

N b . . <1 5 , b
a pomér stran % == E = 1. Relace je také symetrickd, nebot’ pokud plati % =2 = ]—Cc, pak

co . d y . . D I y
plati také - = % = f, coz plyne ze symetrie rovnosti a pravidla, Ze rovnaji-li se dva poméry,
rovnaji se 1 jejich pfevracené hodnoty. Relace podobnosti je tranzitivni, nebot’ pro

trojuhelniky AABC, ADEF a ARST plati: & =2 =~ a zérove 2=2=L pak plati

R RS

b . e . ., o . L
=< = %, coz op¢t plyne z tranzitivity rovnosti. Podobnost trojuhelniki dané roviny je
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tedy ekvivalenci a déli mnozinu trojuhelniky v dané roviné na podmnoziny podobnych
trojuhelnikd.

Specidlnim pifipadem podobnosti je relace byt shodny (=). Zistaiime v mnoziné
vSech trojuhelniki nalezejicich stejné roviné. Pro shodnost dvou trojuhelnikii plati, Ze
trojuhelnik ABC (a < b <c¢) je shodny s trojihelnikem DEF (d <e < f), neboli
ABC = DEF, pravé kdyz plati: a =d Ab =e Ac = f. Relace byt shodny je v mnoziné
vSech trojuhelnikii nalezejicich stejné roviné reflexivni, nebot’ kazdy trojuhelnik ma
shodné rozméry sdm se sebou. Relace je také symetrickd, nebot’ pokud plati a = d A
Ab=eAc=f, pak plati také d =aAe=bAf =c, coz vyvozujeme ze symetrie
rovnosti. Relace shodnosti je tranzitivni, nebot’ pokud plati: a=dAb=eAc=f
azaroven d=rAe=sAf =t, pak plati také: a=rAb=sAc=t. Shodnost
trojihelnikli dané roviny je tedy také ekvivalenci a obdobné jako podobnost déli mnoZinu
trojihelnikli v dané rovin¢ na podmnoziny shodnych trojiihelniki.

Mezi relace ve Skolské geometrii patfi mimo jiné také riznd zobrazeni, jako jsou

soumeérnosti, posunuti, otoceni apod. Ovéteni jejich vlastnosti ponechame na Ctenafi.

3.3.5 Problémy vnimani relaci u zaki
Ackoli Zaci obvykle relace a vlastnosti relaci intuitivné vnimaji a vyuZivaji, setkdvame se
pfi vyuce is problémy plynoucimi z nedostate¢né znalosti vyznamu téchto vlastnosti.
Problém muize byt napiiklad s vnimanim a uZitim symetrie rovnosti. Zaci na prvnim stupni
ro¢niku. Pravdivost vyroku 5 = 2 4+ 3 uz ale mnohdy neumi urcit, nebot’ opacné potadi
prvki rovnosti (nejprve vysledek, poté uloha s operaci) je vyrazné méné uzivane.
Obdobnym ptikladem je nedostatecné pochopeni diisledkii plynoucich z tranzitivity
rovnosti. Ackoli zak vyuZiva pifi vypocitani ulohy rovnost, asto se zapisem nepracuje

spravné. Napftiklad ulohu (8 - 2 — 3 + 5 — 6) zapisuji Zaci Casto timto zplisobem:
8:2—-3+5-6=16-3=13+5=18—-6=12

V tomto piipad¢ je vysledek spravny, ale jednotlivé Ciselné vyrazy mezi rovnitky se
nerovnaji. To mize u jiného typu ulohy zapfi¢init chybny vysledek. Zak vi, ze zavorka

a nasobeni maji pfednost, a proto postupuje takto:
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8+3-(8-9)-7=8-9=-1-7=-74+3=-4+8=4

Vysledek je zfejmé nespravny. K takovymto chybdm dochazi pomérmné Casto a zfejmé

plynou znedostatecného vniméni rovnosti jako ekvivalence. Obdobny problém se

vyskytuje na druhém stupni zakladni Skoly naptiklad u uprav algebraickych vyrazi.
4ab+12a  4a(b+3) 4a(b+3) 4a 4 1

6(ab+3a) 6(ab+3a) 6a(b+3) 6a 6 2

Kazdy z krok je spravny a kazdd z rovnosti plati. Pfesto zaci Casto nevnimaji, ze plati
zaroven 1 rovnost prvniho a posledniho prvku, tedy:
4ab+12a 1
6(ab+3a) 2°
Podobna situace — tedy nedostatecné vnimani tranzitivity — byva problémem
u tématu délitelnost. Zaci Casto vnimaji napiiklad spravnost tvrzeni 3|15 a 15|150, ale

mnohdy nevnimaji disledek, tedy ze 3|150.

3.4 Relace a hadanky
Obdobné jako v pravidlech her, i v mnohych logickych hadankach Ize najit a definovat

relace. Jednim z ptikladi je znamy typ logické hadanky prelévini vody. Riizné obdoby této
hadanky (rizny pocet nadob, jiné objemy, odlisny vychozi a koncovy stav, ...) se vyskytuji
velmi casto v logickych soutéZich, Sifrovacich hrach apod. Uved'me jednu konkrétni

moznou podobu této hadanky:

Mame tri nadoby. Objem prvni ndadoby je osm litrii, objem druhé nadoby je pét litru
a objem treti nadoby jsou tri litry. Nejvetsi nadoba je na pocatku zcela zaplnéna tekutinou,
zbylé dvé nadoby jsou prdzdné. Jiny zdroj tekutiny nemdame. Ukolem je odméFit pomoci
techto tri nadob dvakrat ctyri litry tekutiny, tj. dosahnout stavu, kdy v osmilitrové
a petilitrové nadobé je po ctyrech litrech vody. Jakym zpiisobem lze cile dosahnout? Jaky
je nejmensi mozny pocet krokii (krok = preliti tekutiny z jedné nadoby do druhé) vedoucich

k dosazeni cile?

Podobné tulohy byvaji Casto feSeny zplsobem pokus — omyl. Obvykle se také
setkdvame pfi feSeni s ndkresy nadob a zéapisy/zakresleni hladin tekutin. V této kapitole

uvedeme ale moZnost feSeni pomoci znalosti relaci.

45



Zaved'me mnozinu M vSech uspotfadanych trojic M = {[xy, x5, x3]}, pro kterou
plati: x; €{0,1,2,3,4,5,6,7,8}, x, €{0,1,2,3,4,5}, x5 €{0,1,2,3} a zaroven plati:
X1 + x, + x3 = 8. Hodnota x; reprezentuje aktualni objem tekutiny v osmilitrové nadobé,
hodnota x, uvadi aktudlni objem tekutiny v pétilitrové nadobé a x5 znaci objem tekutiny
v tilitrové nadobé. Mnozina M pak tedy zachycuje vSechny mozné stavy objemu tekutin
v danych nadobach: M ={[8,0,0], [7,1,0], [7,0,1], [6,2,0], [6,1,1], [6,0,2],
[5,3,0], [5,2,1], [51,2], [50,3], [4,4,0], [43,1], [422], [41,3], [3,5,0],
[3,4,1], [3,3,2], [3,2,3], [2,51], [2,4,2], [2,3,3], [1,52], [1,4,3], [0,5,3]}
Zaved’'me relaci R v mnoziné M takovou, ze:

Vx,y EM: xRy & x +yA

M=y A [2=5) V3 =3)V (=0 V(yz =0V

VA (G =y) Al =8) V(3 =3)v(y =0) v (yz3 =0)]) v

V{(x3 =yz) Al =8) V(2 =5) V(y1 = 0) vV (y, = 0)])
Jinak feCeno prvky (stavy) x a y mnoziny M jsou spolu v relaci R, prave kdyz lze ze stavu
x prejit do stavu y pomoci jednoho pieliti z jedné nadoby do jiné tak, Ze se bud’ pivodni
nadoba zcela vyprazdni, nebo se cilova nadoba zcela naplni.

K zépisu relace vyuzijeme uzlovy graf. Pokud rovnou zakreslime vSechny stavy
(uzly) z mnoZiny M se vSemi relacemi (Sipkami), bude graf obsahly a velmi nepiehledny

(Obrazek 28).

/ 3 =8 (5 1,2]

[4, 4,0

Obrazek 28: Uzlovy graf relace R
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Protoze hledame cestu z vychoziho stavu [8, 0, 0] do kone¢ného stavu [4, 4, 0], lze
bez Gjmy odstranit vSechny stavy, do nichz nevede zadna Sipka. Graf nové vzniklé

R
A\
\ N

[0, 5, 3]
_ \ N\
‘ \\ \\
AN

podmnoziny relace R prehlednéjsi (Obrazek 29, vychozi a cilovy stav vyznaceny zluté).
7.1, 0]!
'\\, [4,1,3]
f[r 0,1 g
/

/
I/

-

Obrazek 29: Uzlovy graf relace R bez nepotiebnych uzli
V uzlovém grafu neni na prvni pohled zfetelné, zda je tato Uloha feSitelna
a pfipadné v kolika nejméné krocich (nezavisle na zplsobu prelévani). K tomu lze vyuZit

znalost uzaveru relace. Pozadovaného koncového stavu [4, 4, 0], lze z po¢ate¢niho stavu
[8,0,0] dosahnout, pravé kdyz plati: [8,0,0]R[4,4,0], neboli kdyZ pozadovana dvojice

prvki (stavil) nalezi tranzitivnimu uzéavéru relace R.
Pokud jde o naSi konkrétni dvojici stavli, budeme sklddat relaci R tak dlouho,
dokud [8,0,0]R™[4,4,0]. Cislo n pak bude znazorfiovat poéet krokii potiebnych k dosazeni
koncového stavu. K tomu vyuZijeme matici sousednosti relace R.
Pro usnadnéni doplnéni matice sousednosti relace R vyuzijeme poznatku, Ze relace
R neni reflexivni. Tato skute¢nost plyne nejen pfimo z prvni ¢asti definice (x # y), ale
také ze samotného zadani ulohy - jednim prelitim nelze ziskat totoZny stav, jako byl

stav vychozi. Na diagonalu matice sousednosti relace R miizeme tedy doplnit samé

nuly. Pro lepSi orientaci ponechavame u matice sousednosti obé zahlavi (Obrazek 30)
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Obrazek 31: Matice sousednosti relace R s vyzna¢enymi nulovymi sloupci
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po¢tem krokl nutnych k vyfeseni hddanky. To se stane poprvé pifi umocnéni matice na

sedmou (Obrazek 33, k umocnéni matice jsme vyuzili on-line kalkulacku matrixcalc.org).
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Obrazek 32: Matice sousednosti relace R bez nulovych sloupci
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Obrazek 33: Matice sousednosti relace R umocnéna na sedmou
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Pak tedy plati: [8,0,0]R7[4,4,0]. Tim jsme zjistili, Ze zadana hadanka je feSitelna

a ze k dosazeni koncového stavu je zapotfebi sedmi krokl. Na uréeném misté je Cislo

jedna, existuje tedy jedna sedmikrokova posloupnost pielévani vedouci k cili. Zatim ale

nevime, které kroky to jsou.

Ke zjisténi konkrétnich krokl vyuzijeme opét uzlovy graf. Budeme postupovat po

jednotlivych krocich od vychoziho stavu. Graf tedy zacneme budovat od uzlu [8,0, 0].

V prvnim kroku hledame takové stavy, se kterymi je v relaci stav [8,0,0]. To jsou stavy

[3,5,0] a[5,0,3] (Obrazek 34).
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Nové¢ zakreslené stavy vyznacime Cervené. Z nich vedeme Sipky do vSech stavi, s nimiz
jsou v relaci (Obrazek 35).
[8,0,0]
O.

[5,0,3]
@ @

3,5, 0]

Obrazek 34: Uzlovy graf relace R; 1. krok

[0, 5, 3}.

8,0,0]
O.

[5,0,3]
L ]

(3,5, 0]

[3.2 3]@ ¢’5,3,0]

Obrazek 35: Uzlovy graf relace R; 2. krok

OranZové vyznacené Sipky vedou do uzl, které se v grafu jiz nachéazely. Tohoto vyznaeni
budeme vyuZivat 1 v dalSich krocich. OranZzové znacené relace nemohou byt soucasti
nejkratSiho zptisobu dosazeni cile. Proto je vypustime a tfi nové zakreslené uzly (stavy)

vyznacime Cervené (Obrazek 36).

0,5, 3]
0,5, 3],

8,0,0]
O.

5,0,3]

[3,5,0]

[3,23]e @15, 3,0]

Obrazek 36: Uzlovy graf relace R; 3. krok
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Z nové¢ vyznacenych (Cervenych) uzlli (stavll) vedeme Sipky vedouci do vSech stavi,
s nimiz jsou v relaci (Obrazek 37). Oranzové, tedy pro feSeni problému nepodstatné, relace

vypustime a novée vzniklé stavy ozna¢ime Cervené (Obrazek 38).

[0, 5, 3].
[8,0,0]
O
[5,0, 3]
@ ®
[3,5,0]
3.2 3]e @’[5,3,0]
® ®
[6,2, 0] [2, 3, 3]
Obrazek 37: Uzlovy graf relace R; 4. krok
(@]
[8,0,0]
O
(5,0, 3]
[ L
[3.5,0]
[3,2, 3@ @[5 3,0]
® ®
[6,2,0] [2,3,3]

Obrazek 38: Uzlovy graf relace R; 5. krok
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Vsimnéme si, ze prvek [0, 5, 3] neni v relaci s Zadnym nové zakreslenym prvkem. Proto ho
v dalSich krocich nemusime uvazovat, jisté totiz neni soucéasti nejkratSiho mozného
postupu. Z nové vyznacenych uzli opét vedeme Sipky do vSech stavii, s nimiz jsou v relaci

(Obrazek 39). Oranzové relace vypustime a noveé vzniklé stavy oznacime Cervené (Obrazek

40).

[8,0,0]
O
[5.0, 3]
*® ®
(3,5,0]
[3,2 3@ e [5 3,0] @
[2, 5, 1]
@ @
[6,2,0] [2,3,3]
@
[6,0, 2]
Obrazek 39: Uzlovy graf relace R; 6. krok
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[3, 2 3le e [5, 3, 0] @
[2,5, 1]
® ]
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@
[6,0, 2]

Obrazek 40: Uzlovy graf relace R; 7. krok
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V grafu se zjevné vykresluji dva riizné zplsoby pielévani, v nichz se jednotlivé stavy
neopakuji. Je ale nutné zjistit, ktery znich vede do pozadovaného koncového stavu
[4, 4, 0]. Pokracujeme zavedenym algoritmem: Z nové vyzna¢enych uzli vedeme Sipky do
vSech stavill, s nimiz jsou v relaci (Obrazek 41). Poté oranzové relace vypustime a nové

vznikl¢é stavy oznacime Cervené (Obrazek 42).
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Obrazek 41: Uzlovy graf relace R; 8. krok
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Obrazek 42: Uzlovy graf relace R; 9. krok
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Obdobné pokracujeme i naddle: vyzna¢ime nové relace (Obrazek 43), nepotiebné

zanedbame (Obrazek 44).
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Obriazek 43: Uzlovy graf relace R; 10. krok
7.1, 0].
87,011
8,0,0
[ O]
5,0, 3]
[ °
[3,5,0]
3,2, 3¢ o5, 3,0] °
2,5 1]
® °
6, 2, 0] 2,3, 3]
[
6,0, 2]
L ®
[1,5,2] (1,4, 3]

Obrazek 44: Uzlovy graf relace R; 11. krok

54



V dalsim kroku opét vyznalime vSechny relace jdouci znovych uzli (Obrazek 45)

a nepotiebné relace poté zanedbame (Obrazek 46).
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Obriazek 45: Uzlovy graf relace R; 12. krok
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Obrazek 46: Uzlovy graf relace R; 13. krok
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Jeden ze zplsobu pielévani nyni kon¢i v ocekdvaném koncovém stavu — dospéli jsme
nejkrat$i moznou cestou k cili, ¢imzZ jsme zjistili feSeni hadanky. Pro zajimavost ale jeste
zjistime, zda Ize cilového stavu dosahnout i pomoci druhé vétve grafu. Z nové vzniklého
stavu vedeme Sipky do vSech stavil, s nimiz je v relaci (Obrazek 47). Nepotiebné relace

vypustime (Obrazek 48).
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Obrazek 47: Uzlovy graf relace R; 14. krok
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Obrazek 48: Uzlovy graf relace R; ieSeni hadanky
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Pomoci uzlového grafu jsme tedy ziskali dva pfimé zplsoby feSeni hadanky, pficemz
jejich délka se lisi o jeden krok. Nejkratsi mozny zplsob feSeni uvedené hadanky
zobrazuje symbolicky Obrazek 49. Tento zptisob je dlouhy sedm kroki, coz koresponduje

s poctem zjisténych umocnéni matice sousednosti relace R.
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Obrazek 49: ReSeni hadanky pielévani vody

(R

Tato kapitola ukazala, kde se miizeme s relacemi setkat, jak je lze zavést a jak je

mozné vyuzit jejich znalost k feSeni problému.
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4 Ulohy

Tato kapitola obsahuje sady uloh ovétujici schopnost vyuziti poznatkti uvedenych v prvni
¢asti této bakalarské prace. Nejprve vzdy uvedeme nékolik piikladi s moznym postupem

feSeni, poté zadame fadu uloh na dané téma.

4.1 Ulohy na vivod

Prvni sada uloh ovéfuje schopnost aplikovat znalosti z kapitoly 1 Uvodni pojmy a kapitoly

2 Relace.

Priklad 1.1. Zapiste mnozinu A = {x:x € Z A x* + 4x + 3 = 0} vy&tem prvka.
Reseni 1.1. Nejprve je potieba vyiesit kvadratickou rovnici x? +4x +3 =0,

napiiklad pomoci diskriminantu a vzorce pro vypocet kofenti kvadratické

rovnice: D=b? —4-a-c=42—-4-1-3=16-12=4
_—b+VD —4+V& —4+2 -2
NTT2e T 2 T T2 T 727
_—b—VD —-4-V& —-4-2 —6_ ;
25" T 2 T2 27

Kofeny kvadratické rovnice jsou —1 a —3. Oba kofeny spliiuji podminku x € Z
a jsou tedy prvky mnoziny A. Mnozinu A lze proto vyCtem prvkl zapsat:

A={-1-3}

Piiklad 1.2. M¢jme relaci R z mnoziny vSech zen bydlicich ve mést¢ Tabor do mnoziny
vSech muzl bydlicich ve mésté Tabor definovanou takto: xRy < x je manzelkou .
Mg¢jme relaci S z mnoziny vSech muzu bydlicich ve mésté Tabor do mnoziny vsech zen
bydlicich ve mésté Tabor definovanou: xSy < x je synem y. Popiste relaci R o S.

ReSeni 1.2.  Nejprve zapisme mnoziny, mezi kterymi je vysledna relace. Pro
skladani relaci plati, ze pokud RS AXBaS<S BXC,pakRoS S AXC. Je-li
tedy relace R definovand z mnoziny vSech zen bydlicich ve mésté Tabor
do mnoziny vSech muzl bydlicich ve mésté¢ Tabor a relace S z mnoZiny vSech
muzil bydlicich ve mésté Tabor do mnoziny vsech zen bydlicich ve mésté Tébor,

pak je vysledna relace R o S definovana z mnoZiny vSech Zen bydlicich ve mésté
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Tabor do mnoziny vSech Zen bydlicich ve mést¢ Tabor. Jelikoz se jedna
o totozné mnoziny, je vysledna relace definovana v mnoziné vsech zen bydlicich
ve mésté Tabor.

Dale vime, Ze pro prvek x z mnoziny vSech zen bydlicich v Tabote a prvek
y z mnoziny muzl bydlicich v Taboie plati, ze jsou spolu v relaci R, pravé kdyz
x je manzelkou y. Prvek y z mnoziny vSech muzi bydlicich v Tabote je v relaci
S s prvkem z z mnoziny vSech zen bydlicich ve mésté Tabor, pravé kdyz y je
synem z. Pro zenu x bydlici v Tabofte tedy plati, Ze je v relaci R o S se zenou z
bydlici v Tabote, pravé kdyz je manzelkou jejiho syna, neboli pokud je jeji

snachou, neboli: x(R o S)y & x je snachou y.

Priklad 1.3. Zapiste vyctem prvka kartézsky souc¢in A X B mnozin A = {—1, -3}
a B = {a, b, c}. Poté graficky zndzornéte pomoci tabulky a $achovnicového grafu.
Reseni 1.3.  Kartézsky soudin A x B mnozin A ={-1,-3} a B ={a,b,c}
zapiSeme jako mnozinu vSech uspofadanych dvojic, v nichz prvni prvek je
z mnoziny A a druhy prvek z mnoziny B:
AxB={[-1,a],[-1,b],[-1,c],[-3,a],[-3,b],[ -3, c]}.
Tabulku kartézského souc¢inu A X B zachycuje Obrazek 50, Sachovnicovy graf

kartézského soucinu A X B znéazoriiuje Obrazek 51 .

B c
a b c
A

b

-1 |[-1, a] | [-1, b]|[-1, c]
a

3 |[-3,a]|[-3, b]|[-3, ¢]

-1 -3
Obrazek 50: Tabulka Obrizek 51: Sachovnicovy graf kartézského soudinu
kartézského soucinu 4 X B AXB
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Uloha 1.1.  Zapiste mnoZinu A = {x:x € N Ax? — 2x + 1 = 0} vy&tem prvka.

Uloha 1.2. Zapiste mnozinu B = {6, 7, 8,9} pomoci charakteristické vlastnosti.

Uloha 1.3.  Zapiste mnozinu C = {—2,2} pomoci charakteristické vlastnosti. VyuZijte
v zapisu absolutni hodnotu.

Uloha 1.4.  Zapiste kartézsky soudin C X D mnozin C = {1,2,3}a D = {a,b, c,d} jako
mnozinu uspofadanych dvojic. Poté zapiste kartézsky soucin D X C. Oba kartézské
souciny libovolnym zptsobem graficky znazornéte.

Uloha 1.5.  Znéazorndte relaci R = {[1,2],[2,2],[3,4],[4, 2], [4, 3],[5,11,[5,2],[5, 51}
vmnoziné A ={1,2,3,4,5,6} pomoci kartézského grafu, uzlového grafu, tabulky,
Sachovnicového grafu a zapiSte pomoci matice sousednosti.

Uloha 1.6. M¢me mnoziny A ={1,2,3,4}, B=1{4,6,8,10} a C ={10,32,80}.
Slozte relaci R € A X B definovanou takto: xRy & x je d¢litelem y srelaci
S € B X C definovanou takto: xSy © x je délitelem y. ZapiSte, mezi kterymi
mnozinami je definovana vysledna relace R o S a popiste ji.

Uloha 1.7.  Popiste relaci R o R, pokud R oznaduje:

a. relaci byt otcem v mnoziné viech muzil pochazejicich z Ceské republiky,

b. relaci byt dcerou v mnoziné vSech lidi obyvajicich hlavni mésto Prahu,

c. relaci byt sourozencem v mnozin€ vSech zaka navstévujicich danou zékladni
Skolu.

Uloha 1.8.  Najdéte v mnoziné A = {a,b,c,d, e, f,g} dvé relace R a S tak, aby platilo
R # Sazaroven RoS = SoR.

Uloha 1.9.  Je déna mnozina A = {2,4,6} a mnozina B = {1,3,5,7}. Urcete, zda je
relace R = {[2,5],[2,7],[4,3],[4,7]} zobrazenim z A do B.

Uloha 1.10. Jsou dany mnoziny C = {v,w,x,y,z} a D = {9,10, 11, 12, 13}. Rozhodnéte,
zda je relace S = {[x,9], [y, 12], [z, 10], [v, 11], [w, 13]} zobrazenim z C do D. Pokud

ano, urcete, zda je toto zobrazeni prosté, na nebo vzdajemné jednoznacné.
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4.2 Relace a jejich vlastnosti

Tato sada uloh se zamétuje na vlastnosti relaci v mnoziné€ a jejich ovétrovani.

Priklad 2.1. Urcete, zda jsou nasledujici relace v danych mnozinéch reflexivni:
relace mérit méné centimetrii v mnozing vsech déti jedné konkrétni t¥idy,
b. relace byt totozny v mnozin¢ vsech piimek dané roviny,
c. relace R v mnozin¢ vSech pfirozenych ¢isel danéd charakteristickou vlastnosti:
R ={[x,y;x -y €{5,10,15}}.
ReSeni 2.1.  Reflexivita relace znamena, Ze je je kazdy prvek v relaci sam se
sebou.
a. Zadny 74k nemize méfit méné centimetri (tedy byt mensi) neZ on sam.
Tato relace tedy reflexivni neni.
b. Kazdéd pfimka v roviné je totoznid sama se sebou. Tato relace je tedy
reflexivni.
c. Reflexivita dané relace by znamenala, Ze druhd mocnina vSech
ptirozenych ¢isel nalezi mnoziné {5,10,15}. To neplati, relace R tedy

neni reflexivni.

Priklad 2.2. Urcete, zda jsou nésledujici relace v danych mnoZinach symetrické:
a. relace mit stejny pocet sourozencii v mnozing€ vsech lidi v jednom mésté
b. relace byt nadrizenym v mnozing€ vSech zaméstnancti konkrétni spolecnosti
c. relace R v mnozin¢ vSech redlnych ¢isel dana charakteristickou vlastnosti:
R ={[xy);x -y €{-3,9107}}.
ReSeni 2.2. Relace je symetricka, pokud plati, Ze je-li jeden prvek v relaci
s druhym, je 1 druhy prvek v relaci s prvnim.
a. Pokud m4 jedna osoba stejny pocet sourozencu jako druhd osoba, ma
1 druhd osoba stejny pocet sourozenct jako osoba prvni. Tato relace je
tedy symetricka.
b. Je-li jedna osoba nadfizend druhé osoby, pak jist¢ nemiize byt druha

osoba nadfizena osoby prvni. Tato relace tedy zfejmé symetricka neni.
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c. Diky komutativité nasobeni lze fici, Ze plati-li x - y € {—3,9,107}, pak
musi platitiy - x € {—3,9,107}. Relace je symetricka.

Piiklad 2.3. Urcete, zda jsou nasledujici relace v danych mnozinach tranzitivni:
a. Relace mit stejnou barvu v mnoziné vsech jednobarevnych pastelek v jedné
konkrétni Skolni druziné.
b. Relace byt matkou v mnozing viech Zen Zijicich v Ceské republice
c. Relace byt nasobkem v mnozin¢ vSech ptirozenych cisel N.
Refeni 2.3. Relace je tranzitivni, pokud plati, ¢ je-li jeden prvek v relaci
s druhym a druhy prvek v relaci se tfetim, je i prvni prvek v relaci se tfetim.
a. Ma-li jedna pastelka stejnou barvu jako druhd a druha pastelka stejnou
barvu jako tfeti, pak ma jist¢ i prvni pastelka stejnou barvu jako tieti.
Tato relace je tedy v mnozin¢ jednobarevnych pastelek tranzitivni. Pro
dvoubarevné ,,pilené* pastelky by ale tranzitivita neplatila.
b. Je-li prvni Zena matkou druhé a ta je matkou tieti, pak je prvni Zena
babickou tfeti Zeny, nikoli jeji matkou. Proto tato relace neni tranzitivni.
c. Je-li ¢islo x nasobkem cisla y, pak plati: 3k € N: k - y = x, a zaroven
je-li ¢islo y nasobkem ¢isla z, pak plati: 31 € N:1- z = y. Spojime-li tato
dvé tvrzeni dohromady, zjistime, ze: 3k,l € N:k-1-z = x. Tim jsme

dokazali, Ze prvek x je nasobkem prvku z. Tato relace je tedy tranzitivni.
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Uloha 2.1.  Urgete, zda je relace R = {[x, y]; x — 1 = y} v mnoZiné pfirozenych ¢isel N
reflexivni, antireflexivni, symetrickd, asymetrickd, antisymetricka ¢i tranzitivni.

Uloha 2.2.  V mnoziné viech lidi v Ceské republice je dana relace R: xRy < prvku x
imponuje prvek y. UrCete, jaké vlastnosti ma tato relace.

Uloha 2.3.  V mnoziné viech pst Zijicich v soudasné chvili na planeté Zemi mé&jme
relaci byt stejnou rasou. UrCete, jaké vlastnosti ma tato relace v dané mnoziné. Obdobn¢
urcete vlastnosti téZe relace v mnozin€ vSech Cistokrevnych pst Zijicich v soucasné
chvili na planeté Zemi. Vysvétlete, pro¢ se vlastnosti lisi.

Uloha2.4. Za pomoci uzlového grafu urdete vlastnosti relace R v mnoziné A.
A=1{1,23,4,5}, R ={[1,1],12,2],13,3],[1,2],[21],[2,3],[1, 3]}

Uloha 2.5.  Za pomoci Sachovnicového grafu uréete vlastnosti relace R v mnoziné A.
A ={a,b,c,d},R ={[a,al,[a,c]lb,b],[b,c]l lc al lcbllccl|[d d]}

Uloha 2.6.  Za pomoci matice sousednosti urete vlastnosti relace R v mnoziné A.

A = {Petr(P), LibuSe(L),Veronika(V), Tomas(T), Markéta(M)},
R ={[V,T],[M,V],[M,T], [V, M]}. Zapiste, jaky pfibuzensky vztah by relace R mohla
popisovat.

Uloha 2.7. O relaci R v mnoziné A = {a, b, c,d} vime, ze je reflexivni a tranzitivni, ale
neni symetrickd. Také vime, ze obsahuje celkem 7 uspotadanych dvojic, pficemz dvé
z nich jsou [a,c] a [a, d]. Zapiste vyctem usporadanych dvojic relaci R. Urcete, zda je
tato relace zadana jednoznacné, nebo zda existuje vice moznych feSeni.

Uloha 2.8.  Urcete vlastnosti relace R: xRy < x navstévuje stejny rocnik zdakladni skoly
Jjako y v mnozing viech déti Ceské republiky ve véku 6 az 15 let. Rozhodnéte, zda se
jedna o ekvivalenci, toleranci ¢i uspotadani.

Uloha 2.9. Zavedte mnozinu, v niz mize byt definovana relace R: xRy < x md na
sobé stejny obrazek jako y, tak, aby byla relace R toleranci.

Uloha 2.10. M¢éjme mnoziny A ={1,2,3,4} a B ={5,6,7,8,9}. Jsou dany relace
R ={[1,5],[1,6],[1,7],12,5],[2,6],[3,9], [4, 7], [4, 8]} mezi mnozinami A a B a relace
S ={[5,1],16,2],17,3],[5,2],[6,3],19,3],[7, 4], [8, 4]} mezi mnozinami B a A. Urlete

vlastnosti relace R o S v mnoziné A. Uréete vlastnosti relace S ¢ R v mnoziné B.
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4.3 Vysledky
V této kapitole uvadime vysledky k uloham z ptedchozich kapitol. Uvadime vzdy jednu

variantu feSeni, a to i v ptipadech, kdy jich existuje vice. Grafy ponechdvame na Ctenafi.

Vysledek 1.1. A = {1}

Vysledek 1.2.  Zplsobil zapisu této relace pomoci charakteristické vlastnosti je vice,

uvadime jeden znich: B = {x:x e NA5 < x < 10}.

Vysledek 1.3. C ={x:x € ZA |x| = 2}

Vysledek 1.4.
CxD=11,al[1,b],[1,c] (1,d],[2 al (2 b],[2 ] [2,d],[3,a],[3,b],[3,c], [3,d]},

D xC ={[a, 1] [a, 2],[a 3], [b,1],[b,2],[b,3], [c, 1], [c, 2], [c, 3] [d,1],[d, 2], [d, 3]}

Vysledek 1.6. RoSC AXC
R ={[1,4],1,6],[1,8],[1,10],[2,4],[2,6],[2,8],[2,10],[3, 6], [4, 4], [4, 8]}
S = {[4,32], [4,80],[8, 32], 8, 80], [10, 10], [10, 80}
RS ={[1,32],[1,80],[1,10],[2,32],[2,80],[2,10], [4,32],[4,80]}
X(R o S)y © x je délitelem y

Vysledek 1.7.
a. byt dédeckem ze strany otce
b. byt vnuckou babicky

c. byt sourozencem nebo byt sdm sebou

Vysledek 1.8. R = {[a,a], [b,b], [a,b]},S = {[a,al, [b, b], [b, a]}
SoR=RoS={[aall[b,b]}

Vysledek 1.9.  Nejedna se o zobrazeni, nebot’ jednomu vzoru odpovidaji dva obrazy.

Vysledek 1.10. Jedna se o vzajemné jednoznacné zobrazeni.
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Vysledek 2.1.

Vysledek 2.2.

Vysledek 2.3.

Relace neni reflexivni, je antireflexivni, neni symetrickd, je

antisymetricka, je asymetricka a neni tranzitivni.

Relace neni reflexivni, neni antireflexivni, neni symetrickd, neni

antisymetrickd, neni asymetricka a neni tranzitivni.

Relace se li$i tim, zda spliuji tranzitivitu.

a. relace je reflexivni, neni antireflexivni, je symetricka, neni antisymetricka ani

asymetricka, neni tranzitivni

b. relace je reflexivni, neni antireflexivni, je symetricka, neni antisymetrickd ani

asymetricka, je tranzitivni.

Vysledek 2.4.

Vysledek 2.5.

Vysledek 2.6.

Vysledek 2.7.

Vysledek 2.8.

Vysledek 2.9.

Vysledek 2.10.

Relace neni reflexivni, neni antireflexivni, neni symetrickd, neni

antisymetrickd ani asymetricka, je tranzitivni.

Relace je reflexivni, neni antireflexivni, je symetrickd, neni

antisymetricka ani asymetrickd, neni tranzitivni.
Relace neni reflexivni, je antireflexivni, neni symetrickd, neni
antisymetrickd ani asymetrickd, neni tranzitivni.

Naptiklad: Veronika, Markéta a Tomas jsou sourozenci.

Napiiklad: R = {{a, a}, {b, b}, {c, c},{d, d},{a, c},{a,d},{d, c}}.

Neni ddno jednoznaén€, moznosti je vice.
Relace je reflexivni, symetricka a tranzitivni. Jedna se o ekvivalenci.
Naptiklad mnoZina vSech tricek na svéte.

Relace R o S je reflexivni a tranzitivni, relace S o R je reflexivni.
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Zavér

Svét kolem nas je plny vztahli — relaci. Jsme jimi obklopeni od détstvi, at’ uz pti hrach,
v pratelstvi, ve vyuce nebo v hadankach. I bez znalosti teorie Casto intuitivné vnimame, ze
nékteré¢ vztahy jsou symetrické, jiné nikoliv. Obdobné chapeme i reflexivnost ¢i
tranzitivitu. Pochopenim teoretickych zakladt se pak porozuméni prohloubi.

Tato prace se pokusila prave tyto teoretické zéklady nejprve s vyuzitim odbornych
zdrojl definovat a poté aplikovat. Cilem bylo poukazat na hojny vyskyt relaci kolem nas
a vysvétlit, jak urcit jejich vlastnosti. Pfinosem této prace pak muze byt poukazani na
moznost vyuziti znalosti relaci a jejich vlastnosti k feSeni logickych problémi, konkrétné
pti hie Byci a kravy a pfi zndmé hadance Ptelévani vody.

Charakter prace je primarné teoreticky, téma relace se opira ve dvou hlavnich
kapitolach o odbornou literaturu. Dalsi kapitola pak teoretické poznatky aplikuje a vyuziva
v praxi. Praci doplituje i navrZzeny soubor tloh a jejich feSeni.

Ptinosem by tato prace mohla byt naptiklad pro vysokoskolské studenty, kterym
muze pomoci s orientaci v daném tématu a s propojenim problematiky relaci se situacemi
zbézného zivota. Pravé diky tomuto propojeni se vztahy mezi lidmi a podobnym
prikladim ma tato prace potencial zaujmout také neodbornou vefejnost. Pro ucitele
zakladnich a stfednich $kol pak miZe byt nejen piehlednym pfipomenutim vysokoSkolské
vystavby pojmu relace, ale také vhodnou pomiickou pro pochopeni vlivu znalosti relaci
ajejich vlastnosti (ackoli naptiklad bez kompletni znalosti definic a teorie) na vnimani
situaci v kazdodennim Zivoté¢ i1 uloh ve Skolské matematice. To by mohlo napomoci
predchazeni chybného vnimani nékterych Skolskych relaci u zaki.

Pti psani této prace jsem vyuZzivala znalosti z pfednaSek na vysoké Skole, zaroven
jsem ale své védomosti dopliiovala a prohlubovala za pomoci odbornych zdroji. Prave
kombinace opakovani difive nabytych védomosti a cerpani novych informaci mé
podnécovalo k zaméfeni se na relace v mém okoli. Diky tomu jsem poté sestavila vybér
ptikladl relaci, jejichZ vlastnosti jsem nasledné ovéfovala. Psani této prace mé obohatilo
o novy uhel pohledu na problematiku relaci a utvrdilo mé v nazoru, ze relace lze nalézt
v nepieberném mnozstvi ptipadi a situaci. Véfim, Ze 1 pfipadny Ctenaf této prace uvidi

nyni svét okolo nds ,,o¢ima relaci®.
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Seznam pouzitého znaceni

A, B,C,D,X,Y
1)
ACSB
AcCB
ANB
AUB
A\B
B,
X,y
{x, v}
[x, ]
(x,y)

(x,y)
X €EA

X €A

N < > w <

NV A B

v

mnoziny

prazdna mnozina

A je podmnozinou B

A je vlastni podmnozinou B

pranik mnozin A a B

sjednoceni mnozin A a B

rozdil mnozin A a B

dopln¢k mnoziny B vzhledem k mnozin¢ A
prvky mnoziny

vycet prvkit mnoziny

usporadana dvojice prvkil

uzavieny interval

otevieny interval

x nalezi, je prvkem, je elementem A
x nenalezi, neni prvkem, neni elementem A
mnozina vSech pfirozenych Cisel
mnozina vSech celych ¢isel
mnozina vSech realnych ¢isel
mnozina kladnych realnych cisel
obecny kvantifikator (pro vSechna)
existencni kvantifikator (existuje)
konjunkce (a zaroven)

disjunkce (nebo)

rovna se

nerovna se

byt mensi nez

byt vétsi nez

byt mensi nebo rovno nez

byt vétsi nebo rovno nez
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=3
=

AXB
R,S, T

XRy

U,V,w
f,9.h
U:A-B
01(R), 0,(U)
02(R), 0,(U)
R’

RoS

R—l

IR

AABC

ekvivalence (prave kdyz)

implikace (pak plati)

kartézsky soucin mnozin A a B

relace

dvojice prvki x, y nalezejicich relaci R
zobrazeni

funkce

zobrazeni z A do B

prvni obor relace, prvni obor zobrazeni
druhy obor relace, druhy obor zobrazeni
dopliikova relace k relaci R

sloZzeni relaci R a S

inverzni relace

inverzni zobrazeni

tranzitivni uzaveér relace

n-nasobné slozeni relace R

ttida ekvivalence relace R dana prvkem x
defini¢ni obor

obor hodnot

prvek matice v i-tém fadku a j-tém sloupci
jednotkova matice

negace

absolutni hodnota ¢isla x

x déli y

rovnobéznost ptimek

kolmost piimek

podobnost

shodnost

trojuhelnik ABC
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