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ABSTRAKT

Tato bakalarska prace pojednava o polynomidlnich a exponencidlnich kongruencich
a o0 nahledu na n¢ z hlediska teorie grup. Prace je rozd€lena do tii kapitol. Prvni se vénuje
polynomialnim kongruencim, zejména kvadratickym. U nich se zabyvd urovanim
kvadratickych zbytki a nezbytkii a metodam nalezeni feSeni vcetné upravy kongruence
postupné pro modul dany prvocislem, mocninou prvocisla, specialné mocniny dvojky a
nakonec slozenym c¢islem. Zvlastni pozornost je vénovana Legendrovu symbolu a
kvadratické reciprocité. U polynomidlnich kongruenci vyssich stupiid nacrtava zobecnéni
nékterych prezentovanych poznatki o kvadratickych kongruencich. Druhd kapitola
pojednava o exponencialnich kongruencich, predev§im v navaznosti na tvrzeni, ktera plynou
z jejich zkoumani. Témi jsou Mald Fermatova véta, Eulerova funkce a véta a Carmichaelova
funkce a véta. Zaroven se vénuje 1 jinym aplikacim téchto poznatkil, jako napft. zjiStovani
poslednich cifer nebo Fermatiiv test prvociselnosti. Ve tteti kapitole nabizi rozSifujici a
shrnujici pohled na ptfedchozi dvé kapitoly pomoci poznatkli teorie grup. Hlavnimi
probiranymi koncepty jsou zde tady prvkd, generdtory (alias primitivni prvky) a
izomorfismy mezi grupami. Metody feSeni a aplikace poznatkt jsou v celé praci ilustrovany

feSenymi ulohami.
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reciprocita, Mald Fermatova véta, Eulerova funkce, Carmichaelova funkce, multiplikativni

grupa Z,



ABSTRACT

This bachelor's thesis deals with polynomial and exponential congruences, and their features
from the point of view of group theory. The thesis is divided into three chapters. First chapter
concerns itself with polynomial, especially quadratic congruences. It covers classification
of quadratic residues and non-residues and methods of solving including simplifications
of congruences separately for modulo odd prime, odd prime power, power of two,
and composite number. Special attention is given to Legendre symbol and quadratic
reciprocity. Generalisations of some of these concepts are mentioned in a part about
polynomial congruences of higher degree. Second chapter encompasses exponential
congruences and more importantly theorems and functions emerging from observing such
congruences. These include Fermat’s little theorem, Euler’s totient function and Euler’s
theorem, and Carmichael function and theorem. In addition, it provides further applications
of these results, such as finding last digits of numbers or Fermat primality test. Third chapter
offers deeper insight into the subject matter of the previous two chapters using concepts of
group theory, such as orders of elements, generators (i.e., primitive roots),
and isomorphisms between groups. All methods of solving congruences and different

applications of presented results are demonstrated through examples.

KEYWORDS
quadratic congruence, exponential congruence, Legendre symbol, quadratic reciprocity,
Fermat’s little theorem, Euler’s totient function, Carmichael function, multiplicative group

of integers modulo n



VOt 8
I Polynomidlni KONGIUENCE ........ceeiiiiiiiiiiiiiiiee ettt et e e e e eabeeeeeees 10
1.1 Kvadratické kongruence mod P ........cccoocviiieiiiiiieieiiiie et 13
1.1.1  Kvadratické zbytky a nezbytky mod p........ccccoeevvivieiiiiiieieiiieeeieee e, 15
1.1.2  Reseni kvadratické kongruence mod P...........cocooveoveveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeean, 28

1.2 Kvadratické kongruence mod p® .............cooooviiiiioiiiieeeeeeeeeeee e 33
1.2.1  Kvadratické zbytky a nezbytky mod p¥ .........cocoovvviiiviioiieeeeeeeeee 33
1.2.2  Reseni kvadratické kongruence mod p¥..........ccccooooiovoioeeeeeeeeeeeeeee, 36

1.3 Kvadratické kongruence mod 25 .............cccooviiiiiiiieeeeeeeeeeee e 43
1.3.1  Kvadratické zbytky a nezbytky mod 2% .............ccocoiiiiiiieeeeeee 43
1.3.2  Reseni kvadratické kongruence mod 2K .............cocoovvioiiiiiieeeeeeeee, 44

1.4  Kvadratické kongruence mod 71..........ccocuviiiiiiiieiieiiiiiiee e 48
1.4.1  Kvadratické zbytky a nezbytky mod n........cccceevveeiiiiiiiiiiiiiieeee, 48
1.42  ReSeni kvadratické kongruence mod 7 .............ccooeeeeeeeieeeeeeeeeeeeeen. 49

1.5 Polynomialni kongruence vySSich StUPIU.......ccceeieeiiiiiiiiiiieeeeeeeiiieeee e, 51

2 Exponencidlni KONGIUENCE. ........ceeiiiiiiiiiiiiiiie ettt e e e e e avreeeee e e 56
2.1 Mald Fermatova VELa..........ccoecuuiiiiiiiieeeeeciiiieee e e e ettt e e e e e e e eaavraeeeeeeeeeeenens 61
2.1.1  NEkterd vyuZiti MEV ..ot 63
2.1.2  FermatlQv test prvoCiSEINOSti......cccuuviiiiieieeeeiciiiiiie e 64

2.2 Eulerova funkce a Eulerova v&ta ...........ooccueiiiiiiiiiiiiiiieceee e 68
221 VYUZITEV. e 74

2.3  Carmichaelova funkce a Carmichaelova veta ..........ccoccceiiiiiiiiiiiiiiiiieceieeee 77

3 Algebraicka struktura zbytkli po d€leni 70 .........cooooiiiiiiiiiiiii e, 84



3.1 AdIIVIE GIUPA Zijy weeeeiiiiieeeeiiiie ettt e et e e et e e e et e e e e sebeaeeennnes 86

3.2 Multiplikativind GIrUPA Zy, «.eeccvvveeeeeiiiiee ettt eeire e e treee e e e e e e sebeae e e e 88
3.3 RAd Grupy a FAAY PIVATL......cvovoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 90

R I I € (<1 1S ¢ 110) oSS PPUPRRRNt 92
3.4.1 Polynomidlni a exponencialni kongruence a generatory ............ccceeeuvvvveene. 96

3.5 Cyklické a necyklick€ grupy Zy, ....cccoeeeeeiiiiiiiieeeieeeiieee et 99
3.6 IZOMOTEISINUS Zgy ..vvvveiieeeeieiiiiiiiiee e ettt e e e e ettt e e e e e e e e e eabaeeeaeeeeeennnnns 101
ZLAVET oottt et ettt ettt ettt ettt e ettt e ettt e ettt e e nteeeanbeeennneeennreeeans 113



Uvod

Po porozuméni linedrnim rovnicim a jejich soustavam je dalsim logickym krokem zkoumani
rovnic kvadratickych, po nich dale polynomidlnich vyssich stupiii. Po porozuméni jim je
pfirozenou otazkou, jak fteSit rovnice, kde se neznama objevuje v exponentu, tedy
tzv. exponencialni rovnice. Ob¢ tyto rovnice se fesi jinymi zplsoby nez linearni a daji se
povazovat za slozitéjsi. Jinak tomu neni ani v prostfedi kongruenci, kde je nartist obtiznosti
oproti linedrnim kongruencim moZna jeSté vétSi. Pravé feSenimi takovych kongruenci
a jejich Sir§imi souvislostmi se v této praci zabyvam.

Cilem této prace je podat poznatky o zde zkoumanych kongruencich a matematickych
strukturach, pokud moZno intuitivnim aZ konstruktivistickym zpisobem. Ke vétSiné
prezentovanych poznatki se tedy snazim cCtenafe piivést pomoci intuice a cilenych
pozorovani. Zaroven z poznatkli vyvozuji nové a pojim je do souvislosti. I pfesto je pro
porozuméni tématu ocekdvand vstupni znalost Ctendfe. Kromé ovladani elementdrni
matematiky na trovni stfedni Skoly je k dobrému porozumeéni vSem témattim, kterych se tato
prace dotyka, tteba disponovat relativné dobrou trovni porozuméni linearnim kongruencim
a zakladni znalosti pojmu teorie grup (grupa a jeji axiomy, téleso).

Konstruktivisticky ptistup ovlivnil ¢lenéni této prace. Prvni kapitolou jsou polynomidlni
kongruence, druhou jsou exponencidlni a tieti grupovy nahled. To se vymyka clenéni
v drtivé vétsingé literatury, kde se zacCind s exponencidlnimi kongruencemi a znalost
grupového kontextu se Casto piedpoklada. Mné ovSem toto ¢lenéni piipadd intuitivnéjsi
z divodi, které jsem nastinil v prvnim odstavei. Otazka feSeni polynomidlnich rovnic
(potazmo 1 kongruenc¢nich) mi pfijde o mnoho pfirozenéj$i nez otazka teSeni
exponencialnich rovnic. Toto ¢lenéni mé ale sva uskali. Obcas je v praci potteba koncept,
nejcastéji pro dikaz nebo lepsi ndzornost, ktery si nelze intuitivné zavést v danou chvili.
Proto se v praci v nékolik piipadech odkazuji na pozd&jsi kapitoly.

Motivaci k sepsani této prace byl predmét Ciselné obory a teorie ¢isel, ktery jsem v ramci
svého studia absolvoval. Vném jsme se mimo jiné ucili pravé o kvadratickych

a exponencidlnich kongruencich a strukturdlnim ndhledu na né. K témto tématiim ovSem

chybél n€jaky souhrnny ucebni text v ceském jazyce a tato prace jako takovy text mize



slouzit. Dal§i motivaci je moje fascinace ¢istou matematikou a vyzva, kterou pro me¢ napsani
matematické prace predstavuje.

V prvni kapitole se zabyvam polynomialnimi kongruencemi, z velké vétSiny kvadratickymi.
Tato kapitola je ¢lenéna podle povahy modulu, zda je lichym prvoéislem, mocninou lichého
prvocisla, mocninou dvojky, nebo slozenym Cislem. Nejdiive se vzdy vénuji zpiisobim, jak
rozhodnout, zda dana kongruence viibec ma feseni a dale zpiisobim jeho nalezeni. Objevuji
se zde koncepty jako Legendriv symbol a kvadraticka reciprocita.

Ve druh¢é kapitole se zabyvam exponencidlnimi kongruencemi. Ze zkoumani téchto
kongruenci plynou dilezité véty (Mald Fermatova, Eulerova, Carmichaelova) a funkce
(Eulerova, Carmichaelova), které¢ ma;ji $irSi vyuziti a tém také vénuji notnou pozornost.
Tteti kapitola poskytuje rozsifujici a prohlubujici vhled do pfedchozich dvou kapitol skrz
zkoumani mnozin modulo n ze strukturalniho pohledu. Zde se ¢tenaf sezndmi s pojmy jako
fad grupy, fad prvku, generator a izomorfismus. Tato kapitola je o néco mén¢ formalni nez
piedchozi dve.

Jednim z hlavnich priikkopniki problematiky, kterou se zabyva i tato prace, byl dnes jiz
legendarni matematik Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Proto anglicky pteklad jeho
Disquisitiones Arithmeticae (Gauss, 1986), které napsal ve svych 21 letech a vydlazdily
cestu moderni teorii Cisel, patfi mezi hlavni zdroje této prace. Mnoho poznatku, kterymi se
v praci zabyvam nicméné objevili jiz matematici pfed Gaussem. Ctyii z nich Gauss zmitiuje
v predmluve, jsou jimi neméné legendarni Pierre de Fermat (1607-1665), Leonhard Euler
(1707-1783), Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) a v neposledni fadé¢ Adrien-Marie
Legendre (1752-1833). Mezi dalsi hlavni zdroje patti kniha Kouzlo cisel (Ktizek, 2018)
a skripta Algebra (Stanovsky, 2022). Jesté chci zminit bakalafskou praci Natalie Kandkoveé
(2022) Linearni diofantické rovnice a kongruence, na kterou moje prace tematicky navazuje

a nékdy se na ni odkazuji pro vysvétleni konceptil lineadrnich kongruenci.



1 Polynomialni kongruence

Pred =zapocetim naSeho zkoumani pfipomenime nékolik zakladnich poznatkt
o kongruencich; co vlastné kongruenci minime, co je kongruencni rovnice a jak s nimi

pracovat.

Definice 1 (Kongruence)

Necht a, b € Z an € N. Rikame, Ze a je kongruentni b modulo n a zapisujeme:
a = b (modn)
prave tehdy, kdyz n|a — b.

Tento koncept zavedl Gauss ve svych Disquisitiones Arithmeticae (déle jen DA) a uz tehdy
ho definoval v podstaté stejnym zpisobem: ,,Si numerus a numeronum b, ¢ differentiam

metitur. b et ¢ secundum a congrui dicuntur, sin minus, inconguri.” (s. 9).

Pozn. 1: Do pftirozenych ¢isel znacenych N nepocitdme nulu. V ptipadé, Ze budeme
zohlediiovat 1 nulu, budeme znacit N,. Pfipoustime tedy i modul 1, ve kterém jsou ale

vSechna cela ¢isla kongruentni 0, takze tvofi trividlni a pro nas nezajimavy piipad.

Pozn. 2: Je tteba rozlisit mezi pojmy kongruence a kongruencni rovnice. Pojem kongruence
tak, jak jsme ho zavedli, oznacuje relaci. Kongruen¢nimi rovnicemi chapeme kongruence,
ve kterych se vyskytuje nezndma. Zkracené dale ovSem budeme kongruencemi rozumét

kongruencni rovnice, nemuize-li dojit ke zmateni.

Pozn. 3: V ptipadech, kdy bude z kontextu jasné, v jakém modulu se nachazime, budeme

zapis (mod n) vynechavat.

Pro feSeni rovnic se uziva tzv. ekvivalentnich uprav. Témi jsou v prostiedi kongruenci
pric¢itani stejného Cisla k obéma strandm (obdobné pro odcitani), ndsobeni obou stran
stejnym Cislem a specialné umocnéni obou stran stejnym exponentem. Podrobné&ji

(Stanovsky, 2022, s. 5).

Z tradiCnich ekvivalentnich tGprav chybi jen déleni. To lze za urcitych podminek také
provést. Mizeme délit Cislem, kterym jsou obé strany délitelné. V ptipadé, Ze je timto Cislem

délitelny i modul, musime vyd¢lit 1 ten. Podrobnéji opét (Stanovsky, 2022, s. 5).
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AZ po téchto znalostech se mlzeme vibec pokouset feSit kongruencni rovnice.
Nejjednodussim piipadem jsou linearni kongruence, kterym se podrobné vénuje napf.

(Kanakova, 2022).

Na linearni kongruence pfirozené¢ navazujeme kongruencemi polynomidlnimi (téz
polynomickymi). Témi jsou rovnice kvadratické, kubické, kvartické a obecné polynomidlni
rovnice stupné n. V této praci budeme pouzivat pro obecny stupen polynomu spise k,
protoze n budeme vétSinou znacit obecny modul. Kvadratické rovnice tvofi standardni
soucast Skolské matematiky, Zaci se mohou setkat 1 se specidlnimi pfipady polynomidlnich
rovnic vySSich stupiifi. Oproti linedrnim rovnicim se 1iSi metody feSeni 1 o¢ekavany pocet
feSeni. S polynomidlni kongruencemi tomu neni jinak. Formaln€ si definujme, jakymi

kongruencemi se v této kapitole tedy budeme zabyvat.

Definice 2 (Kvadraticka kongruence)

Kvadratickou kongruenci rozumime kongruen¢ni rovnici:
ax? + bx + ¢ =0 (mod n)

kde a,b,c € Z, n € Naa % 0 (mod n). a, b, ¢ jsou koeficienty a x celo¢iselnd nezndma.
Pozn.: Jako rtizna feseni chapeme nekongruentni feSeni.
Obecnéji:
Definice 3 (Polynomialni kongruence stupné k)
Polynomialni kongruenci rozumime kongruencni rovnici:

apx® + ap_x* 1+ -+ ayx? + a;x + ag = 0 (mod n)

kde ag,...,ax €Z,n €N a a; # 0 (mod n). ay, ..., a; jsou koeficienty a x celo¢iselna

neznama.

Stejné jako u rovnic i1 u kongruenci s rostoucim stupném polynomu roste obtiZznost feseni,
byt jsou teoreticky kongruence snazsi. Pieci jen existuje vzdy pouze kone¢ny pocet hodnot,
které lze dosadit za x (bez ohledu na to, zda kongruenci spliuje), narozdil od rovnic nad

realnymi ¢i komplexnimi ¢isly. To nam ale nefikd nic o naro¢nosti nalezeni konkrétnich

11



feSeni. Nejjednodussim ptipadem jsou kongruence kvadratické, budeme se proto prevazné
vénovat prave jim.

Ze zkusenosti s linearnimi kongruencemi se budeme zabyvat nejprve moduly prvocisel
a nasledné¢ moduly slozenych ¢isel. V nékterych ptipadech se budeme zvlast' zabyvat
1 moduly mocnin prvocisel. Obvykle budeme prvocisla znacit p, ¢asto pouze lichd, bude
vzdy upfesnéno. Podobné n bude znacit nékdy slozené ¢islo, nékdy jakékoliv piirozené

¢islo.

12



1.1 Kvadratické kongruence mod p

M¢gjme kvadratickou kongruenci 17x2 4+ 25x + 7 = 0 (mod 31) a pokusme se ji vyiesit.

Miuzeme vyuzit intuice a poznatki, které mame o feSeni kvadratickych rovnic.

Reseni dosazovanim

MiiZzeme systematicky dosazovat Cisla, dokud nenajdeme feSeni. Modulo 31 potfebujeme
v nejhorSim piipad€ (tj. Ze kongruence nema feSeni) dosadit 31 cisel; od 0 do 30.
Dosazovanim lze tedy zjistit, Ze feSenimi jsou x; = 14 ax, = 21. Obecné modulo n je tieba
dosadit maximalné n ¢isel pred nalezenim feSeni (€1 zjiSténi, Ze kongruence nema feseni),
tedy néjaky konecny pocet ¢isel, o kterych navic vime, ze jsou to cela Cisla od 0 don — 1.
Nevyhodou tohoto postupu je ¢asova naro¢nost pfimo tmérna velikosti modulu. Na druhou
stranu se hodi pro malé moduly, napf. kongruenci x? + x +4 = 0 (mod 5) vyfesime
dosazovanim velmi rychle. Reseni je jediné a to x = 2. Naopak vyfesit kongruenci x? + x +

+4 = 0 (mod 97) dosazovanim by bylo velmi ¢asové narocné.

ReSeni pomoci obecného vzorce

—-b+Vb%-4ac

Pro rovnici ax? 4+ bx + ¢ = 0 ma vzorec podobu x; , = a

(Pozn.: v angli¢ting se
vzorec oznacuje quadratic formula. V Cestiné pro n€j zadny konvenéni termin neni,
nejCastéji se hovoifi o vypocltu pomoci diskriminantu). Nejdiive tedy vyfeSme rovnici

17x% 4+ 25x+ 7 = 0:

—254++/252—-4-17-7

2-17
—25++/625 —476
X1z = 34
—25 + /149
xl,Z e ——

34

To jsou hledana feSeni (vzhledem k nesoudé€lnosti 25 a 34 a prvociselnosti 149 nelze dale
zkrétit ani ¢asteéné odmocnit). Pfed aplikaci stejného vzorce na kongruenci se zamysleme,
v em by mohl byt problém. Kvadratickd rovnice nema (redlné) feSeni v piipadé, Ze
diskriminant vyjde zaporny. To ale v kongruenci problém necini, sta¢i nalézt kladné ¢islo,

které je danému zapornému kongruentni, tedy pficist k nému modul. Co naopak necini
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problém v rovnici, ale mohlo by v kongruenci je, kdyby jako vtomto piipadé neslo
celociselné délit ani odmocnit. V kongruencich necelo¢iselné déleni definovano neni, ale
jsou v nich definovany inverzni prvky. Staci tedy najit inverzni prvek ke jmenovateli a tim
vynasobit soucet v Citateli. Pro odmocninu se pokusme najit néjaky konkrétni ptiklad,

aplikujme tedy vzorec na kongruenci:

—25++252—-4-17-7

&
=
N

2-17
6+./(—6)%—11
x1,2 = 3
6 + 25
x1,2 ET
6+5
x1,2 ET

V tomto piipadé¢ jsme se ovSem vyhnuli tomu, Zze bychom museli fesit, jak vypada

odmocnina n¢jakého c¢isla modulo 31, které nad redlnymi c¢isly nema celoc¢iselnou
G s

.6 o o , . . oo
odmocninu. 5 mizeme spocitat ,be€zné* a 5 vyndsobme inverznim prvkem ke 3, tim je 21.

Reseni kongruence tedy jsou:
X1=2+5-21=2+105=2+12=14
x,=22-12=-10=21

Tuto kongruenci jsme také vytesili pomérné rychle. Co kdyz ale odmocnina nevyjde tak

jasné? Zkusme stejnym zplsobem vyfesit zminénou kongruenci x2 + x + 4 = 0 (mod 97):

—1+V12—4-4

~-1+v-15
—1+ 82
Mz =TT

Jak postupovat v tomto pfipadé jiZ neni jasné. Zkoumejme radé¢ji nejprve v mensim modulu.

Misto toho, abychom fesili jinou kongruenci, zkusme feSit 17x% + 25x + 7 = 0 jinym

14



zpuisobem, tak ovéiime i funkénost riznych metod. Alternativné Ize fesit kvadratické rovnice

doplnénim na ¢tverec, coz je také zptisob, jakym se ptedchozi obecny vzorec odvozuje.

Reseni doplnénim na étverec
Resme kongruenci 17x2 + 25x + 7 = 0 (mod 31) dopInénim na &tverec. Nejdiive si u x2

zafid’'me koeficient 1:

17x?2 +25x+7=0 /-2
3x2+19x+ 14 =10 /-11
2x2+23x+30=0
2x2—8x+30=0/:2
x2—4x+15=0

Pozn.: Upravu §lo provést rovnou piendsobenim celé kongruence 11, coz je inverzni prvek

k 17. Prezentovany postup povazujeme za intuitivné;jsi.
Nyni dopliime na ¢tverec:

x2—4x+4=-15+4
(x—2)?=-11
(x—2)>=20

Provedenim substituce y = x — 2 dostaneme kongruenci:
y? =20
Ted’ staci zjistit, jak vypada druhd odmocnina z 20 modulo 31.

Pozn.: va (mod p) budeme v prostiedi kongruenci formulovat tak, Ze fesime kongruenci
x? = a, tedy Ze hledame ¢&isla takova, kterd jsou po umocnéni na druhou kongruentni a.
Existuji ovSem takova x pro vSechna a? Pokud ne, za jakych okolnosti existuji? Az po

zodpovézeni téchto otazek se lze piesunout k hledani feseni.

1.1.1 Kvadratické zbytky a nezbytky mod p
Pozorujme chovéani druhych mocnin v néjakém malém modulu. Zvolme 11, abychom neméli

moc maly vzorek:
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12=1 72 = (—4)2 =

22 =14 82=(-3)2=9

32=9 92 =(-2)2=4
42 =16 =5 102=(-1)?=1
52=25=3

Pozn.: Lze pozorovat, Ze nepiekvapivé i v kongruencich plati a? = (—a)?.

Kongruence x? = a (mod 11) ma tedy feSeni pravé tehdy, kdyza = 0,1, 3,4,5,9. Vétsina
znich byla o¢ekavatelna, jen pro 3 a 5 to nebylo ziejmé. Dale 2,6,7,8 a 10 nejsou
kongruentni z4dné druhé mocniné modulo 11, a tudiz je tfeba nejdfive rozhodnout

o existenci feSeni pred snahou o nalezeni néjakého feSeni. Z tohoto pozorovani pfirozené

vyplyvaji dva pojmy.

Definice 4 (Kvadraticky zbytek, kvadraticky nezbytek; quadratic residue, quadratic
non-residue)

Necht n € N a a € Z. Pokud existuje x takové, Ze je feSenim kvadratické kongruence x? =
= a (mod n), pak se a nazyva kvadraticky zbytek (také kvadratické reziduum) modulo n.

V opacném ptipad¢ se a nazyva kvadraticky nezbytek modulo n (Ktizek, 2018, s. 76).
Pozn.: 0 a 1 jsou trividlné kvadratickymi zbytky pro vSechna n.

Pokud nebude feceno jinak, 0 nebude v dal§ich pozorovanich, tvrzenich a ptikladech v celé
praci zohlednéna, protoZe Castokrat tvofi trividlni ptipady a vétSinu tvrzeni je bez ni
jednodussi formulovat. Také se dale budeme omezovat pouze na zbytky a nezbytky od 1 do
n — 1 modulo n. V této praci budeme pouzivat zkratky KZ pro kvadraticky zbytek a KN pro
kvadraticky nezbytek.

Nez budeme pokracovat déle, je namist¢ poznamka o notaci. Gauss v DA zndzornuje
skutecnost, ze a je KZ modulo p zapisem a R p a skutecnost, ze a je KN modulo p zapisem

a N p (R jako residua quadratica a N jako non-residua quadratica) (Gauss, 1801, s. 100).
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V préci ale budeme pouzivat znaeni KZ a KN, protoze se jedna pouze o zkratky slov, ne

matematicky zapis relace, coz vice vyhovuje nasim ucelim.
Priklad 1: Rozhodnéte, ktera Cisla jsou KZ a ktera KN modulo 11.
Resent: 7 pozorovani a definice:
Kz:{0,1,3,4,5,9}
KN: {2,6,7,8,10}
Déle zkoumejme KZ a KN jako takové. Jaky je jejich pocet pro dané modulo? Pokud, jak
bylo avizovano, vynechame nulu, pak modulo 11 mizeme z vyétu vySe jednoduse

vypozorovat, ze je poCet KZ a KN stejny, tedy obou je pfesné polovina vSech zbytka po

déleni 11. Formulujme obecné.

Tvrzeni 1 (Pocet kvadratickych zbytkii a nezbytki modulo p)
Necht' p je liché prvocislo. Pocet kvadratickych zbytkli a pocet kvadratickych nezbytkt

modulo p jsou oba rovny 192;1 (Gauss, 1986, s. 64).

Diikaz: Nejprve piipomenime, ze (p —a)? = (—a)? = a?. KZ tedy miZze byt nejvyse
polovina.

Ted dokazme sporem, ze druhé mocniny c¢isel od 1 do ;:2;1 jsou si vSechny navzajem
nekongruentni. Pfedpokladejme z této mnoZiny a, b takova, 7e a £ b A a? = b?. Z toho
vyplyva:

a’?—b*=0

(a—b)(a+b)=0

Jelikoz zbytky po dé€leni p tvofi obor integrity (Stanovsky, 2022, s. 12), pak musi alespoii
jeden ze soucinitelll byt kongruentni 0, takze bud’ a = b, nebo a = —b. Pro druhou
kongruenci musi platit b = p — a, z ¢ehoz vyplyva b > pz;l. Oba tyto piipady jsou ve sporu

s ptredpokladem. (Gauss, 1986, s. 64).
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Pozn.: Toto tvrzeni nelze jednoduse zobecnit na slozena ¢isla. Modulo 12 pozorujme, ze
kongruence (a — b)(a + b) = 0 ma krom¢ jinych i feSeni a = 4, b = 2, protoze 2-6 = 0

a diikaz by tedy nebyl korektni.

Priklad 2: Urcete, jaky je pocet KZ a KN modulo 31.

5 v ’ . v 31-1
Reseni: Z odvozeného vztahu je pocet roven — =5 = 15.

Vratme se k soucasné podobé& kongruence, kterou se snazime vyfesit: y2 = 20 (mod 31).
Jsme ve f4zi, kdy se snazime rozhodnout, zda je takovato kongruence feSitelné. Z tvrzeni 1
plyne, ze je polovi¢ni pravdépodobnost, Ze ano. Jinymi slovy se ptame na otazku, zda je 20
KZ modulo 31. Jak o tom ovSem rozhodnout? 20 je ziejmé slozenym cislem, konkrétné
20 = 22 5. Trividlng je 22 KZ a Ize si jednoduse viimnout, Ze 62 = 36 = 5 (mod 31). Lze
z tohoto pozorovani ale rozhodnout o ,,zbytkovosti“ 20?7 Lze obecné ze znalosti toho, zda

jsou KZ ¢i KN a a b, rozhodnout o tom, zda je KZ ¢i KN ab?

Pro a a b mohou nastat tii mozné ptipady. Bud’ jsou obé KZ, obé KN, nebo jedno KZ
a druhé KN. Proved’'me pozorovani pro kazdy ptipad zvIast. Pro jednoduchost se vratme ke

znamym KZ a KN modulo 11 a souc¢iny pozorujme na nich:
KZ:{1,3,4,5,9}
KN: {2,6,7,8,10}

Pozorujme, do jakych mnozin se dostaneme pii nasobeni KZ a KN. Pokud nasobime dva
KZ, vzdy v mnozin¢ KZ zistaneme. Pokud nasobime KZ a KN, vzdy skon¢ime v mnozin¢
KN. Piekvapivy je az posledni ptipad, pokud nasobime dva KN, vzdy skon¢ime v mnoziné

KZ. Formulujme obecné a blize se podivejme, jak v§e odivodnit.

Tvrzeni 2 (Souciny kvadratickych zbytki a kvadratickych nezbytkii)
Necht' a,b € Zan € N.

(1) Pokud a a b jsou kvadratickymi zbytky modulo p, pak ab je také kvadratickym
zbytkem modulo n.

(2) Pokud a je kvadratickym zbytkem modulo p a b je kvadratickym nezbytkem modulo
p, pak ab je kvadratickym nezbytkem modulo n.
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(3) Pokud a a b jsou kvadratickymi nezbytky modulo p, pak ab je kvadratickym
zbytkem modulo n. (Gauss, 1986, s. 65-66)

Diikaz: Dikaz provedeme pouze pro modulo p, kde p je prvocislo. Jeho platnost pro vSechna

ptirozena ¢isla vyplyva z tvrzeni 9 a 12.

(1) JelikoZ jsou a i b KZ modulo p, pak dokdZeme najit takovd x ay, ze a = x?> a b = y2.

Tudiz ab = x%y? = (xy)2.

(2) Dokazme sporem. Pro spor predpokladejme, Ze existuje takové x, ze a = x? a zarovefi

plati ab = y?, kde b je KN. Tim padem ab = x?b = y? a z toho vyplyva:
b=y*(x)7 =y (x7)? = (yx71)?
To by znamenalo, ze b je KZ, coz je ve sporu s piedpokladem a musi platit piivodni tvrzeni.

Pozn.: V tomto dikazu bylo pouzito tvrzeni (x~1)? = (x?)~1, které dok4Zeme nasledovné:
z definice inverzniho prvku xx~! = 1, po umocnéni na druhou (xx~1)? = x2(x™1)2 =1,

atedy (x 1) = (x?)71.

(4) Z (2) plyne Vx,y € Z jsou ax? a by? KN. Pro libovoIné zvolené x dokaZeme najit
y takové, ze ax? = by? = ¢ (mod p). Z toho vyplyva ax?by? = c?, a tedy:
ab = CZ(xZ)—l(YZ)—l = CZ(x—l)Z(y—l)Z = (Cx—ly—l)z
Pozn.: Zarucenou existenci feSeni y kongruence ax? = by? pro libovolné x dokazme
naslednovné: Pro kazdy jeden piipad zvoleného x je tato uloha ekvivalentni hledani feseni
z linearni kongruence mz = n (mod p), kde m = b, n = ax? a z = y? (Gray, 2009, s. 33).
Tato kongruence je feSitelnd, coz plyne z (Kandkova, 2022, s. 23). To, Ze z je také druhou

mocninou (tj. KZ) vyplyva z toho, ze mz musi byt KN.

Soucin riznych kombinaci KZ a KN m4 stejné vlastnosti jako soucin riznych kombinaci
1 a —1, pokud KZ ozna¢ime 1 a KN ozna¢ime —1. Toto pozorovani formalizuje tzv.

Legendriiv symbol.
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Definice 5 (Legendriiv symbol)
Necht' a € Z a p je liché prvocislo. Legendriiv symbol ¢teme ,,a nad p* a definujeme:
0 & a =0 (modp)
a

(;)= 1 & a # 0 (modp) a a je KZ modulo p
—1 & a # 0 (mod p) a a je KN modulo p

(Kiizek, 2018, s. 76).

Pozn.: Rozsiteni hodnot —1 a 1 o hodnotu 0 zachovava vSechny multiplikativni vlastnosti,

ze kterych jsme symbol vyvodili.

Zapis Legendrova symbolu neni idedlnim, 1ze si ho splést se zlomkem nebo kombina¢nim
¢islem. V Essai sur la Théorie des Nombres, kde Legendre tento symbol poprvé zavedl, se
k volbé notace nevyjadiuje. Tato prace byla publikovéana jiz roku 1798, tedy 3 roky pied
DA, v nichZ Gauss symbol viibec nezminuje. Je to pravdépodobné proto, ze Legendrovou
motivaci pro zavedeni symbolu bylo zjednodusit zapis po aplikaci Eulerova kritéria (tvrzeni
3), coz také vysvétluje, pro¢ ho definoval pouze pro licha prvocisla. (Legendre, 1798,

s. 186). Gaussovou motivaci bylo klasifikovat ¢isla jako KZ ¢i KN (Gauss, 1986, s. 88).

Priklad 3: Pomoci definice vycislete Legendrovy symboly (%), (12—1) a (%)

2

Reseni: Uz dfive jsme ukazali: (%) =1, (11) = —1.(%) = 0, protoze 22 = 0 (mod 11).

Stale nezodpovézenou otdzku, jak jednoudse zjistit, zda je Cislo KZ ¢i KN, jsme pretvofili

na otazku, jak vyc¢islit Legendrav symbol.

Existuje nékolik metod pro vycisleni Legendrova symbolu. Nejdiive zmifime ty, které pro

vSechna p a a, b € Z ptimo plynou z tvrzeni 1 a 2:
- ()-
NOR
Pokud a = b (mod p), pak (%) = (s)
5)=0)G)
h2
(5)=G)
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ur . e o e 8 (10 14
Priklad 4: Pomoci soucini vyse vyc¢islete Legendrovy symboly (11), (11) a (11).
soseni- (2) = (24) = (22) = (&) = _
Reseni: (H) - (11) - ( 11 ) - (11) =-1

10 2:5 2 5
(=)= G)=-11=-1

14 3 o (18 (27N (2N (7 41 —
(H) - (H) = 1. Alternative (H) - (11) - (11) (11) =-1-(-D=1.
NeZz budeme pokracovat ve zkoumani Legendrovych symboli dale, predstavme si bez
pozorovani jeden obecny vzorec pro jejich vycisleni. Ten poprvé formuloval Euler
(samoziejmé bez vyuZiti zépisu pomoci Legendrova symbolu) a také se po ném jmenuje

(Dickson, 1920, s. 231). Koncept, ze kterého Ize tento vzorec ptirozené odvodit a dokézat je

ptedstaven az v druhé kapitole na str. 61.

Tvrzeni 3 (Eulerovo kritérium; Euler’s criterion)

Necht a € Z a p je liché prvocislo. Pak:

()=
—|=az (modp
p

(Ktizek, 2018, s. 77).

Duikaz: str. 63.

Priklad 5: Pomoci Eulerova kritéria vycislete Legendrovy symboly (13—1) a (%)

. 11-1
Reseni: (X)) =372 =3°=(3%)?-3=97-3=(-2)*-3=4-3 =1 (mod 11).

11-1
(1)E7T=75=(72)2-7=492-7552-753-7E105—1(mod11).

11
Toto kritérium je uzite¢né svou piimocarosti a vyuzitim v dikazech, ale pfi vypoctech se
u vyssich ¢isel rychle stava nepraktickym. To zmifiuje jiZz Gauss, citujme z originalu DA:
,»At quoties numeri examinandi mediocriter sunt magni, hoc criterium ob calculi

immensitatem prorsus inutile erit.* (s. 82).
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Jedinou vyjimkou je —1, pro které je Eulerovo kritérium naopak velmi uzite¢né. Pro licha

p—-1

— je —1 KN a pro suda KZ. Lze si bez problémut vSimnout, ze tento vyraz je lichy pro

prvocisla tvaru 4k + 3, ekvivalentné¢ p = 3 (mod 4) a sudy pro prvocisla tvaru 4k + 1,

ekvivalentné p = 1 (mod 4).

Tvrzeni 4 (—1 jako kvadraticky zbytek ¢i nezbytek)
Necht' a € Z a p je liché prvocislo. Pak:

(%) - {—1 1prEsl3(?rf:d4i)

(Gauss, 1986, s. 72).

Diikaz: Vzdy k € N, vyhovujici podmince, Ze p je prvocislo.

Prvni piipad: (_?1) = (4; ) = (—1)% = (—1)%k =1.

4k+3—-1

)=(-1 = = (-1 =1

-1
4k+3

Druhy ptipad: (_?1) = (
Priklad 6: Vycislete Legendrovy symboly (g) a (g).

Resent: (:—2) = (_—1) = 1, protoze 41 = 1 (mod 4). Alternativné (%) = (8—1) = (2) =1.

41 41 41

(ﬁ) = (__1) = —1, protoze 47 = 3 (mod 4).

47 47

Lze si vSimnout, ze pokud zndme hodnoty Legendrovych symbolii pro vSechna prvocisla
modulo p, pak dok4dZeme jednoduse vycislit Legendriiv symbol i1 pro vSechna sloZena ¢isla.
Pro prvocisla by se hodilo nalézt méné pocetné narocné zpisoby vycisleni, nez je Eulerovo

kritérium. Protoze je symbol definovan pouze pro moduly lichych prvocisel, pozorujme

nejdiive hodnoty (g) pro ne€kolik prvnich lichych prvocisel p:
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Obr. 1: Schéma hodnot (;) PIné kolecko znaci (;) = —1, prazdné (p).
Podobné jako u —1 se zaméfme na prvocisla ur¢itych tvart. Pro p = 1 (mod 4) maji

symboly (E) a (12—3) shodnou hodnotu, ale symbol (12—7) ma hodnotu rozdilnou. Stejné je tomu

pro p = 3 (mod 4), kde G) = (22—3) * (12—1) Zkusme se tedy zaméfit na prvocisla jinych

tvar. Miizeme jit o mocninu dvojky vys a zkoumat prvocisla = 1,3, 5,7 (mod 8):

=7.(3\= (2= (&) =
p=T7 (7) - (23) - (31) =1
Pro tyto tvary prvocisel jiz pravidelnost zfejmé existuje.

Tvrzeni S (2 jako kvadraticky zbytek ¢i nezbytek)
Necht p je liché prvocislo. Pak:

(2)2{1®p5i1(m0d8)

5 —1 © p =43 (mod 8)

(Gauss, 1986, s. 73-73)

Fkvivalentné:

(Krizek, 2018, s. 78)

Diikaz: Nejprve dokazme lemma, které budeme pouzivat k diikazu kazdého piipadu zvlast.
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p-1 . v v
Lemma 1 (Gaussovo lemma, Gauss’s lemma): a 2 = (—1)%, kde t oznaCuje pocet vSech
W o w . _1 r M Y wr W W 4 W
¢lentt mnoziny {a, 2a,3a, ...,pT a}, které jsou vétsi nez g. Dokazme specialn€ pro a = 2.

p—-1

Vezméme si vSechna sudé ptirozena ¢isla mensi nez p. Jejich pocet se rovna —-a jsou to

Cisla {2, 4,6, ...,p — 1}. Nyni je spolu vynadsobme a nasledné vytknéme 2:

p—1 _pt (p—l),
—)!

p—1
2:4-6-..-(p—1)=2z -1:2:3-.-——=272 -

p—-1

Ted’ k této posloupnosti sudych ¢isel ptistupme trochu jinak. Kazdé sudé Cislo vétsi nez .

vyjadieme zapornym ¢islem jemu kongruentnim modulo p. Tedy:

-1 -1
(2,4,6,..p—1} = {—1, (=3), (=5), .., 2,46, pT} _ {—1,2, (=3), 4, pT}

Pocet zapornych Clent si ozname t a vSechny ¢leny spolu opét vynasobme. Tim dostaneme:

—1-2-(—3)-4-...-7”2;1=(—1)t-(?)!

Tudiz:

2 ()= cor E )

Uzitim lemmatu pro kazdy piipad zvlast’:
e p =1 (mod 8), ekvivalentné¢ p = 1 + 8k, k € Z: pocet vSech ¢isel mensich nez p je
8k, pT_l = 4k av tomto pfipadé t = 2k. Z lemmatu: 2** = (-1)%¢ = 1.
e p =3 (mod8), ekvivalentn¢ p =3+ 8k, k € Z: pz;lz 4k+1. t=2k+1.
24—k+1 = (_1)2k+1 = —1.
e p=-1(mod8), ckvivalentnd p=7+8kk € Z: B==4k+3. t =2k +2.
24—k+3 = (_1)2k+2 =1.

e p=-3(mod8), ekvivalentn® p=5+8kk€Z Z1=4k+2. t=2k+1.
2

24k+2 = (—1)2k+1 = —1_(Silverman, 2012, s. 154-157).
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Priklad 7: Vyc¢islete Legendrovy symboly G), (—), (—) a (—)

2 2 2

5 7 17

Resent: G) = —1, protoze 3 = 3 (mod 8).

(g) = —1, protoze 5 = —3 (mod 8).

(%) = 1, protoze 7 = —1 (mod 8).

(12—7) = 1, protoZe 17 = 1 (mod 8).

Pozn.: Ekvivalenci formulaci ukazme taktéz vyctem vsech piipadi:

(8k+1)%-1

64k%+16k+1-1

e p=Bk+L(-1) 2 =(-D)7 v = (-1 = ()P =1
(8k+3)%2-1 64k2+48k+9-1 . .
e p= 8k + 3: (_1) > — (_1)—8 — (_1)8k +6k+1 — ((_1)2)4k +3k .
(-1) = -1
(8k—3)%2-1 64k2—48k+9-1 5 5
e p=8k-3:(-1) : =(-1)7 v = (-1 = (—)z)si-k,
(-1) = -1
(8k—1)2-1 64k%-16k+1-1 5 5
e p=Bk-1:(-1) 2 =(-1)" s =(-D¥®= -1k =1

Kombinaci tvrzeni 4 a 5 bychom mohli

formulovat obecné pravidlo pro —2 a podobna

pravidla by se dala najit 1 pro dalsi ¢isla, nezaporna i zaporna. Gauss to provedl az pro +7,

k nahlédnuti v (Gauss, 1986, s. 73-82). Pokusme se ale spiSe nalézt obecnou metody pro

symboly lichych prvocisel. Protoze je Legendriv symbol definovan pouze modulo liché

prvocislo, tak pokud mame symbol (S) (kde p, g jsou liché prvocisla), ma smysl jak symbol

(S), tak symbol (g). Otazkou je, zda mezi témito symboly existuje néjaky uZzite¢ny vztah,

popftipad¢ jaky. Nahlédnéme do nasledujic

iho obrazku:
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Obr. 2: Schéma hodnot (g). Cisla na vodorovné ose bereme za p, na svislé za q.

Pozorujme symetrie a antisymetrie v obr. 1. Lze vypozorovat, ze pro n¢ktera ¢isla (napft. 5)
jsou sloupce a fadky celé symetrické. Podobnou uvahou si lze v§imnout, ze pro zadné ¢islo
nejsou cely fadek a sloupec presné antisymetrické. Nahlédnéme do dvou obrazk, ve kterych

jsme znazornili pouze symetrické a pouze asymetrické hodnoty:

9] . ....... . ...... O ________ ‘‘‘‘‘‘‘ 37__0.0 ....... . ...... S A

: : é 257 B
/Hg_ O ...... . ........ o O ...... ’[5}——0.
/B__ Q ........ ........ . ...... . ...... /H** ' O O ..... . .
B N A O e e
: E : 3__.0 ...... . ...... Q.

4

|
®
O
o

Obr. 3 a obr. 4: Schémata hodnot pro symetrické a asymetrické hodnoty (g) a (;)
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Co maji vSechna prvocisla z obr. 3 spolecné? Neni tézké si vSimnout, Ze jsou vSechna tvaru
4k + 1,k € N, ekvivalentn¢ =1 (mod 4) a zadnd cisla tohoto tvaru jsme zobr. 2
nevynechali. Naopak ¢isla z obr. 4 jsou vSechna = 3 (mod 4). Z toho, Ze napft. pro 5 jsou
v obr. 2 cely tadek a sloupec symetrické vyplyva, ze staci, aby alespon jedno z prvocisel
bylo tvaru 4k + 1 a hodnoty symboltl jsou symetrické. Z tohoto pozorovani vyplyva jedna

z nejdulezitéjSich vét modularni aritmetiky.
Véta 1 (Zakon kvadratické reciprocity; law of quadratic reciprocity)
Necht’ p a g jsou licha prvocisla. Pak:

q _ —

” ©p=1(mod4)Vqg=1(mod4)

(E>=
q _<%>@p53(m0d4)/\q53(m0d4)

(Gauss, 1986, s. 87-88).

FEkvivalentné:

(Krizek, 2018, s. 79).
Duikaz: Napt. (Gray, 2009, s. 61-64).

Pozn.: Tvrzeni o ,,zbytkovosti“ —1 a 2 jsou znadma jako prvni a druhy doplnek kvadratické

reciprocity.

Diikaz zde explicitné neuvaddime, navzdory tomu, ze pro kvadratickou reciprocitu existuje
nezvykle mnoho diikazli, protoze je nad rdmec této prace. Sdm Gauss publikoval Sest
ruznych dikaza kvadratické reciprocity a po jeho smrti byly v jeho pozndmkach nalezeny
dva dalSi. Zajimavé je, Ze Gauss povazoval kvadratickou reciprocitu za jednu
z nejkrasnéjSich vét v matematice. V DA ji nazyva zakladni vétou (fundamentale theorema),

v soukromi ji nazyval zlatou vétou (aureum theorema) (Gray, 2009, s. 31).

DokaZzme alesponi ekvivalenci formulaci. Aby byl soucin v druhé formulaci roven 1, musi

oba symboly mit stejnou hodnotu. V takovém ptipadé musi byt —1 umocnéna na sudy

1w . v . oop-1 _g-1 ., .
exponent, pro to musi byt alesponi jeden ze soucinitel pT a qT sudy. To nastane, pokud je
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alespoii jedno z prvocisel tvaru 4k + 1 = 1 (mod 4). V opa¢ném piipadé, tedy pokud jsou
ob¢ prvocisla tvaru 4k + 3 = 3 (mod 4) je —1 umocnéna na lichy exponent a pro soucin

symbold musi platit, Ze maji rozdilnou hodnotu.

Priklad 8: Pomoci kvadratické reciprocity vyc¢islete Legendriiv symbol (g)

o (£)=(2)(5) ()= () () -1 (-(9)) -~ @) -1

(S vyuzitim postupné: 53 = 1 (mod 4) a 47 = 3 (mod 4)).

Vratme se ke kongruenci 17x2 + 25x + 7 = 0, kterou jsme upravili na y? = 20 a

kongruenci x? + x + 4 = 0 (mod 97), pro kterou potiebujeme znat v82. Ovéime, zda maji

fesSeni.

Priklad 9: Vycislete Legendrovy symboly (%) a (2)

o (2)= ()= ()1 - ()= - () )
CROROEERES
©-6)-6@-0-6)-1@)-0-

Prvni z ptivodné zkoumanych kongruenci tedy feSeni nema. Druha je feSitelna i dopInénim

(5)

na ctverec. Ted uz jen zbyva takové feSeni najit a ovéfit, zda se shoduje s feSenim pomoci

obecného vzorce.

1.1.2  ReSeni kvadratické kongruence mod p
V celém tomto oddilu budeme piedpokladat, Ze kazda prezentovand kongruence ma feseni,

pokud nebude feceno jinak.
Formulujme nejdiive par o€ividnych faktl pro modulo p liché prvocislo:

e kongruenci x? = a? fesi x = +a,
e kongruenci x? = 0 fe$i x = 0,
e kongruenci (x — a)? = 0 fe$i x = q,

e kongruenci x? = 1{esi x = +1,
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e kongruenci x? = a?b? fesi x = tab.

Z prvniho tvrzeni vyplyva, ze sta¢i vzdy najit jen jedno feSeni, druhé bude kongruentni jeho
opa¢né hodnoté. Také mulzeme pozorovat, ze kvadratickd kongruence modulo liché
prvocislo ma, stejné jako kvadratickd rovnice nad redlnymi (poptipadé komplexnimi) ¢isly,
zadné, pravé jedno, nebo praveé dvé feseni. Z posledniho tvrzeni vyplyva, ze i v prostiedi
kongruenci plati obdoba ¢astecného odmociiovani, coz se mize v jistych konkrétnich

ptipadech hodit.

Jak ale nalézt feSeni obecné? Zadny obecny vzorec pro kazdé prvoéislo bohuzel nalezen
nebyl. V minulém oddilu jsme ale pracovali s prvocisly konkrétnich tvarti a pro nékteré
z nich vzorce lze odvodit. Ze vSech dosud ptedstavenych konceptli dava nejvétsi smysl

vyuzit Eulerovo kritérium.

Ptredpokladejme fesitelnou kongruenci x? = a (mod p) postupné pro p =4k +1 ap =
4k + 3,k € Ny a pozorujme, zda lze za vyuziti Eulerova kritéria nalézt vyraz umocnény na

druhou, ktery by byl kongruentni a:

4k
p=4k+1:a2 = a** =1 = a?*! = a. Nenalezli jsme druhou mocninu kongruentni a.

4k+2
p=4k+3:a 2z =a** =1 = a?*? = (a¥*1)? = q. Nalezli jsme druhou mocninu

kongruentni a.
Pro prvocisla druhého tvaru jsme tedy obecny vzorec nalezli.
Tvrzeni 6 (ReSeni kvadratické kongruence mod p = 4k + 3)

Necht' a € Z a p = 4k + 3,k € Ny je prvoéislem. Resenimi kvadratické kongruence x2 =

= a (mod p) jsou:

x = +ak*?

4k+2
o a
Ditkaz: x? = (xa*™)?2 = a?**2 =q-a***'=q-a 2 =a- (E) =a-1=a.

Priklad 10: Naleznéte feSeni kongruence 17x2 + 25x + 7 = 0 (mod 31).

Reseni: Kongruenci jsme jiz upravili do tvaru (x — 2)? = 20 a nasledné zavedli substituci

y = x — 2. Re§ime y? = 20. Protoze 31 = 4 - 7 + 3, f'eeni je tvaru:
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y = +207"1 = 4208 = +(20%)* = +28* = +(28%)%? = 492 = +19
Po dosazeni jsou feseni:
X, =y;+2=19+2=21
X, =y, +2=-19+2=14

Ovetili jsme si tedy, ze vSechny metody (dosazovanim, obecnym vzorcem a doplnénim na

¢tverec) vedou ke stejnym feSenim.

Mohli bychom zkoumat prvocisla dalsich tvart (napt. 8k + 5, 16k + 9 apod.) a zde by se
vzorce obdobnym zptisobem nalézt podatilo, i kdyz pro n¢ jiz vzorce neplynou tak ptirozené,
napt. Navzdory tomu, Ze bychom takto mnozinu prvocisel, pro ktera vzorec nemame,
postupné vice a vice zuzovali, nepokryli bychom vSechna prvocisla. Proto se podivejme na
obecny algoritmus, jak nalézt feSeni kvadratické kongruence. Odvozeni algoritmu je
pomérné technické, proto jej prezentujeme bez pozorovani. Pro pochopeni zikladnich
principti algoritmu je potfeba dobie rozumét nékterym poznatkim o cyklickych grupach
(hlavné tadu prvku a generatoru), proto jejich nastinéni nechavdme na pozdéjsi Cast,

konkrétné na str. 97.

RESSOL algoritmus

Algoritmus je téz znam jako Tonelli-Shankstv algoritmus. Toto jméno méa po Albertu
Tonellim (1849-1920) a Danielu Shanksovi (1917-1996), kteti jej nezavisle na sob¢ objevili.
Shanks algoritmus nazyval RESSOL jako ,,RESidue SOLver* (,.fesitel zbytka*).

Predpokladejme feSitelnou kongruenci x? = a (mod p). Opakovanym délenim dvéma

mé&jme p — 1 = 2%, kde [ je liché. V§imn&me si, Ze pokud si zvolime kandidata na feseni

I+1

y=az,paky?=a*'=a-a

a mohou nastat dva piipady:

e al=1atedyy? = aazy jefeSenim.

e al=b#1atedyy? = ab.
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V druhém ptipadé€ postupujeme nasledovne:
e Zvolime si libovolny kvadraticky nezbytek ¢
e Vypodteme c!
e Opakovanym mocnénim b na druhou nalezneme takové n, ze b2" = 1
e Vypoiteme ct2 " =d
e Vynasobime yd, z toho plyne (yd)? = y?d? = abd?
o Pokud bd? = 1, feSenim je +yd
o Pokud bd? % 1, dosadime n - k, d? - ¢!, bd? - b, yd - y a od tietiho
kroku algoritmus opakujeme

Priklad 11: Naleznéte feseni kongruence x? = 43 (mod 97).

Reseni: Nejdiive ovéfme, Ze tato kongruence feSeni ma:

(57)= (@)= (&) =~ () =~ (7) =-¢-0 =1

Reseni tedy existuje. 97 = 1 (mod 4), take se musime uchylit k pouziti RESSOL
algoritmu. 97 — 1 = 96 = 25 3 = 2¥ - [. Kandidatem na feseni je:

1+1 3+1

y =437z =432 =432=6
Ale:

433=6-43=64=0»b

TakZe nejsme hotovi. Zvolme si KN, protoze 97 = 1 (mod 8), 2 je KZ. (93_7) - (93_7) -
= G) =1, takze i 3 je KZ. 4 je trividln¢ KZ. (%) = (%) = (g) =—-1. 5=c je KN.

Umocnéme:
53=125=28=c!
Postupné mocnéme b = 64 na druhou:
64 =22,64% =222=-1,64 =1

Takze n = 3. Dosad’'me:
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282" = 282" =282 =8=d
Ptfenasobme:
yd =68 =48
bd? = 64 -8% = 642 = 22
Stéale nejsme hotovi, predefinujme proménné:
35k, 64->c,22>5b,48>y
A algoritmus zopakujme:

222" = 1,222 =1

n=>2
642 =64 =d
Ptendsobme:
yd = 48-64 = 65
bd? = 22-64>=222=96=—1
Mohli bychom provést jeste¢ jedno opakovani, ale vSimnéme si, Ze nové b = —1 staci
pienasobit —1 pro ziskani cilené 1. Tedy potfebujeme d? = —1, z piedchozich vypodti

vime, ze takovym vyhovujicim d je 22. Tim vynasobme nové y — 65 a feSenimi tedy jsou:

+yd = £65-22 = +72
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1.2 Kvadratické kongruence mod p*
Zacnéme pozorovanim, zda existuje souvislost mezi feSenim kongruence modulo p

a modulo p*.

1.2.1 Kvadratické zbytky a nezbytky mod p*
Pozorujme, zda feSitelnost kongruence x2 = a (mod 3) n&jak souvisi s FeSitelnosti

kongruence x? = a (mod 27).

Predpokladejme, ze kongruence modulo 3 feSeni ma, tedy Ze a je KZ modulo 3. Pokud
vylou¢ime trividlni nulu, pak a mize byt jediné 1. Nez se dostaneme rovnou ke 27,

pozorujme nejdifve modulo 32 = 9. Kongruenci a = 1 (mod 3) spliiuji modulo 9:
a=1,47(mod9)
Zkoumejme, zda jsou tato Cisla KZ a jestli se neobjevi néjaké jiné:

12=82=1 22=7%2=4 32=62=0 42 =52=7

Z tohoto pozorovani Ize vyvodit rovnou nékolik dulezitych zavéra. Zaprvé, predpokladané
KZ opravdu KZ jsou a zadné jiné nenulové se neobjevily. Oviem kongruence x2 = 0 je zde
zajimavéjsi. Nema pouze jedno trivialni feseni, ale mimo néj dvé dalsi (3 a —3), celkem tedy
tfi. To pfi blizSim pohledu neni nijak piekvapivé, protoze vSechna Cisla, které ve svém
prvociselném rozkladu obsahuji 3 budou po umocnéni na druhou nasobkem 9.

S kongruencemi s pravou stranou nulovou musime zfejmé pracovat jinak nez s nenulovou.

Vrat'me se k plivodnimu pozorovani, tentokrat jiz modulo 27. Analogicky jako pro modulo
9 ovéfme, zda jsou vSechna a = 1 (mod 3) KZ modulo 27. Musi se ndm tedy objevit KZ
a=1,4,7,10,13,16,19,22,25 (mod 27). Mocnéme pouze do 13, poté se KZ zac¢nou
opakovat. Vynechme 1, 2,4 a 5, jejich druhé mocniny ve vyctu o¢ividné€ nalezneme a také
vynechme 9, kterd bude po umocnéni kongruentni 0:

32=9 72 =22 102 =19 122 =9

62=9 82 =10 112 =13 132 =7

33



Vsechny KZ se nam tedy opét objevily, nicméné nam jeden ptibyl a opét vySel vice nez
dvakrat. Timto KZ je 9. Ziejmé je situace pro soudélna ¢isla s modulem rozdilna od téch
nesoudélnych. Zaméime se tedy nejprve na nesoud€lnd. Pro né se zda, ze pokud jsou KZ
modulo p, pak jsou KZ i modulo p? a vyse. Opacné to zda se plati také. Nikde nam nepfibyl
zbytek, ktery by byl kongruentni 2 modulo 3.

Legendriiv symbol je definovan pouze pro spodni argument lichého prvocisla, tudiz ho pro
klasifikaci KZ a KN zde jiz nemlizeme vyuzit. Existuji jeho zobecnéni, ale nasim ucelim
nevyhovuje ani jeden z téchto obecnéjSich symbolli, proto definujme vlastni. Co se tyce

notace a nabyvanych hodnot, vychazime z Legendrova symbolu.

Definice 6

Necht a € Z an € N. Zapis [a] definujeme:

n
[ﬁ]_{ 1 & a je KZ modulo n
~ -1 @ a je KN modulo n

n
Pozn.: Nedefinujeme [%] = 0, protoZe se striktn¢ zabyvame tim, zda je a KZ ¢i KN, nehledé
na soudélnost. Pro demonstraci napf-. (z) = 0, ale 3 je KZ modulo 3, protoze 3 = 0 (mod 3)
a x? = 0 (mod 3) feSeni mé, takze 2| = 3.

Nyni formulujme zavér predchoziho pozorovani s vyuzitim naSeho symbolu.

Tvrzeni 7 (Nesoudélné kvadratické zbytKy a nezbytky mod p*)
Necht' a € Z, k € N,k > 2, p je liché prvocislo a D(a,p) = 1. Pak a je kvadratickym

zbytkem modulo p* pravé tehdy, kdyz a je kvadratickym zbytkem modulo p (Gaus, 1986,
s. 67).

Fkvivalentné:

o= )
pFl \p
Diikaz: Dokézeme prvni formulaci, ekvivalence obou je zfejma.

=% Mg&me kongruenci x? = a (mod p¥), ekvivalentné p*|x? —a. Ztoho plyne i

p|x? — a, jazykem modularni aritmetiky x? = a (mod p).
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»&“ Mgme kongruenci x? =a (modp), ckvivalentn¢ x*=a+Ip,l €Z. Tato

kvadraticka kongruence ma z predpokladu feseni, to je tvaru +x + mp, m € Z. Po dosazeni:
(x + mp)? = x? £ 2xmp + (mp)? = a + lp + 2xmp + (mp)? =
=a+ (I + 2xm)p (mod p?)

Potiebujeme [ + 2xm = 0 (mod p), ekvivalentné +2xm =1 (mod p). K +2x existuje
inverzni prvek pro nasobeni, jeho pfendsobenim mame m = (+2x) 1l a pro kazdou volbu

m nalezneme [, tedy vzdy existuje feSeni. Pro takova m, L:
a+ (I+2xm)p = a+ p? =a(modp)

Timto zplisobem miizeme pokradovat pro vSechny vys$§i mocniny p, az dosidhneme p*

(Gauss, 1986, s. 67-68).

Priklad 12: Rozhodnéte, zda je 11 KZ ¢i KN modulo 27.

e 3] =[] = (2) = @)= .
Jak je to se soud€lnymi KZ? Vyjdéme z piedchoziho pozorovani. Nejdiive zminme, Ze ani
v jednom z pozorovanych modulll nevysla 3 jako KZ navzdory tomu, ze 3 povazujeme za
KZ modulo 3. Proto je tvrzeni 7 formulovano pouze pro nesoudélné KZ. Jako soudélny KZ
nam oviem vysla 9 (mod 27). Ta je o€ividné 32, tedy neni pickvapivé, Ze je KZ. Obecné
p? bude trivialng vzdy KZ modulo p*, k € N. Od této uvahy je jiz cesta k obecnému zavéru
kratka. Vyuzitim tvrzeni 2 dokdzeme rozhodnout o povaze jakéhokoli soudéIn¢ho cisla.
Sta¢i jen vytknout viechna p?. Pokud Ize vytknout, tak po vytknuti bud’ zdstane né&jaky
p-nasobek, pak je Cislo KN. Pokud zlstane nesoudélné ¢islo s modulem, pak o ném

rozhodneme vyuzitim tvrzeni 7. Formulujme vyuZzitim symbolu:

Tvrzeni 8 (SoudéIné kvadratické zbytky a nezbytky mod p*)
Necht' a = plb, beZk!leNk=2,pje liché prvocislo. Plati:

+ [5]=-
R el =

—1 v ostatnich ptipadech
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Diikaz: Prvni &ast je ziejm&. Druha &ast je diisledkem tvrzeni 2. Jen pro suda [ plati, Ze p* je
1\ 2 l
KZ modulo p*, protoZe pro né p' = (pi) a [1:;"] = (—1)! = 1. Pro lich4 [ analogicky
l
Pl = —
L,k] =-1.
Podobné odvozeno v (Gauss, 1986, s. 68)

Priklad 13: Rozhodnéte, zda je 63 KZ ¢i KN modulo 81.

Resent: [ﬁ] — [63] _ [ﬁ

81 3 34
2 =[] = 2=
H-0=0=
)= 1n [ woe 2] =1

1.2.2 Reseni kvadratické kongruence mod p*
Popsali jsme, jak klasifikovat KZ a KN. Nyni se podivejme na zptisob nalezeni konkrétnich

fesSeni.

Reseni x2 = a (mod p*) pro nesoudélni a
Nejdiive se vyporadejme s ipravou. Pro nesoudélny koeficient u x? je to jednoduché.

K tomu vzdy existuje inverzni prvek a nasledné je mozné doplnit na ¢tverec ¢i pouZzit vzorec.

Pozorujme, zda existuje podobna souvislost jako mezi kvadratickymi zbytky modulo p a p*
i mezi konkrétnimi feSenimi. Pokusme se tedy vyiesit x? = 13 (mod 27) tak, Ze nejprve
vyfeSime x2 = 13 (mod 3). Ta je ekvivalentni x> = 1 a feSeni jsou oCividn& x = +1.
Zvolme si jedno, pro jednoduchost x = 1, ekvivalentné¢ x = 1 + 3k, k € Z. PouZijme

stejnou Uivahu jako v dikazu tvrzeni 7:
x? = (14 3k)> =1+ 6k +9k?

Pokud bychom chté&li rovnou fesit modulo 27, tak jsme si situaci spiSe ztizili. Regili bychom
kvadratickou kongruenci s linearnim 1 absolutnim clenem a soudélnymi koeficienty.

Piejdéme tedy prozatim do modulu 9:
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1+ 6k +9k? =1+ 6k (mod 9)

Zde najednou mame pouze linearni polynom. Polozme ho kongruentni 13 a vyieSme:

1+6k=13
1+6k=4
6k =3/:3
2k =1 (mod3) /-2
k=2

vvvvvv

Druhym fesenim je pak x, = —7 = 2 (mod 9). Konecné se ptesuiime do modulu 27. Opét

si zvolme jedno z feseni, tieba znovu mensi z nich. x, = 2 + 9,1 € Z, pak:
x2=(2+4+90)> =4+ 36l+ 811> =4 + 9l (mod 27)

Resime pro 13:

44+9l=13
91=9/:9
[ =1 (mod 3)

Jednim feSenim je tedy x; = 2+ 9 = 11 a ob¢ feseni jsou x = +11 (mod 27). Zkouskou
lze ovéftit, ze feSeni plati. Kdybychom hledali feSeni v modulu vy$si mocniny trojky, mohli

bychom postupovat dale stejn¢. Postup shriime:

e Resime x? = a (mod p*)

e Nejprve vyfesime x? = a (mod p)

e Jednim z feSeni je x; + Ip,l € Z

e Dosadime x% = (x; + Ip)? = x,% + 2x,lp + (Ip)? = x,% + 2x,lp (mod p?)

e Vyfesime linearni kongruenci x;2 + 2x,lp = a (mod p?) s neznamou [

e Nalezené [ dosadime do x; + Ip a to je jednim feSenim x? = a (mod p?)

e Postup od 3. kroku opakujeme, dokud nedosahneme modulu p*. Né&které mocniny p
lze v postupu pteskocit, vzdy se ale musime zbavit kvadratické¢ho ¢lenu

e Po nalezeni feSeni x; je druhym feSenim —x;,

Priklad 14: Vyfeste kongruenci 15x2 — 30x + 60 = 0 (mod 7°).
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Resent: Nejprve upravme a dopliime na Gtverec:
15x2 —30x+ 60 =0 /:15
x2-2x+4=0
x2=-2x+1=-4+1

(x—1)2=-3
Zaved'me substituci y = x — 1:
y? = -3
Nejdiive feSme modulo 7:
y? = —3 (mod 7)
y? =4

Oc¢ividné y = +2 + 7k, k € Z. Zvolme si jedno z nich a pokra¢ujme modulo 49:

y2 = (2+ 7k)? = 4 + 28k + 49k?
4 + 28k = —3 (mod 49)

28k = 42
—21k =42 /:(—-21)
= —2 (mod 7)

Dosazenim médme y = 37 + 491,[ € Z. Pokracujme:

y2 = (37 + 490)% = 1369 + 3 6261 + (491)?
Vsimnéme si, ze kvadraticky ¢len bude = 0 nejvySe modulo 49% = 7*. Mizeme tedy
pieskoc¢it feSeni modulo 73:

1369 + 36261 = —3 (mod 7%)
1225l=-1372
12251 =1029 /:49
251 = 21 (mod 49) /-2
=42

Po dosazeni y = 2 095 + 7*m, m € Z. Kone¢né fe$me modulo 7°:
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y2 = (2095 + 7*m)? = 2 398 + 9 604m (mod 7°)
2398+9604m = -3
9604m = -2 401 /:2401

4m = —1 (mod 7)

iMm=6/2

m=5
Dosadime a mame y = 14 100 + 7°k, feSeni jsou tedy y = +14 100 (mod 7°). Zpétnym
dosazenim do substitu¢ni rovnice:

x = 114101

Reseni kvadratické kongruence mod p* se soudélnymi koeficienty s modulem

Podivejme se, jak upravit kongruenci se soudélnym koeficientem u x? s modulem.
Soudélnost jinych koeficienti nds neomezuje. Pozorujme napi. 18x2% + 5x + 10 =
= 0 (mod 27). Inverzni prvek k 18 zde neexistuje, musime zvolit jinou upravu. V souladu

s postupem feseni, které jsme si praveé odvodili, zkusme kongruenci nejprve fesit modulo 3:
18x? + 5x + 10 = 2x + 1 (mod 3)

Z kvadratické kongruence se stala linearni. VyfeSme:

2x+1=0
2x =2
x=1

Ekvivalentng x = 1+ 3k, k € Z. Refeni tedy bude jen jediné a nalezneme ho stejnym
zpusobem, ktery jsme si pfedstavili. V tomto piipadé musime dosadit do celého

neupravené¢ho vyrazu:

18x2% + 5x + 10 = 5x + 1 (mod 9)
51+3k)+1=0
5+15k+1=0
6k = —6

k=-1=2(mod3)
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Po dosazeni je feSenim x =7 + 9,1l € Z. Kone¢n¢ dosadme do plivodni neupravené
kongruence:

18(7 4+ 902 + 5(7 +91) + 10 = 0 (mod 27)
18-49+18-1261+ 8112 +35+45/+10=0

9+181=0
18/=18/:18
I =1 (mod 3)

Dosadime a mame jediné feSeni x =16+ 27m,m € Z. V piipadech soud€lného
koeficientu u x? tedy kongruenci fes§ime nejdfive modulo p jako v pfedchozim piipadé, jen
bez ptedchoziho doplnéni na Ctverec a substituce. Tam se kvadratickd kongruence stane
linearni uz v prvnim kroku feseni a vysledné feSeni je pouze jedno.

Priklad 15: Vyieste kongruenci 75x% — 12x + 91 = 0 (mod 625).

Reseni: Koeficient u x? je soudéIny s modulem, bez upravy fesme modulo 5:

3x+1=0(mod5)
3x=4/2

x=3
Reseni je x = 3 + 5k, k € Z. Postupme o mocninu vys:

13x + 16 = 0 (mod 25)
13(3+4+5k)+16=0
39+ 65k+16=0

15k+5=0/:5
3k+1=0(mod)5)
k=3

Dosazenim méme feSeni x = 18 + 25[,[ € Z. Pokracujme:

75x% — 12x + 91 = 0 (mod 625)
75(18 + 250)2 — 12(18 + 250) + 91 = 0
75(324 + 9001 + 6251%?) — 216 — 300l + 91 =0
32514+ 425=0/:25
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131+ 17 = 0 (mod 25)
131=8/-2
=16

Vysledné feseni je x = 418 + 625n,n € Z.

Reeni x2 = a (mod p*) pro soudélni a
JiZz jsme vypozorovali, Ze kazdy soudélny KZ je modulo 81 sou¢inem 9 a néjakého KZ.
Resitelnou pravou stranu si tedy miizeme piedstavit jako 9k? a fesit pro k. To kongruenci
zjednodusuje, protoze muzeme vydélit 9 a tim vydélit, a tedy zmensit, i modul. Zkusme
timto zplisobem vyiesit napt. x2 = 63 (mod 81). Na pravé strané chceme 9k?, vyuZijeme
tedy substituce x = 3k:

x? = (3k)? = 9k?

9k? = 63 (mod 81)/:9
k? = 7 (mod 9)

Resenimi jsou k = +4 (mod 9). Vzpomenime si, Ze pro soudéné zbytky jsme nepozorovali
pouze dvé ,,odmocniny“. Abychom tedy nasli vSechna feSeni, musime dosadit vSechna
vyhovujici k mensi nez 81. To je rozdil oproti predchozimu postupu. Reseni pak jsou:
x =12,15,39,42,66,69 (mod 81)

Shriime a zobecnéme:

e Resime x? = a (mod p*)

e Pouzijeme substituci x? = (pl)?, feSime kongruenci p?l? = a

e Vydélime p? a vyfesime [? = z;iz (mod p*~?%)

e Do x = pl dosadime vSechna vyhovujici [ € Ny, [ < p*
Priklad 16: Vyfeste kongruenci 208x% + 97x — 17 = 0 (mod 243).

Reseni: Vyuzijme 243 = 35. Nejprve doplitme na &tverec:

208x2+97x —17=0
—35x24+97x—17=0 /-7
—2x2 4+193x — 119 = 0 /- (—=122)
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x?+25x+181=0
x?—218x+181=0
x?—218x+ 11881 =-181+ 11881
(x —109)% = 36

Pouzijme substituci y = x — 109 a feSme y? = 36. Zde vyuzijme substituci y = 3k:

9k2 = 36 (mod 243)/:9
k? = 4 (mod 27)

Reseni jsou k = +2 + 271. Dosazenim viech vyhovujicich k mame:
y =6,75,87,156,168,237 (mod 243)
Zpétnym dosazenim do substitu¢ni rovnice:

x = 22,34,103,115,184,196 (mod 243)
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1.3 Kvadratické kongruence mod 2%

Opét zaénéme nejdiive klasifikaci KZ a KN.

1.3.1 Kvadratické zbytky a nezbytky mod 2*

Obdobné¢ jako v piedchozim oddilu se zaméifme na KZ nesoudélné a soudélné zvlast.
V tomto piipad¢ se jednoduse jednd o lichéd a suda ¢isla. Druhé mocniny lichych ¢isel jsou
tvaru (2k +1)2 = 4k? + 4k +1 = 4k(k + 1) + 1,k € Z. V§imnéme si, Ze pro vSechna
k je 4 v tomto vyrazu nasobena sudym ¢islem, tudiz je prvni ¢len minimalné osminasobkem
a vSechny druhé mocniny lichych ¢isel jsou tim pAdem = 1 (mod 8). Druhé mocniny sudych
¢isel jsou tvaru (21)? = 4121 € Z, tedy analogicky k lichym prvocislim soucinem 22

a n¢jake jiné druhé mocniny. Formulujme jednim tvrzenim s vyuZitim symbolu.

Tvrzeni 9 (Kvadratické zbytky a nezbytky mod 2¥)
Necht' a € Z a k € N, plati:

. [i =—1prok =2

2k

., Ta]_(l®a=1(mod8)
e pro liché a: [27]_{—1@a$1(m0d8)

L _ a_zlb_1<:>([i]l=1/\[i]=1)
s oproa=2hie bk [F] - Z_k] - —1v oszt,;tnich pfip;’::lech

Odvozeno podobné jako v (Gauss, 1986, 68-69).

Duikaz: Prvni ¢ast je ziejma. Druha plyne ptimo z pozorovani druhych mocnin lichych ¢isel.

Diikaz treti ¢asti je analogicky k dikazu tvrzeni 8.

Priklad 17: Rozhodnéte, zda jsou 35 a 68 KZ ¢i KN modulo 128.

Resent: || = 1, protoze 35 = 3 1 (mod 8).
7= 571

[2—2] = [23]2 = (-1)? =1, [2| = 1, protoze 17 = 1 (mod 8). Takze [] = 1.

43



1.3.2 ReSeni kvadratické kongruence mod 2*
Pouzijeme stejny princip jako pro modulo p*, tedy postupna konstrukce feSeni modulo 2%

ze znalosti feSeni modulo v§ech nizsich mocnin dvojky.

Reseni kvadratické kongruence mod 2* se soudélnymi koeficienty a modulem

Modulo nizkych mocnin dvojky se tipravou kongruence neni tteba hloubé&ji zabyvat, zde lze
kongruenci velmi rychle vyfesit dosazovanim. (Pozn.: Zajimavé je, Ze navzdory tomu, Ze
kazdé &islo je KZ modulo 2, kongruence x% + x + 1 = 0 (mod 2) o¢ividné nemé4 fesent).
Obecny vzorec nelze pouzit nikdy, protoze se v ném vzdy déli sudym cCislem a pro ty zde
neexistuji inverzni prvky. Pti dopInéni na ¢tverec se pro vyssi mocniny uz nestacifidit pouze
koeficientem u x2, nybrz i koeficientem u x. U x? opét zaleZi, zda ke koeficientu existuje
inverzni prvek, u x zalezi, zda je koeficient sudy nebo lichy. Modulo 2* pro kazdé liché ¢&islo
totiZ plati, Ze 1 jemu kongruentni zdporné ¢islo je liché. V ptipadech, kdy kongruenci nelze
jednoduse upravit ji budeme bez Upravy fesit v modulech niz§ich mocnin, jako v ptipadé

modulo p*.
Priklad 18: Vyfeste kongruenci 10x2 + 3x + 4 = 0 (mod 16).
Reseni: Re$me nejprve modulo 2:
x =0 (mod 2)
Reseni je x = 2k, k € Z. Pokra¢ujme modulo 4:

2x% + 3x = 0 (mod 4)
22k)2+3-2k=0
2k=0/:2
k =0 (mod 2)

Dosazenim médme feSeni x = 4/, € Z. Pokracujme:

2x%+ 3x+ 4 =0 (mod 8)
2(4D2+3-4l+4=0

41+4=0/:4
[+1=0(mod?2)
=1
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Dosad’'me a feSeni je x = 4 + 8m, m € Z. Dokonceme:

10x%2 +3x + 4 = 0 (mod 16)
10(4+8m)?>+3(4+8m)+4=0
10(16 + 64m + 64m?) + 12+ 24m+4 =0
8m=0/:8
m = 0 (mod 2)

Resenim tedy je x = 4 + 16n,n € Z.
Dale pozorujme x? = a (mod 2¥) pro licha a suda a zv1ast.
Reeni x2 = a (mod 2¥) pro sudi a

Pro sudé a sta¢i obdobné jako modulo p* vyuZit substituci x = 2k a tedy fesit kongruenci

4k? = a. I nadéle je postup analogicky.
Priklad 19: Vyfeste kongruenci x2 = 100 (mod 256)
Reseni: Pouzijme substituci x = 2k:
4k? =100 /:4
k? = 25 (mod 64)
Resenim je k = 5 + 641, 1 € Z. Dosazenim viech vhodnych k mame feSeni:

x =10,54,74,118,138

Reseni x2 = a (mod 2%) pro lich4 a

Kongruence x? = a (mod 2) je ekvivalentni kongruenci x> =1 a ta ma feeni x = 1.

Modulo 4 jsou lichymi KZ: 11 = 1 a 3?2 = 9 = 1, takZe x? = a (mod 4) ma feSeni pouze

pokud a = 1 ateSeni jsou x = %1, tedy jak jsme zvykli. Modulo 8 jsou lichymi KZ:
11=1 32=9=1 52=25=1 72 =(-1)?=1

Situace je tedy stejnd, feseni jsou ovsem 4. Modulo 16 jiz pfibude novy lichy KZ, tim je

o¢ividné 3% = 9. Z tohoto pozorovani vyplyva, Ze pro budovani feSeni z modulii niz§ich

mocnin dvojky miiZzeme zacit od ¢ty feSeni modulo 8, namisto modulu 2.
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Priklad 20: Vyieste kongruenci x? = 25 (mod 32).
Resent: Reseni budujme postupné od &tyf feseni x2 = 1 (mod 8).
Prvnim je x = 1 + 8k, k € Z. Dosazenim mame:

x?=(1+8k)> =1+ 16k + 64k? = 1 + 16k (mod 32)

1+ 16k = 25
16k = 24 /:8
2k = 3 (mod 4)

Tato kongruence nema feSeni, protoze sudé ¢islo nemize byt kongruentni lichému modulo

2k Druhym fe$enim je x = 3 + 8k, dosad’'me:

x2 = (3 4 8k)? = 9 + 48k + 64k? = 9 + 16k (mod 32)

9+ 16k =25
16k =16 /:16
k=1 (mod 2)

Dosazenim vSech vyhovujicich k mame prozatim dvé feSeni x = 11,27 (mod 32).

Pokracujme déle s x = 5 + 8k:

x% = (5+ 8k)? = 25 + 80k + 64k? = 25 + 16k (mod 32)

25+ 16k =25
16k =0/:16
k = 0 (mod 2)

Dosadime vSechny vyhovujici k a mame dvé& dalsi feSeni x = 5,21. Konecné dosazenim

x = 7 + 8k méme:
x? = (7+8k)*> =49 + 112k + 64k?* = 17 + 16k (mod 32)
17 + 16k = 25
16k =8/:8
2k =1 (mod 4)

Tato kongruence také nema feSeni. ReSeni ptivodni kongruence jsou tedy Ctyfi a jsou jimi

x =5,11,21,27 (mod 32).
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Z prikladu je zfejmé, ze takové kongruence budou mit Ctyfi feSeni, namisto obvyklych dvou.
Nikdy jich nebude vice, protoze pokud budeme postupovat od feseni modulo 8, pak modulo
16 mame 12 =72 =1 a 3%2 = 52 = 9 a kazdy lichy KZ v modulu vys$§i mocniny dvojky
bude kongruentni jen jednomu z téchto dvou KZ modulo 16. Podotknéme, ze staci nalézt
pouze jednu dvojici téchto feseni a druhou dvojici budou jejich opa¢né hodnoty. Postup je

A4

dvojky, ale zaCiname modulo 8. Také nepracujeme s jednim feSenim, ale se vSemi Ctyfmi.
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1.4 Kvadratické kongruence mod n

V ptipadé, ze zname prvociselny rozklad n (coz zde predpokladame), mizeme kongruenci
jednoduse rozlozit vyuzitim &inské véty o zbytcich (dale jen CVZ), o ni napt. (Kiizek, 2018,
s. 44).

1.4.1 Kvadratické zbytky a nezbytky mod n

Z CVZ piirozené plyne tvrzeni o KZ modulo n.

Tvrzeni 10 (Kvadratické zbytky a nezbytky mod n)

ki k> m

Necht’ p; je prvocislo, a € Z, k; €N an =p;'p, p::l . Pak a je KZ modulo n pravé

tehdy, kdyz je KZ modulo p; pro vSechna prvocisla, ze kterych je n slozeno (Gauss, 1986,
s. 70-71). Ekvivalentné:

a a a
[E] _ 1@([—1{1] = 1/\[—kzl = 1/\/\[Tml = 1>
n Py P, Pm
—1 v ostatnich ptipadech

Diikaz: Tvrzeni vyplyva z CVZ.

»&" a je zbytkem vSech mocnin prvocisel, ze kterych je n slozeno, jinymi slovy kongruence

2

x% = a ma feSeni ve viech téchto modulech. Podle CVZ tedy také existuje jednozna¢né

Y _ ki k k
fedeni kongruence x% = a (mod p;'p,? ...py" = n).

,»=" Plyne z ekvivalence CVZ.

Priklad 21: Rozhodnéte, zda je 2 KZ nebo KN modulo 15.

s ., . vr 1 2 2 vy

Reseni: 15 = 3 - 5, musime vy¢islit Legendrovy symboly (5) a (E) Protoze 3 = 3 (mod 8),
Jiz prvni z nich je roven —1, a tedy [%] = —1.

Zmiiime také Casto pouzivané zobecnéni Legendrova symbolu.
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Definice 6 (Jacobiho symbol)

km
m

Necht p; je liché prvocislo, a € Z, k; € Nyn = pflp;(z O (pi) je Legendriv symbol.

Jacobiho symbol definujeme:

(na) (a)kl (a>k2 ( - )k
pl pZ pm
(Ktizek, 2018, s. 79).

Priklad 22: Urcéete hodnotu Jacobiho symbolu ( )

"
Resent: (115) = G) . (E) =-1-(-1)=1

Jak Ize na tomto piikladu vidét, Jacobiho symbol miize nabyvat hodnoty 1 navzdory tomu,

ze a je KN modulo n. Také je definovan pouze pro licha n. Proto se pro nase ucely nehodi.

1.4.2 Reseni kvadratické kongruence mod n

Predpokladejme, ze jsme vyftesili vSechny kongruence v modulech mocnin prvocisel, ze
kterych je n slozeno. Pokud vyfeSime vSechny riizné soustavy kongruenci tvofenych vSemi
feSenimi (tzn. vSechny riizné soustavy, kdy si kazdé modulo vybereme jednu kongruenci),

nalezneme vSechna feseni ptivodni kongruence. Z toho plyne nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 11 (Pocet feSeni kvadratické kongruence modulo n)

ky k k s _ . o o
Necht' n = p;'p,? ... p,". Podet fedeni kongruence x? = a (mod n) je roven soucinu poctl

k1

I k k
feSeni stejné kongruence v modulech p;*, p,?, ..., ppr"-

m

Diikaz: Pro feSeni x? = a (mod n) musime vyfeSit soustavu lineadrnich kongruenci, které
oznacuji feSeni stejné kongruence v modulech mocnin prvodisel, ze kterych je n slozeno.
Pocet feseni této kongruence mod pf ! si oznaéme l,, pocet feSeni mod p;c % oznaéme [, atd.
Pocet vSech fesitelnych soustav takovych kongruenci (tj. takovych soustav, kde pro kazdé
modulo vybirdme pravé jednu kongruenci) je podle kombinatorického pravidla soucinu

roven ly -l - .0 [,
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Priklad 23: Vyieste kongruenci 2x% + 13x — 9 = 0 (mod 15).
Resent: Nejprve vyfesme kongruenci 2x% + 13x — 9 = 0 (mod 3):

2x2+x=0
x(2x+1)=0

Z prvniho soudinitele x = 0, z druhého x = 1. Nyni feSme 2x2 + 13x — 9 = 0 (mod 5):

2x2+3x+1=0/-3
x2+4x+3=0
x*+4x+4=-3+4
(x+2)2=1

A feSeni jsou x = 2 a x = 4. Musime vyfesit soustavy:
x = 1 (mod 3) x = 1 (mod 3) x = 0 (mod 3) x = 0 (mod 3)

x =4 (mod 5) x = 2 (mod 5) x =4 (mod 5) x = 2 (mod 5)

Ptame se, jaka Cisla modulo 15 maji po dé€leni 3 takovy zbytek a po déleni 5 takovy zbytek.

ZapiSme do tabulky:
mod 5
2 4
mod 3
0 12 9
1 7 4

Tab. 1: ReSeni soustavy linearnich kongruenci.

Reseni soustav postupné tedy jsou: x = 4,7,9,12 (mod 15). To jsou i feSeni piivodni

kongruence.
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1.5 Polynomialni kongruence vyssich stupiu
V tomto oddilu postupujme obdobné jako v piedchozi. Zaénéme tedy zobecnénim zakladni

definice.

Definice 7 (Zbytek/reziduum a nezbytek stupné k)
Necht' k,n € N a a € Z. Pokud existuje x takové, Ze fesi kongruenci x* = a (mod n), pak
fikame, ze Cislo a je zbytek (nebo reziduum) stupné k modulo n. V opaéném piipad¢ fikame,

ze Cislo a je nezbytek stupné k modulo n.

Pozn.: Pro k = 3 nazyvame a kubickym zbytkem, pro k = 4 kvartickym zbytkem. Dale
v tomto oddilu budeme pouzivat pouze termin zbytek, bude-li mySlen obecné, ¢i bude-li

z kontextu jasné, jakého stupné.

Pozorovani: Muzeme piedpokladat, Zze obdobn¢ jako kvadratickych zbytkl je polovina
vSech ¢isel mod p, tak kubickych zbytki bude tfetina, kvartickych ¢tvrtina atd. Pozorujme,
zda je tato domnénka pravdiva. Jiz modulo 3 nastiva problém, protoze 13 =1 a 23 = 2,
tedy vSechna c¢isla modulo 3 jsou kubickymi zbytky, tento modul ale miize byt specidlnim

piipadem. Pozorujme dale modulo 5:
13=1 33=2

2°=3 43 = (22)3 = (2%)2=32=4

Opét jsou vSechna Cisla kubickymi zbytky. VSimnéme si ovSem, ze ani v jednom z téchto
pozorovani nebyl pocet zkoumanych Ccisel délitelny tfemi. Pro modulo 7 musime
prozkoumat 6 Cisel. Tento pocet je délitelny tfemi, mozna se situace bude liSit:

13 =1 33=6 53=6

22=1 43 =293 =232 =1 63=(-1)3=-1=6

Nyni jsou kubickymi zbytky pouze 1 a 6, tedy jsou pouze dva a v tomto piipadé je jich,
v souladu s predpokladem, tfetina. Pro modulo 5 a 7 proved’'me jesté pozorovani kvartickych
zbytkll. V prvnim ptipadé lze na zdkladé pozorovani kubickych zbytkl ptedpokladat, Ze

budeme mit jen jeden kvarticky zbytek, v druhém zase Sest.
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mod 5: 14 =1 mod7:1* =1

24 =1 24 =2

3t=(-2)*=2*=1 3t =4

44 = (-1)*=1 4* = (=3)*=3*=4
5¢=(-2)*=2
6*=(-1*=1

V prvnim ptipadé se nase domnénka potvrdila, v druhém ne. Namisto ocekdvanych Sesti
zbytkli mdme pouze tfi. Na prvni pohled je to jasné z obecné vlastnosti sudych mocnin, tedy
7e a?' = (—a)?!, zbytkl sudého stupné bude tedy vzdy maximalné polovina. Pozorujme
jesté dale, jiz jsme pozorovali pro prvocislo a sudé Cislo, tak zvolme liché neprvocislo,

nejmensim takovym je 9:

mod 5:1° =1 mod 7:1° =1
22°=(2%2%-2=1-2=2 29=(2MH%-2=4-2=1
3=3%2-3=3 3°=(3%2-3=4%-3=6
42=(-1)°=-1=4 4°=(2°%=1

59 =(5%)%-5=22-5=6
6°=(-1)°=-1=6

V prvnim piipadé jsou opét vSechna Cisla zbytky stupné 9, v druhém jsou jimi pouze dvé
Cisla, tedy tietina vSech. Domnénka o délitelnosti se znovu potvrzuje. 6 sice délitelné 9 neni,
nicméné tato ¢isla jsou soudélnd a D(6,9) = 3, coZ koresponduje se skute¢nosti, Ze zbytk

stupné 9 modulo 7 je tietina vSech (Sesti) zbytkd po déleni 7. Shriime.

Tvrzeni 12 (Pocet zbytki a nezbytkii stupné k modulo p)

Necht’ k € N a p je liché prvocislo. Pocet zbytki stupné k modulo p se rovna Do Lh)

Diikaz: Str. 96
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Priklad 24: Urcete pocet zbytki stupné 15 postupné modulo 3,7,11 a 31.

3-1 2
2=9

ResSeni: mod 3: ———— =
D(3-1,15) 1

mod 7: _mr 6 2
D(7-1,15) 3
mod11: ——1 10 _>

"D(11-1,15) 5

31-1 30 _

mod 31: ——=—==
D(31-1,15) 15

Pozn.: Toto tvrzeni je zobecnénim tvrzeni 1. Dulezitym disledkem tohoto tvrzeni je, ze
zbytkd sudého stupné je vzdy maximaln€ polovina, protoZze p — 1 je sudé. Dalsi uZite¢né
disledky jsou, Ze pokud je modulo p pouze jeden zbytek stupné k, je jim trivialné 1 a pokud
dva zbytky, pak jsou jimi 1 a —1. To je ziejmé pro zbytky lichého stupné ((—1)2**1 = —1),

ale ne pro zbytky stupné sudého. Pro né to plyne z tvrzeni 14.

Pozorovani: V ptedchozim oddilu jsme se dale zabyvali sou€iny zbytka a nezbytki razné
mezi sebou. Je zjevné, ze soucinem dvou zbytkl stejného stupné je také zbytek tohoto stupné
a soucinem zbytku néjakého stupné a nezbytku je nezbytek. Jen pro souciny dvou nezbytka
obecného stupné neplati to samé jako pro soucin dvou kvadratickych nezbytka. Protiptiklady
Ize nalézt v modulech, kde je zbytki daného stupné relativné malo, napt. 3 -4 = 5 (mod 7)
pro zbytky stupné 9. Nicmén¢ se miize stat, ze sou¢inem dvou nezbytkli bude zbytek, napf.

2 -3 = 6 (mod 7) taktéz pro zbytky stupné 9.
Tvrzeni 13 (Souciny zbytkii a nezbytkii stupné k modulo n)
Necht k,n € Naa,b € Z.

(1) Pokud jsou a, b zbytky stupné k modulo n, pak i ab je zbytkem.
(2) Pokud a je zbytkem a b nezbytkem stupné k modulo n, pak ab je nezbytkem.

Diikaz: Analogicky jako v tvrzeni 2, jen nedokazujeme pro druhou mocninu, ale pro obecnou

k-tou mocninu.
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Dale jsme zavedli Legendriiv symbol. Jeho zobecnéni na zbytky vySsich stupiid sice existuji,
nicméné¢ se definuji a vycisluji za vyuziti oboru Eisensteinovych ¢i Gaussovych celych ¢isel,
které jsou nad ramec této prace. O kubickych a kvartickych napt. v bakalaiské praci Kubicka

a bikvadraticka reciprocita (Stasko, 2019).

Jak lze tedy za pouziti elementarnéjsi matematiky zjistit, zda je dané ¢islo zbytkem mod p,
respektive jestli ma kongruence x* = a (mod p) feseni? Nejprve zmifime par trivialnich
poznatkd. Jak jiz bylo zminéno, pokud je zbytek stupné k pouze jeden, pak je jim 1, pokud
jsou dva, jsou jimi 1 a —1. Pfi vy$8im poctu se ale situace uz dosti komplikuje. Nicméng,

—1 je vzdy zbytkem lichého stupné. Naopak pro sudé stupné plati x2! = (—x)?!.

Jako jeden z prvnich obecnych zavérii v této oblasti jsme zminili Eulerovo kritérium, v némz
se umociuje zkoumané ¢islo na pocet vSech kvadratickych zbytki modulo p. To se da ptimo

zobecnit.

Tvrzeni 14 (Zobecnéné Eulerovo kritérium)
Necht a € Z,k € N a p je liché prvocislo. a je zbytkem stupné k modulo p prave tehdy,
kdyz:

p—1
ab@-1k) =1 (mod p)

Duikaz: (Volkaner, 2011)

Priklad 24: Urcete, zda jsou 5 a 7 kubickymi zbytky modulo 13.

13—-1 12

Reseni: 50(13-13) = 53 = 5% = 1: Ano
7% = 9: Ne.

Pozn.: VSimnéme si rozdilu mezi Eulerovym kritériem pro kvadratické zbytky a jeho
zobecnénim. V zobecnéném piipad€ jiz neplati, Ze pro nezbytky se pouzitim kritéria

pocitand mocnina musi rovnat —1 (ale miiZe, napf. 2 je nezbytkem stupné¢ 4 modulo 17

17-1 16

a 2b(7-14) = 2% = 2* = —1 (mod 17)).

I zde ovSem plati, ze pocitani vysokych mocnin mize byt zdlouhavé a nepraktické. Pro
kvadratické zbytky a nezbytky je uzitecnym pomocnikem zdkon kvadratické reciprocity,

a 1 ten lze zobecnit. S nimi ovSem uzce souvisi obecny zbytkovy symbol a pro pouziti
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kubické, resp. bikvadratické reciprocity je potieba pracovat s Eisensteinovymi

a Gaussovymi celymi Cisly. O téchto reciprocitach vice v (Stasko, 2019).

O zbytcich neprvociselnych moduli a obecné feseni polynomialnich kongruenci uz jen
kratce. Podobné jako nalezeni feSeni obecné polynomialni rovnice nad komplexnimi ¢isly ¢i
obecné kvadratick¢é kongruence modulo p je nalezeni feSeni obecné polynomialni
kongruence modulo p laicky feCeno pomérné obtizné, ba dokonce obtizn€js$i nez u obou
zminénych. Existuji algoritmy umoziujici faktorizaci polynomu spliujicich néjaké
podminky nad kone¢nymi télesy (coz ¢isla modulo p tvori). Takové algoritmy tedy odhali
1 feSeni polynomialni kongruence, ale jsou vysoce nad ramec této prace. Dale plati
o polynomialnich kongruencich obdoba zakladni véty algebry. Nazyva se Lagrangeova véta
a fik4, ze kongruence stupné k ma nejvyse k feSeni. O zbytcich modulo p' plati zobecnéné

tvrzeni 7 a feSeni x* = a (mod p') se buduje z feseni x* = a (mod p) analogicky jako pro

kvadratické kongruence. V diikazu tohoto tvrzeni figuruje tzv. Henselovo lemma. x* =
= a (mod n) se také fe$i obdobné vyuzitim CVZ a naslednym fesenim soustavy linearnich

kongruenci.
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2 Exponencialni kongruence

Prvnim typem nealgebraickych rovnic, se kterymi se zaci nejCastéji setkaji jsou rovnice
exponencialni. Jak ndzev napovida, neznama se v téchto rovnicich nachazi v exponentu.
S mocnénim modulo n jsme se v této praci jiz setkali a smysl tedy maji i exponencidlni

kongruenéni rovnice. Definujme.

Definice 8 (Exponencialni kongruence)

Exponencialni kongruenci rozumime kongruenéni rovnici:

a* = b (mod n)
kde a,b € Z a x je neznama, Casto nazyvana diskrétni logaritmus b o zdkladu a modulo n.
Pozn.: Bézné se hleda teseni, které je pfirozenym Cislem. Tak tomu bude 1 v této praci.
Zkusme nejdiive vyresit dvé jednoduché exponencialni kongruence. Zacnéme s:

3* =5 (mod 11)
Modul je relativné maly, zkusme feSit dosazovanim:

32=9
33=27=5

To navadi na zavér, ze feSenim je x = 3 + 11k, k € Z. VSimnéme si ale, Ze pro k = 1:
314 =(3%)*-32=5%-9=252:9=32.9=3*=5-3=4 %5

To znamena, Ze 11 neni spravnou periodou feSeni. Pozorujme, pro jaky nejmensi exponent

je 3 kongruentni 1 modulo 11:

Spravnym feSenim je tedy x = 3 + 5k, k € Z.
Zkusme vytesit kongruenci bez dosazovani:

5% = 25 (mod 31)
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Reseni je jasné, ale pro nazornost pieved’me na stejny zaklad:
5% = 52
Jednim feSenim je x = 2. Jak to bude s periodou v tomto ptipadé? Zde opét dosazujme:
53=125=1
Takze feSenim je x = 2 + 3k.

Nalezeni tfeSeni exponencidlni kongruence, kde na pravé stran¢ neméame cislo, které lze
jednoduse prevést na stejny zéklad jako na levé stran€ a modul je moc velky na dosazovani,
je obecné velmi nesnadné. Obecné je nalezeni diskrétniho logaritmu tak obtizné, Ze je na
tomto problému zaloZeno n€kolik Sifrovacich metod. Z ptikladi je vidét, Ze otdzka, jaka

bude perioda feSeni, také neni GipIné trividlni.

Pozorujme tedy, jak se vlastné mocniny modulo n chovaji. Zaénéme pozorovanim pro
prvocislo. Zvolme 7, protoze je relativné malym prvocislem, ale poskytne nam pro zkoumani
vétsi vzorek, nez 3 a 5. Pozorujme a* pro a i k od 0 do 6. Exponenty sice mohou nabyvat
1 vétsich hodnot a jejich cykly nejsou tak jasné, ale pieci jen, pro 6 riznych umocnéni vyjde

maximalné 6 raznych vysledkd, coz je pocet vSech zbytkl po déleni 7:

kko| 1|2 |3 4|56
a

0 0 0 0 0 0 0

5 1 5 4 6 2 3 1

6 1 6 1 6 1 6 1

Tab. 2: Mocniny modulo 7.
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Nejdiive se vypotadejme s oekavatelnymi zavéry. 0° je nedefinované. Ve zbylych buikéach
prvniho fadku se nachazeji samé nuly, 0 je tedy agresivnim prvkem zleva. Podobna situace
nastava v prvnim sloupci, kde mame samé jednicky a 0 je ,,agresivnim prvkem* i zprava
(v uvozovkéach, protoze ze vSech Cisel nedéla nuly, tedy samu sebe, ale jednicky). Podobné
nepiekvapivy je druhy fadek a sloupec. Z druhého tadku vidime, Ze 1 je také agresivnim
prvkem zleva a z druhého sloupce vyplyva, ze je neutralnim prvkem zprava. Zajimava

situace je v poslednim sloupci, kde se kromé bunky s nulou nachézi jen jednicky. Plati tedy:
Va €Z,a % 0:a® =1 (mod 7)

OvSem vSimnéme si, ze ncktera Cisla jsou kongruentni 1 uz pii své niz§i mocning,

nejextrémnéjSim ptipadem je 6. Vzhledem k tomu, ze 6 = —1, je 6 kongruentni 1 dokonce

pro kazdou svou sudou mocninu. Ostatni Cisla, kterd dosdhnou 1 dfive ji dosahnou po

umocnéni na tfeti. To vyplyva z Eulerova kritéria a tato Cisla jsou kvadratickymi zbytky.

Opravdu vSechna ¢isla ale dosdhnou 1 az pfi umocnéni na Sestou. Zopakujme pozorovani

modulo jiné prvocislo, nejblizsi vétsi je 11.V pozorovani ted’ vynechme 0, ale ponechme 1:

kk1 |2 |3 |4 |5|6|7|8|9]10

6|16 | 3|7 |9]10]5 8|4 2]|1

717 |52 3110 4 |6 | 9|8 |1

81896 |4 1032 |5]7]|1

919 1| 4| 3 5 11914351

1010} 1 (10} 1 |10} 1 (10| 1 (10| 1

Tab. 3: Mocniny modulo 11.
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V poslednim sloupci op€t mame samé jednicky, a zda se, ze plati:
Vp prvodislaa a Z 0 (mod p): aP~! = 1 (mod p)

Pozorujme, zda podobny vztah plati i pro mocninu prvocisla, ¢i slozené ¢islo. Sestavme si

tedy obdobnou tabulku modulo 9:

kk'1 | 2 (3| 4|5 ]| 6| 7| 8

8|18 1|8 | 1|81 81

Tab. 4: Mocniny modulo 9.
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A modulo 10:

9 9 1 9 1 9 1 9 1 9

Tab. 5: Mocniny modulo 10.

Ani v jednom piipadé nemame v poslednim sloupci samé jedni¢ky. Zaroven muizeme
pozorovat, ze pro Cisla soudélna s modulem nevyjde pii mocnéni 1 nikdy. Tak tomu bylo
ostatn¢ i modulo prvocislo, protoze a = 0 (mod p) & D(a,p) # 1, zde je soud€lnych Cisel
vice. Pokud ignorujeme soudélna Cisla, pak ale také nalezneme sloupce, ve kterych jsou
samé jednicky. Modulo 9 je to po umocnéni na Sestou, modulo 10 po umocnéni na Ctvrtou.
Ziejmé tedy existuje 1 jakysi vztah pro slozena €isla, jen je jiny nez pro prvocisla. Nejdiive

se tedy opét vénujme nejdiive prvociselnym moduliim a nésledné t€ém neprvociselnym.
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2.1 Mala Fermatova véta

vvvvvv

Véta 2 (Mala Fermatova véta; Fermat’s little theorem)

Necht’ p je prvocislo. Pak pro vSechna cela ¢isla a, kterd jsou nesoudélna s p plati:
aP~! =1 (mod p)
(Gauss, 1986, s. 31).
Formalnéji:
Vp prvodisla Va € Z,D(a,p) = 1: aP~! = 1 (mod p)
Pfenasobenim kongruence a Ize vynechat podminku nesoudélnosti:
Vp prvocisla Va € Z: a? = a (mod p)

Uvedme dva dikazy. Prvni nazornéjsi, druhy spiSe technicky. Pifed druhym diikazem

nejprve dokdzeme lemma, kterého se v ném vyuziva.

Duikaz 1 (kombinatoricky): Mé&me p koralkli v a riznych barvach. Pocet vSech takovych
fad, kde se barvy koralkti mohou opakovat je a?. Pokud vylou¢ime vSechny jednobarevné
fady, mame a? — a ruznych fad. Nyni chceme ze vSech zbylych fad koralkti vytvorit
naramky, tedy je spojit. Tim se z n€kterych fad stanou stejné naramky. Jako stejné¢ naramky
muzeme chapat takové naramky, které mizeme jeden z druhého dostat otoCenim naramku

o nekolik pozic. Pozic mame p, tedy z p tad se stane jeden naramek. Pocet unikatnich
p_

naramku (ktery je samoziejmé prirozenym ¢islem) se tedy rovna apfa. Takze p|(aP — a),
v jazyce modularni aritmetiky a? — a = 0 (mod p) a tedy a? = a (Golomb, 1956).

Pozn.: Tento dikaz plati pouze pro prvocisla, protoze pro slozena Cisla n neplati, ze kazdou
skupinu stejnych ndramki tvoii n ndramki. U sloZenych n totiz nékteré stejné naramky tvori
fady stejnych skupinek koralkl (po dvou, po tfech apod.), namisto fad jednotlivych koralkd.
Lemma 2 (Skoldkiv sen; Freshman’s dream): (a + 1)P = aP + 1. Rozlozme levou stranu
podle  binomické véty (a+1)P =aP + (V)aPt + (D)aP 2+ - + (p’jl) a+1.

Pozorujme Vk € N,0 < k < p: (?) = p'(pl;zl)c'_"'l'gf’__llcﬂ). ProtoZe je p prvocislem, tak se pro
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kazdé mensi k v kazdém takovém binomickém koeficientu p s ni¢im nezkrati, takze kazdy

takovy koeficient je nasobkem p, v jazyce modularni aritmetiky (g) = 0 (mod p).

Pozn.: Toto lemma plati specialné pro prvocisla. Neplatnost pro slozena ¢isla nastiime

nahlédnutim do Pascalova trojihelniku:

Obr. 5: Pascalav trojuhelnik (Ktizek, 2018, s. 107)

Lze vidét, Ze pro neprvociselné fadky nejsou vSechny koeficienty délitelné poradim fadku.

Diikaz 2 (matematickou indukci): Indukci provedeme podle a. Pro a = 0 mame 0P =

= 0 (mod p) a tvrzeni plati. Nyni dokazme a?P =a = (a+1)? =a+ 1. Z lemmatu

2 vyplyva (a + 1)P = aP + 1, coz je podle indukéniho pfedpokladu kongruentni a + 1.

Existuje mnoho dalSich dikazi této véty. Tuto vétu poprvé formuloval Fermat, nicméné ji
nikdy nedokazal, i kdyz tvrdil, ze dikaz znd. Prvni dikaz byl publikovan Eulerem (Gauss,

1986, s. 32). Dale budeme na malou Fermatovu vétu odkazovat zkratkou MFV.

Pozn.: Ptivlastek ,,malad* tuto vétu odliSuje od slavné velké Fermatovy véty (Fermat’s last
theorem). Navzdory sloZitosti diikazu je znéni véty dosti srozumitelné. Rika, e rovnice
x™ + y™ = y™ nema zadné celocCiselné feseni pro n € N,n > 3. Pro n = 2 celoCiselnych
feSeni existuje samoziejmé nekone¢né mnoho, jsou jimi pythagorejské trojice. Fermat tvrdil,
ze dikaz znal, ale nikdy jej nesepsal. Vétu za pouziti poznatkli matematiky, které prisly
davno po Fermatovi, dokdzal az roku 1994 britsky matematik Andrew Wiles (*1953)
(Krizek, 2018, s. 65).
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2.1.1 Néktera vyuziti MFV

Diikaz Eulerova kritéria
Nejdiive se vratme k Eulerovu kritériu. To se ze znalosti MFV da pfirozené odvodit. Plati

. p1 p-1 p=1y2
aP~! =1 (mod p) atedy musiplatita 2 =1Vva z = —1, protoze (a 2 ) = aP~1. Toto

jsme ostatné¢ vypozorovali 1 z tab. 1 na zacatku kapitoly. Zarovent se pomoci MFV da

kritérium 1 dokazat.

Diikaz (Eulerovo kritérium): Z MFV: aP~! = 1 (mod p), takze a?P~! — 1 = 0. RozloZme na

soudin:

p-1 p-1
(az —1)(a2 +1)EO
ProtoZze se nachazime v oboru integrity, musi jeden ze souciniteld byt nulovy.

Ptredpokladejme, Ze a je KZ, tedy a = x?2:

p-1 p-1
az =(x?)z =xP!

p—1
A opét dle MFV xP"1 =1 =a 2 a pro KZ je prvni soudinitel nulovy. Pro KN musi byt

p-t
nulovy druhy soucinitel, pro n¢ tedy musi platita 2 = —1.

Zbytek po déleni
MFYV lze efektivné vyuzit pii hledani zbytku po déleni prvocislem.
Priklad 25: Zjistéte zbytek po déleni &isla googol (1019°) &islem 47.
Reseni: Plati Va € Z: a*® = 1 (mod 47):
10100 = 10246+8 = 10246 . 108 = (10%6)2 - (102)* = 12 - 6* = (62)% = (-11)? =
=121=27
Inverzni prvek

MFV lze vyuzit i pro nalezeni inverzniho prvku (navzdory tomu, Ze v drtivé vétSin€ piipada

bude jednodussi vyuzit napt. rozsiteny Eukleidiiv algoritmus). To Ize odvodit nasledovné:

1 (modp) /-a™?

-1

a
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Priklad 26: Naleznéte inverzni prvek k 5 modulo 17.
Resent: Ze vztahu vyse 5° = 571 (mod 17):
515 =(5%)5=125"=6"=6262-6=36-36"6=2:-2:6=24=7
Pozn.: Lze vytesit jednoduse uvahou: 2-17 =34a5-7=35= 1.
Exponencialni kongruence
Pti feSeni exponencialnich kongruenci Ize MFV vyuzit pro ur€eni periody feseni. Nicméné
jak lze z pozorovani a ptikladi na zacatku tohoto oddilu nahlédnout, tato perioda neni pro
kazdé cislo nutné ta nejmensi, a tudiz vyuzitim pouze této véty nemusime pokryt celou

mnozinu feSeni. S ¢im nam MFV ovSem nepomiize je nalezeni samotného jednoho

konkrétniho feSeni dané kongruence.

2.1.2 Fermatiyv test prvociselnosti (Fermat primality test)

Pro osvétleni principu tohoto testu si nejprve formulujme MFV pomoci implikace:
p je prvocislo = Va € Z: a? = a (mod p)
Tento test pak vychazi z obménéné implikace tohoto tvrzeni:
Ja € Z: a™ £ a (mod n) = n je slozené &islo.
Pozn. 1: Obménéna implikace A = B ma podobu =B = —A.
Pozn. 2: Zména zépisu z p v piivodnim znéni véty na n reflektuje, ze n ma byt slozené.

Je tfeba zdUraznit, Ze tato obménénd implikace fik4, Zze pokud nalezneme cislo a, které
nespliuje vztah uvedeny ve znéni MFV, pak je dané n sloZenym ¢islem, nikoliv Ze dany

vztah pro sloZena n nesplituje zddné a. Vyrok, ktery by toto tvrdil by mél podobu:
n je slozené ¢islo = Va € Z:a™ # a (mod n)
Ktery neplati. Demonstrujme na jednoduchych ptikladech.

26 = 64 = 4 (mod 6)
36 =729 = 3 (mod 6)

Neni tfeba zdlraziiovat, ze 6 je sloZenym cCislem. Je tedy patrné, Ze tento test jednoznacné

rozhoduje o sloZenosti ¢isla, namisto prvociselnosti. Cislo 2 potvrdilo sloZenost ¢isla 6 a je
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tvz. Fermatovym svédkem sloZenosti 6, zatimco ¢islo 3 by pii nespravném porozuméni
fungovani testu potvrdilo prvociselnost ¢isla 6. Ve skutecnosti nam vysledek testu pii pouziti
3 nic netekl. 3 je tedy Fermatovym lharem a 6 je pseudoprvocislem vzhledem k 3. Pfesnéjsi
pojmenovani testu by bylo spiSe ,,Fermativ test sloZzenosti. Pro kazdé n mizeme vSechna

Cisla rozd¢lit na svédky a lhare.

Definice 9 (Fermatovi svédci a lhari, pseudoprvoclislo; Fermat witnesses and liars,
pseudoprime)

Necht' a € Z an € N je slozené &islo.
Takova a, pro ktera plati a” # a (mod n), se nazyvaji Fermatovi svédci slozenosti n.

Takova a, pro ktera plati a" = a (mod n), se nazyvaji Fermatovi lhari. n se nazyva

pseudoprvocislo vzhledemk a.
Priklad 27: Urcéete vSechny Fermatovy svédky a lhate pro 15.
Reseni: Umocnéme viechna &isla modulo 15 na &trnactou:

14 =1
2= (24322 = (-1)3-4=—4=11
314 = (32)7 =97 = (92)3-9=63-9=62-6-9=6-6-9=6-9=9
414 = ()W = (242 =112 =1
5 =(5%)7"=(-5)7"=-5=10
614 =214.314=11.9=9
714— — (72)7 = 47 — (22)7 — 214- =11
gt = (2314 = (2143 =113 =11
914 = (3142 =92 =¢

1014 = 214.514 = 11-10 = 5

11 = (1127 =17 = 1

1214 =314.414=9.1=9

1314 = (=2)14 =214 = 11

1414 = (-1 =1

Sveédci jsou: 2,3,5,6,7,8,9,10,12 a 13. Lhati jsou: 1,4,11 a 14.
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Pozn.: Jak si Ize v tomto ptikladu vS§imnout, 1 je Fermatovym lhafem pro vSechna n, proto

nema smysl ho pro test vyuzivat.
Priklad 28: Zjistéte, zda je 4 294 967 297 prvocislem nebo slozenym ¢islem.
Resent: Vyuzijme Fermatova testu. Pro velké ¢&isla lze vyuzit pomoc kalkulacky:
2429496729 = 1 pelze rozhodnout.
34294967297 = 3 (029 026 160, je slozeny &islem.

A tedy 2 je Fermatovym lhafem a 3 Fermatovym svédkem.

Carmichaelova ¢isla

Existence Fermatovych lhaii navadi na otazku, jestli existuje slozené n takové, ze vSechna
cela ¢isla jsou pro né¢j Fermatovymi lhati. Pokud ano, pak je tento test pomérné nespolehlivy.
Jejich existenci nepopira MFV v podobé implikace. Zakazovala by ji pouze, kdyby byla

v podob¢ ekvivalence, tedy by platila i obracena implikace:
Va € Z: a™ = a (mod n) = n je prvocislo
Obmeénénou implikaci:
n je slozené ¢islo = Ja € Z: a™ # a (mod n)

Ta ovSem neplati a takova Cisla opravdu existuji.

Definice 10 (Carmichaelovo Cislo; Carmichael number)

Necht a € Z an € N je slozené Cislo. Pokud pro vSechna a plati:

a™ = a (mod n)
pak se n se nazyva Carmichaelovo cislo (Ktizek, 2018, s. 218).
Je dokazano, ze takovych cisel existuje nekoneéné mnoho, coz c¢ini Fermativ test
prvociselnosti nespolehlivym (Alford, 1994). Prvnich 7 Carmichaelovych ¢isel objevil jiz
roku 1885 Gesky matematik Vaclav Simerka (1819-1887), jeho prace se oviem nedockala
velké pozornosti (Lemmermeyer, 2013). Proto jsou ¢isla pojmenovana po americkém

matematikovi Robertu Carmichaelovi (1879-1967), ktery nezavisle na Simerkovi v roce

1910 objevil nejmensi takové ¢islo, kterym je 561 =3 -11-17.
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Na zavér tohoto oddilu si ukazme schéma Fermatovych svédkl a lhatt pro prvnich 100

ptirozenych n:
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Obr. 6: Fermatovi svédci a lhafi pro prvnich 100 piirozenych cCisel (z
https://mathlesstraveled.com/2019/01/18/fermat-witnesses-and-liars-some-words-on-pww-
24/)

Modra znazornuje, ze n je prvocislo, zluta soud€lna ¢isla s n, zelena svédky a ¢ervena lhare.

Fialové sloupecky po stranach znaci, jaky je pomér lhati a svédkt pro dané n.
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2.2 Eulerova funkce a Eulerova véta

Vrat'me se k tab. 3 a tab. 4. Zaméime se na nesoud¢€lna ¢isla s modulem. Miizeme pozorovat,
ze vSechna takova také sdili sloupec, v némz jsou samé jednicky, jen jim neni sloupec
posledni. Modulo 9 je to pro Sestou mocninu, modulo 10 pro ¢tvrtou. Pro¢ zrovna tyto
mocniny? Souvisi to néjak s MFV? Pokud se vratime jesté dale, k tab. 1 a tab. 2, pak je
vlastné potadi sloupce, kde se nachazi samé jednicky pro nesoudélna a shodné s poctem
téchto jednicek. Tuto vlastnost sdili i tab. 3 a tab. 4. Jinymi slovy, pokud a € Z a k oznacuje
podet viech piirozenych ¢isel mensich nez n € N, nesoudéInych s n, pak a® = 1 (mod n).
Tento vztah poprvé popsal Euler a také se po ném dnes jmenuje (Ktizek, 2018, s. 70).

Nejprve si formalizujme a zodpovézme otazku, jak takova k jednoduse najit.

Definice 11 (Eulerova funkce; Euler’s totient function)
Necht’ a,n € N. Eulerova funkce ¢(n): N - N oznacuje pocet vSech piirozenych &isel a,

kterd jsou mensi nez n a nesoudélna s n.
Formalnéji:
pn) ={vaeN:0<a<naD(a,n) =1}
(Krizek, 2018, s. 70).
Pozn. 1: Z definice prvocisla p je ¢(p) = p — 1.

Pozn. 2: Ve druh¢é formulaci nezéavisi na ostrosti nerovnosti, protoze 0 a n jsou s n soudélna
vzdy pro vSechna n.

Z pozorovani tab. 3 je patrné, ze ¢(9) = ¢(3?) = 6. Zkusme funkci intuitivné vy&islit pro
jinou mocninu prvoéisla a zobecnit pro vSechny mocniny prvoéisel. Zkusme uréit ¢(52) =

= @(25). VypiSme si ¢isla od 1 od 25 a vyskrtejme vSechna soud€lné s 25.
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Obr. 7: @(25).

Timto zpGsobem mizeme hodnotu Eulerovy funkce ur¢it jako ¢(25) = ¢(5%) =5-4.
Takovéto schéma se d4 podobnym zpiisobem sepsat pro libovolné p*. Mélo by p*~* fadki
a p sloupct, takze by bylo vypsano skute¢né viech p* &isel. Posledni sloupec by obsahoval
vSechny nasobky p, byl by tedy Skrtnuty a tabulka, kde zbyla vSechna ostatni nesoud¢lna
¢isla s p by méla p — 1 sloupci. Z toho vyplyva:

p®@) =p*t-(p-1)
Hodnotu ¢(25) lze intuitivné vy¢islit i jinou ivahou. Z celkového poctu piirozenych &isel

od 1 do 25 potitebujeme odecist vSechna soud€lnd s 25. To jsou vSechny nasobky 5, tedy

kazdé paté Cislo, jeste jinak jednu pétinu vSech Cisel. Takze:

1
¢(25) = 25 25 = 25— 5 = 20

Obecné:
k k 1 k
p(*) =p*——p

Vyraz upravme:

1
p""—gp"=p"—p"‘1=p"-(p—1)

Vidime, Ze ob¢ tvahy vedou v konkrétnim ptikladu i obecné ke stejnému zavéru.
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Zbyva hodnota funkce pro slozena ¢isla. Pfirozené ¢islo je se slozenym ¢islem n nesoudélné
prave tehdy, kdyz je nesoudéIné se vSemi prvocisly, ze kterych je n slozeno. Z tab. 4 plyne
@(10) = @(2-5) = 4. Vytvorme si schéma opét pro jiné n, napi. n = 15 = 3 - 5s ohledem

na soudélnost s prvociselnym rozkladem.

<
% 2
X o

0

D
[ Q-]

D O
e iy

Obr. 8: ¢(15).
Schéma ma po vyskrtnuti 2 fadky a 4 sloupce, takze @(15) = 2 - 4 = 8. Podobné Ize tabulku
sestavit pro jakékoli jiné ¢islo sloZené ze dvou nesoudélnych ¢isel. Viimnéme si, ze ¢ (3) =
= 2 a @(5) = 4, takze p(15) = ¢(3-5) = ¢(3) - ¢(5). Pfedpokladem tedy je:
p(m-n) =p(m) - p(n),mneN

Pokusme se na hodnotu ¢ (15) piijit stejnou alternativni ivahou. Z celkového po¢tu musime
odecist kazd¢ treti a zaroven kazdé paté Cislo. Tedy jak tfetinu, tak pétinu. V této uvaze si

ovSem musime dat pozor, abychom né¢kterd Cisla neodecetli dvakrat. Proto odectéme
nejdiive tfetinu a az z tohoto poctu pétinu. Nejdiive spoctéme 15 — § -15=15-5=10.
A tedy ¢@(15) =10 —g- 10 =10—2=8. Opét jsme dosli ke stejnému vysledku.
Zobecnénim tohoto postupu ovsem dojdeme k jinému zavéru nez zobecnénim piredchoziho.
Pro n sloZené z mocnin prvocisel pf 1p§ 2. p,';m musime od n nejdiive odecist kazdé p;-té
¢islo, tedy p—lln. Kazdé p;-té Cislo odecitame az z této ¢asti. Mensi vyzvu €ini takovy vztah

spravné a piehledné zapsat, 1ze to provést takto:
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o= (1) () - )

Tento vztah byl znamy jiz Eulerovy (Gauss, 1986, s. 21). Zmiiime, Ze nezavisi na tom,
jakych mocnin jsou prvocisla v rozkladu n. Vsech ¢isel soud€lnych s danou mocninou
prvocisla se zbavime tak, ze se zbavime vSech ndsobkul tohoto prvocisla. Také tento vzorec

funguje 1 pro prvocisla a jejich mocniny, takze je univerzalni. VSechna pozorovani shriime.

Tvrzeni 15 (Vypocet hodnoty Eulerovy funkce)
Necht’ p je prvocislo a k, m,n, € N. Pak:

M@ =p-1
2) p(P*) =p*1-(p—1) = pk —p*?
(3) pro D(m,n) = 1: (m - n) = p(m) - p(n)

: 1o ky Kk K
Univerzalné pron = p;'p,” .0y

@oem=n-(1-7) (1-2) . (1-1)

D2
(Krizek, 2018, s. 70-71).
Duikaz: (1) je patrné z definice prvocisla a (2) z pozorovani vyse.
(3) Dokazeme pomoci CVZ. Nejdiive zopakujme, ze VI € N:D(,mn) = 1 & (D(l,m) =
= 1AD(,n) = 1). Kazdé takové | (mod mn) je kongruentni néjakému ¢islu mod m a
n&jakému ¢islu mod n. Pro vSechna [, existuje modulo m ¢(m) moznych kongruenci,
modulo n obdobné ¢@(n). Podle CVZ existuje pro kazdy par takovych kongruenci

jednozna¢né feSeni mod mn. Pocet vSech moznych pari je @(m) - ¢(n). (Gauss, 1986,

5. 20-21)
(4) Z (2) a (3) plyne:

o) = o(Py") - @(P32) * ” P(PAT)
ky—1 Km—1

‘P(n)zpfl_l'(Pl_l)'Pz =D rp (o — 1)
o9 =t (1-2) s (1) ot (12
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o) = py'py? D (1 —i) | (1 —i) e (1 - L)

¢(n)=n-(1_p_11).. (1_;_2).___,(1_i)

Pozn. 1: Casto se definuje jestd (1) = 1.

Pozn. 2: (1) je specidlnim ptipadem (2), ale pro piehlednost jsme (1) formulovali zvIast’. Je

ziejmé, ze pokud zname prvociselny rozklad n, dokdzeme urcit ¢ (n) pro vSechna n.
Priklad 29: Urcete pocet vSech prirozenych ¢isel mensich nez 56, nesoudéInych s 56.
Resent:

p(56) = @(7-8)=9(7) - 9@B) =p(7)-p(2®)=6-2°"1-(2-1)=6-2?-1=24

Alternativné:

1 1 6 1
(p(56)=(p(7)-g0(8)=g0(7)-g0(23)=56-(1—7>-(1—§)=56-7-§=4-6=24

Priklad 30: Zkoumejte vlastnosti Eulerovy funkce:

a) Je prosta (injektivni)?
b) Je na (surjektivni)?
c) Je bijektivni?

d) Je rostouci ¢i klesajici?
Reseni: a) Funkce prosta neni, protiptikladem miize byt ¢ (3) = ¢(4) = 2.

b) Pro zodpovézeni této otdzky musime zodpoveédét, zda existuji hodnoty, kterych funkce
nemuze nabyvat. Pii vypoctu hodnoty ¢ (n) vychadzime z prvociselného rozkladu n. Hodnota
pro mocninu prvocisla (véetné prvni) obsahuje soucinitel p — 1, ktery je pro lich4 prvocisla
sudy. Pro p = 2* je sudost zarudena sou¢initelem 2%~1. Jedinymi specidlnimi p¥ipady jsou
¢(2) = ¢(1) = 1. Az na ty nemize ¢(n) nabyvat lichych hodnot pro Zadna n.

Jsou 1 sudé hodnoty, kterych funkce nemiiZze nabyvat, nejmensi je 14. 14 + 1 = 15 neni
prvocislem, tudiz zalezi na rozkladu. 14 = 2 -7, 2 je hodnotou ¢(4) nebo ¢(3), ale 7 je

lichym ¢islem, takZe neni moznou hodnotou. Obdobnou Givahou ani 21 = 3 + 7 neni moZnou

hodnotou, protoze ani jeden ze soulinitel neni moznou hodnotou a 21 + 1 = 22 neni
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prvocislem. OvSsem 28 = 4 - 7 také neni souc¢inem dvou hodnot Eulerovy funkce, ale 28 +
+1 = 29 je prvocislo, takze 28 je hodnotou funkce, konkrétné ¢(29) = 28. Analogicky
35 =5-7 neni hodnotou, ale 42 = 67 ano, protoze 7 je mocnina prvocisla a 6 je o 1
mens$i nez to samé prvocislo, konkrétné ¢ (49) = @(7%) = 7 - 6. Obecné m € N je moznou
hodnotou ¢(n) pravé tehdy, kdyz je sudé a bud m + 1 je prvocislo, m lze vyjadrit jakou
souc¢in dvou hodnot Eulerovy funkce, nebo 1ze m vyjadtit jakou souc€in mocniny prvocisla
pap—1.

c¢) Funkce neni ani prost4, ani na, takze neni bijektivni.

d) Neni ani rostouci, ani klesajici. Protiptiklad:

p(4) =2 (5) =4 p(6) = @(2)-9(3) =2

Nyni kdyZ mame definované postupy pro vypocteni hodnoty ¢(n) pro libovolné n, vratme

se k ptivodnimu pozorovani a souvislosti Eulerovy funkce s umociiovanim.

Véta 3 (Eulerova véta; Euler’s theorem)
Necht a € Z,n € Na D(a,n) = 1. Pak a?™ = 1 (mod n). (Ktizek, 2018, s. 70).
Duikaz: M¢&yme mnozinu vSech pfirozenych Cisel mensich nez n nesoudélnych s n. Pocet
prvki takové mnoziny je @(n), ozname {bl, b,, ...,b(p(n)}. Kazdy prvek této mnoZziny je
modulo n kongruentni riznému prvku mnoziny {abl, ab,, ...,ab(p(n)} (jinymi slovy mezi
témito mnozinami existuje bijekce, ekvivalentné je druhd mnoZzina permutaci prvni). Z toho
vyplyva:
bl - bz et b(p(n) = ab1 - abz " ab(p(n)
by byt by = a®?™(by - by - v bymy) /i (by by byny)
a®™ =1
(Gauss, 1986, s. 22).

Pozn. 1: To, Ze jsou si ob& mnoZiny v diikazu nekongruentni dokazme nasledovné: sou¢inem

dvou nesoudélnych cisel s modulem bude znovu nesoudélné ¢islo s modulem. V druhé
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mnozin€ si nejsou Z7adné dva prvky kongruentni, protoze ax = ay (modn) & x =
= y (mod n) a v prvni mnozin¢ ptredpokladame vSechny prvky nekongruentni.
Pozn. 2: Jelikoz ¢(p) =p — 1, je EV zobecnénim MFV na vSechna ptirozena ¢isla,
respektive je MFV specialnim ptipadem EV.
Dale budeme Eulerovu vétu znadit zkratkou EV.
2.2.1 Vyuiziti EV
EV se dé pro nesoudélna a a n vyuzit obdobné jako MFV pro zjisténi zbytku a po déleni n
a inverzniho prvku a~! (mod n). Disledkem je, ze EV lze vyuzit pro zjisténi libovolného
poctu poslednich ¢islic jakéhokoli ¢isla.
Priklad 31: Urcete posledni dvojéisli ¢isla 21983%
Reseni: Hledame zbytek po déleni 100, takze po¢itdme modulo 100:

@(100) = p(4-25) = p(4) - 9(25) = 9(2?) - p(5*) = 2'-1-5' -4 =40
Takze:

337

2198337 = 198337 mod 40 _ 19 mod 40 (mod 100)

Kde mod 40 chapeme jako operaci. Spocitejme ¢ (40):
@(40) = ¢(8-5) = 9(2%) - p(5) =2%-4 =16
A tedy:
1937 mod 40 — 19(3'9)*3° mod 40 — 193° = 193"3 = 19813 = 1913 = 59 (mod 100)
Posledni dvojcisli je 59.

Pozn.: Ulohy tohoto typu lze fesit i pomoci CVZ, i kdyz by to v tomto konkrétnim p¥ipadé
bylo pracnéjsi. Tento postup napt. v (Kandkova, 2022, s. 39).

Zbytek po déleni (soudélna a s n)

EV lIze ovSem vyuZit i pro zjiSténi zbytku po déleni pro soudélna a a n. VyuZziva se faktu, ze

x =y (modn) & kx = ky (mod kn)

74



Priklad 32: Zjistéte posledni dvojéisli ¢isla 73530%°.

Resent: Opét po¢itame modulo 100. Hledany zbytek oznadme a:

086

3539"" (mod 100) /:5

- 3530%°~1 (mod 20)

ullQ vl Q

@(20) = p(4) - (5) = 2-4 = 8. Takze:

153086—1 = 153086—1 mod 8 — 15(—2)86—1 mod 8

@(8) = 2% = 4, tedy:
15(-2%-1mod8 = 15(-2)*~1 = 1541 = 153 = 15
A tedy:

a
EE 715 (mod 20) /-5
a = 25 (mod 100)
Poslednim dvojcislim je 25.

Exponencialni kongruence

Stejn€ jako vyuzitim MFV Ize dle EV urcit periodu feSeni. Nicméné ani EV s hledanim
samotného jednoho konkrétniho feSeni nepomtize a zaroven pro ncktera cCisla neurci
nejmensi periodu. Navic ji nelze vyuzit pro feSitelné kongruence se soudélnym zakladem,
toto se ovSem da oSetfit vydélenim celé kongruence spolenym délitelem a ptipadné

naslednym zavedenim substituce.
Priklad 33: Vyreste kongruenci 2* = 6 (mod 10).
Reseni: Vydélme 2, abychom zajistili nesoud&Inost:

2* = 6 (mod 10) /:2

2*71 =3 (mod 5)
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Zaved'me substituci y = x — 1. V§imnéme si, ze 23 = 8 = 3 (mod 5), takze y = 3 a tedy

x = 4. Periodou je ¢(10) = @(2-5) = ¢(2) - (5) = 14 = 4. Vysledné feSeni je:

x=4+4k k eZ

Pozn.: EV ma velké vyuziti v Sifrovani, jednou z nejzndméjsich Sifer vyuzivajici EV je RSA.

O ném napt. (Kfizek, 2018, s. 308-310).

Na zavér graf hodnot ¢ (n) pro prvnich 200 n:

=
=
ol

150

100

50

[I] 5I[]

150

200

Obr. 9: Graf ¢ (n) (svisla osa) pro prvnich 200 n (vodorovna osa). Vygenerovano pomoci

OEIS (posloupnost A000010).

cwwvr

hodnot dosahuje pro slozena cisla srelativné velkym poctem prvocisel ve svém

prvociselném rozkladu.
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2.3 Carmichaelova funkce a Carmichaelova véta

Jiz vime, ze n€ktera ¢isla jsou kongruentni 1 pfi niz§i mocnin€, nez urcuje hodnota Eulerovy
funkce. Mlize se pro néjaky modul stat, ze to bude platit pro vSechna ¢isla? Pozorujme
tabulku pro mocniny nesoudéInych &isel s 24 modulo 24. (24) = @(23) - @(3) =4-2 =

= 8, staci nam tedy 8 radka i sloupci:

K1 1213|456/l 7]|s8

11 | 11 1 11 1 11 1 11 1

13 | 13 1 13 1 13 1 13 1

17 | 17 1 17 1 17 1 17 1

19 | 19 1 19 1 19 1 19 1

23 | 23 1 23 1 23 1 23 1

Tab. 6: Mocniny modulo 24.
Jiz z druhého sloupce vidime, Ze neplati jen:
a® =1 (mod 24)
ale dokonce:
a’? =1 (mod 24)

Je n&jaky vztah mezi oCekavanou nejmensi mocninou z vyuziti EV a nejmens$i mocninou
zde pozorovanou? Na prvni pohled je 2 délitelem 8, a dokonce je 2 nejmensim spole¢nym
nasobkem hodnot ¢ (3) a ¢(8), které byly pouZity pro uréeni hodnoty ¢ (24). Vysledky EV
jde tedy dale zptesnit.
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Definice 12 (Carmichaelova funkce; Carmichael function)
Necht' a € Z, k,n € N a D(a,n) = 1. Hodnota Carmichaelovy funkce A(n):N - N je

nejmensi k takové, ze a® = 1 (mod n). (Carmichael, 1914, s. 54).

Funkce je pojmenovana, stejné¢ jako Carmichaelova c¢isla, po Robertu Carmichaelovi.
Priklad 34: Z definice urdete 1(24).

Resent: 7 tab. 5 plyne 1(24) = 2.

Je ziejmé, ze pro vSechna prvocisla A(p) = @(p). Jak to bude s hodnotami pro mocniny
prvocisel? Vyuzijme vypozorovanou mySlenku nejmensiho spole¢ného nasobku. Obecné
@(p*) = p*~1 - (p — 1). Tyto soucinitele jsou pro viechna prvoéisla nesoudélné, takze Ize
predpokladat @(p*) = A(p*). Tato uvaha je sice spravnd, ale ma vyjimku. Vratme se
k pozorovani kvadratickych kongruenci mod 2%. Pro 2,4 a 8 je jedinym lichym (tedy
nesoudélnym s modulem) kvadratickym zbytkem 1. To znamena, Ze pro vSechna licha

a plati:
a? =1 (mod 2)

Zde ale trivialné platii a® = 1 (mod 2), atedy ¢(2) = A(2) = 1. Déle:
a’? =1 (mod 4)

Takze obdobné @(4) = 1(4) = 2. Ale:

2

a® =1 (mod 8)

Takze A(8) = 2, ale ¢(8) = ¢(23) = 22 -1 = 4. Pro mocniny dvojky se o¢ividn& hodnoty

Eulerovy a Carmichaelovy funkce vZdy nerovnaji. Pozorujme jesté modulo 16:

11 =1 92 =1

32=9,33=11,3*=11-3=1 112=9=11*=1
52=25=9>5%*=1 132=9=13*=1
72 =1 152 =(-1?* =11

Tedy A(16) = 4. Zda se, Zze hodnota Carmichaelovy funkce pro mocniny dvojky (kromé 2

a 4) je o dvé mocniny nizsi, ne pouze o jednu, jako v ptipad¢ Eulerovy funkce.
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Véta 4 (Carmichaelova véta; Carmichael theorem)
Necht’ p je prvocislo a k,m € N. Carmichaelova véta urcuje zptisoby vypoctu hodnot

Carmichaelovy funkce:

(1) 2(p) = ¢(p)

(2) prop = 3: A(p*) = @ (p*)

(3) pro k = 3: A(2K) = 272 = = (2K)

4 A22%) =14 =2

(5) pro n =pi*1 P2 o ptm A() = n(Ay*), A(2*2), .., Ap*m)), kde n

znaci nejmensi spole¢ny nasobek
(Carmichael, 1914, s. 39).

Duikaz: (4) lze ovéfit jednoduSe vyctem. Ostatni tvrzeni dokazme tak, ze vzdy nejprve

A(n)

dokézeme, ze a = 1 (mod n) (1. vlastnost) a nasledn¢, Ze je takovy exponent opravdu

nejmensim (2. vlastnost).

(1) 1. vlastnost plyne z MFV. Pro dikaz 2. vlastnosti vezméme nejvétsi mensi exponent,

ktery ma smysl zvazovat, 192;1 (to, Ze zadny exponent mezi nimi neni tfeba zohlediovat plyne

z Lagrangeovy véty, které se blize vénujeme u tvrzeni 18). Z Eulerova kritéria pro vSechna
p-1

a, ktera jsou kvadratickymi nezbytky plyne: a 2z = —1 (mod p). Zvazme piipad, ze by
vSechny kvadratické nezbytky dosahli 1 pifi umocnéni na jiny, lichy dé¢litel p — 1.
Z Eulerova kritéria ale plyne, Ze by pfi takovém umocnéni nebyly kongruentni 1 pravé

kvadratické zbytky.

(2) 1. vlastnost plyne z EV. Pro diikaz 2. vlastnosti se pokusme exponent konstruovat
podobné jako feseni kvadratickych kongruenci modulo p*. Z MFV plati a?~! = 1 (mod p),

ekvivalentné a?~1 = 1 + Ip,l € Z. Umocnéme obé strany na p-tou:

p

a?®@D = 1 + (1

Yo+ () 2+ (7 ) aprt+ oy

Vyuzitim lemmatu 2:

a?®=D = 1 4+ (Ip)? = 1 (mod p?)
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Dal$im mocnénim na p bychom mohli postupovat pro vSechny moduly vys$ich mocnin p.
Viimnéme si, ze mod p3 by nezmizel druhy ¢&len rozvoje, zde by tedy exponent p(p — 1)
nestacil. Protoze p nema zadné délitele, neni tfeba zohlediovat jiné exponenty (také plyne

z Lagrangeovy véty).

(3) 1. vlastnost dokazme tak, 7e ukdzeme, e pro 3 vzdy plati 327 = 1 (mod 2%).
2. vlastnost tak, ze ukazeme, ze vzdy plati 32 # 1 (mod 2¥). Dalii exponenty netfeba
zohlednovat, coz opét plyne z Lagrangeovy véty. Dikaz bychom mohli provést i pro 5,
a dokonce pro jakékoliv ¢islo = 3,5 (mod 8), coz lze nahlédnout z pozorovani pro modulo

16. Zacnéme s 1. vlastnosti:
32“? = 1 (mod 2%)
327? _1=0
32 -DE* T+ =0
32 -DET+ 1B +1)..3% +1) =0

Prvni soucinitel je roven 2, druhy je roven 4. Kazdy dalsi soucinitel je ndsobkem 2, ale ne
4, protoze jsou vSechny souctem mocniny 9 a 1. Pocet vSech soucinitelt je k — 1. k — 2
souciniteld jsou ndsobkem 2, jeden je nasobkem 4 = 22, celd prava strana je tedy nasobkem
2k=2.22 = 2k tedy tvaru 2¥r = 0 (mod 2¥) a piedpoklad plati. Podobnym zpiisobem by
se dokézalo 1 pro jina licha ¢isla. VSechna jsou kongruentni 1 nebo 3 modulo 4, takze vzdy
dany Clen o jedna vétsi nebo o jedna mensi bude nasobkem 4. N¢ktera liché Cisla (napt. 7)

by jednicky doséhla pro nizsi exponent (7 + 1 = 8), ale nikdy pro vyssi.
Nyni dokazme 327 % 1 (mod 2¥) sporem, tedy predpokladejme 32~ = 1:

2k-3 _

3 1=0
B2 - 1E¥F T +1) =0
B -DE+ DB +1D) .3+ 1) =0

Prvni soucinitel je nasobkem 2, druhy nasobkem 4 a vSechny dals$i ndsobkem 2, ale ne

nasobkem 4. Jejich podet je k — 2 a celd prava strana je tedy nasobkem 2%~1 ale neni
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nasobkem 2% takze tvaru 2¥~1r kde r je liché. 2¥~1r # 0 (mod 2¥), coz je ve sporu

s predpokladem.

(5) Plati al(pfi) =1 (mod pf i) pro kazdou mocninu prvocisla, ze kterych je n slozeno.
Protoze A(n) je nasobkem A(pf 1), plati i a*™ =1 (mod pf . ZCVZ plyne a*™ =
= 1 (mod p;*1 - p,*2 - ...- p,m = n). 2. vlastnost plyne z toho, Ze je A(n) definovano jako
nejmensi spole¢ny nasobek.

Pozn.: Pro vypocet hodnoty Carmichaelovy funkce bohuzel neexistuje explicitni vzorec jako

pro vypocet hodnoty Eulerovy funkce.
Priklad 35: Urcete hodnotu:

a) A(24)
b) A(720)
) A(561)

Resent:
a) 1(24) = n(1(3),A(2%)) =n(2,2) =2
b) A(720) = A(5-9-16) = n(A(5),4(32),1(2%)) = n(4,6,22) = 12
Z toho vyplyva a'? = 1 (mod 720). Pro porovnani:
©(720) = p(5)- (3% - p(2*) =4-3-2-23-1=192
¢) A(561) =n(1(3),4(11),4(17)) = n(2,10,16) = 80
MiuiZzeme nahlédnout, pro¢ je 561 Carmichaelovym ¢islem. Je to proto, ze A(561) =

= 80 déli 561 — 1 = 560 a pii mocnéni a®®® (mod 561) vlastné mocnime 17 pro

v$echna nesoudélna a.

Carmichael ptinesl vysledky, které dale zptesiiuji EV. Carmichaelovu lze tedy opét vyuzit
na urceni inverzniho prvku a zjisténi zbytku po déleni v mnoha ptipadech efektivnéji nez

Eulerovu funkci.
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Priklad 36: Za pouziti Carmichaelovy véty urdete posledni dvojéisli &isla 21983,

Resent: Po¢itame modulo 100:

2(100) = n(1(4),1(25)) = n(2,5- 4) = 20

Takze:
219837 = 1983%7 mod 20 = 193" m0d 20 (104 100)
Spoctéme A1(20):
A(20) = n(2(4),A(5)) =n(2,4) = 4
Tedy:

193*’ mod 20 — 19(3%°3mod20 — 193 = 59

Piiklad 37: Za pouziti Carmichaclovy véty zjistéte posledni dvojéisli ¢isla 73539%°.

Reseni: Uprava je nejdiive stejn jako v prikladu 32:

a
T = 7 -1530°°~1 (mod 20)
Jiz vime A(20) = 4:

1530%°-1mod 4 — 152%°-1mod4 — 15(2"?"2°~1mod4 — {54-1 — 153 = 1§

Déle jiz je postup stejny s postupem v piikladu 32.

Vyuziti Carmichaelovy funkce tedy feSeni problému usnadiuje a je ptimocarejsi nez vyuziti
Eulerovy funkce.

U exponencidlnich kongruenci mize opét pomoct s uréenim periody feSeni. Nicméné ani
tato funkce zarucené neur¢i nejmensi periodu pro konkrétni ¢islo a nepomiize s hledanim

samotného feSeni.
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Na zavér opét ukazme graf hodnot A(n) pro prvnich 200 n:

200

100
|

50
|

4 b |||M. |“|||I ‘ .‘ II“l I ‘l
{IJ 5|{J | | T

100 150 200

Obr. 10: Graf A(n) (svisla osa) pro prvnich 200 n (vodorovna osa). Vygenerovano pomoci

OEIS (posloupnost A002322).

Miizeme pozorovat stejné fenomény jako u grafu v obr. 9. Oproti nému je tento graf méné
,husty*.
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3 Algebraicka struktura zbytki po déleni n

V této kapitole se podivame na kongruence trochu jinou optikou. Co znamend pocitat
modulo n? Znamena to provadét néjaké operace (pouzivali jsme +,— a -) na mnoziné
{0,1,...,n — 1}. Nasim cilem ted’ bude zkoumat algebraickou strukturu této mnoziny se
sCitdnim a nasobenim zvlast. Z toho divodu budeme déle misto znaku = pouzivat znak =.
Omezujeme se pouze na struktury s jednou operaci a celkove bude tato kapitola o néco méné
formalni nez ptfedchozi dv€. Jde nam spiSe o intuitivni vyklad ne tplné€ jednoduchého tématu.

Formalni vyklad maze ¢tendf najit napt. v (Stanovsky, 2022).
Nejprve si formalizujme mnozinu naSeho zkoumani a operace nad ni.
Definice 13 (MnoZina Z,,)
Mnozinou Z,, rozumime mnozinu {0, 1,2, ...,n — 1}, kde n € N.
Formalnéji:

Z,={a€Ny;0<a<n-1}
Napf. Zs je mnozinou {0, 1, 2, 3, 4}.
Definice 14 (S¢itani v Z,,)
Sc¢itani v Z,, zna¢ime +,0q », @ definujeme:

a +modan b = (@a+ b) modn

pro a, b € Z,, kde mod n chapeme jako operaci.
Napft. 3 +m045 4 = (3+4) mod 5 = 2.

Pozn.: Dale budeme znacit pouze +, protoze v této kapitole bude vzdy chapano podle této

definice.
Definice 15 (Nasobeni v Z,,)
Nésobeni v Z,, znac¢ime *,,q » @ definujeme:
a ‘modn b = (a-b) modn

proa,b € Z,, kde mod n chapeme jako operaci.
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Napf. 2 "noas 4= (2-4) mod5 = 3.

Pozn.: Dale budeme znacit pouze -, protoze v této kapitole bude vzdy chapano podle této

definice.
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3.1 Aditivni grupa Z,
Pozorujme tedy strukturu Z, se s¢itdnim. Mnozina celych ¢isel s operaci s¢itani tvorii
komutativni grupu. Na konkrétnim piikladu pozorujme, zda by tomu tak mohlo byt i pro jeji

podmnozinu Z,,. Pozorujme pro Z,:

+ |0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

9 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Tab. 7: S&itani v Zy,.

Vzhledem k definici operace je viii ni mnozina uzaviend. Neutradlnim prvkem je oc¢ividné
stejn€ jako v mnozing celych ¢isel 0. V kazdém tadku se neutralni prvek objevuje, takze pro
kazdy prvek existuje prvek inverzni. Asociativita z tabulky vidét neni, ale plyne z definice
s¢itdni. Konecné, protoze je tabulka symetrickd podle diagondly, je operace komutativni.

Zkoumali jsme pro sloZené ¢islo, takZe shriime obecné.

Tvrzeni 16 (Aditivni grupa Z,,)

Mnozina Z,, s operaci s¢itani tvoii komutativni grupu.

Bude-li z kontextu jasné, Ze pracujeme s grupou, ne pouze mnozinou, budeme znacit Z,,.
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Diitkaz: 7 definice s¢itani plyne uzavienost, asociativita a komutativita. Neutralnim prvkem
je 0, kterd nalezi Z,,. Pokud se v mnozin¢ nachazi prvek a, pak se v ni nachazii prvek k nému

inverzni, tim je n — a.

Pozn.: Notace neni jednotna, lze se ¢asto setkat se zapisem C,,, ktery ma reflektovat, Ze grupa

je cyklicka (vice na str. 99).

Zdaraznéme, ze pro jakékoli ptirozené Cislo n je struktura Z, komutativni grupou. To
znamena, ze se pro vsechna n s takovou grupou velmi jednoduSe pracuje a jeji chovani neni

tézké popsat. Tato skutecnost se ndm v nasem zkoumani bude brzo hodit.
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3.2 Multiplikativni grupa Z,,
Nyni pozorujme strukturu Z,, s ndsobenim. Mnozina celych ¢isel bez nuly s ndsobenim tvofti
komutativni monoid (tzn. ,,grupa“ bez inverznich prvkia). Pozorujme opét pro Z,,, zda se

struktura bude shodovat:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

8 0 8 6 4 2 0 8 6 4 2

9 0 9 8 7 6 5 4 3 2 1

Tab. 8: Nasobeni v Z4,.

Z tohoto pozorovani se i tato struktura zd4 komutativnim monoidem. Neutralnim prvkem je
1 a tabulka je soumérna podle diagonaly. Také zde figuruje O jako agresivni prvek, tu ale
mizeme pro jednodussi popis struktury bez problémi vynechat. V§Simnéme si ovSem, zZe
narozdil od celé mnoziny celych ¢isel, kde neexistuji Zddné inverzni prvky vic¢i nasobeni,
v Z,, pro n&které specifické prvky ano. Na prvni pohled jsou témito Cisly ¢isla nesoudélna
s 10. Kdyz se tedy omezime pouze na mnozinu nesoud€lnych ¢isel, dokaZzeme strukturu
zptehlednit, najednou mame 1 inverzni prvky ke vSem prvklim a struktura se stava

komutativni grupou.
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Definice 16 (MnoZina Zj,)
Mnozinou Zy, rozumime mnozinu vSech a € Z,, ktera jsou nesoudé€lna s n.
Formalnéji:
Z, ={a €Z,:D(a,n) =1}
S mnozinou Z;, jsme se vlastné jiz setkali. Poc¢et prvka Z;, udava ¢(n).
Priklad 38: Vypiste vSechny prvky Z3,.
Reseni: 7, = {1,3,7,9}. Mizeme si zkontrolovat, ze ¢ (10) = 4, coZ je pocet viech prvk.
PopiSme tedy strukturu Z;, s nasobenim.
Tvrzeni 17 (Multiplikativni grupa Z,; multiplicative group of integers mod n)
Mnozina Z,, s operaci nasobeni tvoii komutativni grupu.
Bude-li z kontextu jasné, Ze pracujeme s grupou, ne pouze mnozinou, budeme znacit Zj,.

Duikaz: 7 definice ndsobeni plyne uzavienost, asociativita a komutativita. Neutralnim
prvkem je 1, kterd vzdy nalezi Z, protoze D(1,n) = 1 pro vSechna n. Existence inverznich
prvkl vychazi z Bézoutovy rovnosti, o ni (Kandkova, 2022, s. 28). Pro nalezeni inverzniho
prvku k prvku a stac¢i vyfesit rovnici ua + vn = 1 (onen hledany inverzni prvek je zde u).
Tato rovnice ma dle Bézoutovy véty celociselné feSeni pravé tehdy, kdyz D(a,n) = 1, coz

platiVa € Zy,.

Pozn.: Ani v tomto pfipad€ neni notace jednotna. Je jich celd fad, ale nejcastéji se lze setkat

se zapisem (Z/nZ)*.
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3.3 Rad grupy a Fady prvki
Lze v popisu struktury Zy, jit vice do hloubky? Zatim jsme zkoumali sou¢iny mezi riznymi
prvky. V souladu s nasim zkoumani exponencialnich kongruenci zkusme opakované nasobit

prvky samy se sebou. Pro jednoduchost pozorujme Z7, odkazme se na tab. 1. Z ni pro prvek
2 plyne:

21 =2 22 =4 23 =1
Jiz zde 1ze pozorovat zajimavy jev. Z MFV plati, Zze a® = 1 (mod 7), nicméné pro 2 stadilo

umocnit na tieti. Tento Ukaz, se kterym jsme se setkali jiz v druhé kapitole, formalizujme.

Definice 17 (Rad grupy Z},, ¥ad prvku; Order of a group, order of element)
Necht k,n € Naa € Zj:

e Rad grupy T, je roven poétu prvkil mnoziny Zj,, je tedy tedy:

p(n) = |Zy]

e Rad prvku a je nejmensi k takové, ze a* = 1, znadi se ord(a) = k.
(Stanovsky, 2022, s. 63).
Pozn.: Rad prvku je unikatni pro kazdy prvek, nelze ho zjistit obecné napf. pomoci vyéisleni
Carmichaelovy funkce. Ta obecné¢ neurcuje ani fad grupy, ten je definovan jako hodnota
Eulerovy funkce.
Piiklad 39: Urcete fad grupy Z a tad jejiho prvku 2, tedy ord(2).
Reseni: Radem grupy Z3 je ¢(7) = 6.
ord(2) = 3 z definice a pozorovani vyse.
Kdyz budeme pozorovat mocniny ostatnich prvki Z7, zjistime, ze se objevuji fady 2,3 a 6.
To znamend, Ze vSechny tady prvki déli fad grupy. VSimnéme si, Ze nestaci, aby byly
soudé€lné, neobjevuje se napi. fad 4. Toto pozorovani formalizuje a zobeciiuje na podgrupy,

nejen prvky, tzv. Lagrangeova veta. O ni vice v (Stanovsky, 2022, s. 64). My se omezujeme

na fady prvkl v grupach Z;,.
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Pozn.: Tato véta je jind nez Lagrangeova véta zmifiovand v prvni kapitole. Po Lagrangeovy
je pojmenovana fada dalSich vét, napt. Lagrangeova véta o ¢tyfech Ctvercich také z teorie

¢isel, nebo Lagrangeova véta o stiedni hodnoté¢ v matematické analyze.

Tvrzeni 18 (Rad prvku déli ¥ad grupy)
Necht' n € N, a € Zj,. Pak:

ord(a)|e(n)

Diikaz: Z EV plati a®™ = 1, takze ord(a) < ¢(n). V piipadé rovnosti tvrzeni plati. Pokud
pro n&jaké a je ord(a) < @(n), pak musi existovat néjaké [ € N takové, ze [ - ord(a) =
= ¢@(n), protoze musi platit (a°" @) = 1! =1 =q?™_ Vv Z! jsou definovany pouze
celociselné exponenty, takze je tato rovnice fesitelna pouze pokud ord(a)|ep(n). (Gauss,

1986, s. 30-31).
Priklad 40: Vypiste vSechny fady prvka Z5,.

Reseni: ¢(24) = 8, coz navadi na vypsani viech délitelti 8. Nicméné jiz vime, ze 1(24) =
= 2, takze v8echny prvky jsou maximalné fadu 2, mnozina Fadu je tedy {1, 2}.

Rady prvki tedy nemusi byt viechny délitele fadt grupy.

Pozn.: Toto tvrzeni Ize vyuzit pro urceni periody feSeni exponencialnich kongruenci. Po
spocteni A(n) lze ur¢it viechny délitele této hodnoty a pro konkrétni ¢islo vyzkouset pouze
tyto délitele. To situaci znacné zjednoduSuje, nicméné stale neexistuje zadny obecny

algoritmus na urceni fadu konkrétniho prvku.
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3.4 Generatory
Neopousté&jme piedchozi pozorovani. V8imnéme si, ze v Z5: ord(3) = 6 a umochiovanim
3 postupné vyjdou vSechny prvky Zz. To znamend, ze vSechny prvky Z; lze vyjadrit jako

mocninu 3. To miZze praci s grupou zna¢n¢ zjednodusit.

Definice 18 (Generator/Primitivni prvek; Generator/primitive root)
Necht' n € N a g € Z,,. Prvek g se nazyva generdatorem (také primitivnim prvkem) grupy
Z,, pokud lze kazdy prvek Z,, vyjadtit jako mocninu g. Skute¢nost, ze g je generatorem Z,,

znaéime (g) = Z,.
Pozn.: Rad generatoru se ocividné musi rovnat fadu grupy.

Pojem generatoru je v teorii grup mnohem obecnéj$i. O nich obecné v (Stanovsky, 2022).
Naopak pojem primitivni prvek je velmi konkrétni. Tento pojem je presné definovan ve
znéni této definice. Pojem primitivni prvek zavedl Gauss (latinsky radice primitiva)
a nepouziva obecnéjsi pojem generator jednoduse proto, ze obecna teorie grup vznikla az po
DA. Dale ale budeme pouzivat termin generator, protoZe je obecnéjsi a v kontextu této prace

ekvivalentni pojmu primitivni prvek.

Generatory miizeme vztahnout 1 k aditivnim grupam Z,, pro které vSechny trividlné plati
(1) = Z,. 3 je generatorem Z3, mizeme zapsat (3) = Z;, naopak 4 generatorem neni,

protoze napt. prvek 3 nelze vyjadfit jako mocninu 4.
K pojmu generatoru se poji dalsi pojem. Tim je cyklicka grupa.
Podivejme se na jednoduché ptiklady, se kterymi ndm znalost generatoru mize pomoct.

Priklad 41:

a) Dokazte, ze 4 neni generatorem Z-.
b) Proved’te soucin 4 - 5 v Z5 pomoci generatoru.

¢) Vyuzitim generatoru naleznéte inverzni prvek k 2 v Z7.
Resent:
a) 3 je generatorem. 4 = 3* a z umoctiovani 4 stdva umoctiovani 3* a jiz (3%)3 =

312 = (3%)% = 1, takze pomoci 4 nevygenerujeme viechny prvky Z.
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b) Oba prvky si zapiSme jako mocninu generatoru a z ndsobeni prvkl se stane prosté
sCitani exponentl:
4:5=3%.3>=3%5=39=36.33=1-6=6
c¢) K prvku vyjadienému mocninou generatoru je inverzni takovy prvek, ze se
exponenty obou prvkil pii seéteni rovnaji fadu grupy. 2 = 32, inverznim prvkem je

tedy 3672 = 3% = 4.

Vsimnéme si, Ze 3 neni jedinym prvkem, jehoZ opakovanym mocnénim vysly vSechny prvky
grupy Z;. To se stalo i pro prvek 5 (tj. 1 5 je generator). Vidime tedy, Ze generator grupy
nemusi byt urcen jednoznacné. VSimnéme si, ze pii generovani prvkem 5 jsme generovali
prvky grupy v opa¢ném potadi nez pti generovani trojkou. To vyplyva z faktu, ze 5 je
inverznim prvkem 3, tedy 37! = 5. Generator tedy nikdy neni uréen jednozna¢né, protoze
pokud nalezneme generator, 1 inverzni prvek k nému bude generatorem. Zvolme si jeden

z generatorl, napt. 3 a zndzornéme strukturu Z; obrazkem:

1 —3

Obr. 11: Struktura Z5.

V obr. 11 je zndzornéno, Ze jsme generovali prvkem 3. PferuSované usecky spojuji inverzni

prvky.

Jak zjistit, kolik generatort dand grupa ma, a popiipadé jak je nalézt? Proved'me pozorovani
pro grupu s vice prvky. Zistaiime jesté u prvocisel, napt. Zj4. Pokusme se najit generator
tak, Ze budeme opakované umoctiovat vSechny prvky, dokud nenarazime na generator.
Dtsledkem Lagrangeovy véty sta¢i umociiovat jen na délitele 18. Za¢néme od nejmensiho,

u které¢ho to mé smysl, tedy u 2:
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21 =2 26=82=7
22 =4 2°=26-23=7-8=18=-1
23 =38

2 tedy generatorem je, protoze z pozorovéani vyplyva 218 = (—1)? = 1 a pro niz§i mocninu
dvojky 1 nevyjde, takze se fad 2 rovna fadu Zi,. Tuto grupu generovanou 2 znazornéme
obrazkem, ze kterého lépe nahlédneme vlastnosti grupy, a tedy nam zjednodusi 1 zkoumani

generatorl:

o B e 2 i

Obr. 12: Struktura Z3,.

V obr. 12 je zndzornéno, Ze jsme generovali prvkem 2. pferuSované usecky opét spojuji

inverzni prvky.

Zacnéme nejdiive pozorovanim, které prvky nemohou byt generatory. V obr. 12 toto
muizeme lehce nahlédnout tak, Ze se podivame, zda by nami vybrany kandidat na generator
opravdu vygeneroval viechny prvky. Napi. Ize jednoduse vidét, ze 4 = 22 generatorem neni,
protoZe pii mocnéni vynecha kazdy druhy prvek. Obdobn& 8 = 23 vynecha kazdy tieti.
U 16 = 2* uz je situace o néco zajimavéjsi, protoZe sice vynecha kazdy &tvrty prvek,

nicméné jednim z téchto preskoCenych je 1 prvek 1. MiZeme ovSem ,,obihat kolo* dale,
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dokud nenarazime na 1. Pak vidime, Ze ani 16 nevygeneruje vSechny prvky. Pokud ptijdeme

jesté o krok dale a vyzkousime 13 = 25, zjistime, Ze ta uz generatorem je.

Otéazkou tedy je, jak zjistit, které prvky pfi mocnéni nevynechaji zadny prvek, nez narazi na
1 (tyto prvky jsou tedy generatory) a které ne. 4 je druhou mocninou generatoru a 8 treti.
Rad grupy je 18. Oba tyto prvky dosahli 1 jiZz pii jednom ,,obdhnuti®, coZ neni piekvapujici,
protoze oba exponenty generdtoru piislusici t€émto prvkim déli fad grupy. Konkrétné
4 vygenerovala 9 prvki, protoze (22)° = 28, 8 obdobné vygenerovala 6 prvki. Pro 16 =
= 2* uzneplati, Ze by tento exponent dé&lil ¥ad grupy, ale je s nim soudéIny. 16 vygenerovala
také 9 prvki, protoze D(4,18) =2 a n(4,18) =36=9-4=18-2. Az 13 =25 m4
exponent nesoudélny staddem grupy, a tedy vygenerovala vSech 18 prvki, protoze
n(5,18) = 18- 5. TakZe kazda mocnina generatoru, kterd ma nesoudélny exponent s fadem

grupy bude také generatorem.

Tvrzeni 19 (Pocet generatori Zy)

Necht' n € N. Poget generatort Z;, (pokud né&jaky existuje) je roven @ (@ (n)).

Diikaz: ¢ (n) oznacuje pocet prvki grupy. Pokud vyjadiime vSechny prvky Z,, jako mocninu
libovolného generatoru g, pak dalSimi generatory budou jen takové mocniny g, pro jejichz
exponent k € N plati D(k, p(n)) = 1, z &ehoz trivialng vyplyva n(k,p(n)) = k - p(n).
Tim padem pii postupném mocnéni tohoto g* vyjde @(n) riznych prvki (véetné 1 jako
posledni), coz je pocet vSech prvkl Zy. Pro mocninu generatoru s exponentem [ € N
takovym, e D(I,(n)) > 1 plati n(l, p(n)) < - @(n) a tedy pti postupném mocnéni
vyjde méné nez @ (n) riznych prvki pfed dosdhnutim 1, coz znamend, Ze [ nevygeneruje
v8echny prvky Z;,. Z definice EF je pocet k spliiujicich zminénou podminku ¢ (¢ (n)).
Pozn.: Pfedpoklad existence generatoru je diilezity. Grupam, které nelze nagenerovat jednim

prvkem, tedy necyklickym grupam, se budeme vénovat brzy.
Priklad 42: Urcete pocet generatort Zi,.
Reseni: Pocet generatorii Z} 4 je:

o(9(19)) = p(18) = (2) - 9p(3) =1-3-2=6
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Navzdory tomu, ze miizeme jednodusSe a obecné rozhodnout o poctu generatorti, neexistuje
zadny jednoduchy algoritmus pro nalezeni konkrétniho generatoru. Nejvice intuitivni
metoda pro nalezeni generatoru je vyzkouset vSechny ptipustné fady prvku (tedy vSechny
délitele radu grupy) postupné od nejmensiho pro vSechny prvky grupy, dokud nenarazime

na takovy, jehoz ad se rovna fadu grupy. Tento prvek bude generatorem.
Priklad 43: Naleznéte generator Z55.

Resent: (23) = 22 = 2+ 11, prvky tedy mohou byt fadu 1, 2, 11 nebo 22. Exponent 1 neni

tfeba ovérovat:

22 =4
211 = (25)2.2=92.2=12-2=1
32=9

311=(32)5-3=95-3=122-9'3=6'4=1
4=22=>411 =(22)11 =(211)2 =1

52=2

511 =(5%)%-5=25-5=9-5=—1

Nejmens$im generatorem je tedy 5.

Na tomto prikladu Ize vidét, ze nejmensim generatorem muze byt 1 vétsi Cislo, nez se na

prvni pohled mtize zdat a jeho nalezeni mize zabrat néjaky cas.

3.4.1 Polynomialni a exponencidlni kongruence a generatory

Koncept generdtoru ndm miize poskytnout hlubsi vhled 1 do abstraktnéjSich témat
ptedchozich dvou kapitol. Lze jeho vyuzitim dokdzat tvrzeni o poctu zbytkd stupné k
(tvrzeni 1 a 12), ¢i o soucinech riznych kombinaci zbytkl a nezbytk (tvrzeni 2 a 13). Také
poskytuje vysvétleni fungovani RESSOL algoritmu, ¢i mozZzny zplsob feSeni

exponencialnich kongruenci.
Pocet zbytkii stupné k

Zbytky po d€leni p (bez nuly) tvoii prvky Zy, kde si vSechny miizeme vyjadfit jako mocniny
generatoru. Zaénéme zbytky kvadratickymi. Ziejm& kazda sudd mocnina generatoru je

kvadratickym zbytkem (protoze g?! = (g")?) a tedy je jejich pocet poloviéni oproti poctu
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vSech prvkll Z,,. Zaroven se tato uvaha snadno zobeciiuje, dokazme analogicky 52: pokud si
kazdy prvek Zj (jejichz poCet je p — 1) reprezentujeme jako mocninou néjakého generatoru
g¥. Pokud D(p — 1,k) =1, pak je g¥ také generatorem a kazdy prvek je tedy né&jakou
k-tou mocninou. Pokud D(p — 1,k) = 2; 3; 4; ..., pak prvek g vygeneruje pouze kazdy
druhy/tieti/ctvrty/... prvek Z;, tedy pouze polovina/tietina/Ctvrtina/... vSech prvkd je

néjakou k-tou mocninou.
Vztah kvadratickych zbytki a generatora

Z D(p — 1,2) = 2 pro viechna p vyplyva, ze pokud je prvek kvadratickym zbytkem (a tedy
obecné zbytkem sudého stupné€), pak nemize byt generdtorem. Takze kazdy generator je

kvadraticky nezbytek. To ale neznamena, ze kazdy kvadraticky nezbytek je generator. Pocet

generatoru Zj, je (o)) = ¢(p — 1), coz je rovno pT_l jen pro prvoéisla tvaru 2 + 1.

Souciny zbytka a nezbytki

Tvrzeni o soucinech zbytkli a nezbytkll je za pomoci mocnin generatoru také jednodussi
nahlédnout a dokézat. Principem je rozhodnout, zda bude soucet exponentti délitelny
stupném zkoumanych zbytka. Pro piiklad takto alternativné dokazme tvrzeni 4: a, b jsou

lichymi mocninami néjakého generatoru g, tedy:
ab = g2k+1 . g21+1 - g2k+21+2 - (gk+l+1)2. kleN

Timto zptisobem lze obecné ukazat, pro¢ se platnost tohoto tvrzeni nepfenasi na vSechny

km+1 _ gkl+km+2

nezbytky vyssich stupni: pro k > 3: gkit1. g , coZ neni k-tou mocninou

generatoru, protoze 2 < 3.
Princip RESSOL algoritmu

Hlavnim principem fungovéani algortimli je sniZovéani ¥add prvkii b a ¢! pii kazdém
opakovani. c! (kde c je zvoleny kvadraticky nezbytek) je zaru¢ené fadu 2*. Opakovanym
mocnénim b zjistime jeho ¥ad a b nasledné nasobime d?, které je zkonstruovano jako prvek
se stejnym fadem. Rad bd? je pak mensi nez ¥ad b a d?. To ukaZme nasledovné:
reprezentujme si b i d? jako mocniny n&jakého generatoru g. ProtoZe jsou oba prvky

stejného fadu a vSechny mozné fady jsou mocniny dvojky men$i nez 2%, musi byt oba
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mocninou generatoru, jejiz exponent v prvociselném rozkladu obsahuje stejnou mocniny
. o v l l . ,
dvojky, ozna¢me 2%,1 < k. Oznaéme b = g2 ™ a d? = g2™,m,n liché. Pak:

bd? = gzlm . gzln — g21m+21n — gzl(m+n)

Protoze jsou m i n ob¢ lichd, pak je jejich soucet sudy, takze lze vytknout minimalné prvni
mocninu dvojky souc€in je niz8iho fadu, nez byly oba soucinitele. Algoritmem tedy diive Ci

pozdé&ji zakonité dojdeme k bd? = 1.
Reseni exponencialni kongruence

Za ptedpokladu, ze zname generator, si mizeme zaklady na obou strandch kongruence
reprezentovat jako mocniny daného generatoru. Tim pievedeme na stejny zaklad a feSeni
nalezneme vyfeSeni linearni rovnice tvofené exponenty. Podotknéme, Ze v obecném piipadé
tento zpusob Upln¢ zjednodusujici neni. Zaprvé musime nalézt generator a zadruhé musime
nalézt, kterymi konkrétnimi mocninami generdtoru jsou zdklady na obou stranach

kongruence.
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3.5 Cyklické a necyklické grupy Z,

S konceptem generatoru, respektive primitivniho prvku tzce souvisi koncept cyklickych
a necyklickych grup. Ob¢ grupy, které jsme zatim znazornili obrazkem byly cyklické, coz
z jejich tvaru néjakého n-uhelniku intuitivné dava smysl. Zatim jsme jeSté nepracovali
s grupami, u kterych bychom nenalezli generator. Existence generatoru je prave kli¢ova pro

to, zda je grupa cyklicka ¢i necyklicka.

Definice 19 (Cyklicka a necyklicka grupa; Cyclic and non-cyclic group)
Grupa se nazyva cyklicka, pokud lze vSechny jeji prvky vygenerovat operovanim jedinym

prvkem. Grupa, kterd neni cyklické se nazyva necyklicka. (Stanovsky, 2022, s. 73).
Pozn.: Protoze pro vechna n: (1) = Z,, je kazda grupa Z,, cyklicka.

Zatim jsme zkoumali grupy Z, pro p prvocislo. Pozorujme strukturu grup Zjg, Zis, Zg a Zg.

Zacnéme nalezenim generatoru:

o 73, =1{1,3,7,9}. Pocet jejich prvka (tzn. ¥ad grupy) je 4 a fady prvka tedy mohou

byt 1, 2 nebo 4. Protoze 32 = —1, je 3 generatorem.

o 7Zis=1{1,2,4,7,8,11,13,14}. Rad grupy je 8 a ady prvka mohou byt 1,2,4 a 8.
Prvky 1 a 14 neni potfeba zkoumat. O¢ividné 2* = 1, tudiz 2,4 ani 8 nebudou
generatory. Ovérme ostatni prvky:

72 =4 112 =1
7 =42 =1 132 =4
Pro 7 neexistuje jediny generator.

o 75=1{1,2,4,5,7,8}. Rad grupy je 6, prvky mohou byt ¥adi 1, 2, 3 nebo 6. O&ividné
23 = —1, takZe 2 je generatorem.

e 75 =1{1,3,5,7}. Rad grupy je opét 4. 32 =1 a 52 = 1, tedy ani Z§ nema jediny

generator

Priklad 44: Klasifikujte vSechny grupy Zj, které jsme zatim pozorovali jako cyklické ¢i
necyklické.

Reseni: Viechny grupy, ke kterym jsme nalezli generdtor jsou cyklické: Z3, Z§, Z3,, Z3o,
Z35. Necyklické jsou: Zg a Zj«.
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Toto pozorovani situaci zna¢né zkomplikovalo. Vypada to, Ze pro ncktera slozena n je Zj,
cyklickd a pro néktera ne. Obdobné pro mocniny prvocisel. Nemusi byt hned jasné, jak si
necyklické grupy piedstavit a jak jednoduse poznat, které jsou cyklické a které ne.

Uvédomme si, Ze generator grupy musi mit fad shodny s fadem grupy. Jinymi slovy nesmi

existovat k € N takové, ze:
k<@n)AVa€Z,:ak=1

Jinymi slovy se alespon jeden prvek pii opakovaném mocnéni musi rovnat 1 poprvé az
s exponentem ¢ (n). Musi tedy platit A(n) = @ (n). Pomoci Carmichaelovy véty mizeme

grupy Z,, jednoduse rozd¢lit na cyklické a necyklické v zavislosti na povaze n.

Tvrzeni 20 (Klasifikace cyklickych a necyklickych grup Z;,)

Necht p je liché prvocislo a n je sloZzené ¢islo, kromé dvojndsobku mocniny prvocisla. Pak:
o Cyklické jsou grupy Z3, Zy, Zy, L, Z;k a Z;pk prok € Nk > 2
e Necyklické jsou grupy Z;k pro k € N,k > 3 a grupy Z;, pro vSechna ostatni n
Duikaz: Aby grupa Zy, byla cyklicka, musi byt generovana jedinym prvkem. Musi pro ni tedy
existovat prvek s fddem rovnym fadu grupy ¢@(n). Aby takovy prvek zarucené existoval,

musi platit A(n) = ¢(n). Dikaz Ize dokonéit vypo¢tenim funkénich hodnot pro vSechny

tvary Cisel kazdého ptipadu zvlast.

Nyni se presuime ke zkoumani, jak popsat strukturu necyklickych grup a obecné jako

jednoduse popsat strukturu vSech grup Zy,.
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3.6 Izomorfismus Z,

Vsimnéme si, Ze v Z14 nabyva exponent generatoru hodnot od 1 do 18, coz jsou prvky grupy
Z,g (kde 18 = 0, coz nic nezméni, protoze v Z4 a® = a'®). Lze tedy fict, Ze pokud kazdy
prvek v Ziq reprezentujeme mocninou generatoru a kazdé mocniné prifadime prvek Z,g
podle jejiho exponentu, tak se nasobeni prvka v Zi, chova stejné, jako s¢itani prvki v Zg.
Presnéji bychom takto provedli zobrazeni Zjq — Zig, kterému se tikd izomorfismus.
Abychom si tento koncept dokazali Iépe predstavit, parafrazujme popis z (Stanovsky, 2022):
[zomorfismus je bijektivni zobrazeni mezi dvéma matematickymi strukturami, které

zachovava jejich zakladni vlastnosti.

Pozn.: Stanovsky definuje izomorfismus pomoci homomorfismu, ktery je obecngjsi v tom,
ze nemusi byt bijektivni.

S jednim izomorfismem jsme se jiZ setkali. Tim je ndsobeni —1 a 1 a nasobeni kvadratickych

zbytkl a nezbytkil. Zndzornéme tabulkou:

KZ KN : 1 -1
KZ KZ KN 1 1 -1
KN KN KZ -1 -1 1

Tab. 9 a tab. 10: Izomorfismus mezi kvadratickymi zbytky a nezbytky a mnoZzinou {—1, 1}

s nasobenim.

Ob¢ tabulky se vlastn€ chovaji stejné, jen mame jinak nazvané prvky. Podobnym

izomorfismus existuje mezi ndsobenim sudych a lichych ¢isel a ndsobenim 0 a 1:
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Tab. 11 a tab. 12: [zomorfismus mezi sudymi a lichymi ¢isly a mnozinou {0, 1}

s nasobenim.

Co je na izomorfismech zajimavé je to, ze mize existovat i mezi strukturami s jinymi
operacemi. To pro naSe zkoumani bude velmi uzite¢né. DalSim jednoduchym
izomorfismem, ktery zminuje i Stanovsky (s. 72), je mezi strukturami s jinymi operacemi.

Je jim izomorfismus mezi s¢itanim prvkl Z, a ndsobenim —1 a 1:

+ 0 1 1 -1
0 0 1 1 1 -1
1 1 0 -1 -1 1

Tab. 13 a tab. 14: Izomorfismus mezi aditivni grupou Z, a mnozinou {—1, 1} s nisobenim.

Dokonce miizeme pozorovat, e protoze mnozina {—1, 1} s ndsobenim je izomorfni s grupou

Z, 1 nasobenim KZ a KN, pak je Z, také izomorfni s nasobenim KZ a KN. Muzeme zajit
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jesté dale; protoze vime, ze Z, je komutativni grupou, pak i obé struktury, které jsou s ni

izomorfni jsou komutativnimi grupami.

Nyni si ukazme jiz trochu sofistikovangj$i izomorfismus mezi strukturami s riznymi
operacemi. S tim jsme se kazdy setkali na sttedni Skole, je jim logaritmus (pro jednoduchost
berme pfirozeny) a ten je zobrazenim z kladnych redlnych Cisel s nasobenim do realnych
¢isel se s¢itanim. To lze jednoduSe nahlédnout ze zakladnich vlastnosti logaritm@ a pomoci
jedné z tzv. vét o logaritmech: In(x - y) = Inx + Iny. Zachovani struktury mizeme dale
pozorovat na tom, Ze se neutralni prvek zobrazi na neutralni prvek: In 1 = 0. Také vzajemné
inverzni prvky se zobrazi na vzajemné inverzni prvky: k x je inverznim prvkem i a lni =
= —Inx, coz je inverznim prvkem k In x.

Vsimnéme si, Ze v naSem uvodnim pozorovani k izomorfismu jsme zkoumali vztah mezi
prvky a pfisluSnymi mocninami generatoru, coZ je podobny princip jako zobrazovani
redlnych ¢isel pomoci logaritmu o daném zakladu. Déle podotknéme, Ze motivace pro
zavedeni logaritmli bylo zjednoduSeni nadsobeni na sCitdni, coz se mize hodit i v grupach,
kterymi se zabyvame. Pomoci vlastnosti, které jsme pozorovali definujme izomorfismus

konkrétné pro grupy.
Definice 20 (Grupovy izomorfismus)

Necht G je multiplikativni grupa a H aditivni grupa, x,y € G, 1 je neutralnim prvkem G a 0

je neutralnim prvkem H. Grupovym izomorfismem je bijektivni zobrazeni f, pro které plati:

o flxy)=f)+f)
e f(1)=0
o fx™H=f()™

Skutecnost, Ze G je izomorfni s H se zna¢i G = H. (Stanovsky, 2022)

Pozn.: Definici jsme si zde upravili pro specialni pfipad grup, kterymi se zabyvame, jinak je

samoziejm& mnohem obecnéjsi.
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Vratme se zpét k néjaké konkrétni mensi grupé; k jiz pozorované Z5. Jako generator, podle

n¢hoz provedeme zobrazeni, si zvolme 3 a zndzornéme izomorfismus Z7; = Zg:

(Z7,") 1 2 3 4 5 6

(Ze,+) 0 2 1 4 5 3

Tab. 15: Izomorfismus Z7 = Z¢. Vrchni fadek obsahuje prvky Z7, spodni piislusnou

hodnotu, kterou je tfeba umocnit generator 3 k ziskani daného prvku.
Priklad 45: Dokazte, Ze je zobrazeni z tab. 15 grupovym izomorfismem.

Reseni: Z tabulky Ize rovnou nahlédnout, Ze se neutralni prvek zobrazil na neutralni prvek.
Vyctem mizeme ovétit zachovani inverznich prvkl (napi. 3-5 =1 aopravdu 1+ 5 = 0)

1 obecnou strukturu, napf-.:
73:3-6 =4
Ze:1+3 =4

3 ale neni jedinym generatorem Z;. Vytvoime si tabulku izomorfismu Z7 = Zg

podle generatoru 5:

(Z5,") 1 2 3 4 5 6

(Zg, +) 0 4 5 2 1 3

Tab. 16: Izomorfismus Z7 = Ze. Vrchni fadek obsahuje prvky Z5, spodni ptislusnou

hodnotu, kterou je tfeba umocnit generator 5 k ziskani daného prvku.

Na prvni pohled je vidét, Ze spodni fadek tab. 16 se neshoduje se spodnim fadkem tab. 15.
Takze nejen, Ze generdtor grupy neni uréen jednozna¢né, ani izomorfismus neni urcen
jednoznaéné. Ptesnéji feceno, jednoznacné urCeno je, které grupé je Z; izomorfni, ale
konkrétni zobrazeni mezi témito dvéma grupami jednozna¢né uréeno neni. Obecné lze ale
vidét, Ze pro p prvocislo:

7
Pro cyklické Z;k je struktura do jist¢é miry analogicka. ZkouSenim dfive ¢i pozdéji

nalezneme generator, pomoci n¢j vSechny ostatni prvky a graficky si grupu lze opét
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predstavit jako n-thelnik. Co nemusi byt jasné je, které aditivni grupé je takova grupa
izomorfni. Zde ovS§em ivaha neni nikterak slozita. Vzhledem k tomu, Ze existuje generator,

izomorfismus mizeme analogicky provést podle jeho mocnin. Pocet prvki Z;k a tad
generatoru je @ (p*) = p*~1(p — 1), takZe obecné:
Zpk = Zpk_l(lo—l)

Nyni se pokusme zjistit, jak si 1épe predstavit pravé grupu necyklickou. Ty nejsou
generovany jedinym prvkem, ale vice prvky. Pozorujme blize Zjs, zda ji dokdzeme
nagenerovat vice neZ jednim prvkem, popiipadé kolika. Rad grupy je 8, ale nejvétsim
moznym fadem prvku v této grupé je 4, toho nabyva uz prvek 2, ktery postupné vygeneruje
prvky 4,8 a 1. Zbyvaji prvky 7,11, 13 a 14. Z nich si zvolme prvek tadu 2, tim je 11. Pro¢
si volime prvek fadu 2? ProtoZe pocet vSech kombinaci ¢ty mocnin prvku 2 a dvou mocnin
prvku 11 je 8, coz je 1 tad grupy. Dva prvky fadu 4 by nékteré prvky vygenerovaly dvakrat.
Nyni zbyva operovanim s 2 a 11 vygenerovat zbylé 3 prvky:

11-2=7 11-4 =14 11-8=13

Tim jsou vygenerovany vSechny prvky Zjs a mizeme zapsat:
15 =(2,11)

Jsou necyklické grupy viibec néjaké aditivni grupé izomorfni, a pokud ano, tak jaké?
Pokusme se najit ptiklad konkrétniho izomorfismu Zj < stejnym zptisobem, jako pro Z5, tedy
pomoci mocnin generatorti. Timto zpisobem ovSem nelze kazdy prvek zobrazit na jediny
prvek, nybrz na dva, pfesnéji na dvojici. 11 nabyvala své nulté a prvni mocniny a 2 své nulté
az tieti mocniny. VSimnéme si, Ze {0, 1} jsou v8echny prvky Z, a {0, 1, 2,3} jsou vSechny

prvky Z,. Tyto dvé grupy tedy spojime do jedné pomoci operace, kterou si definujeme.
Definice 20 (Direktni soucin grup; Direct product)

Necht' G4, G5, ..., G, jsou grupy. Direktnim sou¢inem té€chto grup rozumime grupu G, X
G, X ... X Gy, jejiz prvky jsou n-tice tvofené¢ kartézskym soucinem nosnych mnoZin
pivodnich grup. V nové grupé provadime operace po sloZzkach tak, jak byly definovany

v puvodnich grupéch.
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Mame tedy:
T =T, X T,

Znazornéme tabulkou:

Zis 1 2 4 7 8 11 13 14

Zy X Ty | (0,0) | (L1 | (0,2) | (0,1) | (1,3) | (1,0) | (0,3) | (1,2)

Tab. 17: Izomorfismus Zis = Z, X Z,.

ProtoZe je izomorfismus bijektivni, tedy funguje ,,na ob¢ strany*, lze z pfedchozich

pozorovani odvodit, ze Z, = 73 a Z, = Zg a tim padem tedy:
* ~ * *
15 = L3 X Ls

coz koresponduje s faktem, ze 15 =3-5. To hledani izomorfismu slozenych C¢isel
zjednodusuje, staci vyuzit prvociselného rozkladu. Tento konkrétni izomorfismus Z, X
Z, = 75 X Zz 1ze obdobné zkonstruovat zobrazenim exponentu generatoru Zz (tim je pouze

prvek 2), respektive Zz (zvolme také 2) na ptislusnou mocninu generatoru. Rozsirme tab.
17:

Zis 1 2 4 7 8 11 13 14

ZixZi | (LD | 22| b | @2 | @3] @D | 1L3) | 24

Zo xZy | (0,0) | (1,1) | (0,2) | (0,1) | (1,3) | (1,0) | (0,3) | (1,2)

Tab. 18: [zomorfismus Zjs = Z3 X Zg = 7L, X Zy.

Kratce demonstrujme, Ze se skute¢né jednd o izomorfismus. Lze si na prvni pohled
v§imnout, ze se neutrdlni prvek pokazdé zobrazil na neutralni prvek. Pozorujme inverzni

prvky:

Zis:2-8 =1
74 x 75:(2,2) - (2,3) = (1,1)
ZZ X Z4: (1I 1) + (1I 3) = (01 0)
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Tuto grupu také zndzornéme i obrazkem. V tomto piipadé nemame grupu cyklickou, ale
z pozorovani fadl prvka si Ize jistych mensich cykld vSimnout. Jednou moznosti je obrazek,

ze kterého jsou tyto cykly ziejmé:

// -
\\/
/\

Obr. 13: Struktura Zjs.

V obr. 13 je centrem obrazku 1. Z ni vychazeji ostatni prvky a jsou jasn¢ vidét jejich rady
a také, které prvky vygeneruje kazdy prvek sam. Také Ize z obrazku nahlédnout, Ze prave
1,11,14 a 4 jsou Fermatovymi lhafi pro 15. VSechny se nachazi na ,kratSich® cyklech.

Ostatni prvky jsou Fermatovymi svédky.

Druhou moznosti je soutadnicova reprezentace:

Ton (’M) ‘z’l) (37)

0,0) ?(7,0) ’(7,,0) ?(3,0)

am
Obr. 14: Souradnicova reprezentace Zjs = Z, X Zy,.

V té scitani slozek (které je izomorfni ndsobeni prvkll) funguje jako posouvani po danych

osach o dany pocet pozic.
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Pozorujme blize grupu Zg, abychom dosdhli hlubS§iho porozuméni i druhému ,.typu
necyklické grupy. Tuto grupu Ize také vygenerovat dvéma prvky, témi jsou 3 a 5, protoze
32 =52 =1a3:5= 7. Oba prvky nabyvaji své nulté a prvni mocniny, {0, 1} jsou prvky

Z, grupa bude tedy izomorfni grupé¢:

Z, X L,
Znazornéme tabulkou:
Zg 1 3 5 7
Zoy X 1y (0,0) (1,0) (0,1) (1,1

Tab. 19: Izomorfismus Zg = Z, X Z,.

Zde pozorovana struktura je pomérn¢ unikatni. Jiz jsme vypozorovali, Ze vSechny prvky jsou
fadu 2. Také jsme vypozorovali, Ze 3 -5 = 7. Protoze jsou vSechny prvky samy sob¢
inverzni, tak z tohoto jednoduse plyne, ze 7-3 =5 a7 -5 = 3. Tedy operaci s libovolnymi
dvéma prvky vzdy dostaneme ten tteti, ktery neni neutralni. Grupa s takovouto strukturou se

nazyva Kleinova ctyrgrupa (Klein four-group). O ni vice v (Katrnoska, 2009).

Priklad 46: Klasifikujte vSechny grupy Z;, fadu 4 podle toho, zda jsou izomorfni Z,, nebo
Z, X 7, (Kleinove Ctyfgrupe).

Reseni: Hledame grupy Z;, s @(n) = 4. Jednou je ocividné Zi a tim padem i Z,. 4 je
mocninou dvojky, takze jako hodnotu Eulerovy funkce ji mizeme ziskat z vys$§i mocniny
dvojky, konkrétné ¢(8) pro grupu Zg. Také ale 4 = 2 - 2. Plati ¢(3) = 2, tim ale nemizou
byt oba soucinitele, protoZze pak by se jednalo o mocninu trojky, kterd se vycisluje jinak.
Dvojku jako hodnotu Eulerovy funkce lze jinak ziskat uz jen ze 4, poslednim n je tedy
3-4 =12 a posledni takovou grupou je Zj,. Pro jejich rozfazeni staci rozhodnout, které
jsou cyklické, takZze musime vy¢islit A(n). Pokud A(n) = 4, pak je grupa izomorfni Z,,
pokud A(n) = 2, pak je izomorfni Z, X Z,. A(5) = A(10) =4 a A(8) = A(12) = 2.
Takze:
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Déle zkoumejme grupu Zj4. Ta je fadu 8, ale 1(16) = 4. Jeji prvky tedy nabyvaji nejvyse
fadu 4. Trividlng 152 = (—1)? = 1, takze sta¢i naleznout prvek fadu 4 pro vygenerovani
celé grupy. Z diikazu Carmichaelovy véty vyplyva, Ze pro kazdou grupu Z, bude prvkem
maximalniho mozného fadu prvek 3. Ten si tedy zvolme jako druhy generator a znazornéme

obrazkem:

TSy
5\»’!5’/43

A5

—1—Je3

" 3
N —

Obr. 15: Struktura Zjg = Z, X Z.

Z obr. 15 lze nahlédnout, ze se v Zj, nachazi 2 cykly o 4 prvcich, jedna ctvefice je

generovana prvkem 3, druhd prvkem —3 = —1-3 = 15 -3 = 13, takze:
;6 = (31 15)

Lze opét sestrojit izomorfismus pomoci mocnin, kterych generatory nabyvaji, kde za¢indme

od 0. Pro 15 je to jen 0 nebo 1, prvek 3 nabyva az své tieti mocniny. Z toho vyplyva:
Lig =Ly X Uy

Pied uplnym zobecnénim nahlédnéme jesté grupu Z3,, kde je situace obdobna. Rad grupy
je 16, ale hodnota A(16) = 8. Jednim z generator je —1 = 31, druhym je opét 3.
Analogicky tedy plati:

Ly, =7y X Lg
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Znovu ilustrujme obrazkem:

31
25— Me17.
W 27

Y

Obr. 16: Struktura Z3, = Z, X Zg.

Situace s izomorfismy Z;k se jiz zda pomérné jasna. Jak ji ale odtivodnit? Rad takové grupy
je @(2F) = 2k=1 3 2(2%) = 2¥~2 stagitedy umét obecné nalézt v kazdé takové grupé prvek
fadu 2 a prvek fadu 2%~2 a ty budou generatory. Nalezeni prvku fadu 2 je trivialni, vzdy
(—1)? = 1. Radu 2%~2 je dle diikazu Carmichaelovy véty vzdy prvek 3. Tuto grupu lze tedy

pokazdé vygenerovat dvéma generatory: {3,2% — 1}. Vsechna tato pozorovani konkrétnich

1izomorfismu shriime a zobecnéme.

Véta 5 (Struktura Z;)
(1) pro p prvocislo; pro Zzp p liché prvocislo: Z,, = Zzp = Lp-1
(2) pro p liché prvocislo a k € N: Z;k = Z;pk = Lpk-1 X Lp—y = Lpk-1.5_1)
() prok €N,k = 3: Z3) = Zy X Lk
@) T = T,
(5) prom,n € N;D(m,n) = 1: Zy,, = Z;, X Z;,
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Diikaz: (4) 1ze konkrétné, pro (1) a (2) existuje izomorfismus pomoci mocnin generatoru.
Pro (3) jsou dvéma generatory {3, 2% — 1}, 3 je fadu 2%~1 a 2% — 1 ¥adu 2, izomorfismus je

opét podle mocnin t&chto generatord. (5) plyne z CVZ.
Pozn.: Grupy Zj a Z; jsou trivialni a o struktufe grup, které jsou izomorfni néjakému
direktnimu soucinu grup Z,, mezi nimiz je i Z; nam nic nového netikaji. Proto pokud se
zajimdme o izomorfismy, v direktnim soucinu grup Z, grupu Z; nezohlednujeme a proto
jsou napt. grupy Z, a Z3,, vzdy izomorfni.
Priklad 47: Popiste strukturu grupy Z3, pomoci izomorfismul.
Reseni: Nejdiive uréeme prvodiselny rozklad 24 = 23 - 3. Tim padem:

Loy =75 X Lg =Ty XUy XLy
Z toho lze i bez urCovani ¢ (24) urcit, jaky je fad grupy Z3,. Tim je 2 -2 - 2 = 8. Zaroven
l1ze obdobné urcit nejveétsi mozny tad prvkl grupy, tim je 2. Tato grupa je izomorfni grupé

tvofené direktnim soucCinem tfi cyklickych grup. Jak si ji pfedstavit? Nabizi se opét

soufadnicova reprezentace:

FALI

9,01)

U|/I|O)

6,00) (1.9,9)

Obr. 17: Souradnicova reprezentace Z3, = Z, X Zy X Z,.

Podotknéme, Ze znalosti izomorfismu je struktura grupy jasna a obr. 17 lze sestavit i bez

znalosti konkrétnich tii generatort.
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Priklad 48: Rozsifme predchozi priklad. Urcete, které vSechny grupy Z,, jsou fadu 8 a které

z nich jsou izomorfni: Zg, Z, X Z, nebo Z, X Z, X Z,.

Resent: Hodnotu ¢(n) = 8 lze ziskat soudiny mocnin dvojky s ¢(3) =2 a ¢(5) = 4.
Grupy Z,, tadu 8 jsou tedy Zis, Zig, Z3g, L34 a Z3,. Z prvociselnych rozklada ptislusnych n
a pravidel pro Z_y:

Lig = Zg

* ~
15 = Lo = Lo = Ly X Ly

5a =Ly XLy X Ly
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Zavér

Jako cil této prace jsem formuloval snahu shrnout poznatky o polynomialnich
a exponencidlnich kongruencich a strukturdlnim pohledu na né, v rozsahu uzitecném pro
predmet Teorie Cisel a zaroven pokud mozno intuitivnim a srozumitelnym zpisobem. Dle
mého pohledu jsem tento cil splnil. V praci je kompletni popis metod uréovani
kvadratickych zbytki a nezbytki i feSeni kvadratickych kongruenci pro jakykoliv modul.
Déle v ni Ize nalézt rizna vyuziti malé Fermatovy véty, Eulerovy véty a Carmichaelovy
funkce a je nastinéna 1 intuice za nimi. Poslednim, co prace nabizi, je intuitivni a ¢tenarsky

ptistupny popis algebraické struktury mnozin zbytka po déleni.

Rezervou by mohlo byt to, Ze v nékterych Castech jsem odkazoval v préaci doptedu a vyklad
neni striktné chronologicky. Zaroven by v praci mohly byt i nefeSené tlohy k procviceni a
tfeti kapitola by mohla byt podrobnéjsi. Prace by pak ale nabrala obtich rozmért.

Jako velky ptinos této prace, oproti jinym pracim na dané téma, vidim podrobnéjsi popis
feSeni nékterych typti kvadratickych kongruenci a elementarnéj$i dikaz vypoctu hodnot

Carmichaelovy funkce. Také bych vyzdvihl obrazky v této praci, které ukazuji, jak si
predstavit strukturu nékterych cyklickych i necyklickych grup.
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