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Uvod

Motivace

Cilem této préace je podivat se na vybrand témata matematické analyzy (de-
rivace, integrace) pomoci dnes zastaralého pristupu s vyuzitim diferenciali. Méla
by vést k hlubsimu pochopeni tohoto pojmu, ktery se hojné vyskytuje napr. ve
fyzikalnim prostredi.

V ramci textu se pak snazim klast diiraz na nazornost a dopliuji ho o rizné
priklady (at uz matematické nebo popularizacni). Charakter textu by tak mél vy-
hovovat Ctenafi, ktery se s Matematickou analyzou jiz setkal (napt. formou kurzu
na vysoké skole) a ma zdjem povrchové prostudovat jiny pristup, ale i ¢tenéfi,
ktery se s derivacemi a integracemi doposud podrobnéji nesetkal (napf. stfedo-
skolsky student).

Nejprve strucné okomentuji historii vyvoje Matematické analyzy, nacez se
pokusim priblizit ¢tenaiim pojem diferencial. Na tomto zakladé pak rozvinu na
omezené urovni problematiku derivaci a posléze i integraci. Vrcholem pak bude
jejich vzajemné propojeni.

Varovani

V nésledujici praci dochazi kvili snaze o intuitivni pristup k riznym matema-
tickym nepresnostem. Prepokladam existenci diferenciali v ramci realné ciselné
oSy, coz je provinéni proti rigorézni matematice, protoze diferencial de facto nema
rozumnou realnou velikost. Presto ze v urc¢itém kontextu diferencidl ma pevnou
definici a propracovanou teorii (nestandardni analyza), radéji zustavam u ne-
presné zato snazsi koncepci infinitesimélni veli¢iny na realné ose. Diferencial tak
sice v praci do realné osy zahrnuji, ale neprikladam mu redlny rozmér, bude to
tedy nerealna velic¢ina lezici na realné ose. Tuto skutecnost beru v potaz zejména
pri zanedbavani diferencial vici realnym velicindm, samy vic¢i sobé totiz nejsou
zanedbatelné, ale o tom az dale.

V souvislosti s tim se dopousim nékolika dalsich prohteski, jako je napriklad
predpoklad existence sousednich bodt na spojité kfivce nebo odvozeni platnych
pravidel pomoci nepresné definovanych veli¢in a operaci.

Apeluji tak na ctenare, aby nasledujici text bral s rezervou a omluvil matema-
tické nedostatky, které vznikly kvili snaze o vérny historicky, potazmo intuitivni
pristup.



1. Historie

V tomto stru¢ném prehledu déjin matematiky se zamérim na infinitesimalni
uvahy a tlohy, které s nimi spojujeme. Vypocty obsahti uz probihaly za dob Me-
zopotamskych, my viak za¢indme prehled az od matematiky starovékého Recka.

Matematika tehdy prochazela vyvojem od cisté praktické védy k teoretické
discipliné a byla pomérné tizce spjata s filosofii. Rekové hledali pif¢iny problémii
a sva tvrzeni dokazovali, postupné narazeli na problematiku nekonecna. Neexis-
tovala disciplina, ktera by se jim explicitné zabyvala, presto vsak pfi operacich
s nekoneénem dosahovali Rekové tictyhodnych V}'fsledkﬁ.

1.1 1. krize matematiky

Pythagorés (asi 580 — 500 pted n. 1.) je pro dnesni skolskou matematiku vy-
znamny zejména diky tzv. Pythagorove vété, jez nese jeho jméno. Nicméné pro
nas je zajimavé jeho chapani matematickych objekti. Mluvime zde o aritmetické
koncepci. Arithmos — tedy &islo — je pro Pythagora zdkladem bytiP| Pythagorejci
prikladali ¢islim mystické vlastnosti, sklddali je do geometrickych utvaru (figu-
ralni ¢isla) a hledali mezi nimi idedlni poméry. Pfesto pracovali pouze s priroze-
nymi a raciondlnimi ¢isly, a tak pro né objev nesouméritelnosti tsecek, kterého
doséahli, znamenal zasadni zménu.

Definice 1. Usecky a,b jsou soumeéritelné, pokud existuje mérnd usecka takovd,
jejimiz celociselnymi nasobky jsou usecky a, .

Tuto definici vSak nesplnuji napiiklad thlopricka se stranou v jednotkovém
¢tverci, nebot jejich pomér nelze vyjadiit pomérem prirozenych ¢isel. (Viz obra-
zek Dnes fikdme, Ze v/2 je iraciondlni. Disledkem tohoto objevu a diisled-
kem nevyhnutelného zhrouceni predchoziho chapani matematiky prichézi obdobi,
které dnes nazyvame 1. krizi matematikyf

V2

1

Obrézek 1.1: Uhlop¥icka v jednotkovém &tverci.

Rekové byli schopni zkonstruovat tsecku iracionalni délky, a svét geometric-
kych veli¢in tak byl najednou bohatsi nez svét cisel, coz notné podnitilo dalsi

ISCHWABIK, Stefan; SARMANOVA, Petra: Maly priivodce historii integralu in Dé&jiny
matematiky, 6. svazek. (1996: Praha, Prometheus) s. 8-9

2BECVAR, Jindfich (ed.); FUCHS, Eduard (ed.): Historie matematiky I. Sbornik in Dé&jiny
matematiky, 1. svazek. (1994: Brno, Jednota ¢eskych matematiku a fyzikia) s. 12, s. 33

3Historie matematiky I s. 12, s. 58-63



vyvoj matematiky. Zmeénil se ptistup k velicinam a tekové zacli rozvijet jejich ge-
ometrickou koncepci. Veli¢iny prestaly byt chapany jako prirozena nebo racionalni
¢isla, misto nich nastoupily geometrické ttvary (délky, obsahy, objemy).ﬁ

To znamelo krok smérem k mnoziné redlnych ¢isel a k jeji spojitosti, fekové se
pustili do geometrickych tloh a jejich matematiku v tomto obdobi ovlivnil pravé
pristup k nekonecnu. Zatimco dnes uz jsme existenci nekonecna v matematice
prijali, ve starovéku v této oblasti dosud tapali. Nekonecné a nekoneéné malé
veli¢iny na jednu stranu zavrhovali, presto s nimi vsak tspésné operovaliE].

1.2 Zénénovy paradoxy, eleaté

Osobnost, ktera nesmi v nasem historickém prehledu chybét, je filosof a ma-
tematik Zénén (asi 490 — 430 pred n. L)P} Byl jednim z eleatii (viz Historie
matematiky I, s. 29), zék Parmenida. Je zndm hlavné jako zakladatel dialektiky
a mistr polemik, jenz uprednostnoval rozum ptred smyslovym vnimanim.

Zajimavym prikladem antického vnimani nekone¢na jsou jeho aporie (slepé
ulicky rozumu) o nemoznosti pohybu, ve kterych svou roli hraje snaha secist
nekonecné mnoho clenti, nebo projit nekonec¢né mnoha body. Zéndén prepoklada,
ze ani jedno neni mozné zvladnout v konecném case a na tom stavi své dikazy.

Ze CtyTt aporii si ukazeme dvé snazsi. Jako prvni uvedu dikaz, ze nelze pre-
konat stanovenou vzdalenost, protoze musime projit nekonecné mnoha body.
Priklad. Predstavme si usecku AB délky 1. Abychom se z bodu A dostali do
bodu B, musime nejprve dosahnout stfedu B; usecky AB. Poté musime projit
postupné sttedem By usecky BpB, stfedem Bj tusecky BB atd. Musime tedy
projit nekoneé¢né mnoha body, pricemz urazime vzdalenost

Ll (1.1)
StgTgt .

Dnes uz vime, ze soucet této (1.1)) nekonecéné fady je roven 1 — tedy délce
pivodni tsecky. Podle Zénéna nemtzeme dorazit do cile, protoze at uz se nacha-
zime v kterémkoli z téchto bodi, ¢eka nas jesté nekonecné mnoho dalsich. Situaci

ilustruje obrazek

Bl BQ Bg B4 B5

l \ | I I
[ \ \ T T

A B

Obrazek 1.2: Cesta z A do B, kdy musime vzdy urazit nejprve polovi¢ni vzdalenost
ze zbyvajiciho tseku.

Na situaci se muzeme divat jesté z jiného tihlu. Mé&jme opét tsecku AB délky 1.
Predstavme si, ze jsme v bodé A. Chceme-li dosdhnout bodu B, musime nejdiive
urazit polovicéni vzdalenost do stfedu A; usecky AB. Predtim vsak musime do-
sahnout stredu Ay tusecky AA; a jesté drive stredu Az usecky AAs atd. Takze
nemuzeme vyrazit, protoze sebemensim prvnim krokem musime soucasné preko-
nat nekonecné mnoho jesté mensich kroku. Viz obrazek [1.3]

4Historie matematiky I s. 63

5Historie matematiky I's. 12, Maly privodce historii integralu s. 9-10
6Maly priivodce historif integralu s. 10




LAs A As A, A,

T \ \ \ \
Obrazek 1.3: Cesta z A do B, kdy nezname prvni bod nasi cesty.

Priklad. Podobna je aporie ,Achilles a zelva“, ve které Zénén ukazuje, zZe nej-
rychlejsi tvor nikdy nedob&hne toho nejpomalejgiho] Vlastné jde o stejny pifpad
jako prvni vyklad tvodni aporie. Achilles bézi za Zelvou. Zelva ma sice néskok,
ale bézi pomaleji. Aby ji Achilles dostihl, musi nejdiive dobéhnout do bodu, kde
se zvile pravé naléza, ale nez se tak stane, presune se zelva déle a Achilles musi
bézet do nové pozice, kam se pravé presunula. Nez tam vsSak dorazi, zelva urazi
dalsi tsek. Achilles ji tak nikdy nedozene, protoze vzdy nez dorazi na misto, kde
se zvire nachézi, zelva se posune dale. Vzdalenost mezi obéma zavodniky se sice
zkracuje, ale je vzdy nenulové.ﬁ

Pozndmka. Tyto paradoxy dokéaze uspokojivé rozresit az pripusténi nekonecna do
matematiky. Prvni aporie souvisi s nekonecnym s¢itanim infinitesimalnich vzda-
lenosti, které da nazpét puvodni délku tsecky AB. Tj. ackoliv mame nekonecné
mnoho tsecek polozenych za sebou, tak jejich celkova délka je diky jejich infini-
tesimalnim rozmértim konecna.

Druhou ,aporii“ pak mizeme vysvétlit prostfednictvim souctu nekonecnych
rad. Prestoze mame nekonecéné mnoho usekt, na kterych Achilles postupné zkra-
cuje vzdalenost k zelvé, jejich celkovy soucet bude konecny opét diky infinitesi-
malnim délkam jednotlivych tsekii.

1.3 Démokritos, atomisté

Jak uz jsem se zminil, matematika byla v antickych éasech tzce spojena s fi-
losofii. Démokrituv (asi 460 — 370 pted n. 1.) atomismus vychazi z fyzikalni pred-
stavy zakladni nedélitelné castice; respektive z filosofické interpretace vesmiru
slozeného z nedélitelnych c¢astic. Tato filosofie aplikovana v matematice si vy-
zadala obratnost v zachazeni s nekoneénem, a to i pres skutecnost, ze atomisté
nekonecno ani nekonecné déleni neuznavali.

Totiz jednou ze zédkladnich tezi atomist bylo, zZe vSechny geometrické utvary
se skladaji z malych dale nedélitelnych c¢astic, kterych je omezené mnozstvi. Ty-
pickym postupem pak bylo rozklddat geometrické ttvary na tyto matematické
atomy, jichz je sice tolik, Ze jednotlivé ¢astecky nerozezname, ale neni jich neko-
necné mnoho ]

Upadek atomistické metody spoleéné s ipadkem pythagorejské Skoly prichézi
po objeveni nesoumeéritelnosti tisecek. V atomistickém pojeti neni myslitelné, aby
nebyly dva objekty souméritelné, znamenalo by to, Ze nejsou slozené ze stejnych

"BECVAR, Jindfich (ed.); FUCHS, Eduard (ed.): Historie matematiky II. Sbornik in Dé&jiny
matematiky, 7. svazek. (1997: Praha, Prometheus) s. 8, viz téZ Aristotelova Fysika (kniha 6,
hlava 9)

8Historie matematiky II s. 9-12

9BECVAR, Jindfich (ed.); FUCHS, Eduard (ed.): Matematika v proménéch véki I. Sbornik
in Déjiny matematiky, 11. svazek. (1998: Praha, Prometheus) s. 175-176



satomu“ — respektive, ze ani tato zakladni jednotka neni jejich mérnou velic¢inou.
To jest, alespon jedna z tisecek neni slozend pouze z téchto nedélitelnych ¢astic[']

Priklad. Pro inspiraci ukazi priklad vypoctu obsahu trojihelnika atomistickou
metodou. Trojihelnik, se kterym budeme pocitat, ma délku zakladny rovnou délce
vysky nad zakladnou. Predstavme si, ze obvod trojihelnika neni slozen z rovnych
¢ar. Celd plocha je poskladana ze ctvercu (dale nedélitelnych). Ovsem je jich tak
moc, ze se nasim smyslim jevi strany jako rovné usecky. Takovy trojihelnik jsem
nacrtl do obrazku .4l

L]
0 N O U = W N

Obrézek 1.4: Trojihelnik z atomistické perspektivy.

Trojuhelnik se sklada z postupné nariistajicitho poctu ¢tvercti. Od vrcholu ma
kazdé dalsi patro pravé o jeden c¢tverec vice. Vrchol tedy tvori jeden ctverec,
zakladna je tvorena n ¢tverci. V nasem obrazku je n = 8, ale predstavme si velmi
velké n. Obsah ttvaru je roven souctu vsech téchto ¢tverci. S¢itame tedy z vrchu
postupné po patrech vsechny ¢tverce

SaA=14+2+3+44+5+... +n.

Tento soucet je roven n-(n+1)/2. Kdyz je atomu velmi mnoho (tj. n je velké),
nerozlisime nasimi smysly pocet n a n + 1. (Prakticky tedy n =n + 1.) Proto
nevadi, kdyZ misto n- (n+1)/2 budeme psat pouze n?/2. Mame tak soucet vSech
¢tverci v trojuhelniku, kdyz ho vynasobime jejich infinitesimalnim obsahem, zis-
kime tak soudet obsahil a to uz je vzorec a?/2[1]

Poznamka. Dnes takové obrazky mizeme vidét v digitalni podobé. Pokud tieba
nakreslime v pocitacovém programu bez vektorové grafiky kruznici a obrazek
priblizime, uvidime, ze je kruznice slozena z jednotlivych pixel a neni dokonale
hladka.

Priklad. Podobné Ize odvodit i vzorec pro vypocet objemu jehlanu, jenz ma vysku
rovnou délce strany zdkladny. Postavime si pyramidu z kosti¢ek. Kazdé patro se
tak skldda z k2 kostek. Nejvyssi patro tvoii jen jedna kostka, druhé tvoii 4 kostky,
dalsi 9 kostek atd. Na obrazku mam pyramidu postavenou pouze ze ¢tyt pater,
budeme ale uvazovat pyramidu postavenou z velkého mnozstvi kostek a o tolika
patrech, Ze se nam schodisté jevi jako rovna plocha.

Pro vypocet objemu takového jehlanu stacéi seéist fadu 1422 +324-42+. .. +-n?.
I soucet této rady je dobte zndm. Pocet kostic¢ek je roven zlomku

n-(n+1)-(2n+1)
6 .
10Matematika v proménach vékd I s. 179-180
U Matematika v proménach vékt I, s 175-176
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Obréazek 1.5: Jehlan v atomistické perspektive.

Opét uvazujeme jejich velmi velky pocet, takze nasimi smysly nerozlisime
¢isla n a n + 1 stejné, jako nerozlisime 2n a 2n + 1. Polozme tedy n +1 = n
a 2n + 1 = 2n. Po této ivaze se ndm zlomek redukuje na n3/3, pokud ho navic
vyndsobime infinitesimdlnim objemem jedné krychlicky, ziskdme vzorec 1/3 - a3.

Poznamka. Pocet ¢tvereckt v prvnim prikladé byl nepredstavitelné velky, dokonce
obsahoval soucin dvou takto velkych ¢isel. Naproti tomu obsah jednoho tohoto
¢tverecku je nepredstavitelné maly a je slozen ze soucinu dvou takto malych délek.
Kdyz tedy pocet vynasobime timto obsahem, ziskdme vzorec obsahujici veli¢iny
rozumného rozméru. To stejné (az na to, Ze mame soucin 3 rozméri) plati i pro
jehlan. Hloubéji se timto budeme zabyvat v sekei [2.4], respektive v kapitole

1.4 Eudoxova exhaustivni metoda

Eudoxos z Knidu (asi 408 — 355 pred n. 1.) pfisel s teorii proporci, jeZ spolu
s jeho exhaustivni metodou nahradila dosavadni aritmetickou teorii pythagorejcti.
Slo svym zpisobem o tehdejsi teorii realnych ¢isel. Oproti pythagorejctiim se ne-
omezil pouze na souméritelné veli¢iny a zahrnul i iracionalni ¢isla. Exhaustivni
metoda pak byla postavena na nekonecném déleni; vepisovanim mnohotuhelniki
do krivky, byl Eudoxos schopen urcit obsah pod grafem ktivky.

Priklad. Ukazme si, jakym zptsobem postupoval. Do ttvaru A s obsahem Sy
vepiseme mnohothelnik P;, jehoz plocha Sp, je vétsi nez S4/2. Ten pomoci dal-
sitho mnohotuhelnika vétsiho nez polovina zbylé plochy (S4 — Sp,) rozsifime na
mnohothelnik P,. Dalsim mnohothelnikem vétsim nez polovina zbytku rozsitime
stavajici na mnohothelnik P;. Takto miizeme postupovat neustéle, pro libovolné
malé € > 0 z mnoziny realnych cisel existuje mnohouhelnik P, takovy, ze rozdil
obsahti S4 — Sp, < €. Je totiz mensi nez SA/Q"F_ZI

7 vypoctu nize vidime, jak postupné roste mocnina u dvojky ve jmenovateli,
¢im vétsi je, tim neptarnéjsi cely zlomek bude.

12Maly priivodce historii integralu s. 12-15



SA—SP1<7
Sa—Sp, _ Sa
SA—SPQ<?<§
Sa—Sp,  Sa—Sp, _ Sa
Sa—Sp, < 5 < 5 <¥
S
Sa—Sp < ... <2qu‘

Kdyby n bylo velmi velké, byl by zlomek S4/2" naopak velmi maly. Takze rozdil
Sa — Sp,, ktery je mensi nez tento zlomek, by byl prakticky zanedbatelny.

1.5 Archimédés

O Archimédovi (asi 287 — 212 pred n. 1.) koluji pfibéhy, kterak objevil zakon
o vztlaku ponoreného télesa a dalsi. Nas ovsem zajimaji jeho prace kolem obsahti
rovinnych ttvart, dimyslné rozpracoval Eudoxovu exhaustivni metodu a doplnil
ji o opsany mnohothelnik. Obsahy tutvart tak vtlacoval mezi obsah opsaného
a vepsaného mnohothelnika.

Pomérné znamy je ptiklad kvadratury[r_g] paraboly, Archimédés dokazal, ze
obsah usece paraboly je roven 4/3 obsahu trojihelnika vepsaného do této tsece.
Vepisoval postupné dalsi a dalsi trojuhelniky do dil¢ich tseci, pricemz dokazal,
ze kazdy je vétsi nez polovina obsahu dané tsece. Jeho dalsimi tivahami bylo, ze
prikreslenim dal$ich a dalsich trojihelnikt ziskd soucet jejich obsahu (kde « je
obsah prvniho vepsaného trojihelnika):

| 2

(2

W

n
1=0

Vypocet si muzete projit napriklad v publikaci Maly pruvodce historii integrdlu
na s. 15-17. Archimédés z této sumy dalsimi kroky odvodi vzorec

jehoz jeden clen obsahuje ve jemenovateli 4”. Pro dostatecné velké n cely ¢len
zanedbd a zbyde mu pouze ¢len se zlomkem 4/3, odkud tedy vyplyva pospany
vztah mezi obsahem tsece a trojuhelnika.

1.6 Renesance — zrod infinitesimalniho poctu

Predchidci moderniho infinitesimalniho poc¢tu byli renesancéni védci Johannes
Kepler (1571 — 1630) a Bonaventura Cavalieri (1598 — 1647). Samoziejmé nebyli
jedini, ktefi se na vyvoji podileli, nicméné oba dva se s gréacii pustili do infini-
tesimalnich avah. Kepler prisel s odvozenim vzorce pro vypocet obsahu kruhu

13Tj. pfevedni obsahu ttvaru na obsah ¢tverce — prakticky tedy uréeni plochy



pomoci rozdéleni na nekoneéné malé rovnoramenné trojuhelnicky, které pak po-
skladal do jednoho redlného pravoihlého trojihelnika. (Viz sekce [4.1]) Zndmé jsou
i jeho nebeské zakony aj.

Oproti tomu Cavalieri pracoval ve vice dimezich zaroven. Zpracoval takzvany
Cavalieriho princip. Pokud maji dvé télesa o stejné vysce shodné vsechny od-
povidajici si obsahy Tezll rovinami rovnobéznymi s podstavou, pak maji stejny
objem. Pfedstavme si, Ze jsou télesa poskladand z tenkych platki, kterych je ne-
kone¢né mnoho. Kazdy platek ma vlastné infinitesimélni objem. Kdyz je vSechny
poskladdme na sebe, vznikne cely objekt[t]

1.6.1 Newton, Leibniz

V druhé poloviné 17. stoleti uz byl pohyb chapan jako spojity proces. S ne-
konecnymi veli¢inami se pocitalo a infinitesimalni ivahy se ukazaly byt funkéni.
Nicméneé s ucelenou teorii prisli az Newton a Leibniz. Obecné se uznava, ze své
objevy ucinili nezavisle na sobé, a prispéli tak rozvoji infinitesimalniho pocétu
stejnou mérou. Mezi nimi samymi vSak panovaly velké spory o prvenstvi.

Isaac Newton (1643 — 1727) opiral své infinitesimdlni uvahy o tzv. teorii fluxi
a fluent. Krivku resp. funkci chape jako trajektorii bodu. Tim se znac¢né blizi
dnesni dynamické predstavé. Promnénné velic¢iny (z, y) nazyval fluenty a veli¢iny
popisujici jejich zménu nazyval fluze (&, ¥). Dnes bychom fluze chépali jako podil
diferencialt & = ‘fl—f. Jeho teorie stavéla na fyzikalnich principech a byla znacné
provazana s praxi. Kdyz uplyne doba dt, posune se bod po své trajektorii o dz do
prava a o dy vzhuru. Fluxe & a ¢ tak popisovaly rychlost, s jakou se bod v daném
sméru pohybuje. Jejich podil je dnesni derivace.

Naproti tomu Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716) déval pfednost sta-
tickému pohledu na fuknce. Kiivky pro néj predstavovaly v zasadé lomené cary
poskladané z infinitesimalnich tsecek. Zatimco od Newtona jsme si odnesli dy-
namickou povahu funkce, Leibniz vytvoril dnes rozsifené znaceni ([, dz). Podil
diferencialt popsal pomoci charakteristického trojihelnika a integral chapal jako
nekoneény soucet diferencidlt/”]

Pozndmka. Pravé Leibnizovo pojeti funkci a derivaci je zakladem této prace. Sta-
vim na modelu dvou ,sousednich® bodi spise nez na principu trajektorie po-
hybujictho se bodu. V kazdé kapitole se pak setkate s odkazem na Leibniziv
charakteristicky trojihelnik s infinitesimalnimi stranami.

Oba matematici jsou spoleéné dodnes povazovani za autory tzv. Newtonovy-
Leibnizovy formule, ktera sleduje vztah mezi derivaci a integralem. Ackoli kus
prace odvedli i propracovanim teorie okolo nekoneénych a nekonecné malych ve-
licin, pravé objev toho, ze derivace a integrace jsou navzajem inverzni operace,
byl vskutku zasadni.

Oba dva pristupy vsak postradaly pevné stanoveny rad. Prestoze matema-
ticka analyza prinasela vysledky v mechanice, v astronomii a v dalsich fyzikal-
nich odvétvich, objevily se i kritické hlasy. Nekonecné malé veli¢iny nebyly pevné
uchopeny. Kdyz bylo potfeba, mély nenulovou hodnotu. A kdyz se to hodilo, bylo
mozno je naopak zanedbat a polozit rovné nule.

4Maly priivodce historii integralu s. 23-26
15Maly priivodce historii integrdlu s. 35-45
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Tento benevolentni pristup k elementarnim pojmim v exaktni védé zptisobil
tzv. druhou krizi matematiky. Vysledky byly vétSinou spravné, ale postup byl,
reknéme, nahodily. Matematicka analyza nalezla vychodisko z této krize az diky
francouzskému matematikovi Augustinu-Louisovi Cauchymu (1789 — 1857) a dal-
sim, ktefi se zabyvali pojmem limita.

Dalsim nedostatkem byly nejasné a intuitivni pristupy k mnoziné redlnych ¢i-
sel. Stale prevladalo antické geometrické chapani velic¢in, které se vSak pti nasledné
aritmetizaci analyzy v 19. stoleti, za kterou byl odpovédny zejména némecky ma-
tematik Karl Weierstrass (1815 — 1897), ukdzalo jako zoufale nedostateéné. Proto
vznikly zpusoby, jak definovat redlna cisla. Limita v R totiz vyzaduje, aby byla
mnozina realnych ¢isel v jistém smyslu tplnd (aby napf. limita néjaké posloup-
nosti redlnych ¢isel nemohla lezet mimo R). Postupné tedy byla vybudovana nova
teorie redlnych ¢isel a moderni Matematicka analyza zalozend na limitach.

V této praci se ale ohlédneme zpét k infinitesimalnim veli¢inam a k takzvanym
diferencidlum. Ukazi, ze ackoli tento historicky pristup neni z dnesniho pohledu
uspokojivy a ackoli matematicka analyza nyni stavi na pojmu limity, stale nalez-
neme urcitou krasu a eleganci historického pristupu vyuzivajiciho diferencidli.

11



2. Diferencial

2.1 Zanedbatelné maly

Jak uz vyplyva z predchozich kapitol, prvni zasadni ivahy o nekonecné malych
veli¢inach nestdly pevné na bezchybné teorii. Vypocty vychazely dobre, ale cely
kalkulus se opiral o velice chatrny a sSpatné definovany pojem diferencidl. Existuji
sice zptisoby, jak diferencidl definovat, domnivam se ale, Zze pro pochopeni jeho
vyznamu by ndm neposlouzily. Pokusim se zde tedy ptiblizit myslenku nekonecné
malé veli¢iny spiSe intuitivni cestou.

Priklad. Predstavme si nyni tsecku délky 1. Rozdélme ji na 10 menSich stejné
dlouhych usecek. Zvolme jednu z nich, jeji délka je zfejmé 1/10; tedy v porovnéni
s puvodni je 10krat kratsi. Spojenim plivodni tsecky s jednou jeji dil¢i iseckou se
ptvodné jednotkova usecka prodlouzi na délku 11/10, takova zména je pomérné
vyrazna.

Zkusme tedy vzit tsecku délky 1/10 a opét ji rozdélit na 10 stejnych dila.
Jeden mé délku 1/100 ptuvodni tsecky. Znovu sectéme délky puvodni a vzniklé
usecky. Prodlouzeni o setinu ptvodni délky je takika neznatelné. Délka vzniklé
usecky je v tuto chvili 101/100.

Pro ilustraci si mizeme predstavit Spatné uriznuté metrové prkno, jehoz délka
je Im a lcm (tedy 101/100m). Chyba neni velkd, protoze centimetr je daleko
mensi jednotka nez metr, presto vsak muze byt pii pokladani prkna problema-
ticka.

Po dalsim déleni tsecky na desetiny, se uz dostavame na hodnotu 1/1000
ptvodni délky. Tisicina jednoho metru je 1mm. V porovnéni s jednim metrem
je milimetr opravdu zanedbatelny. Kdybychom misto metrového, urizli prkno
o milimetr delsi, ani si toho nevsimneme.

1m ‘
1m 1 1dm
. D—
1m : ilcm
. =
1m ' 1 1mm

Obrazek 2.1: Metrova prkna se zmensujicimi se presahy v pravo.

Na obréazku vidime, jak vypadaji v poméru ku jednomu metru nejdrive
decimetry (tj. 1/10 metru), poté centimetry (1/100 metru) a nakonec milimetry
(1/1000 metru). U posledni tsecky pravdépodobné pouhym okem nezazname-
name zmeénu.

Priklad. Pro zajimavost uvedu jesté jeden popularni priklad. Podivame se na
puvod slov ,minuta“ a ,sekunda‘“. Minuta, jsouc jednou sedesatinou hodiny, je
dle mého nazoru v porovnani s délkou jedné hodiny zanedbatelna. Kdyz se ptam

12



na ¢as, minuty mé zpravidla ani moc nezajimaji. VSimnéte si, ze se zpravidla
ptame: , Kolik je hodin?“ A pokud je tfeba zrovna pravé minuta po paté hodine,
dostane se nam jednoduché odpovedi: ,,Pét.

Slovo minuta je minulym Zenskym piicestim od latinského minuere (zmensit).
Prelozili bychom to tedy jako ,zmensend®. Uzivala se v souslovi pars minuta
prima (prvni zmenSend Cast), v Sedesatkové soustavé jedna Sedesatina. A jedna
sedesatina z minuty byla pars minuta secunda (druhd zmensend ¢ést). Tak tedy
vznikl i nézev pro sekundul]

Je-li minuta tak kratka v porovnani s jednou hodinou, je i sekunda kratka
vedle minuty. A jedna sekunda je vedle hodiny naprosto nepostrehnutelna. Mohli
bychom zde pouzit souslovi ,zanedbatlenost druhého stupné®. I s takovymi pii-
pady se setkdme. (Viz subsekce

Poznatek. Jsou tedy v zivoté chvile, kdy néjakou velikost bézné zanedbame, at uz
je to milimetr navic na metrovém prkné nebo minuta po odzvonéni paté hodiny.
Jindy vsak tyto velikosti shledame zcela zasadnimi. Naptiklad pfi preciznim ry-
sovani nékdo uz nepresnost v fddu jednoho milimetru nepfijme a pokud néjaky
vas kolega vydrzi pti soutézeni o celou jednu minutu déle pod vodou nez vy, jisté
za to sklidi ovace.

Je tedy jasné, ze abychom mohli néjakou velikost zanedbat, musime se podi-
vat ,okolo“, zda je v porovnani s ostatnimi opravdu nepatrné titérna. Prenese-
nim principu zanedbdini vici necemu do svéta matematiky se konecné dostavame
k pojmu diferencial.

2.2 Diferencial

Pozndmka. Nasledujici tfadky berte s rezervou, nejedna se o formalni matematiku.
Cilem je spise shrnout a sumarizovat poznatky pro lepsi pochopeni.

Vymezeni pojmu 1. Diferencidl pro nds bude nekonecné mald (tj. infinitesi-
malni) presto vsak nenulovd velicina, kterd je v porovnani s libobolnou kladnou
redlnou velicinou zanedbatelnd.

Poznatek. V predchozi sekci jsem ukézal, jak néjaka mala velikost je vaci jiné
zanedbatelna. Kdyz se ale budeme snazit, najdeme jesté mensi, kterda bude zane-
dbatelna dokonce i v porovnani s tou malou. Po dalsim 1sili najdeme jesté mensi
a zanedbatelnéjsi atd. Diferencial je vSsak zanedbatelny vedle vSech téchto roz-
mért. Af bychom vzali sebemensi kladnou velikost, od zrnka pisku az po zrnko
prachu, diferencial je nekonecné mensi.

Kdybych mél navic podat jeho rozumnou geometrickou predstavu, vzal bych
néjakou tsecku x a kouzelnou lupou bych priblizil jeji obraz natolik, ze by byla pa-
trné vzdalenost dvou ,sousednich bodu“, tvoricich infinitesimalni tsecku. A prave
délku této elementarni isecky nazyvame diferencidl dz. Symbol dz tedy vlastné
znamena zanedbatelné mala ¢ast x.

Pozndmka. Zde by bylo vhodné okomentovat jakési dvoji chapani pojmu diferen-
cidl. Muzeme si ho predstavit jako vzdalenost (rozdil) dvou ,sousednich® bodu
na néjaké kivee; nutno podotknout, zZe v dnesnim pojeti na spojité linii neexistuji

1Viz etymologicky slovnik Etymoline.com |[online]
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sousedni body, vzdy je totiz néjaky bod mezi nimi (napt. stfed jejich spojnice).
Presto vsSak je pro nas tato predstava dle mého nazoru snadnéji uchopitelna nez
nize uvedend druhéd, a budu ji tak ¢asto vyuzivat i pres jeji formalni nedostatky.

Druhé interpretace je zamérena na jeho zasadni vlastnost — tedy, ze je di-
ferencial nekoneéné mensi nez libovolné kladné ¢islo. V nestandardni analjze je
postaven mimo osu realnych ¢isel, coz znac¢i krom jiného to, Ze jeho velikost se
neda pevné uchopit. Je prosté tak maly, aby byl vedle vSech kladnych veli¢in
zanedbatelny.

Priklad. Ptate-li se, jaky vyznam ma nekonecné mala veli¢ina ve svété rozumnych
realnych velikosti, pravdépodobné vam ucitelé ve skole zatajili, Ze jste s jeji pomoci
spole¢né odvodili napriklad obsah kruhu. Ukazeme si, jak s vyuzitim diferencialu
odvodit vzorec pro objem kuzele.

Zacneme u objemu jehlanu, jenz je dan soucinem %Sp -v, kde S, znaci obsah
podstavy a v vysku jehlanu. To plati pro libovolny n-boky jehlan.

Predstavme si, ze se kruznice skldda z mnoha elementarnich tsecek, jez spojuji
po tadé kazdé dva ,sousedni“ body obvodu. Diky této tivaze je v zasadé problém
vyTesen. Kruh je tim padem jen dalsi n-tihelnik — byt s nepredstavitelné mnoha
vrcholy — a pro kuzel tak plati stejny vzorec jako pro jehlany s realnymi stranami
podstav. Podobnou tivahu mél ve stejném prikladé i fecky atomista Démokritos
z Abdér.

Obrazek 2.2: Kuzel jako jeden z jehlant.

Priklad. Pojdme priklad vysSe posunout trochu dél. Jsme-li totiz schopni predsta-
vit si dokonale hladkou kruznici jako n-tithelnik, jsme také schopni predstavit si
i podobné hladkou funkci jako lomenou ¢aru slozenou z infinitesimalnich tsecek.

Kdybychom rozdélili ¢ast osy x na infinitesimalni intervaly s krajnimi body
X1, Ta, T3, T4, x5 atd., jimz by odpovidaly funkéni hodnoty y1, v, ys, v, Y5 atd.,
pravé takova lomend ¢dra by spojenim bodu (z;,v;) a (241, yir1) vznikla. (Viz
obrazek ) Rozdil ;1 —x; by byl diferencial dx a rozdil y; 1 —y; diferencial dy.

Tr1 X2 T3 T4 Ty ...

Obrazek 2.3: Funkce jako lomend c¢éra.
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Casto je potieba umét spoéitat plochu pod kiivkou, coz miiZe byt celkem
oSemetnd zalezitost. Spocist plochu pod lomenou ¢arou uz ale neni takovy pro-
blém, prosté secteme dil¢i plochy pod kazdou useckou. Ty se skladaji z obdél-
nikd o stranach délky dx a f(z;) a z infinitesimélnich trojihelnikt. Kdyz za-
nedbame obsahy trojihelnikii a se¢teme pouze vSechny obdélniky na néjakém
intervalu (a, b), ziskdme velikost zkoumané plochy pod kiivkou mezi body a a b.
Podrobnéji v sekei [4.3]

Kdyby nas naopak zajimalo, jak vypada tecna ke grafu funkce v néjakém bodé,
mohli bychom se zamérit na ten infinitesimélni trojihelnik s odvésnami délky dx
a dy. (Nékdy se o ném hovorii jako o Leibnizové charakteristickém trojflhelnikuE]
¢ehoZ se podrzim i ji.) ProdlouZenim ptrepony, kterou jsem v obrazku oznacil
jako ds (je také infinitesimélni), bychom snadno ziskali tecnu ke grafu funkce.
O tom ale az v subsekci [3.4.3

dy ds

\dy

dzx x

Obrézek 2.4: Charakteristicky trojuhelnik.

2.3 Kde se vzal nazev

Valnou ¢ast dnesni symboliky ndm dal Leibniz. Naptiklad symbol d je prvnim
pismenem z latinského slova differentia, coz mtzeme prelozit jako ,rozdil“ nebo
,odlisnost“. Vzpomente jesté na pocesténou variantu: diference. Symbol d tedy
zmensuje rozméry obsazenych veli¢in a zaroven dle mého nazoru sikovné navozuje
geometrickou predstavu rozdilu dvou ,sousednich® bodt na kfivce.

V anglické literatute pak pro proces derivovani uchovavaji na diferencialy uzsi
vazbu nez my a uzivaji termin differentiation se stejnym ptivodem. Samotné slovo
derivace (nebo anglické derivative) pak pochazi, jak jinak, opét z latiny konkrétné
z pricesti minulého slovesa derivare nesouciho vyznam ,odvadét ¢i odtahovat®.
Nasledné byl vyuzivan napriklad v podobé francouzského derivatif, a to v 1ékar-
ském prostredi. Odtud tedy mame pro slovo derivace synonymum ,,odvozeni®.
Miizeme ho tak chapat jako ,odchylku® nebo ,odlisnost“ ale i jako , druhotny“
nebo ,odvozeny“ prvek (anglickd varianta derivative muze byt jak adjektivem,
tak substantivem).

2JAHNKE, Hans Niels (ed.): A History of Analysis. (2003: Providence (USA), American
Mathematical society). s. 89
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Pro integral Leibniz nejprve uzival latinsky termin omnia (,,veskerenstvo*) se
symbolem omn, v roce 1675|ﬂ ale presel na dnes uzivany symbol [ (tedy protahlé S)
odvozeny z prvniho pismene latinského summation, resp. summa, tedy ,sc¢itani®,
resp. ,souhrn® (puvodné znalosti). Symbol [ tak znaci soucet.

Nézev integral mu vsak piipsal az dodatetnd Jakob Bernoulliff Slovo integro-
vat pochazi z latinského integratus s vyznamem ,spojovat c¢asti v celek® nebo
,ucinit néco celistvym*.

2.4 Relativni zanedbatelnost diferencialu

Ackoli je diferencidl dz vedle nenulovych redlnych veli¢in sém o sobé zanedba-
telny, neznamend to, ze si ho mizeme z rovnic vyskrtnout vzdy, kdyz se v nich
objevi, zvlasté pokud rovnice obsahuje vice diferencialti. Proto vam nabidnu né-
kolik tvrzeni, kterd by mohla alespon trochu osvétlit, kdy je mozné diferencidly
zanedbat a kdy ne.

Poznatek. Diferencidl vzdy zanedbavam vic¢i nécemu, vedle néc¢eho, v porovnani
s néc¢im atp. I kdyz je sam mezi realnymi nenulovymi ¢isly zanedbatelny, kdy-
bych ho chtél porovnat napriklad s jinym diferencidlem, byla by jeho hodnota
relevantni. Proto vzdy musim védét, vici jakym rozmértim chci diferencial za-
nedbat.

Tvrzeni 2. Soucet dvou diferencidli dx je mezi nenulovymi redalnymi velicinamsi
zanedbatelny.

Je jasné, ze kdyz uz mame nekonecné malou veli¢inu, tak jeji zanedbatelnost
neovlivni, jestli ji mame dvakrat, trikrat, nebo tisickrat. Nasobime-li diferencidly
realnym cislem, nic to na jejich zanedbatelnosti neméni. Proto je soucin 2 - dx
vedle realnych rozmért stejné zanedbatelny jako 729 - dx a jako samotné dz.

Poznatek. Jinak je tomu ovSem, pokud bychom se nerozpakovali sec¢ist nekonecné
mnoho diferencialii, coz by vyvazilo i jejich nepatrnost. Diferencial dz je vlastné
nekonecné mala ¢ast z a kdyz jich vezmeme urcité veétsi nez realné mnozstvi,
ziskame celé x.

Tvrzeni 3. Nekonecny soucet diferenciali neni mezi nenulovymi realnymi veli-
cinami zanedbatelny).

Priklad. Takovym smutnym prikladem ze Zivota mizou byt mikroplasty, které
se postupné dostavaji do celého naseho okoli i téla. Jedna takova mikrocastecka
v téle morského Zivocicha je sice zanedbatelnd, ale nesmirné mnozstvi takovych
castic by podle nékterych teorii mohlo vést az k jeho smrtiﬂ

Tvrzeni 4. Podil diferencidli neni mezi nenulovymi redlnymi velicinami zane-
dbatelny.

Priklad. Pravé v tomto tvrzeni se skryva velka elegance diferencialti. Pokud totiz

vezmete podil dvou zanedbatelnych veli¢in, miize se stat, Zze ma realny rozmeér.
UkéZeme si, jak predchozi tvrzeni dolozit. (Obrézek [2.5))

3Maly priivodce historif integrélu s. 43
4Maly pravodce historii integralu s. 44
®Viz napi. ¢lanek na strénce ekolist.cz [online]
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Cely nas ,,diikaz“ stoji na podobnosti trojuhelnikii na obrazku. Mame-li pra-
vouhly trojuhelnik s odvésnami realnych délek x a y a pricteme-li k jeho strandm
dx a dy, vznika dalsi vétsi trojuhelnik, ktery je s nim podobny. Ten se sklada z pi-
vodniho trojihelnika, z obdélnicku o stranach délky dx a y a z dalstho podobného
trojuhelnika s odvésnami dz a dy.

Pomér stran y/z puvodniho trojihelnika je jako podil redlnych ¢isel z a y také
realné cislo. A protoze podobnost zachovava poméry stran, i podil diferencialt
dy/dz je v tomto pripadé realny.

dy

T dx

Obrézek 2.5: Trojihelnik o odvésnach délky = + dx a y + dy.

Tvrzeni 5. Soucin diferencidli je mezi nenulovymi redlnymi velicinami zanedba-
telny.

Posledni tvrzeni je do jisté miry trividlni. Intuitivné chapeme, ze soucin dvou

nekonecéné malych veli¢in nemtze byt nic jiného nez nekonecéné mala veliCina.
Povazuji vsak za zajimavé, Ze pravé soucin dvou diferencialtt dx - dx je vedle
jediného dx zanedbatelny.
Poznamka. Na konci kapitoly o derivacich budeme zanedbavat souc¢iny diferen-
ciali a funkci. Pokud ma funkce pro redlné vstupni hodnoty = realné funkcéni
hodnoty y, neni zanedbani celého souc¢inu v porovnani s ostatnimi realnymi cleny
problém.

2.4.1 Diferencialy vyssich radu

Uvodem jsem tvrdil, Ze minuta je vedle hodiny stejné zanedbatelns jako
sekunda vedle minuty. Sekunda je tak vlastné jako ,minuta minuty“ dvakrat
tolik zanedbatelna v porovnani s hodinou. Obdobné je tomu i diferenciala — sou-
¢in dvou diferencialt jako ,diferencial diferencialu® je vedle jednoho diferencialu
stejné zanedbatelny jako samotny diferencidl mezi redlnymi ¢isly. Vyssi rady di-
ferencidlii, ¢imZ mam na mysli vyss{ mocniny diferencidli do?, da?, dz? atd. (ale
i ndsobky dx - dy a dalsi), jsou tak spjaty pevnym pravidlem. Tedy, ze diferencial
vyssiho fadu je nutné zanedbatelny vedle diferencidlu nizsiho radu, oba jsou vsak
zanebatelné v porovnani s realnymi ¢isly.

Toto se Leibniz pokousel vysvétlit prirovnanim z k nebeské klenbé, dx k zemi,
dxz? k zrnku prachu a dz® k magnetické éastecce. Tvrdil: ,Ze nebeské klenba se
ma k zemi jako zemé k zrnku prachu, a zemé opét se mé k zrnku prachu jako
zrnko prachu k magnetické éésteéce.“ﬁ Staci jen dodat, ze vSechno ostatni pod
nebeskou klenbou je zanedbatelné. ..

Poznamka. Jesté doplnim, ze v pripadé, ze mame nekonecny soucet diferenci-
alu vyssich fadu, pak mame stale (v porovnani s redlnymi ¢isly) zanedbatelnou
veli¢inu. (Viz subsekce kapitoly o Integrovéni)

6Maly priivodce historif integralu s. 43
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3. Derivace

3.1 Motivace — (Okamzita) rychlost

V nasledujici kapitole se zaméfime na derivovani. Uvodem bych rad poukazal
na rozdil mezi priumérnou a okamzitou rychlosti. Vyuzijeme priklad z ceskych
silnic, jenz je ilustrovan obrazkem
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e ‘
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dS -, ’ |
-, 7 |
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Obrazek 3.1: Situace, kdy je okamzita rychlost vétsi, nez primérna.

Priklad. Predstavme si vesnici, ve které plati rychlostni limit 50 km /h. V celé ves-
nici se (isekové) méri rychlost. Tedy na zac¢atku a na konci vesnice jsou umistény
kamery schopné rozeznévat registracni znacky vozidel.

Vozidlo je zachyceno na zacatku tseku a poté i na jeho konci. Pokud je vzda-
lenost kamer As a ¢asovy rozdil mezi projetim 1. a 2. kamery At, pak je rychlost
vypocitana jako podil As/At. Takové méfeni neni zcela pfesné, protoze vysledkem
je pouze prumeérna rychlost. Pokud vozidlo prekroc¢i v urcitém bodé mezi kame-
rami povoleny limit, a presto bude jeho prumérnd rychlost niz$i nez 50 km /h,
meéreni prestupek neodhali.

Ridi¢ vozidla mé v tomto pfipadé pomérné velkou volnost. Kdyz nékde ve
vesnici stlacéi plyn az k podlaze, a ziskd tak neprimérenou rychlost, staci, aby
jinde naopak ubral nebo na chvili zastavil, a primérna rychlost hned klesa.

Policejni hlidky maji proto k dispozici mobilni radary, se kterymi mohou mérit
okamzitou rychlost. Méreni probiha na jednom stanovisti a je tak rychlé, ze jsou
vsechny zmény rychlosti méreného vozidla takika zanedbatelné.

Policisté vyslou nékolik svételnych paprskt v infracerveném spektru, které se
odrazi od vozidla zpét do radaru. Ten urci vzdalenost vozidla v riiznych casech.
Vzhledem k tomu, ze paprsky jsou vyslany velmi rychle po sobé — tedy pro nas
v zanedbatelném casovém tseku dt — je zméfena okamzita rychlost v. Za cas dt
urazime béznymi rychlostmi, kterymi se pohybujeme, také zanedbatelny zlomek
drahy ds. Okamzita rychlost je tak vypoctena jako podil diferenciali

ds

Uza.
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3.2 Prirustek funkce v bodé

Uz vime, zZe je rozdil mezi okamzitou a primeérnou rychlosti. Vime, ze jsou
pripady, kdy tento rozdil mtze pro automobilistu znamenat pokutu. Jsou tedy
situace v zivoté — a neni jich malo — kdy se setkdvame s derivaci. Af uz vas zajima
kterykoli obor, nalezneme v ném pro ni pravdépodobné prostor. Jak si ale derivaci
predstavime v praxi a co to vlastné je?

O derivacich hovorime zpravidla v kontextu funkeci. Derivace funkce v bodé
nam 1ika, jak rychle nase funkce v daném bodé roste. To znamena, Ze nas zajima,
jak velky je v tom bodé jeji sklon.

3.2.1 Derivace jako okamzita rychlost

Poznatek. Kdyz derivujeme néjakou funkci s ¢asem jako nezavislou proménnou,
zjistime, ze derivace odpovida rychlosti zmény zavislé proménné.

Mame-li tedy funkci zavislosti drahy na case — ktera de facto v kazdém oka-
mziku popisuje celkovou délku uz urazené drahy — derivace této funkce v bodé
nam 1ikd, jakou mérnou rychlosti se na tseku dt pohybujeme. Tedy jaka je re-
lativni zména drahy za nekonecné maly casovy tusek dt. Pak derivace odpovida
okamzité rychlosti v daném okamziku.

Mizeme také hledat tifeba rychlost probihajici chemické reakce. Zderivujeme-
li v libovolném bodé funkci zavislosti hmotnosti vznikajici latky na case, ziskame
prirtistek hmotnosti za infinitesimalni casovy tsek dt. Jinymi slovy zjistime oka-
mzitou rychlost, s jakou latka v danou chvili vznika.

Nebo bychom mohli teoreticky chtit zjistit okamzitou spotifebu naseho au-
tomobilu, ovSsem za predpokladu, ze mame k dispozici funkci popisujici hladinu
pohonnych hmot v kazdém okamziku jizdy. Derivaci bychom ziskali rychlost s ja-
kou hladina ve sledovaném okamziku klesa — tedy spotfebu paliva za cas. I kdyz
ta se alespon v Evropé standardné pocita v litrech na sto kilometru.

Pokud bychom méli funkci, jejiz zavislou proménnou je rychlost, derivovanim
bychom vlastné ziskali rychlost zmény rychlosti — tedy zrychleni. Protoze rychlost
je 1. derivace funkce zdvislosti drahy na ¢ase, je zrychleni jeji 2. derivace (vysSsi
derivace viz subsekee [3.7.1]).

Moznosti a priklada derivaci takovychto funkci je opravdu mnoho. Nam se
tak ukaze byt uzite¢nym védomi platnosti nasledujiciho poznatku.

Tvrzeni 6. Pokud derivovand funkce popisuje néjaky déj v case, jeji derivace
v bodé odpovida okamzité rychlosti toho déje.

Poznatek. Jak uz vime, primérnd rychlost je vlastné celkovy tthrn urazené drahy
za néjaky omezeny casovy usek a nezohlednuje rizné rychlosti na dil¢ich interva-
lech.

Naopak pri uréovani okamzité rychlosti se divdme na tak maly (dokonce in-
finitesimélni) Casovy interval, Ze neposkytuje prostor pro zrychleni, ¢i zpomaleni
a vsechny pripadné rychlostni zmény jsou na ném pro realné pozorovatele zane-
dbatelné. V zasadé tak pocitame priumeérnou rychlost na intervalu mezi body a a
a+ dt. Diky tomu, Ze jsou si prakticky nekonec¢né blizké, je rychlost na na daném
intervalu konstantni a graf (funkce zdvislosti drahy na case) linedrni.
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Priklad. Podivejme se na graf funkce popisujici pohyb z bodu A do bodu B (obr.
B-2). V tomto konkrétnim prikladé se okamzitd rychlost v libovolném bodé uve-
deného intervalu rovna priamérné rychlosti a graf popisujici zménu drahy za cas
je linearni. Nedochazi tedy ke zménam rychlosti a kazdy infinitesimalni trojtihel-
nicek prislusny tomuto grafu je podobny s trojihelnikem ABC', kde C' je bod na
ose t oznaceny 60.
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Obrazek 3.2: Graf funkce zavislosti drahy na Case s vyznacenou derivaci v bodé a.

Poznatek. Okamzita rychlost se rovna prumérné na intervalech, kdy je graf za-
vislosti urazené drahy na case linearni.
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Obrazek 3.3: Graf funkce f(t) zavislosti drahy na Case, jez popisuje realny pohyb,
s vyznacenymi derivacemi v bodech a a b.

vvvvvv

Mizeme popsat vlastnosti funkce, ktera sleduje chovani objekttt v redlném pro-
sttedi. Sotvakde narazime na rovnomérny pohyb. Kdyz se téleso dava do pohybu,
zrychluje. Kdyz v pohybu ustava, zpomaluje. Po cesté podle potfeby méni rych-
lost, nékdy je nuceno zastavit. Graf, ktery popise takovy pohyb bude pravdépo-
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dobné hladky a vlnity. Realité by tak spise odpovidal obrazek [3.3] Tu se opravdu
derivace ukaze jako silny a nenahraditelny nastroj.

3.3 Derivace jako funkce vs. derivace v bodé

U obrazku chvilku ztistaneme. Rychlost ristu funkce se v riznych bodech
znatelné lisi. Napriklad derivace funkce f v bodé a je vyrazné vétsi nez v bodé b,
coz lze poznat podle sklonu sec¢en vedenych prislusnymi charakteristickymi troj-
uhelniky. Vidime, ze diferencidl ds je nad bodem a také vétsi. Derivace tak muze
mit v riznych bodech funkce rtiznou hodnotu. U funkce f na obrazku bude
derivace zpocatku mald, poté prudce vzroste, pozvolna se zmensi az k nule, pak
opét vzroste a nakonec klesne témér k nule.

Chovéani derivace v ruznych bodech muzeme popsat s pomoci néjaké nové
funkce, ktera kazdému jednomu bodu priradi hodnotu derivace ptvodni funkce f
v tomto bodé. Nesikovné je, ze nez bychom urcili derivace ve vsech bodech, prav-
dépodobné bychom zesedivéli (za predpokladu, Ze je to u nas mozné). Proto
postupujeme jinak a z predpisu ptvodni funkce urcime predpis nové funkce po-
pisujici jeji derivaci. Dosazenim konkrétni vstupni hodnoty pak zjistime derivaci
v prislusném bodé. To vSak ukazi az v sekci [3.6]

Poznatek. Zatim si jen pamatujme, ze je rozdil mezi derivaci funkce v bodé, kdy
je vysledkem konkrétni hodnota, a mezi derivaci funkce ve vSech bodech, kdy
ziskame novou funkci slozenou z téchto hodnot. Pro zjednoduseni casto tfikame
pouze derivace v bodé a derivace.

y flz) =a?

Obrazek 3.4: Graf funkce f(x) = z? s vyznacenymi kladnymi a zadpornymi pii-
ristky.
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Priklad. Pro ilustraci ukazi, jak vypada derivace funkce z2. Nakresleme jeji graf
(obrazek . Vidime, ze funkce nejprve prudce klesé a ze v bodé (0, 0) kleséni
plynule prechazi v rust, ktery je zpocatku pozvolny ale brzy pomeérné rychly.

Pro rtizné hodnoty = vyznac¢me prislusné prirustky napriklad pomoci prikres-
lenych trojuhelnik. Ty jsou podobné s prislusnymi infinitesimélnimi trojihelniky
o odvésnach délky dx a dy. Na grafu funkce tak sice lezi vzdy pouze jeden jejich
vrchol — a to miize mast — zachovavaji vsak pomér stran, tedy i hodnoty derivaci
v bodech. P¥i na¢rtku jsme tyto hodnoty znali diky vypoctim (viz kapitola[3.6).

Vsimnéme si, ze funkce 22 m4 pro zaporné hodnoty na ose x zdporné prirtstky.
Hodnoty derivaci tak budou také zaporné. Pro x = 0 je diferencidl dy nulovy
dokonce i vedle dz a derivace dy/dx je v tomto bodé rovnd nule.

Ptislusné derivace ve vyznacenych bodech jsou znazornény v tabulce Jsou
to prosté cisla.

-3
-6

2
4

Hodnota z
Derivace v ptisl. bodé

1]0]1]2]3]
2[0[2]4]6]

Tabulka 3.1: Hodnoty derivace funkce 2% z obrdzku pro konkrétni body. Do-
porucuji srovnat s prirtstky.

Funkce, ktera bude pro danou hodnotu x probihat hodnoty ze spodniho radku
v tabulce by pak mohla byt derivaci funkce f(z) = 2. Tyto predpoklady spliiuje
napifklad funkce g(z) = 2z (obrdzek [3.5), kterdzto je opravdu vysledkem jeji
derivace ve vSech bodech jejiho definiéniho oboru.
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Obréazek 3.5: Graf funkce g(r) = 2z, kterd je derivaci funkce f(z) = z?.
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3.4 Smérnice linearni funkce a tecny

V sekei jsem poukézal na to, Ze derivace — tedy podil diferencidlu dy/dx
— souvisi s ristem funkce. Nyni se skrze souvislost s goniometrickou funkei tan-
gens podivame na dalsi moznou interpretaci. Nejprve tedy osvézeni jednotkové
kruznice.

3.4.1 Goniometrie

Vyznacime-li v charakteristickém trojihelnicku (viz obr. thel o mezi za-
kladnou dz a infinitesimalni preponou, ktera je soucasti néjaké zkoumané funkce,
tak tangens tohoto thlu je roven poméru diferencidli dy/dx a tedy prislusné
derivaci v bodé.

dy

- dx

Obrazek 3.6: Charakteristicky trojuhelnik.

Poznatek. Mame-li jednotkovou kruznici (obrézek [3.7), zndzornime hodnotu tan-
gens jako délku svislé tsecky vedené z bodu 0° do pruseciku P svislé primky
s polopiimkou OP. Je tedy odvésnou pravouhlého trojihelnika s jednotkovou za-
kladnou, ktery je s charakteristickym trojihelnikem podobny. Plati tak rovnost:

tga  dy
1 dz
Y
90°
P
tga
0% =
180° [0 0° =z
270°

Obréazek 3.7: Tangens na jednotkové kruznici.

Sklon prislusné funkce v odpovidajicim bodé pak splnuje trividlni predstavu,
ze ,na jeden krok vpravo po ose x pripada tga kroki ve sméru osy y“.
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Funkce tangens probiha vsechny hodnoty redlného rozméru a stejné tak mame
i rizné hodnoty derivaci. Je-li naptiklad diferencidl dy zanedbatelny vedle dx,
nebo je-li priristek funkce ve sméru osy x primo rovny nule, je thel a nulovy,
privodi¢ pak splyva s osou z a tangens se také rovna nule.

Pokud dy = dz, pak plati tg « = 1, coz je polomér (jednotkové) kruznice. Pro
zkoumanou funkei prochézejici bodem O tak v tomto bodé plati trividlni vyrok:
»Za jeden krok vpravo jeden krok vzhiiru.

Priklad. Zkusme urcit tga grafu kvadratické funkce z? konkrétné v bodé (0,0),
kde se nachazi vrchol paraboly.

Méme funkci y = z2. Funkéni hodnota y bude vidy rovna druhé mocniné
vstupni hodnoty z. Pro x = 2 je y = 4 apod. Chceme spocitat tga pro = = 0.
»,Nejblizsi“ bod grafu funkce je v kladném sméru osy x vzdalen pouze o dux.
Jeho soutadnice jsou (dz, dy). Z predpisu funkce vime, Ze dy = dz?. Dosadme do
zlomku:

dy  da?
== =— =dux.
dx dx
Tangens (resp. derivace) je pro funkci y = 22 v bodé (0,0) v porovnani s libo-
volnym realnym c¢islem zanedbatelny, protoze nabyva infinitesimalni hodnoty dz.
Z naseho pohledu — tedy z pohledu redlnych velikosti — plati rovnost tga = 0.
Povsimnéte si, ze v minulé sekci jsme skutecné derivaci v tomto bodé priradili
nulovou hodnotu (tabulka . A také, Zze teCny ke grafu funkce maji v bodech,
kde funkce klesa, zaporné smérnice tg a, kdezto v misté ristu jsou jejich smérnice
kladné.

tg

3.4.2 Smérnice linearni funkce

Poznatek. ZapiSeme-li rovnici linearni funkce ve smérnicovém tvaru y = kx + g,
pak k, které nazyvame smérnici funkce, spoc¢teme jako tg «, kde « je odchylkou
funkce od osy x. Na obrézku [3.5[si (pro funkei g(x) = 2z, kde tedy k = 2) muzete
krasné vsimnout, ze na kazdy 1 krok ve sméru osy x udélame 2 kroky ve sméru
oSy Y.

Pokud si predstavime libovolnou funkci jako lomenou ¢aru slozenou z infi-
nitesimalnich tsecek a pokud povazujeme tyto tsecky za dil¢i linearni funkce,
muzeme kazdé z nich priradit vlastni smérnici k = tg o = dy/dx.

Umime tak mimochodem urcit odchylku v bodé (libovolné) funkce, ktera uz
nemusi byt nutné linearni. Staci se podivat na jeji usek, ktery je tak maly, Ze je
prakticky linearni.

Tvrzeni 7. Derivace funkce v bodé je smérnici néjaké linearni funkce, kterd je se
Zkoumanou funkci na prislusném infinitesimdlnim intervalu shodndll]

Poznamka. Ze zkusenosti vime, Ze s linearnimi funkcemi se pracuje mnohem lépe.

Priklad. Se smérnici linearni funkce souvisi i dalsi popularni priklad z motoris-
tického svéta. Na vystraznych znackach ,Nebezpecné stoupani® ¢i ,Nebezpecné
klesani* pred prudkymi kopci se uvadi kolikaprocentni sklon nas ¢eka. Napriklad

ITato linedrni funkce je teénou ke grafu funkce vedenou piislusnym bodem.
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12% stoupéni znamena, Ze na sto metru vystoupame o 12 metri. Smérnice tohoto
s 4. 12
stoupani je tedX 00 / . D
Stoprocentni klesani neznamena, ze jedeme primo svisle doli, ale Ze na sto
metr klesneme také o 100 metri. Smérnice je tedy tga = —1 a orientovany

uhel « je tedy —45°.

3.4.3 Smeérnice tecCny

Urcité jste uz nékdy méli za kol urcit rovnici teény k néjaké kruznici. To

vétsinou neni problém. Diky derivacim jsme ale schopni ur¢it tecnu ke grafim
riznych funkci. Kdy se to mize hodit? Treba pri jizdé na kole nebo autem,
mozna to nevite, ale pii snaze zjednodusit si odhad, jak moc tocit v zatacce, se
orientujeme intuitivné pomoci tecen k vodicim caram — tedy alespon ja to tak
mam. Takze pri jizdé staci uréit predpis funkce vodici ¢ary a spocitat jeji derivaci,
nebo pokud jste uz zbéhli, zvladnete to odhadnout.
Poznatek. V predchozim textu jsme si predstavili funkci jako lomenou c¢aru slo-
zenou 7z infinitesimalnich tsecek. Kdyz jednu z nich vezmeme a podivame se na
ni podrobnéji, muzeme si predstavit, ze spojuje dva ,sousedni“ body. A protoze
dva rizné body urcuji primku, mizeme jimi jednu vést. Diky tomu, ze body lezi
nekonecné blizko k sobé navzajem a ze tsecka mezi nimi je soucasti zkoumané
funkce, je primka jimi vedend pravé tecnou.

Poznamka. Tedy alesponn v nasem podani. Teéna ma sice prochéazet jedinym bo-
dem a nase prochazi dvéma, ale jejich vzdalenost je z nasi perspektivy zanedba-
telnd, a jsou tak pti pohledu na funkci jako na celek vlastné jedinym bodem.

Tvrzeni 8. Derivace funkce v bodé je smérnici tecny prochdzejici prislusnym
bodem zkoumané funkce.

Priklad. Pojdme si cviéné odvodit rovnici teény k néjaké funkci y = f(x). Stan-
dardné predpokladdme, ze tecna je linearni funkci a do smérnicového tvaru y =
kx 4 q dosazujeme za smérnici k£ prislusnou derivaci v bodé a, za proménné z a y
pak dosazujeme bod (a, f(a)). Diky tomu, Ze nase tecna prochézi vlastné dvéma
body, které jsou si nekonecné blizko, mizeme rovnici teény odvodit i pomoci
parametru ¢.

Bod (a, f(a)) si ozna¢me jako A, pro souradnice jeho ,sousedniho® bodu,
ktery oznac¢ime B, pak plati

B = (a+dz, fla+dx)) = (a +dz, fla) + df(a)),

nebot soucet ypsilonové hodnoty bodu A s infinitesimalnim prirtistkem mezi bo-
dem B a A da ypsilonovou hodnotu bodu B. Parametricky zadana rovnice primky
s redlnym parametrem t se sklada z vektoru (B — A) a z néjakého bodu lezictho
na primce, mame tak:

X=t-(B-A)+A

Resme to zvlast pro jednotlivé souradnice:

r=t-((a+dx)—a)+a=t-dr+a,
y=t-((f(a) +df(a)) — f(a)) =t -df(a) + f(a).
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Mame soustavu dvou rovnic, kde v obou rovnicich figuruje parametr ¢, vyja-
diime ho tedy z prvni rovnice a dosadime do druhé.

,_T—a
 dx

y=1t-df(a)+ f(a)

y=""" i)+ S0

Jednoduchou tpravou pak ziskdme zndmou rovnici teény v bodé a

v=T0 0+ sta).

3.5 Kdy funkce nema derivaci

P1i vzniku diferencidlniho a integralniho poctu se predpokladélo, ze kazdou
funkci 1ze v kazdém jejim bodé derivovat | dnes uz vsak vime, Ze to neni pravda.
Jsou pripady, kdy nema smysl derivaci hledat.

Poznatek. Pokud uréuji derivaci v néjakém bodé (ktery neni krajni), nezalezi
na volbé charakteristického trojuhelnika. Kdyz ho vyznac¢ime na levo od tohoto
bodu, je pomér dy/dx stejny jako, kdyz uvazujeme charakteristicky trojihelnik
na pravo od zkoumaného bodu (Viz obrdzek [3.8).

Souradnice bodi na levo od zkoumaného a na pravo od zkoumaného se na-
vzajem lisi o 2dx, coz je mezi redlnymi rozméry stejné zanedbatelnd vzdalenost
jako pouhé dzx, a rychlost rustu se na tomto infinitesimalnim tseku také nestihne
zmeénit, proto se uhly pti zdkladnach obou trojihelnick shoduji.

(a. f()) dy
4‘4 w

o7 dx dx

Obrazek 3.8: Dva rizné charaktristické trojihelnicky pro bod (a, f(a)).

Tvrzeni 9. Hodnota derivace nezileZi na vybéru charakteristického trojuhelnika.

Existenci derivace v bodé vylouc¢ime pro pripady, kdy tato vlastnost neplati.
Takova situace nastava tireba v pripadech, kdy ma funkce v daném bodé tzv.
hrot. Prikladem je funkce y = |z|. Volime-li trojihelnic¢ek nalevo od bodu nula,
je derivace zaporna, zatimco kdyz uvazujeme trojuhelni¢ek napravo, je kladna.
Vysledné derivace by se tedy lisila podle volby charakteristického trojuihelnika,
coz nepripoustime.

Dalsim prikladem jsou nékteré nespojité funkce, u kterych hrozi, ze napravo od
zkoumaného bodu bude mit charakteristicky trojihelnik jiny pomér stran (véetné

2Maly priivodce historii integralu s. 45
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jejich orientace) nez nalevo. U vybranych nespojitych funkci se ale muze stat, ze
ma derivace v bodé nespojitosti smysl.

Nékteré funkce se chovaji tak ,divoce®, Ze i kdyz jejich hodnotu v bodé zname,
jsou spojité a nemaji hrot, nedokazeme derivaci urcit. Jako priklad uvadim fukci
y = x -sin(1/x) s tim, ze pro x = 0 dodefinuji hodnotu y = 0. Jeji graf muzete
nahlédnout napt. prostrednictvim webové stranky ,, Woltram Alpha*“. Okolo bodu
nula se chova jako byk na rodeu, jeji charakter se nepredstavitelné rychle se méni,
strida se rust s klesinim a my nevime, zda v bodé nula zrovna klesa, nebo roste.
Pripadaji tak v avahu charakteristické trojuhelnicky pro oba pripady a vysledna
derivace by zavisela na nasi volbé mezi nimi, proto ji neurcujeme.

3.6 K pocditani

3.6.1 Znaceni

Dostavame se do faze, kdy je tfeba okomentovat uzivané znaceni. Jsou rtzné
zpusoby, jak zapsat derivaci, a ty se ¢asto dle potieby lisi. Psat pouze podil dy/dz
se ne vzdy vyplaci. Neni totiz jasné, v jakém bodé derivaci hledame.

Zpravidla se derivace znaci ¢arkou: f’(x). Derivaci funkce f v bodé a piseme
jako f’(a). Toto znaceni mé urcitou nevyhodu, protoze nepozname, podle jaké
proménné funkei derivujeme. Pro nase potieby, kdy se s funkcemi o vice promén-
nych nesetkdme, by to stacilo. Ve fyzice plné veli¢in a jejich vztahi vsak ne.

Jelikoz jsme si na podilovy tvar zvykli a jelikoz se s nim poji jista elegance
dob minulych (viz napf. subsekce , od jeho uzivani nize uz neustoupime.
Presto vsak si neodpustim urcitou dvojakost znaceni a sice obc¢asny prechod mezi
riznymi zapisy funkce. Nékdy budeme psét derivaci jako difve: . Pro derivaci

dx
) podil L) pak znaéi derivaci

v urc¢itém bodé vsak mizeme uzit i znaceni
jako funkci nezavislé proménné x.

Nyni si ukdzeme, jak zhruba se pomoci diferenciali diive odvozovaly nékteré
vzorce pro derivace. Pri derivovani konkrétni funkce zacindme obvykle u jejiho
predpisu. Pomoci odvozenych vzorcu prejdeme k predpisu nové funkce, ktera bude
derivaci puvodni funkce. Piipadnym dosazenim bodu a do vzniklé funkce ziskam

derivaci ptivodni funkce v bodé a.

3.6.2 Derivace konstantni funkce

Priklad. Méame konstantni funkci y = 5. V kazdém bodé ma tato funkce hod-
notu 5. Jaky je jeji prirtistek? Snadno si uvédomime, zZe je v kazdém bodé nulovy.
Zkratka, kdyz je konstantni, neroste ani neklesa. Pokusme se tento fakt popsat
pomoci diferenciali.

Predpokladejme, ze funkce y ma diferencialni ptirtstek dy. Posuneme-li se
tedy na ose x o dx do prava, vzroste hodnota funkce o dy. ,Sousedni“ bod tak
bude mit soutadnice (z + dz,y + dy). Dosadime-li tyto hodnoty do predpisu
funkce y, probéhne zména pouze na levé strané rovnice, protoze v ni neni zadné x.

Mame tedy novou rovnici, y + dy = 5. A vime, ze y = 5. Z toho vyplyva, ze
diferencidl dy je nulovy a derivace dy/dx také.
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Situaci jesté rozepisu symbolickym zapisem:

y=>5
y+dy=>5

dy =20

dy

—~ —0.

dx

Tvrzeni 10. Derivaci konstantni funkce je v kazdém bode 0.

3.6.3 Derivace linearni funkce

Odvozeni 11. Dale si ukazeme vypocet derivace linearnich funkci ve tvaru y = az,
kde a € R. Budeme postupovat podobné jako u konstantni funkce. Pri¢teme
diferencidly dr a dy, dosadime do rovnice a tu nésledné upravime do tvaru
dy/dz = ...

Yy =ax
y+dy = a(z + dx)
y+dy =ar+ adx

dy = adx
doe

Vidime, zZe pro libovolné a € R je derivace funkce ax rovna a. Tedy, jak jsme
si ukazali i v kapitole (Smeérnice linedrni funkce a tecny), derivaci linedrni
funkce odpovida pravé jeji smérnice. V nasem pripadé ono a.

Tvrzeni 12. Derivaci linearni funkce ax je konstantni funkce y = a.

3.6.4 Derivace kvadratické funkce

Odvozeni 13. Doposud jsme neméli moc prace, pouze jsme upravovali rovnice.
Nyni nas ovsem c¢eka i zanedbani nékterych nekonecné malych clent, presto vsak
postup pii odvozeni derivace funkce 2? v zdsadé zachovame.

y = a?
y+dy = (¢ + dx)?
y+dy = 2* + 27 dv + dr?
dy = 2x dx + da?
Posledni ¢len da? je diferencidlem druhého fddu (viz sekce a vedle ostat-

nich ¢lent obsahujicich pouze diferencialy 1. fadu je zanedbatelny. Proto si ho
»Skrtame® a pocitame dale bez néj.

dy = 2x dx
dy

= =2

dx o
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Taktd jsme tedy ziskali vzorec pro derivaci kvadratické funkce ve tvaru z2.

Vidime, ze vysledkem je funkce 2z, jak uz jsem bez odtvodnéni tvrdil diive
v ilustracnim piikladé sekce [3.3]

Tvrzeni 14. Derivaci kvadratické funkce x* je linedrni funkce y = 2x.

3.6.5 Derivace kubické funkce

Odvozeni 15. Jesté nez si odvodime vzorec pro libovolnou pfirozenou mocninu,
zkusime tak uc¢init pro 3. mocninu. Zachovame postup vyse, tj. pricteni diferen-
ciali k proménnym na obou stranach rovnice, odecteni ¢lentt ptivodni rovnice,
zanedbani clent obsahujici diferencialy vyssich rada a nasledné vydeéleni diferen-

cidlem dz. Mame tedy funkci y = 2.

y=a’

y+dy = (v + dz)?
y +dy = 2 + 32%dx + 3x da® + da®
dy = 3x*dx + 3w dz® + da®

dy = 32°dx
dy 2
-2 _3

dx .

Potvrdili jsme si, Ze derivace nasi kubické funkce je jednoduse 322. Posledni
¢len dx?, jsa diferencidlem vyssiho fadu, mizeme ve vypoétu v souladu z piedcho-
zimi ivahami (sekce: [2.4)) vedle zbylych ¢lenti zanedbat. Stejné tak nés pritomnost
druhé mocniny diferencidlu opraviiuje zanedbat ¢len 3x dz? — v porovnéni se ¢leny
obsahujicimi pouze jeden diferencial je nekonecné maly.

Tvrzeni 16. Derivaci kubické funkce x° je kvadratickd funkce y = 322,

3.6.6 Derivace mocninné funkce ve tvaru z"

Poznatek. Zbyva zobecnit nase pfedchozi tvrzeni. VSsimnéme si, ze derivace line-
arni funkce x odpovida konstantni jednic¢ce. Z 2% se po derivaci stavd funkce 2z
stejné tak, jako derivovanim z 3 ziskdme funkci 3x%. Zda se tedy, Ze derivace
funkce 2™, kde n € N, by mohla byt n - 2”1, Pojdme to ovéfit.

Odvozeni 17. Tradi¢né zachovame predchozi postup. Abychom vsak mohli upra-
vit vyraz (x 4+ dx)™, budeme navic potfebovat vzorec pro binomicky rozvoj. Ten
sice obsahuje mnozstvi kombinacnich ¢isel, nastésti ale prakticky vsechny cleny
(stejné jako v predchozich pripadech) zanedbéame.

STHOMPSON, Silvanus P: Calculus made easy (1914: London, The Macmillan com-
pany). s. 18
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n

y==x
y+dy = (z+dx)"

y+dy = n "+ " 2" + " 2" 2da? + " 2" 73ded .+ " dz"
0 1 2 3 n
dy = (n) L (”) 222 (”) I NI (”) A"
1 2 3 n

dy = (T) 2" dr = na™ dx
@ = nz" !
dx

Podobné vzorec pro derivaci funkce 2" odvodil i Newtonﬁ a prestoze toto
odvozeni nemusi na prvni pohled piisobit prilis snadné, zachovali jsme kroky uzité
pri predchozich vypoctech, a krom kombinacnich ¢isel se tak v ném nevyskytuje
nic nového.

Poznatek. Vsimnéme si, Ze s vyuzitim Pascalova trojihelnika (viz tabulka (3.2)
muzeme kombinacni ¢isla vynechat. Ve vypoctu ziistava totiz pouze 2. ¢len ob-
sahujici "', Tomuto ¢lenu odpovida v Pascalové trojihelniku koeficient n, re-
spektive vzdy druhé ¢islo na radku.

n=>0 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1

n=3 1 3 3 1

n=4 1 4 6 4 1
n=>5 1 5 10 10 5 1
n==~6 1 6 15 20 15 6 1

Tabulka 3.2: Pascaliv trojihelnik.

Tvrzeni 18. Derivaci mocninné funkce x™, kde n € N, je funkce y = nx™ 1.

Poznatek. Newtonovymﬂ zobecnénim binomického rozvoje na realné mocniny zis-
kame i odpovidajici vzorec pro derivaci funkce z%, kde a € R.

Tvrzeni 19. Derivaci mocninné funkce 2, kde a € R je funkce y = ax® !,

3.6.7 Derivace souctu dvou funkci

Doposud jsme — a¢ vycerpavajicim zptsobem — pracovali pouze s funkcemi
obsahujicimi jeden jediny clen. Kdybychom vsak ndhodou chtéli zderivovat funkci
x — 4 nebo 2® + 22 + 9, dostali bychom se do problému.

Poznatek. Na funkci o vice ¢lenech se muzeme divat jako na soucet nékolika
dil¢ich funkci. Napriklad na funkci x — 4 se podivame jako na soucet funkci u = x
a v = —4. Takovou funkei (u + v) ilustruje obrazek

4Maly pravodce historii integralu s. 38
®Viz napifklad ¢ldnek na strance cantorsparadise.com [online]
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Obrazek 3.9: Funkce (u + v) jako soucet funkei u a v.

Zda se, ze prirustek souctové funkce se rovna souctu prirustku dil¢ich funkei.
Intuitivné tedy predpokldadame, ze derivace funkce (u + v) je totéz, co soucet
derivaci funkei u a v. Pojdme si to pomoci hrubého odvozeni oveérit.

Odvozeni 20. Predstavme si funkeci y = v+ v, kde v a v jsou funkce proménné x.
Pokud bychom za x dosadili x 4 dx, vysledné hodnoty funkei v a v budou u + du
a v + dv, stejné tak bychom psali y + dy misto pouhého y. Na tomto principu
postavime jednoduchy vypocet.

y+dy=u-+du+v+dv

Stejné jako jsme to délali diive, ode¢teme na levé strané rovnice y a na pravé
soucet u+wv, kteryzto se rovna y. Poté co celou rovnici vydélime dz, vznikne vzorec
pro derivaci souctové funkce y — tedy i vzorec pro derivaci souctu funkei u a v.

dy = du + dv
dy du dv
R 1
dx dm+dx (3.1)

Pozndmka. Totd"je jeden ze zptisobti odvozeni derivace souétu dvou funkef u a v.
Nutno podotknout, ze i pres spravny vysledek nejde o zcela bezchybny postup.
Standardni odvozeni vyuziva definice derivace jako limitniho procesu, snadno ho
naleznete ve vysokoskolskych priruckach ¢i na internetu.

Tvrzeni 21. Derivaci souctu dvou funkci je soucet jejich derivaci. (Viz rov-

nice

6Calculus made easy s. 36

31



3.6.8 Derivace souc¢inu dvou funkci

Odvozeni 22. Nyni tedy mame funkci y = u-v, kde u a v jsou funkce proménné x.
Pri¢tenim diferencialu dx k x opét ziskdvame u + du, v + dv a y + dy.

y+dy = (u+du)-(v+dv)
y+dy=u-v+u-dv+v-du+du-dv
dy=u-dv+v-du+du-dv

V porovnani s ostatnimi ¢leny, jez obsahuji pouze jeden diferenciél, je posledni
¢len jako diferencidl druhého fadu zanedbatelny (sekce . Po jeho zanedbani
a po vydeéleni celé rovnice diferncidlem dx vznika vzorec pro derivaci souc¢inu dvou
funkei w a v/[]

dy _ dv o
dx—u dx de

Tvrzeni 23. Derivaci soucinu dvou funkci je soucet: ,derivace proni krat druhd
nezmeénénd plus derivace druhé krdat pruni nezménend “. (Viz rovnice

(3.2)

Priklad. Tentokrat nebylo tak snadné vzorec predem uhodnout, ukazme si proto
alespoti jeho uziti v praxi. Mé&jme funkce u = 2% a v = 22 +5. Zajim4 nds derivace
funkce y = u - v, tedy derivace jejich souc¢inu. Nejprve si funkce u a v zderivujeme
zvlast podle jiz odvozenych vzorcl pro derivaci mocninné funkce a derivaci souctu.
Pfipomindm, Ze derivace konstanty je nulova. Poté uz jen dosadime do vzorce[3.2]

U=2x

du

—— —=3.2

dx v
v=2r+5
dv

— =24+0=2
dx +

Po dosazeni tedy

dy

y =252+ (20 +5) - 32° = 8% + 1527
X

Odvozeni 24. S vyse odvozenym vzorcem (rovnice souvisi i vzorec pro derivaci
funkce nasobené realnym koeficientem, tj. funkce y = r-v, kde r je libovolné redlné
¢islo a v néjaka funkce proménné x. Pti derivaci se na funkci y mizeme divat jako
na soucin funkci u = r a v. Derivace konstantni funkce u = r je nulova, a tak se
vzorec po dosazeni znacné zjednodusi

dy_
de  dx’

Tvrzeni 25. Derivact funkce r-v, kde r € R, je ,r krat derivace funkce v “. (Viz
rovnice

"Calculus made easy s. 37

(3.3)
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3.6.9 Derivace podilu dvou funkci

V této subsekci ukazi postup, kterym lze odvodit vzorec pro derivaci podilu
dvou funkci za pomoci diferenciali. Cerpal jsem z publikace Calculus made easy
(s. 39), kde je vyuzit princip formélniho déleni dvou mnohoélent.

Odvozeni 26. Mame-li funkci y = u + v, kde v a v jsou funkce proménné z
a pri¢teme-li k = piirustek dz, ddvame vzniknout podilu (u + du) + (v + dv).
Pokud toto déleni provedeme, vzniknou c¢leny, obsahujici diferencialy rtznych
radi a my stejné jako v predchozich pripadech zanedbame ty z nich, jez obsahuji
diferencidly 2. a vyssiho fadu. Proces déleni uvddim v tabulce 3.3] Vysledkem je
vyraz ;

U u u

” + » dva. (3.4)

Ten odpovida i souctu y + dy. Déle postupujeme analogicky k predchozim

zkusenostem a snazime se z rovnice ziskat rovnost ve tvaru dy/dz = ... Po
nékolika tpravach tedy mame rovnici [3.6

d
(u+ du) + (v+dv) = %%—%—dv%
u
_ dv—
(u+dv)
du — dv—
d Ud
u dv
—(d
(du+ =)
u  du dv
— Ui_
v v
u u
—(—dv—— dv*—;
(=dv— —dv* )
, U dudv . ,
dv®— — ” Vzniklé ¢leny zanedbame.
v

Tabulka 3.3: Derivace podilu.

d
yrdy ==+ —dv— (3.5)
v v v
d
dy:—u—dvg2
v v
dy:du v—2u~dv
v
dy g—“v—uj—”
— =4z 4 3.6
dx v2 (3.6)

Pozndmka. Déleni v tabulce [3.3] by sice mohlo pokracovat déle, ale zbytky v le-
vém sloupci, které obsahuji ¢im dal vétsi mocninu diferencialu, by do vysledku
generovaly Cleny s vyssimi diferencialy. Takze kdyz uz jsme si jisti, ze dalsi ¢leny
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budou obsahovat diferencialy 2. a vyssiho fadu, v procesu déale nepokracujeme
a zbytek po déleni vedle vygenerovaného vysledku zanedbame.

u
Tvrzeni 27. Derivaci podilu dvou funkci — je zlomek z rovnice .
v

3.6.10 Derivace slozené funkce

Odvozeni 28. Predstavme si funkei y, jejiz proménna je jind funkce u proménné x.
A my bychom ji chtéli zderivovat podle proménné x. Dnes bézné odvozeni po-
moci limit se sice precizné vyporada se vselijakymi nastrahami, presto se vsak
nevyrovna eleganci néasledujiciho radku.
dy _ dy du (3.7)
de du dzx
Pouhym rozsitenim zlomku dy/dz o diferencidl du vznika pravidlo pro derivaci
slozené funkce a ackoli je jasné, Ze takovoutd| primitivni tpravou jsme ziskali
spise princip nez vsSeobecné platny vzorec, jednoduchost historického pristupu
bere dech.

Tvrzeni 29. Derivaci sloZené funkce je soucin derivace vnéjsi funkce (s nezme-
nénou vnitini) a derivace vnitni funkce. (Viz rovnice

Priklad. Ponévadz se jedna o pomérné slozité téma, doplnim ho jesté trividlnim
pifkladem. Chceme derivovat tfeba funkci y = (225+729)%. T kdyZ jsme teoreticky
schopni toto provést umocnénim zavorky a naslednym derivovanim sc¢itanci ¢len
po ¢lenu, ddme zatim Sanci nasemu novému postupu.

Nejprve si uvédomime, ze mocnéni ¢tyrkou mizeme povazovat za vnéjsi funkci
y = ut. Za vnitini funkci u tak dosadime zdvorku (2z° + 729). Mame tedy

4

y=u
dy

22— B

du Y

u = 2x% + 729
du

— = 122"

dx *

Pov§iméte si prosim proménnych podle jakych funkce derivujeme (vnéjsi podle u,
vnitini podle z). Po dosazeni do vzorce 3.7 médme

dy

= 4u® - 122°.
I U T
A jesté dosadme za u vnitin{ funkci 225 + 729. Tedy
dy
—Z = 4(225 4+ 729)3 - 122°.
I (22° 4+ ) x

Timto ptrikladem jsem chtél poukazat na dvé zasadni skutecnosti. Za prvé, ze dilci
funkce jsou derivovany vzdy dle své proménné. Za druhé, ze za proménnou u jsme
dosazovali jesté nezderivovanou vnitini funkei 225 4 729. Pro hlubsi porozuméni
doporucuji spocitat vétsi mnozstvi priklada.

8Calculus made easy s. 68
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3.6.11 Derivace inverzni funkce

Inverzni funkce vznika zaménénim roli zavislé a nezavislé proménné. Ovsem
za predpokladu, ze je ptivodni funkce prosta. Tj. ze jednomu x nalezi maximélné
jedno y. V konkrétnich pripadech se nam muze néjaky vzorec, jak zderivovat
inverzni funkci, ukézat velmi uzitecnym.

Odvozeni 30. Misto podilu dy/dx budeme u inverzni funkce vlastné psat dz/dy,
protoze proménné x a y si prohodily role. Jednoduchou a opét elegantni ipravou
pak ziskame Vztahﬂ mezi derivaci funkce a derivaci funkce k ni inverzni.

dx 1
N 3.8
dy —Zi (3.8)

Tvrzeni 31. Derivaci invertibilnm funkce je prevricend hodnota derivace jeji
inverznd funkce a naopak. (Viz rovnice[3.8)

Priklad. Reknéme, Ze bychom radi znali derivaci funkce 2. odmocniny. Ta je na
intervalu [0, 00) inverzni k druhé mocniné. Pokud se tedy omezime jen a pouze
na tento interval, bude platit

y==x
dy

%:2:1:
T=\Y
dr 1
dy @
dr 1
dy 2

Nase vysledna funkce méa mit vsak nezavislou proménnou y, proto jesté dosadme

dx 1

dy_2-\/§'

Tedy
de 1 _
dy oY
Coz mimochodem spliiuje i nase predchozi tvrzeni (Tvrzeni[19)) o derivaci obecné
mocniny.

D=

Pozndmka. Diky vztahu mezi derivacemi navzajem inverznich funkci mtzeme
naptiklad odvodit derivaci funkce prirozeného logaritmu. Samozrejmé az poté, co
budeme znat derivaci k ni inverzni exponencialni funkce.

3.7 Nekonecné mocninné rady

Prestoze jsem ukazal odvozeni zakladnich vzorcu pro derivace, nestacily by
nam dosavadni znalosti pro derivace jinych nez polynomickych funkei. Chybi ndm
tedy aparat pro derivace elementarnich funkci jako jsou e, Inz, sinx a dalsi.

9Calculus made easy s. 132
OFunkei Ize invertovat, pravé kdyz je prosta.
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Nastésti pro nés existuji zptsoby, jak funkci rozepsat do mocninné rady, které
uz se polynomtm podobaji vice. Nejprve néjaké funkce vyjadiime jako rady a po-
sléze se vratime k jejich derivacim.

Exponenciala

Nyni se podivame, jakym zpusobem Leonhard Euler (1707 — 1783) v knize
Introductio in Analysin Infinitorum (1748) propojil dnes limitni vyjadieni expo-
nencialy a jeji vyjadieni ve formé nekonecné mocninné rady. Na tomto zakladé si
pak ukézeme, jak derivovat exponencialu.

Odvozeni 32. Vypijcime si znaceni z Matematiky v proméndch veki I; € bude
nekone¢né mal4 veli¢ina a N nekonecné velka velicina[l| Déle a bude realny zéklad
mocninné funkce ve tvaru a®. Vime, Ze a’ = 1 — tedy Ze logaritmus z ¢éisla 1 je
vzdy nulovy.

Euler tvrdi, Ze a° se od a® li¥f pouze o nekoneéné maly s¢itanec, zapsany ve
tvaru ke, kde k nezname. Piseme tedy

a® =14+ ke.

Posléze predpoklada, ze v pripadé, kdy x je konecné, plati pro nekonecné velké N,
ze N = x/e. Navic tedy © = Ne. Postupujme tedy podle Eulera.

T Ne e\N N kx N
a* =a"" = (a°)" = (1+ke)" = 1+N

Nekoneénym binomickym rozvojem ziskavame soucet

kr  N(N—1) (kz\> NN -1)(N-2) (kz’
I+ N—4 —— | — —
AN T T (N) - 31 N) T
Pro nekonecné velké N je podil % rovny 1. To samé plati pro podily %

% a dalsi, pokud v citateli od¢itame konecné ¢islo. V kazdém scéitanci naseho

souctu tak muzeme kratit. Mame tedy

kx)? kx)3

(k2 ()
2! 3!

Euler pak postupné polozil z = 1 a k = 1. Vysledny soucet 1+ % + % + % +...
oznacil pismenem GE Mame tedy dva rtizné tvary pro exponencialu e”.

¢ = <1 + ;)N (3.9)

a* =14+ kx + 4+ ...

. r? 28

Tvrzeni 33. Mocninnd Tada pro funkci e* je tada z rovnice [3.10,

V nésledném vykladu Euler podobnym zptisobem odvodil vyjadieni funkce
In(1 + y) ve tvaru nekone¢né rady. Spoletné s podrobnéjsim popisem odvozeni
pro exponencialu je dostupny v publikaci Matematika v proméndch véki I na
stranach 35 az 39, odkud jsem cerpal.

1P{vodni Eulerovo znaceni i, w je dnes dle mého nazoru ponékud matouci.
12Eulerovo &islo e = 2,718281828. ..
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Sinus a cosinus

Na stejném misté od strany 26 dale je pak popsan Newtonuv postup od kruz-
nice k mocninné fadé pro sinus. Zde ho neuvadim, jezto je pomérné slozity a neni
hlavnim obsahem této prace. pokud vés zajima odvozeni mocninné rady pro sinus

(rovnice [3.11]), nahlédnete do zdrojového textu.

Tvrzeni 34. Mocninnd rTada pro funkci sinus je rada z rovnice[3.11]

S La s 1o 1,
sinz =2 — o —i—ax—ﬁx +ax—... (3.11)
Tvrzeni 35. Mocninnd Tada pro funkci cosinus je tada z rovnice[3.13.

_ Lo, by 1 g 15
Cosm—l—aa: +Ix —a” —I—Qx — ... (3.12)

3.7.1 Tayloriv rozvoj a derivace vyssich radut

Vyse jsme diky Newtonovi, Eulerovi a dalsim transformovali nékteré elemen-
tarni funkce do podoby nekone¢nych mocninnych rad. Diky tomu je budeme moci
posléze snadno zderivovat. Nez k tomu pristoupime, pojdme se jesté chvili neko-
necnymi radami zabyvat.

Derivace vyssich rada

Poznatek. Casto je mozné funkei zderivovat i nékolikrat po sobé, pokud vSechny
derivace existuji. Kupifkladu jsme schopni opakované derivovat funkci y = 2.
S kazdou derivaci se v tomto pripadé snizuje fad mocninny, az je nakonec vysledna
funkce konstantni. Od této chvile bude mit kazdé dalsi zderivovani za vysledek
konstantni nulu. Viz tabulka [3.4] Vsimnéte si, Ze postupnym derivovanim vznikd
vyssi a vyssi koeficient, ktery je pak pro 4. a 5. derivaci 5.

Pozndmka. Vyuzivame znaceni, kdy mocnina za pismenem d v citateli udava,
o kolikdtou derivaci jde, zatimco mocnina ve jmenovateli znaci, kolikrat jsme

derivovali podle uvedené proménné.

Poznamka. Za pozornost stoji i fakt, ze kazda dalsi derivace néjakého polynomu
(jako je napiiklad y = x°), sniZuje ndsobnosti jeho stévajicich kotent o 1. KdyZ
tedy Skrat zderivuji polynom s pétindsobnym kofenem, vznikly polynom uz tento
koren mit nebude. Ostatné v tabulce je krasné vidét, jak se postupné snizuje
nasobnost korenu 0 a jak pro patou derivaci tento ptvodné pétindsobny koren
ztracime.

Priklad. Rad bych predchozi poznamku doplnil o kratky ilustrativni vypocet.
Méame funkei P(z) = 2-(x—1)?-(z—3) s dvojndsobnym kofenem 1 a s jednoduchym
kofenem 3. Pokud roznasobime zavorky mame

P(z) = 22* — 102° + 14z — 6.
Jeji derivaci ziskdme novou funkci
dP(x)
dx

Néasobnosti obou kofenti se tak snizily o 1. Pfi¢emz ptvodni kofen 3 zmizel. Na-
opak ndm pribyl jeden novy kotren, ktery kompenzuje ztratu nasobnosti pro oba
puvodni kotfeny. Dalsi derivaci ztratime oba kofeny a ziskame jeden novy.

=232 =102 +7) =2(z — 1)(3z — 7).
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Funkce: =« y = 2°.

1 dy _

1. derivace: 5-x y 5t
T
d2
2. derivace: 5-4-23 d—g = 20x3.
x
d3y
3. derivace: 5-4-3- 22 i 6022,
T
dty
4. derivace: 5-4-3-2-x! g = 120z.
x
dPy
5. derivace: 5-4-3-2-1-2° F:HO.
X
d6
6. derivace: 5-4-3-2.1-0 <Y —o.
dxb

Tabulka 3.4: Derivace funkce z°.

Taylortv rozvoj

Podivejme se na te¢nu ke grafu funkce, jejiz predpis obsahujé 1. derivaci, jako
na jistou aproximaci chovani té funkce v daném bodé. Misto slozitého vzorce jsme
se omezili na linearni vztah, i tak ovsem mame celkem dobrou predstavu o ristu
funkce v bodé. Chyba, kterou tato aproximace generuje je na okoli zkoumaného
bodu velmi mala. Je dokonce mensiho fadu nez dz, presto vsak muze existovat a v
kontextu rozméri fadu napifklad dz? je pak natolik vyznamni, Ze ji nemiizeme
zanedbat. V takovém kontextu bychom tedy chtéli ziskat novou aproximaci funkce
s chybou, jez je v porovnani s da? zanedbatelnd. Tato aproximace uz nebude
linearni; bude kvadraticka.

Od tecny, jez zapiSeme y = f(a)+ ﬂ;)(x — a) prejdeme k jemnéjsi aproximaci

d
obsahujici i diferencialy druhého radu. Ta vypada takto:
N df (a) d*f(a) 2
y=Ha) 4 g Tt g (T A

Poznatek. Postupnym zjemnovanim aproximace ziskame Taylorovu radu, kterd
stejné jako tomu bylo u mocninné rady pro exponencialu nebo sinus, odpovida
puvodni funkci. Omezenim na prvnich nékolik ¢lent této nekoneéné mocninné
rady ziskavame aproximaci s chybou zahrnujici vSechny zanedbané cleny.

B df (a) d*f(a) d*f(a) d*f(a)
REAGRETY o da? 31 Al da?

Pozndmka. Stroje, jako jsou naptiklad kalkulacky, pocitaji s Taylorovymi po-
lynomy bézné. Snadno si zadané hodnoty dosadi do odpovidajictho polynomu
ur¢itého radu a za par chvil generuji vysledek. Pro danou funkci si tak misto
slozitych vztahtt pamatuji pouze jeji Tayloriv polynom.

(x—a)+ (x—a)*+ (x—a)®+ (x—a)*+...

3.8 Zpét k pocitani, derivace nékterych funkci

Nyni vyuzijeme mocninnych fad pii odvozeni derivaci nékterych elementarnich
funkci.
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3.8.1 Derivace exponencialni funkce

Odvozeni 36. Vezméme mocninnou fadu pro funkci e* (viz rovnice [3.10)) a zderi-
vujme ji ¢len po ¢lenu.

2 3

x x

f(l'):1+l’+a+§+...

df 2v 32?443
— =0+14+—+—+ —+ ...
N S TR TR

Po néasledném zkraceni

df 2 2l

— =0+1 — 4+ — + ...

I + +x+2!—|—3!+

Ziskavame puvodni funkci e”. ProtozZe je mocninnd fada nekonecné a neexis-
tuje zadny posledni ¢len, vznikna kazdy jeden ¢len derivaci svého nasledovnika.

Tvrzeni 37. Derivaci exponencidalni funkce e* je sama funkce y = e”.

Poznamka. V praxi to znamena, Ze smérnice teény v libovolné bodé exponen-
cidly e® odpovida praveé funkéni hodnoté v tomto bodé. Jinymi slovy, smérnice
tecny roste spolu s funkénimi hodnotami exponencialni rychlosti.

3.8.2 Derivace prirozeného logaritmu

Odvozeni 38. Prirozeny logaritmus — tedy Inx — jsa inverzni funkci k exponen-
ciale, mizeme derivovat pomoci pravidla o derivaci inverzni funkce. Musime si
vsak davat pozor, abychom v zavéru nezapoméli dosadit za vnitini funkci y.

y=Inx
r=eY
dy 1
==
dx @
dy _ 1
dr e
dy 1 1

de ez g

1
Tvrzeni 39. Derivaci funkce prirozeného logaritmu Inz je funkce y = —.
x

Priklad. Ukazme si v praxi, ze pravidlo z rovnice [3.§ funguje obéma smeéry; tj. ze
jsme schopni pomoci inverzni funkce ziskat derivaci funkce e¥.

x=é’
y=Inx

dx 1

dy

de 1
@:g:x:ey



3.8.3 Derivace sinu

Odvozeni 40. Eulertuv postup pro derivaci sinu je opét uvedeny v Malém privodci
historii integrdlu na strané 51. Abychom se jim dobrali zdarného feseni, bude
tfeba uzit souctovy vzorec: sin(a + ) = sinacos S + cosasin§ a Taylorovy

mocninné fady pro sinus (rov.|3.11)) a cosinus (rov. [3.12)).

) 2 2

Slnl':x—g%—a—ﬁ-i-...
.Tz IA JJG

cose=1-Zr+r—gt

Se znalosti téchto fad se tedy pustme do prace.

Yy =sinx
y + dy = sin(x + dx) = sinx cos dzr + cos r sindr =

dx?  dx* de3  did
:sinx(l—i i—...)—i—cosx(dx—g—gﬁ—f—%—

Po roznésobeni a zanedbani ¢lentt obsahujici diferencialy vyssich fadi vznika
rovnost
y+ dy = sinx + cosx dz.

A tedy
dy = cosx dx
d
d—i = cos . (3.13)

Tvrzeni 41. Derivaci funkce sinx je funkce y = cos x.

Derivace cosinu

Odvozeni 42. Jesté uvadim analogické odvozeni derivace cosinu s uzitim soucto-
vého vzorce: cos(a + ) = cosacos 5 — sin asin f3.

Y = Cosx
y + dy = cos(x + dx) = cosx cosdr — sinxsindzr =
da?  dz! : do3  da
:COS$(1—?+Z—...)—Slnx(dx—?+ﬁ— )

Stejné jako prve zanedbame cleny obsahujici diferencialy vyssich radi, ode-
¢teme y (resp. cosx) a vydélime diferencidlem dz. Celkem tedy

dy

—~ = —sinx. 3.14

0 sin x (3.14)
Tvrzeni 43. Derivaci funkce cosx je funkce y = —sinx.
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3.9 Setfeni prubéhu funkce

Prostor k uplatnéni znalosti o derivacich je pomérné Siroky, ac¢ si troufam
tvrdit, ze je pomérné tzce spjat s funkcemi. Zavislost jedné veli¢iny na druhé je
nicméné v nasem okoli bézna. Uplatnéni tedy najdeme vSude tam, kde hleddme
podrobnéjsi informace o néjaké funkéni zavislosti.

Setkdme se s nimi v Tadé technickych i vSeobecné zamérenych obori a na
vysokych skolach. Pravdépodobné nejomilanéjsi je jejich uplatnéni pti Setfeni
i konkavnost ¢i konvexnost ziskavame unikatni informace, z kterych dale vyvo-
dime podobu grafu.

Misto podrobného popisu postupu, jak si s pribéhem funkce poradit, ktery je
snadno dostupny, bych se rad zaméril na jednu konkrétni zajimavost.

Poznatek. Mame-li néjakou spojitou derivovatelnou funkci a mé-li tato funkce
v néjakém bodé maximum nebo minimum, pak nutné musi byt derivace v tom
bodé nulovéa. Pifkladem bud funkce z2, se kterou jsme uz pracovali. V bodé 0 m4,
minimum. Divame-li se na derivaci jako na rust funkce, vidime, ze nejprve funkce
nejprve klesa a pak ,nékde uprostted“ pozvolna prechazi v rist. Je tedy nasnadé,
ze v bodé 0 je derivace nulova, coz uz jsme si diive oveérili.

Casto se objevuji aplika¢ni tlohy zaméfené pravé na hledani maxima nebo
minima néjaké funkce. Nékdy dokonce musite jeji predpis nejprve odvodit. Ob-
libenym ptikladem je hledani maximalniho obsahu, objemu atp. nebo naopak
miniméalniho obvodu, ¢i obsahu.
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4. Integrace

4.1 Motivace — Obsahy a objemy

Priklad. Uz jsem v ramci prikladu s objemem kuzele ukazal (viz sekce [2.2)), Ze
spocist obsah kruhu neni s vyuzitim infinitesimélnich tsecek vlastné zadny pro-
blém. Tvrdil jsem, Ze na kruh se mizeme divat jako na n-tthelnik s nekonecné
mnoha vrcholy. Nyni bych rad predvedl jesté Keplerovo odvozeni obsahu kruhu/[f]
Pokousime se v ném ukézat, Ze obsah kruhu na obrazku je roven obsahu
trojuhelnika ACS.

Pokud rozsekame kruh se stfedem S a polomérem r na nekoneéné mnoho
infinitesimélnich vyseci s obloukem délky ds, tak souctem jejich obsahti ziskame
cely obsah kruhu. Oblouky jednotlivych vyseci jsou tak malé, ze se prakticky
nelisi od usecek. Predpokladame tedy, ze napr. obsah infinitesimalni vysece SXY
je shodny s obsahem infinitesimalniho trojuhelnika SXY.

Strana AC' vznikla rozvinutim obvodu kruhu do rovné tsecky, a jeji délka je
tak s obvodem shodnd, obsah trojihelnika AC'S tedy bude zaviset na obvodu
kruznice, ktery definujeme pomoci vztahu O = 27r.

Trojuhelnicek SXY v kruhu odpovidd po rozvinuti obvodu trojihelnicku
SX'Y" a trojuhelni¢ek SBA trojuhelnicku SB'C. Protoze ASBA a ASB'C maji
setejnou vysku r i shodnou délku zdkladny ds, je shodny i jejich obsah. Stejné
tak je obsah ASXY roven obsahu ASX'Y’.

Obrézek 4.1: Rozvinuti kruhu do trojuhelnika AC'S.

Ponévadz obsahy vsech infinitesimélnich trotihelnickt vyplnujicich kruh odpo-
vidaji obsahtim vSech infinitesimalnich trothelnicka v trojihelniku AC'S, rovnaji
se i obsah kruhu a obsah trojihelnika. Plati tedy

1
Szifr'O:erm’:m’Q.

Poznatek. Vsiméte si, ze Kepler vlastné vyuzil rozlozeni obsahu kruhu na soucet
obsahti infinitesimélnich trojihelnickt, které pak ,zdeformoval“ a poskladal do
trojuhelnika AC'S. Za klicovou povazuji tvahu, ze slozenim nekonecné mmnoha
infinitesimélnich utvara ziskdme ttvar nezanedbatelnych rozméri. Stejné jsme
uvazovali v sekei 2.4]

Lviz Maly privodce historii integralu s. 24 a Historie matematiky I s. 119
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4.2 Integral jako antiderivace

Jak uz jsem naznacil v predchozim textu, nekonecény soucet diferencialnich
plosek muze mit kladny rozmeér, a je tak pro nas zajimavy. Nastrojem, kterym
budeme infinitesimalni plosky sc¢itat, bude integral. Nez se vSak podivame na
integrovani z geometrické perspektivy a nez si ukazeme, jak si ho predstavit, rad
bych poukéazal na vztah mezi integrovanim a derivovanim.

Poznatek. Jednim z prvnich, ktefi si uvédomili, Ze sumace a diferenciace jsou
vlastné inverzni operace, byl Leibniz. Podivame se, jakym zpiisobem pocalo jeho
uvazovani nad timto VztahemE] Zapiseme si do tabulky posloupnost druhych moc-
nin prirozenych ¢isel, posloupnost diferenci (prirastki) pro jednotlivé ¢leny po-
sloupnosti a posloupnost diferenci téch diferenci. Tak nam vzniknou prvni radky
tabulky [4.1] Dalsi fadky jsou posloupnosti tietich a vyssich diferenci; povsimnéte
si mimochodem, Ze ty uz budou jako prirustky konstantnich posloupnosti nulové.
(Viz subsekce

n 0 2134|516
n? 0111419162536
1. dif. 3151719 11
2. dif. 21212 (2] 2
3. dif. 0 0]0 /0

Tabulka 4.1: Tabulka diferenci ¢lenti posloupnosti druhych mocnin prirozenych
cisel.

Také je krasné vidét, ze (n + 1)-ty ¢len posloupnosti je rovny souc¢tu prvnich
n ¢lentt posloupnosti 1. diferenci. Plati tak rovnost 1 +3 =4 nebo 1 +3 +5 =
9. Vsimnéte si, ze stejny vztah plati (s doplnénim jednicky do souctu) i pro
posloupnosti prvnich a druhych diferenci. Tj. (1) +2=3a (1)+2+2=05.

Takze z posloupnosti diferenci (ptiristki) lze séitdnim jednotlivych ¢lenti zis-
kat ptvodni posloupnost stejné tak, jako mizeme rozdilem ¢lent ptivodni po-
sloupnosti ziskat posloupnost diferenci.

Integrace jako soucet infinitesimalnich velicin

Pojdme se inspirovat Leibnizem, podivame se na soucty nikoli vSak realnych
diferenci, ale infinitesimélnich veli¢in, jako je tfeba nas diferencidl. Nejprve se
podrobnéji zamérime na tvrzeni ze sekce tvrdil jsem, Ze nekonecny soucet
diferencial neni mezi realnymi ¢isly zanedbatelny.

|
a dx b

Obrézek 4.2: Usecka s krajnimi body a, b s naznaéenymi diferencidly dz, kterych
je mezi krajnimi body nekonecné mnoho.

Priklad. Mame usecku realné nenulové délky s krajnimi body a, b a vyzna-
¢ime na ni postupné vSechny diferencialy dx, tedy délky mezi kazdymi dvéma
,sousednimi“ body (viz obrazek . Nekoneéné malych diferenciadlit dz je na

2Matematika v proménach véka I's. 17
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této tisecce nekonecné mnoho. A pokud je vSechny zpatky ,sectu®, ziskdm zpét
celou jeji délku, coz je vzdalenost krajnich bodi a, b. Proces nekonec¢ného s¢itani,
respektive skladani zpét v celek, nazveme integrace a oznac¢ime ho protahlym
velkym |, S jako sumace. PiSeme

/abd:p:b—a. (4.1)

Integrace pro nas tedy bude zptsob, jak ,secist* nekonecné mnoho diferenciali,
a ziskat tak realnou hodnotu.

Vymezeni pojmu 44. Integraci rozumim proces scitani infinitesimdlnich velicin
pres néjaky interval.

Pozndmka. Mimochodem integrace ma smysl pouze v kombinaci s infinitesi-
malnimi velicinami jako jsou diferencidly. Kdybychom totiz integrovali néjaké
bézné realné nenulové délky, ziskali bychom nekonecné velkou hodnotu. Napii-
klad pokud secteme nekonecné mnoho jednicek, vysledkem bude prosté neko-
necno. Krasné to zapada do Leibnizova prirovnani k nebeské klenbé a zemskému
povrchu (viz subsekce . Integrace nas posouva o troven vyse smérem k ne-
konecnosti, diferenciace o tiroven nize smérem k zanedbatelnosti.

Priklad. V predchozim prikladé jsem ukazal s¢itani nekoneéné mnoha shodnych
diferencialt dx, nikde jsem ale nezakazal s¢itat navzajem rtzné infinitesimalni
délky. Jak se tikd, co neni zakazano, to je povoleno, pojdme se tedy podivat na
soucet rozdilnych diferenciali.

f(b)

a dzx b

Obrazek 4.3: Funkce f s naznacenymi diferencidly df (na svislé ose), které jsou
zavislé na x.

Takovy soucet muze ilustrovat napiiklad obrazek [4.3] Svisla tisecka s krajnimi
body f(a), f(b) vznikla promitnutim funkénich hodnot funkce f nad kazdym jed-
nim bodem vodorovné usecky (s krajnimi body a, b) do spojité linky. Zatimco
rozdil dvou ,sousednich“ bodi na vodorovné tisecce je tedy dx, rozdil odpovida-
jicich si funkénich hodnot na svislé tsecce je df.

Diferencialy df mohou byt diky své funkéni zavislosti na x navzajem rizné. Na
obrazku jsou tak ty mensi vedle sebe postaveny ,tésnéji* nez ty veétsi. A ackoli je
jich opét nekonecné mnoho, kazdy jeden z nich je zanedbatelny (vedle kladnych
rozméru), a jejich soucet tak da celou délku svislé usecky, coz je vlastné redlny
prirustek funkce f mezi body a a b, tj. rozdil f(b) — f(a). ZapiSeme-li to pomoci
symbolil, mame

[ a5 =16) - (@) (4.2)
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Pozndmka. Ukézal jsem tedy, ze integrace je vlastné proces séitdani nekonecné
mnoha infinitesimalnich hodnot, u kterych nezalezi na tom, jestli jsou navzajem
rizné. Poskladanim nekonecné mnoha diferencidlt df ,za sebe“ navic ziskam
realnou diferenci funkce f na odpovidajicim intervalu.

Poznatek. Na funkci mtzeme pohlizet po vzoru Leibnize jako na ,posloupnost*
po sobé jdoucich funkénich hodnotf)] tj. nad kazdym bodem osy z je vyznacena
funkéni hodnota. Pokud mame néjakou funkei f s nulovou funkéni hodnotou pro
bod a a plati, ze rozdil ,sousednich“ bodi na ose x je diferencial dx a rozdil
odpovidajicich funkénich hodnot je diferencial df, pak nekonecny soucet diferen-
ciala df od bodu a do néjakého bodu x da funkéni hodnotu f(x), protoze bereme
v uvahu vSechny predeslé diferencialy. Pokud je navic bod x proménna veli¢ina,
generuje integrace celou funkci f. Miizeme to psat jako

[dr = s (4.3)

Mohli bychom to ilustrovat na obrdzku [4.4 Pfedstavme si soucet vSech di-
ferenciali df mezi body a a x, ten se zobrazuje na svislé ose a odpovida stejné
jako v predchozim prtikladé rozdilu f(x) — f(a). Ale protoze f(a) = 0, je soucet
diferencialt roven pouze funkéni hodnoté v bodé x.

a T b
Obrézek 4.4: Funkce f, kterd méa nulovou funkéni hodnotu v bodé a.

Kdybychom posouvali bod z ze strany na stranu po vodorovné ose, ziskali
bychom vzdy funkéni hodnotu v odpovidajicim bodé. Pokud ho tedy chapeme
jako proménnou, generuje celou funkci.

Integrace jako skladani infinitesimalnich tsecek v celek

Pozndmka. Na integraci se ale mtizeme koukat jesté trochu jinak, a to v podobé
fyzického skladani infinitesimalnich atvart do realnych celki.

Poznatek. Mazu mit podobné jako na obrazku néjakou tsecku (tfeba s) roz-
sekanou na jednotlivé diferencialy ds a nehledé na jeji krajni body bych psal

/ds =s. (4.4)

Myslim tim, ze soucet vSech diferencialii da celou tusecku. Tentokrat se vSak ne-
bavim pouze o souctu vzdélenosti, ale predstavuji si, ze (fyzicky) skladam infini-
tesimalni tsecky (tj. jejich délka je diferencidl) za sebe tak, Ze vytvori puvodni
usecku s. Integraci tak chapu i jako proces sklddani jednotlivych infinitesimélnich
castecek zpét v néjaky celek.

3Matematika v proménach véka I's. 18
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Vymezeni pojmu 45. Integraci rozumim proces skladani jednotlivych infinite-
simalnich utvard v celek o redlngch rozmérech.

Nez takto slozime celou funkci, vzpomenme jesté v rychlosti na subsekci|3.4.2]
Funkci f jsem popsal jako lomenou ¢aru poskladanou z jednotlivych infinitesi-
mélnich tsecek, z nichz kazda méla vlastni smérnici tg o = df /dzx.

Pohyb na jednotlivych tseckach splnuje predstavu, ze kdyz udélam jeden krok
délky dx ve sméru osy x, udélam tg « stejné dlouhych krokt ve sméru osy y. Mame
tedy rovnici jednotlivych infinitesimalnich tsecek

dy =tga - dx.

Pokud pomoci integrace sjednotim vSechny tsecky zpét ve funkci f:

/tga-dx:f.

Respektive radéji budu na tg o pohlizet jako na podil odpovidajicich diferenciali
df a dr. Pak mam

Vo aw=y (45)
— -dx = f. .
dx

Nebo po zkraceni
/#:f (4.6)

Poznamka. Jinymi slovy poscitanim vsech infinitesimalnich diferenci funkce f
(tj. diferencialu df) ziskdm celé f, coz uz ukazala rovnice . Oba dva zplisoby
uchopeni integrace, s¢itdni a skladani, spolu tzce souvisi, coz uvidime i v sekci[4.3

Integrace jako inverzni operace k derivaci

Poznatek. Vsimnéte si, ze v rovnici [4.5se za symbolem pro integraci nachazi podil
diferenciali, tedy derivace. Nabizi se proto moznost hledat vztah mezi obéma
operacemi.

Derivaci 1ze snadno ziskat i v rovnici a to pouhym rozsitenim vyrazu za
symbolem pro integraci na zlomek (df /dz) - dz. Mame pak rovnici

"L e = 1) - fl0) (4.7)

Protoze derivaci funkce f ziskdme dal$i funkei y, setkdvame se nyni (rov-
nice a s novymi ptipady. De facto totiz integrujeme soucin funkce y
a diferencidlu dx. Stoji za to si oba pripady néjak pojmenovat a posléze je pro-
zkoumat. Budeme rozliSovat, zda mame, ¢i nemame urceny interval pro integraci.

Definice 2. Urcity integrdl funkce y je symbol

b
/y-da:.

Meze se znaci dolnim a hornim indexem w integralu a urcuji interval, pres ktery
scitame.
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Definice 3. Neurcity integrdl funkce y je symbol

/y-d:z:.

Pozndmka. Vsimnéte si, ze integral funkce y je stale rozumnych rozmért, vyraz za
symbolem pro integraci (tedy v integralu) je totiz infinitesimalni, protoze obsahuje
soucin diferencidlu dx a realné funkce y. Jde tedy stale o integraci infinitesimalnich
veli¢in podobné jako v rovnicich [4.2] a 1.3

Tvrzeni 46. Integrace a derivace jsou navzdjem inverzni operace.

Zduvodnéni. Urcity integral néjaké funkce y = df /dr s mezemi a, b je dle rov-
nice roven rozdilu funkénich hodnot f(b) — f(a). Zatimco neurcity integral
funkce y = df /dx je vlastné po vzoru rovnice samotna funkce f. Integrél
funkce df /dz tedy ,kompenzuje“ jeji derivaci a obé operace (integrace a deri-
vace) se navzajem vyrusi.

Poznatek. Pokud tedy mame funkci y, kterd je derivaci néjaké funkce f pro-
ménné x, a chceme-li funkci y zintegrovat (tj. hleddme integral této funkce),
muzeme postupovat nasledovné. NapiSeme si rovnici

_u

Y= ar

Obé strany této rovnice zintegrujeme, tj. doplnime symboly [ a dz:

y-dr = ﬁ-dx.
/ /dx

Kracenim diferencidlti upravime pravou stranu stejné jako v rovnici [1.5], takze

mame
/y~dm:/df.

A nekonecny soucet diferencidli df do néjakého bodu x da funkci

/y-dx:f(x)+C’.

Pricemz C' znadi integracni konstantu, které se budeme posléze vénovat (v ivodni
¢asti subsekce [4.2.1)).

Pozndamka. Pokud je funkce y derivaci funkce f, tj. plati y = df /dz, pak se
funkce f nazyva primitivni funkci k funkci yﬁ

Poznatek. Na vlas stejny postup, jako je ten vysSe uvedeny, bych mohl uzit pro
urc¢ité integraly, spokojim se vSak s konstatovanim, ze v souladu s predchozim
textem pro funkei y = df /dx plati, Ze jeji urcity integral je roven

['va=10) - (@)

4Primitivni funkce je ptivodn{ funkei (pied derivaci).
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4.2.1 Integral jako antiderivace

Poznatek. Dusledkem toho, zZe integrace a derivace jsou navzajem inverzni ope-
race, je, ze kdyz chci integrovat funkei y, staci znat jeji primitivni funkei f. Takze
pri odvozovani pocetnich pravidel se vlastné ptam: ,Derivaci které funkce jsem
ziskal mou funkei y?“ V této subsekci tedy metodou antiderivace ukazi nékteré
zakladni vzorce pro pocitani. Budu vychazet zejména ze vzorci pro derivace od-

vozenych v sekei [3.6

Integracni konstanta

Poznatek. Vsimnéte si, ze jednu slozku funkce pri derivovani ztracime. Pokud
totiz funkce obsahuje néjakou konstantu, derivace zpusobi jeji vynulovani a to
bez ohledu na jeji konkrétni velikost. Dostavame tak stejny vysledek derivovanim
funkce 2 + 3 jako derivovanim funkce x? + 666.

Abychom toto zohlednili pridavame k predpisu funkce po integraci jesté kon-
stantu C'. Davame tak najevo, ze nevime, jaka byla konstanta ptred derivaci.

Integrace mocninné funkce

Odvozeni 47. Mame-li né¢jakou mocninnou funkci y = x", kde n € N, pak jeji

derivace je
@ —n- :L,n—l
dx '

Vynasobenim celé rovnice diferencidlem dz pak vznikne funkce diferenciala dy:
dy=mn-2""" dzx.
Maéame tedy tzv. diferencidlni rovnici, kterd vyjadiuje vztah mezi infinitesimal-

nimi veli¢cinami. Pokud tyto veli¢iny poscitame pomoci integrace, ziskame vztah
mezi veli¢inami redlnych rozmeéri.

/dy = /n 2"t de (4.8)
Yy = /n ca" e da. (4.9)
y=n- /xn_l ~dx (4.10)
Ze zadani vime, ze vysledkem rovnice ma byt rovnice
y=zx". (4.11)
A protoze y figuruje v obou predeslych rovnicich, muzeme je sloucit.
" =n- /a:"_l -dx (4.12)
Pro integral funkce 2"~ tak plat{ (s nulovou konstantou C'):

1
/x"‘l cdr = —- 2" (4.13)

n
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Pozndmka. Vsimnéte si, ze v rovnici jsem vytkl redlny koeficient n pred in-
tegral. To mizu ucinit ze dvou dtvodi. Jednak je proces integrace vlastné jen
sprevlecena” sumace pro nekonecné mnoho ¢lent a vytykani ze souc¢tu neni pro-
blém. Jednak tak ¢inim s védomim, zZe realné koeficienty vytykam i pred derivaci,
integrace jako jeji inverzni operace to tedy reflektuje.

2 ’ . 7z n . 1 n 1 .
Tvrzeni 48. Integrdl mocninné funkce ™ je roven funkci e T4 C, tedy:

1
L AR ) 4.14
/x n+1 v ( )

Poznatek. Pozastavme se jesté nad konstantni funkei a vzpomenme, ze byla vy-
sledkem derivace néjaké linedrni funkce. Proto nyni nesmime konstantni funkce
zanedbat (jako to délame u derivaci):

/a-dx:a~/dx:a~:v+0.

Vsimnéte si, ze na integraci funkce y = a se muzeme divat jako na integraci
mocninné funkce y = a - 2°. Vysledek tomu odpovida.

Integrace souctu dvou funkci

Priklad. Tentokrat si pravidlo ukdzeme na jednoduchém pfikladé.ﬂ Predstavme
si derivaci

dy
dx

=2’ + 2%
Opét vynasobime dx

dy = (z° + 2°) - dx
a zintegrujeme:

/dy:/(a;2—|—:c3)-dw.

S vyuzitim zakladni vlastnosti mezi s¢itdnim a nasobenim, totiz s distributi-
vitou, mizeme ,roztrhnout* nas integral na soucet dvou nekonec¢nych soucti:

y:/:pQ-da:+/x3-dx
1

1 4
y—33: —|—4w +C.

Pro funkce v a v s proménou x stejnou iivahou dostaneme:

/(u+v)-dz=/u-dm+/v-dw. (4.15)

Tvrzeni 49. Integral souctu dvou funkci u + v je soucet integralu funkce u a in-

tegralu funkce v. (Viz rovnice

Poznamka. Toto tvrzeni 1ze mimochodem chépat jako spolecny dusledek tvr-
zeni [46| (o inverznosti integrace a derivace) a tvrzeni 21 (o derivaci sou¢tu dvou
funkei).

5Calculus made easy s. 196
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Integrace diferenciali vyssich rada

Poznatek. Pokud je pod integralem vice rtiznych diferencidlti, jako napriklad
v rovnici [£.16], muZeme se na jeden z nich divat jako na konstantu. Pak ho vy-
tkneme pred integral a zjistime, Ze vysledny soucin je mezi realnymi ¢isly zane-
dbatelny.

/du-dv:du/dv:du-(v+0):du-v—l—du-C(:O) (4.16)

Stejného vysledku bychom dosahli i pokud bychom méli pod integralem umoc-
nény diferencidl — napifklad dz?. Souvisi to krdsné s Leibnizovym pfirovnanim
k nebeské klenbé a zemi v subsekei [2.4.1] Totiz, Ze diferenciace nds posune vzdy
o uroven nize, tj. od nebeské klenby k zemskému povrchu ¢i od zemského povrchu
k zrnku pisku. Naopak integrace nas posouva o troven vyse od zrnka prachu
k zemskému povrchu nebo od zemského povrchu k nebeské klenbé.

Méame-li tedy dva diferencialy pod jednim integralem, ¢inime 2 kroky do
yzanedbatelnosti“ a pouze jeden zpét, vysledek je tedy mezi redlnymi ¢isly zane-

dbatelny [

4.3 Integral jako soucet infinitesimalnich plosek

V predchozi sekci jsem ukazal, ze integrace je inverzni operace k derivaci
a predstavil jsem nejjednodussi pocetni pravidla. Nyni bych se rad podival na
slibovanou geometrickou predstavu integralu néjaké funkce. Podivame se blize na
urcity integral.
Poznatek. Integral lze chéapat jako nastroj k pocitani obsahi.
Priklad. Predstavte si néjakou kladnou funkei y na intervalu (a,b). Plochu ,pod
ni“, tj. plochu mezi grafem a osou x, ozna¢ime S a rozdélime ji na nekonecné
mnoho obdélnickt dS s diferencialnimi zakladnami dx a se stranou rovnou funkéni
hodnoté y. Obdélnicky maji jednu stranu realného rozméru a zanedbatelnou za-
kladnu, jsou tedy samy o sobé mezi redlnymi hodnotami zanedbatelné. Kdy-
bychom ale secetli obsah nekonec¢né mnoha téchto obdélnickt, mohli bychom zis-
kat nezanedbatelnou plochu. (Viz obrdzek

Za predpokladu, Ze funkce y je derivaci néjaké funkee f (a plati y = df /dz),
odpovidaji jeji funkéni hodnoty a tedy i svislé strany obdélnickti hodnotam deri-
vace primitivni funkce f v jednotlivych bodech. Mame tak soucet

sz/abdsz/aby.dxz/abi’;-dz:/abdf:f(b)—f(a). (4.17)

Diferencialy df jsou jednotlivé infinitesimalni prirtstky funkce f a pokud
je vSechny secteme pres interval (a,b), ziskdme hodnotu celkového prirtstku
funkce f mezi body a a b — tedy rozdil funkénich hodnot f(b) — f(a).

Divame-li se na stejnou situaci jako na nekonecné skladani infinitesimélnich
obdélnickt dS vedle sebe do plochy S, muzeme si vsimnout, ze diferencialni ob-
délnicky dS maji obsah rovny odpovidajicim infinitesimalnim prirastkim df.
Celkovy obsah plochy S je také rovny celkovému prirtistku primitivni funkce:

f(b) — f(a). (Viz rovnice

6A History of analysis s. 89
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T T S
>5>> Y= %
>§> /
_d5«
dx
a b T

Obrézek 4.5: Plocha pod grafem funkce y mezi a a b.

Poznatek. Muzeme tedy tvrdit, ze funkce f, ktera je primitivni funkci k y, popi-
suje obsah plochy pod funkci y.

Pozndmka. Souctem obsahti obdélnickti mezi a a b jsme ziskali celou plochu pod
krivkou, prestoze jsme vynechali infinitesimélni pravouhlé trojuhelnicky pod gra-
fem funkce (viz obrdzek [4.5)). Jejich obsah, ktery se spocte jako 1/2 - dx - dy,
obsahuje soucin dvou diferencialfi, proto je pro nas i po nekonecném souctu stale
zanedbatelny, jak jsem ukézal na konci subsekee [£.2.1] a v sekei [2.4]

Tvrzeni 50. Obsah plochy pod grafem kladné funkce y mezi body a a b spocitame

jako:
b
S :/ y - dx.

Poznatek. Vsimnéte si, ze obsah plochy je ze své podstaty nezaporny. Presto vsak
integrace umoznuje uvazovat zaporné funkce a tedy vlastné zapornou plochu. To
je samoziejmé nesmysl. Plose je prosté ,uméle“ spolu se znaménkem pritazena
orientace (kladna — lezi-li nad osou z, zaporna — lezi-li pod osou x).

4.4 Newtonova-Leibnizova formule

Predchozi dvé sekce spojuje jedind véta tzv. Newtonova-Leibnizova formule.
Diky ni umime spocitat plochu pod krivkou pomoci antiderivace. Klicovou mys-
lenku uz jsme nékolikrat zminili, zaslouzi si vSak podrobnéjsi rozbor. Poslednim
tvrzenim této prace je pravé zjednodusend Newtonova-Leibnizova formule.

Tvrzeni 51. Pokud y = df /dx je funkce, pak je jeji integrdl od a do b roven
rozdilu f(b) — f(a), neboli:

b
| y-de =) fla) (4.18)
Dikaz. Jesté bych rad predchozi tvrzeni doplnil o ndznak dikazu vychézejictho

z rovnice [L.18 OvSem ani ten pro nds uz neni novy. Vyjadiime funkci y pomoci
podilu diferenciali a zkratime dx na pravé strané.

/aby-dx:/abj‘i-dx:/abdf
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Nejde vsak o nic jiného nez pouhy nekonecény soucet vsech infinitesimélnich pii-
rustki primitivni funkce f mezi body a a b, coz je jeji taméjsi celkovy prirtstek,
ktery vyjadrime jako rozdil funkénich hodnot. Mame tak:

[ dr = 10) - sta).
[l

Poznatek. Newtonova-Leibnizova formule urcuje vztah mezi obsahem plochy pod
kiivkou a prirtstky primitivni funkce, kterou mizeme ziskat pomoci integrace.
Pokud si tak derivaci néjaké funkce f predstavime jako funkci y popisujici sklon
derivované funkce, tak si stejné muzeme predstavit, ze vysledkem integrace néjaké
funkce y je funkce f popisujici obsah plochy pod funkci f.

Napiiklad funkce v = 2z je derivaci funkce v = 22 a popisuje jeji riist, nebo
chcete-li, jeji odchylky od osy x. Funkce v je primitivni funkci k v a postupné
generuje celkovy obsah plochy pod grafem funkce u = 2z.

Poznamka. Préaci jsem zacal vypoctem okamzité rychlosti z funkce drahy, a slusi
se tak dokoncit ji symbolickym vypoctem drahy z funkce rychlosti. Propojeni
integrace a derivace sice nabizi celou fadu uplatnéni, my se vsak podivame prave
a pouze na vypocet urazené drahy.

Priklad. Mame funkci rychlosti v zavislosti na ¢ase v(t). Uz vime, ze plati vztah

ds

Uza.

Pokud zintegrujeme funkci okamzité rychlosti mezi body a a b podle ¢asu, zis-

kame zménu drahy mezi témito body, a to v podobé rozdilu funkénich hodnot
funkce s(t) popisujictho délku urazené drahy za casovy interval (a,b).

b b ds b
/av-dt: ; a-dt:/clds:s(b)—s(a).
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Z.aver

Mjym cilem bylo zkusit popsat vybrana témata s vyuzitim diferencidli. Vycha-
zel jsem z vlastni zkuSenosti s touto problematikou jako i ze zkusenosti blizkych
osob, samoziejmeé za podpory literatury. Snazil jsem se tak doplnit opmojiné sou-
vislosti v rdmci matematické analyzy, které snad mohou pii vyuce vznikat.

Hlavnim ptinosem této prace je, dle mého nazoru, pomérné propracovana
kapitola o diferencidlech, kde jsem se pokusil popsat jejich vlastnosti a vztahy
k jinym velicinam. Ackoli jsem pred napsanim této prace sam tapal v pojeti
tohoto pojmu, domnivam se, ze se mi ho podarilo priblizit cilovému ¢tenari, a to
i s vyuzitim populdrnich prikladt ,ze zivota“.

Na zakladé, ktery jsem v této kapitole rozvedl, jsem pak dale stavél pojem de-
rivace (jako podil diferencidlil) a integrace (jako jejich ,nekonecny“ soucet). S po-
téSenim se mi podarilo nalézt nékolik alternativnich zptisobti vykladu ¢i odvozeni
konkrétnich vzorcli. Rad bych tak vyzdvihl zejména parametrickou rovnici tecny
v bodé, kouzelné odvozeni derivace slozené funkce ¢i diikaz Newtonovy-Leibnizovy
formule.

Za zminku pak stoji pripady zanedbavani diferencialii vyssich radta vedle téch
jednoduchych na zakladé Leibnizova prirovnani k nebeské klenbé a zemskému
povrchu. Vérim, ze se mi dostatecné daftilo v pripomenuti historického intuitivniho
pristupu, ktery ma silné uplatnéni v odvozovani vzorci a hlavné v budovani
predstav, byt ve standardni analyze nepresnych.

Prestoze jsem psal v zasadé didakticky text, nemyslim, Ze se mi podatilo
dostatecné motivovat ¢tenare ke snaze hloubéji se zabyvat zkoumanou problema-
tikou. Avsak diky tomu, Ze text ma spiSe povahu doplnkové literatury urcené pro
zdjemce o alternativni pristup, povazuji tento nedostatek za podruzny.

Prace tak splnila, co jsem si predsevzal, a navic prohloubila mou predstavu ne-
konec¢nych a nekonecéné malych velikosti, které se v selské mysli jen tézko setkavaji
S porozumnénim.
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