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Uvod

Uvazujme matici A € R™*" a vektor b € R™. V této praci se zaméiime
se na typ uloh Azx =~ b, kterym se nékdy tika linearni aproximacni problémy,
pricemz feseni Az = b nemusi vubec existovat. Pro jednoduchost budeme v préci
pouzivat predpoklad rank(A) = n, tj. budeme uvazovat matice s plnou sloupcovou
hodnosti. Déle je nutné upfesnit, v jakém smyslu ma byt Ax blizké vektoru b.

Prirozenym zptisobem, jak mérit blizkost Ax k vektoru b, je euklidovskd norma
residua. Aproximaci x se poté snazime urcit tak, aby byla norma residua mini-
malni

min b — Ay||. (1)

Vy$e popsany problém budeme nazyvat problémem nejmensich ctverci. Lize uka-
zat, ze TeSeni tohoto problému vzdy existuje a pokud ma A plnou sloupcovou
hodnost, pak je TeSeni jednoznac¢né. Ekvivalentné muzeme na formulaci lineér-
niho aproximacniho problému nahlizet tak, ze chybami je zatizen pouze vektor
pravé strany b. Nasim cilem je tudiz nalézt co nejmensi zménu f pravé strany b
takovou, ze x je fesenim modifikované soustavy

Az =b+ f.

Budeme se drzet definice problému nejmensi ¢tverci definované v [8]: Necht
A e R™" b € R™. Pak problém nejmensich ¢tvercti budeme nazyvat tilohu urceni
xr € R™ tak, aby platilo

min Il za podminky Az =b+ f.

Existuje nékolik zptsobt, jak fesit problém nejmensich ¢tvercu, viz [8]. Jed-
nim z nich je vyuziti faktu, Ze euklidovska norma je unitarné invariantni, tedy je
mozné problém nejmensich c¢tvercti transformovat pomoci unitarnich matic a k
reseni vyuzit QR rozklad nebo singularni rozklad matice A. Jiné zpusoby reseni
nabizeji formulace problému nejmensich ¢tverci v podobé, ve které x je resenim
soustavy normalnich rovnic nebo rozsifené soustavy rovnic se sedlobodovou ma-
tici.

V této praci se zamérime na Teseni problému nejmensich ¢tverca iteracnimi
metodami. Budeme uvazovat dva matematicky ekvivalentni algoritmy LSQR a
CGLS, na které 1ze nahlizet jako na verze metody sdruzenych gradienti apliko-
vané na systém normalnich rovnic. Jelikoz jsou oba algoritmy odvozené odlisSnym
zpusobem, zajima nas detailné jejich teoreticky vztah a také odlisnosti v nume-
rickém chovani. Pro praxi je potom klicové zodpovédét otazku, zda je jeden z nich
vhodnéjsi pro praktické vypocty nez druhy.



Znaceni

Cisla, mnoziny a vektorové prostory

R mnozina realnych cisel

{a,be,...} mnozina ¢isel s prvky a,b,c, . ..

V linearni vektorovy prostor

0 nulovy vektor V

Vektory

x sloupcovy vektor

r=1&,...,6]F z4pis vektoru x po prvcich

T transponovany vektor k vektoru x

€; -ty sloupec jednotkové matice

span{qi, . .. ,qm} prostor generovany vektory ¢, ... ,qm

Matice

A matice

A = [ai )0 prvky matice A € C™*™

a; j-ty sloupec matice A

A=lay,... apn) zapis matice A po sloupcich

AT transponovana matice k matici A

At inverzni matice k reguldrni matici A

rank(A) hodnost matice A

I, I, jednotkova matice, jednotkova matice di-
menze n

diag(dy, . .. ,d,) ¢tvercova diagondlni matice s prvky dy, ... .d,
na diagondle

||| euklidovska norma vektoru x

| All2, || Al spektralni norma matice A

| All 7 Frobeniova norma matice A

€ strojova presnost pocitace

Kr(A,b) k-ty Krylovuv podprostor generovany matici

A a vektorem b



1. Metody pro symetrické matice

Metody Teseni soustavy normélnich rovnic, které jsou nasim cilem, jsou in-
spirovany metodami pro problémy se symetrickou (pozitivné definitni) matici,
které popisujeme nize. Konkrétné se jedna o Lanczostuv algoritmus pro pocitani
ortogonalni baze vhodného Krylovova podprostoru a o metodu sdruzenych gradi-
entu pro reseni systému Az = b se symetrickou pozitivné definitni matici. Znamy
vztah mezi koeficienty a vektory téchto dvou algoritmi nam poté umozni odvo-
zeni vztahu mezi koeficienty a vektory algoritmt pro feseni systému normélnich

rovnic CGLS a LSQR.

1.1 Metoda sdruzenych gradientt

Uvazujme soustavu rovnic Bx = ¢, kde B € R™*" je pozitivné definitni matice

a ¢ € R" vektor pravé strany. Nechf x, je pfesné Teseni této soustavy rovnic.
Metoda sdruzenych gradienti (CG) je odvozena dle [4] jako metoda pro mi-
nimalizaci kvadratického funkcionalu
1 T

F(z) = §xTB:U —x

1 1
e = sl =l = Sl

nebot plati VF = Bx — ¢, tedy hledani minima je ekvivalentni problému hledani
feseni dané soustavy rovnic.

Strategie minimalizace je zalozena na nasledujicich rekurencich, pomoci kte-
rych aktualizujeme aproximace xj a smérové vektory, viz py [§]:

Tp = Th-1 + Ve-1Pk—1,
Th = Th—1 — Vi—1BPr—1,

Dk = Tk + OkDr—1.

Zde je v,_1 voleno tak, aby
Vk—1 = argmin||zx_1 + Ypr-1llB
vy

a 0 tak, aby vektor p; byl B-ortogonalni k pj_;. Po algebraickych tpravéich lze
vyjadrit vx_1 a d; ve tvaru:

T T
oot = Pp1Tk—1 Tk 1Tk-1
k=1 — ~F - T )
D1 Bri—1 D1 Bpr—1
T T
5y = — -

T - T :
D1 Bpe—1 71Tk

Lze dokazat, ze touto volbou docilime nejen lokalni ortogonality
e L pk—1,  Pr LB Pr-1,
ale i globalni ortogonality

rfrjzo, piTBpj:O 1,7 =0,...k 1#].
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Dtisledkem je, ze sdruzené gradienty naleznou nejlepsi aproximaci splnujici

x) = argmin||z, — x|,
€Sk

kde Sy = x¢ + span{po, . . ., Pr_1}-
Nastartujeme-li algoritmus s volbou py = r¢, pak lze ukézat, ze plati tento
dilezity vztah pro k-ty Krylovovsky prostor a k-té linearni obaly

span{rg, ..., mk—1} = Kr(B,ro) = span{po, ..., Pk—1}-

Nyni uz je mozné sestavit algoritmus CG pro Bx = c.

Algoritmus 1 CG [§]
: input B, ¢, xg
:rg =c— Buxg

s Po=To

:for k=12,... do
Th k=1
pl | Bpr_1

Tp = Tp—1+ Vk-1Pk—1

Tk = Th—1 — Vh—1BDr—1
T

6k - TT,IC -

Tk—1Tk=1

Dk = Tk + OkPr—1

1
2
3
4
o Vg-1=
6
7
8
9:
10: end for

1.2 Lanczostv algoritmus

Necht B € R™" je symetrickda matice, ¢ € R" je vektor pravé strany. Necht
k < d, kde d je maximélni dimenze, které muze Kryloviv podprostor I (B, )
doséhnout (stupen ¢ vzhledem k B). Nasim tikolem bude vygenerovat ortogonalni
bazi (B, ¢), coz lze provést nasledujicim algoritmem:

Algoritmus 2 Lanczosova tridiagonalizace [5]

L input B, ¢, v =0

2: 51/01 = ba

3: fori=12,...,kdo
4: w = BUZ' — Bivi—l

5 q; = vlw

6: B Viq1 = W — ;
7

end for

V algoritmu je pouzit zapis Bivi = w, coz znamena, ze vektor v; a koeficient
3, spocteme nésledujicim zptisobem: spo¢teme normalizacni koeficient 5, = ||w||
a poté dopocteme vektor v; jako v; = /3&

Vektory vy, ..., vky1 po k iteracich éplﬁuji nasledujici maticovy vztah:

BVk = Vka + Bk+1vk+1eg, (1.1)



kde

& P
7= | 2 (1.2)
B
By
se fkd Jacobiho matice a Vj, = [v1, vy, . .., v]. Navic plati V,I'V,, = I. RozepiSeme-

li (1.1) po sloupcich, dostaneme pro j = 1,..., k rekurenci
Bjarvim = Avj — &0 — Biojo, (1.3)

viz [§]. Pokud je matice B navic pozitivné definitni, tak je i vygenerovana matice
T}, pozitivné definitni. Argumentovat lze tim, Ze vlastni ¢isla matice Ty, vzdy lezi
v otevieném intervalu urceném nejmensim a nejvétsim vlastnim c¢islem matice B.
Je-li matice B pozitivné definitni, ma kladna vlastni ¢isla a tudiz je i matice T},
pozitivné definitni.

1.3 Vztah mezi CG a Lanczosovym algoritmem

Budeme uvazovat symetrickou pozitivné definitni matici B, pravou stranu c
a pocatecni aproximaci xy. Uvazujeme-li poc¢atecni vektor ro = ¢ — Bzg, potom
Lanczostuv algoritmus aplikovany na matici B a vektor rg generuje ortonormalni
béazi {vy,...,v;} Krylovova podprostoru Ky (B, rg). Aproximaci x; metody sdru-
zenych gradientt, ktera lezi ve varieté xg + KCx (B, ro), lze vyjadiit ve tvaru

rr = o + VilYr, (1.4)
kde Vi, = [v1,...,vk] a yx je (zatim nezndmy) souradnicovy vektor. Odpovidajici
residuum

ry = ¢ — Bxy = rqg — BV, (1.5)
je ortogondlni k prostoru K (B, 19), tedy i ke vSem bézovym vektorim vy, ..., vy,
tj plati

0=Vire = ||roller — Vii BViyr = |Iroller — Tryr, (1.6)

kde T}, je Jacobiho matice z Lanczosova algoritmu.
Z vyse popsaného lze nahlédnout, ze CG aproximaci z; je mozné pocitat
pomoci Lanczosova algoritmu. Tuto aproximaci x vyjadiime ve tvaru

xp = 20+ Viyr, kde ||7“0||€1 = Thyx.

V [8] jsou odvozeny podrobnéjsi vztahy mezi koeficienty: Pokud obé metody apli-
kujeme na systém Bz = ¢ s pocatecni aproximaci xy a se stejnym pocateénim
vektorem ry = vy, tak jsou generovany nenulové ortogonalni bézové vektory w;
Krylovovych podprostori takové, ze plati

’LUjG]Ck(B,To) a wj+1J_le(B,r0), jZO,,k’—l

V Lanczosové algoritmu se jednd o ortonormélni Lanczosovy vektory, tedy w; =
vjt+1, naopak v CG jsou témito bazovymi vektory residua, tedy w; = r;. Or-
togondlni bazové vektory w; jsou témito podminkami (1.3) uréeny jednoznacéné
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(az na nasobek nenulovym skaldrem). To tedy implikuje, ze normalizovana resi-
dua r; jsou az na znaménko rovna Lanczosovym vektortim v;;. Pomoci srovnani
znaménka koeficientu u nejvyssi mocniny B ziskdme vztah

LT
. = (—1)/ J
U]-i-l ( ) HT]H’

Nyni se podivime na odvozeni presnych vztahtu mezi koeficienty &;, 5; vysky-
tujimi se v Lanczosové algoritmu a ;, 6; vyskytujicimi se v CG metodé. Residua
rr a smeérové vektory pg jsou pocitany pomoci dvou dvouclennych rekurenci,

i=0,... k.

ri=rj1—%-14pj-1, Dp; =71+ d;ipj-1.
Algebraickymi tpravami lze tyto dva vztahy prepsat pomoci jedné triclenné re-
kurence, tedy plati
Tp =Trj—1 — Vi—14pj1

Tj_g — Tj—
=rj1—Yj-1A4rj1 — ’ijléjflM
-2
10— 10,
N (1 N W) S =S B
Vi-2 Vi—2

1

o 2 drobnou upravou ziskame
J— J—

Prendsobenim celého vztahu faktorem (—1)7
vztah

75l [ Ty ] [ 1 i1 ] < 1 53'1)[ 1 Tj-1 ]
S 1A | I O BV —Bl(=1) _ + 1))
o o S Y 1 el A Ty | B GO B L Py
G| [(_1 j2 T2 1 ‘

Yi—allriall |72l

Konec¢né, vyuzijeme toho, ze

/5 = Il vy = (—1)i 12

s 711"

a dostavame, ze

5. : 0
£ = Av; — (1 + 5J_l> vy — T, (1.7)

Vi-1 Ti-1 o -2 Vi

Porovnanim (|1.7)) s triclennou rekurenci ([1.3|) pro Lanczosovy vektory dostaneme
proj > 1
~ 5]' 1 (5]'_1

By =——, & =—+-"217=, (1.8)
Uy T e e
pricemz polozime dy = 0,v_1 = 1. Vztahy (1.8) lze rovnéz zapsat v maticovém

tvaru. Polozime-li

1

V70
01
0
Ly = .
Op—1 1
Vk—2 VVk—1

7



plati dle (]1.2])
Ty = LiL}.

Metoda sdruzenych gradientt tak implicitné pocita Choleského rozklad matice T}.



2. LSQR a CGLS

Nyni uvazujme systém normalnich rovnic s B = AT A. Z predchozi kapitoly
vime, ze lze pouzit metodu sdruzenych gradienti a Lanczostv algoritmus. Tyto
algoritmy aplikované na systém normélnich rovnic je vSak vhodné algebraicky
modifikovat kvili zlepseni jejich numerického chovani. Nize uvadime dva nej-
pouzivangjsi algoritmy, CGLS a LSQR. Oba tyto algoritmy jsou matematicky
ekvivalentni s metodou sdruzenych gradient aplikovanou na systém normalnich
rovnic.

2.1 Algoritmus CGLS

Algoritmus 1| 1ze aplikovat na B = ATA a ¢ = ATb, vie ostatni ponechdme
beze zmény, ¢imz vznikne nasledujici algoritmus:

Algoritmus 3 CG pro systém normélnich rovnic
1: input A, b, xg
2: 20 = ATb — ATAI'O

3: Po = %o

4: for k=0,1,... do

5: ty = Apg

6 yr = [lakll?/ It

7 Tkl = T + ViPk

8 zpy1 = 2z — WAL,
9: g1 = ||Zlc+1||2/||Zl<:||2
10: Pre1 = 2kt1 + O g1Dk
11: end for

Nyni uz sta¢i Algoritmus |3/ trochu upravit do podoby uvedené v [1], ¢imz vznikne
Algoritmus [] zndmy jako CGLS. Je dobré si povsSimnout, ze plati

2 =c— By = ATb — AT Az, = AT (b — Axy) = Alry..

Algoritmus 4 CGLS [I]

1: input A, b, xg

2: rg = b— Axy

3t 29 =po = Al'rg

4: for k=0,1,... do
ty = Apy
e = llzell?/lItxl?
Tk+1 = Tk + VePk
T4l = Tk — Ytk
Zhy1 = AT
10: Opr = [z /112
11 Pry1 = Zkg1 + 01Dk
12: end for




Z vlastnosti metody sdruzenych gradientu [§] plynou pro oba vyse zminéné algo-
ritmy nasledujici vztahy, které budou vyuzity pozdéji:
pZL4T/4pj:::O’ l 7é.j
ATT'k 1 ]Ck(ATA, ATT()), (21)
T € To + ICk(ATA, AT’I“O).

Z koeficientt v;, d; z Algoritmu [ lze vytvorit matici

Ok—1 1
Ye—2 A/ Vk—1

stejné jako v sekci 1.3 o srovnani algoritmu. Aplikujeme-li nyni Lanczostuv Algo-
ritmus [2] na matici AT A a startovaci vektor ATry, ziskdme tridiagonalni matici
Ty. 7 vysledku v odstavci 1.3 poté plyne, ze opét

Ty = LiL},

tj. CGLS pocita implicitné Choleského rozklad matice T}, z Lanczosova algoritmu
aplikovaného na ATA a AT'r,.

2.2 Srovnani CG pro normalni rovnice a CGLS

V minulé sekci bylo nastinéno, ze algoritmus 3| lze drobnou tpravou prevést
na Algoritmus [4] Tato tprava je zdsadni, nebot diky ni ziskd Algoritmus [4] lepsi
numerické vlastnosti. Rozdil si ukdZeme na jednom konkrétnim prikladu a to
matici illc1033 ze Sparse matrix collection [2]. Tato matice ma rozméry 1033 x 320
a jeji ¢islo podminénosti je 1,88 x 10,

T T T T T T T T T
0 4
10 IIb- Axk || - CG aplikovan na systém norm. rovnic
[Ib-Ax, || - CGLS
105 F 1
10710 - ]
10-15 1 1 1 1 1 1 1 1 1

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
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Na obréazku jsou znazornény dvé kiivky. Cervend kiivka zndzoriiuje normu
skute¢ného residua b — Ax, kde x, je pocitdno Algoritmem [d Modré kiivka zna-
zornuje normu skuteéného residua s xy pocitanym Algoritmem |3 Jelikoz jsou oba
algoritmy matematicky ekvivalentni, obé krivky by mély byt teoreticky totozné.
Prvnich zhruba 2500 iteraci si obé ktivky tésné odpovidaji, coz naznacuje, ze al-
goritmy davaji v aritmetice s konecnou presnosti podobné vysledky. Po ustéleni
normy skutec¢ného residua na hladiné limitni pfesnosti je vidét, ze lepsim algo-
ritmem je Algoritmus {4 (CGLS) oproti Algoritmu [3| (CG pro normélni rovnice).
Podrobnéjsi numerickou studii riznych algoritmii pro feseni systému normélnich
rovnic lze nalézt v [I]. Déle jiz tedy nebude Algoritmus [3| bran v potaz kvuli
nevhodnym numerickym vlastnostem.

2.3 Golub-Kahanova bidiagonalizace

V sekci 1.2 jsme se seznamili s Lanczosovym Algoritmem [2] schopnym vyge-
nerovat ortogonalni bazi Krylovova prostoru Ky (AT A, ATb).

Nyni bychom mohli aplikovat Lanczostv Algoritmus [2| na systém normélnich
rovnic ATAx = ATb, kde A € R™*" je matice s plnou sloupcovou hodnosti a
b € R™ je vektor pravé strany a pocitat ortogondlni bazi Krylovova prostoru
Kr(AT A, ATb). Existuje viak numericky vhodnéjsi zptisob, jak generovat bézi to-
hoto Krylovova prostoru, a tim je algoritmus Golub-Kahanovy bidiagonalizace
(dale jen zkracené bidiagonalizace). Zatimco Lanczosuv Algoritmus [2] konstruo-
val jednu posloupnost vektorii, Golub-Kahanova bidiagonalizace (Algoritmus b))
konstruuje simultanné dvé posloupnosti vektort. Vztah mezi tridiagonalizaci a
bidiagonalizaci je k nalezeni v [6].

Algoritmus 5 Bidiag [3]

1: input A,b

2: 51u1 =b

3. aqvp = AT’LL1

4: fori=1.2,... do

5 Bipiui = Av; — oy,

6: v = Aluir — B

7: end for

Normalizac¢ni koeficienty a; > 0 a 3; > 0 jsou vybrany tak, ze ||u;|| = ||v;|| = 1.

Oznacime-li matice Uy = [uy, us, ..., ux], Vi = [v1, 02, ..., v, tak sloupecky ma-

tice V} tvor{ ortonormélni bézi Krylovova prostoru Ki(AT A, ATb), navic slou-
pecky matice Uy tvoif ortonormalni bazi Krylovova prostoru Ki(AAT, Ab) jak je
popséano v [1]. Plati tedy

UlUe = I, = V,' V.

Sestavime-li z koeficienti «; a 5; matici

aq

52 (%)

Qg

5k+l
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tak vektory pocitané Algoritmem [5] splnuji vztahy

Uk+1(6161) = b, .
AV = Ugy1Bi, (2.3)

T T T
A Uk+1 = VkBk +Oék+11)k+1€k+1.

Piendsobime-li zleva vztah (2.3) matici AT a dosadime ze vztahu (2.4), do-
staneme

ATAV, = ATU 1 By
= (Vszz + ak+1vk+1€f+1) By,

T T
= ViBy, B + k1854 10k11€ 41,

coz odpovid4 vztahu (1.1)) pro B = AT A a pro
T, = B} B,. (2.5)

Jinak feceno, na vektory Vj konstruované pomoci Algoritmu bidiagonalizace 5] 1ze
nahlizet jako na Lanczosovy vektory, kde Lanczostuv Algoritmus [2] je aplikovany
na matici AT A a vektor ATb. Soucasné, na tridiagonaln{ matici B} By, 1ze nahlizet
jako na matici Lanczosovych koeficient T}.

2.4 Algoritmus LSQR

Bézové vektory generované v bidiagonalizacnim algoritmu [f]1ze pouZit ke spoc-
teni aproximace Teseni problému nejmensich ¢tverct, viz . Vsude uvazujeme
pocatecni volbu xy = 0. Néasledujici odvozeni od az po je prevzato
z [6]. Aproximaci z; hleddme v Krylovové prostoru K (AT A, ATb) a Algoritmus
bidiagonalizace || nam da ortogonalni béazi. Pak lze z; hledat ve tvaru

T — b—Al’k,

pro néjaky vektor y,. Nasledné pomoci

2:7) b— Al’k
(2:2)
= Uk+1(5161) — Axy,
(2.6)
Ups1(Brer) — AViys

l\3
CAJ

(2.3

2

(A1
Uk+1(51€1) Uk+1Bryx
1(5161 Bkyk)7

lze odvodit vztah
7% = Uki1(Brer — Bryr). (2.8)
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Z pozadavku minimalni normy residua ||7x|| plyne, Ze yx musi minimalizovat
normu ||f1e; — Byyg||. Tim padem se dostdvame k problému nejmensich ¢tverct

min ||S1e1 — Brykl|, (2.9)

ktery lze Tesit naptiklad pomoci QR rozkladu matice By. Tento rozklad oznac¢ime
jako By = Qi Ry, a jelikoz je By, € RE+TD*F dolni bidiagonalni, je vznikld matice
R, € R¥* horni bidiagonalni. To lze nahlédnout napiiklad tak, ze si predsta-
vime vytvareni QR rozkladu pomoci Givensovych rotaci nulujicich poddiagonalni
prvky. Matici R, budeme uvazovat ve tvaru

p1 0
pa O3
Ry, '

O,
Pk

Toto ndm davd zdklad pro LSQR, viz Algoritmus[f], kde bude QR rozklad dle [I
spo¢ten pomoci Givensovych rotaci, v Algoritmu [6] se jedna o fadky 11 az 18.

Algoritmus 6 LSQR [6]

input A, b

Brug = b

ayvy = ATy

w1, = V1

To = 0

¢y = b1, py = a1

for k=1,2,... do
Bra1tgr1 = Av, — aguy,
W1V = A1 — Brgavr

—_ = =
o9

pr = (7R + B2
Cr = pk/pk;
Sk = Brt1/ Pk

—_ = =

Okt1 = Skt
Pr1 = —CrhQlt1
Ok = kP

¢k+1 = 3k¢k

I e N

x = Tp—1 + (Or/ pr) Wi
21 Wig1 = Ukg1 — (Orgr/pr)wi
22: end for

Jelikoz algoritmus LSQR zahrnuje bidiagonalizacni algoritmus 5] tak i zde dle
[7] tvori sloupecky Vj, ortonormdln{ bazi Krylovova prostoru (AT A, ATrg).

Kromé bézovych vektoru uy a v generuje LSQR Algoritmus [6] jesté vektory
wy, které hraji roli smérovych vektori pri vypoctu aproximaci z,. Pro LSQR

13



algoritmus lze pomoci [I] odvodit nasledujici vlastnosti pro vektory z algoritmu,
které pouzijeme pozdéji:
w; ATAw; =0, i# 7,
vps1 L Kp(ATA, Al'ry), (2.10)
T € 1o + Ki(ATA, ATry).
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3. Porovnani CGLS a LSQR

Hlavni myslenkou srovnavani algoritmu CGLS (algoritmus a LSQR (al-
goritmus [f]) je vyuziti jejich blizkého vztahu k metodé sdruzenych gradienti a k
Lanczosovu Algoritmu 2] u kterych jsou vztahy mezi koeficienty a vektory znamy.
Vénujme se nejprve vysvétleni matematické ekvivalence obou algoritmi. Aproxi-
mace x generované algoritmem CGLS jsou jednoznacné urceny podminkami

ATTk 1 ’Ck(ATA, AT’F()),

viz (2.1). V nésledujicim lemmatu ukézeme, Ze stejnymi podminkami jsou urceny
i aproximace konstruované algoritmem LSQR.

Lemma 1. Pro vektory generované algoritmem LSQR (Algoritmus|[6]) plati
AT (b — Azy,) = ai1Vksrepiq (Brer — Biy).

Diikaz. 7 faktu, Ze y; je feSenim (2.9)), plati B Byyr = BI Bie1. Jelikoz plati
zr = Viyr dle (2.6) a AVy, = U1 By dle (2.3), dostaneme

AT(b - Aﬂfk) = ATUk+1(5161 - Bkyk)
= (VkBZ + 04k+1“k+1€£+1)(51€1 — Bry)
= Vi(Bf pre1 — BJ Buyi) — 1 Vs41€441 Beti

T
= —Qk41Vk41 [ekJrlBkyk} )

. Vel v T o
kde jsme pouzili, Ze e ,e; = 0.
m

Ptedchozi lemma nam k4, Ze vektor AT (b— Ax},) je nenulovym nasobkem vek-
toru vgy1 Podminku ortogonality vy, viic¢i prostoru Ky (AT A, ATrg) 1ze tedy vni-
mat jako ortogonalitu vektoru AT (b — Azy) k tomu saméme Krylovovu prostoru.
Jinak feceno, aproximace xj pocitané LSQR splnuji stejné urcujici podminky
jako aproximace pocitané metodou CGLS a oba algoritmy jsou tudiz matema-
ticky ekvivalentni. Nasledujici véta ukazuje, jaké vektory si v obou algoritmech
vzajemné odpovidaji.

Véta 2. Necht A € R"™"je matice s plnou sloupcovou hodnosti, b € R™ je
vektor a wvazZujme algoritmy LSQR (Algom'tmus@ a CGLS (Algoritmus . Pak
je vektor v nenulovy ndsobek zj a vektor wiy, je nenulovy ndsobek py.

Diikaz. Jak jsme odtvodnili vyse, oba algoritmy jsou matematicky ekvivalentni
a konstruuji stejné aproximace reseni x;. Plati tedy

Ph+1
Pk+1

VePr = Tg41 — T — W41,

a z toho plyne linearni zavislost py a wg.1. To, Ze je vgy1 nenulovym nasobkem
2, plyne bezprostiedné z predchoziho lemmatu.
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]

Pred uvedenim nasledujici véty je dobré si vyjadrit matici T} jinym zptsobem.
Ze vztahu mezi tridiagonalizaci (Algoritmus [2|) a bidiagonalizaci (Algoritmus 5)
nam plyne, Ze tridiagondlni matice z Lanczosova Algoritmu [2] lze ziskat pomoci
T, = B By, viz . S vyuzitim QR rozkladu matice By dostaneme

Ty = B! By
= (QuRy)" QrRy

= R, Qp QrRy,
= R{ R;.

(3.1)

LSQR algoritmus tedy implicitné pocitda Choleského rozklad matice Tj. Tento
fakt ndm pomuze urcit vztah mezi koeficienty algoritmi LSQR a CGLS.

Véta 3. Necht A € R™™je matice s plnou sloupcovou hodnosti, b € R™ je vektor
a uvazujme algoritmy LSQR (Algom'tmus@ a CGLS (Algoritmus . Pak plati

1 07 :
Yi-1=—3 @ 0= 2 b i=1,...,k—1
Pi i

Diikaz. Ze vztahu vime, ze CGLS algoritmuspoéité implicitné Choleského
rozklad T}, ve tvaru Ty = L, LY, kde matice L; obsahuje koeficienty z algoritmu
CGLS. Z diskuse pred vétou vime, ze LSQR algoritmus [6] poc¢ita implicitné Cho-
leského rozklad T}, ve tvaru 1}, = Rng, kde matice R obsahuje koeficienty z
algoritmu LSQR. Z jednoznac¢nosti Choleského rozkladu plyne L, = RZ, neboli
plati maticova rovnost

1

oo h
oL . Oz p2
L . = 05

Op—1 1 ’ ’
Vr—2 Vrk—1 O Pk

Porovnanim prvka matic dostaneme vztahy mezi koeficienty

1 6?
Yiei=— a &=-3 pro i=1,... k-1
Pi Pi

]

Za zminku jesté stoji fakt, ze CGLS béhem jedné iterace updatuje 3 vektory
Tk, Pk, 2k, kdezto LSQR updatuje 4 vektory xp, wg,vg, ur. Vektory xp,pr a 2z
maji svij protéjsek v algoritmu LSQR, viz Véta . Ctvrty vektor z LSQR, wuy,
lze vnimat jako pomocny vektor, ktery je zakomponovan do vypoctu vektoru vy
v algoritmu LSQR.
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4. Numerické experimenty

Prvné si priblizime, co a jak budeme mérit a zkoumat.

Vlivem pocitacové aritmetiky dochazi k tomu, ze chyba aproximace mérena
napiiklad normou residua zacne stagnovat na urcité trovni, té rikame hladina
limitni presnosti. Aproximace xjp se pak jiz dale vlivem pocitacové aritmetiky
neblizi k presnému tesent, [8].

Druhy jev, ktery miizeme pozorovat, je zpozdéni konvergence, to je zptisobeno
ztratou ortogonality. Ztratu ortogonality mérime tak, ze z vektort, u nichz mérime
ztratu ortogonality, vytvorime sloupecky matic

Vi = [’Uh s 7Uk] (pI’O LSQR)7

2 2
Z), = [ 0 ..t ] (pro CGLS).
o]l Izl
V idedlnim p¥ipadé budou mit obé matice ortonormalni sloupce, tedy V;I'V; =
I = ZI'Z,,. Miru ortogonality tedy miizeme métit naptiklad pomoci ||I — VI Vi | ¢
V prvnim experimentu uvazujeme Strakosovu matici dle [§], abychom demon-
strovali fungovani algoritmii pri ztraté ortogonality. StrakoSova matice s parame-
try je diagondlni matice a méa v intervalu [\, A,] vlastni ¢isla

1—1
n—1

)\i:)\1+( )(An—Al)pn—i, i=1.....n

kde p € (0,1] je parametr ovliviiujici rozloZeni vlastnich éisel. V této praci mame
matici Strakos24, coz je Strakosova matice s parametry p = 0.1,n = 24, \; =
1, A\, = 24.

Na obrézku |.1] jsou znazornény dvé kiivky. Cervend kiivka zndzoriuje normu
skutecného residua b — Az, kde zy, je pocitdno Algoritmem [ Modrd kiivka zné-
zornuje normu skutecného residua s xj pocitanym Algoritmem [0} Jelikoz jsou
oba algoritmy matematicky ekvivalentni, obé kiivky by mély byt teoreticky to-
tozné. Prvnich zhruba 5 iteraci si obé krivky tésné odpovidaji, coz naznacuje, ze
algoritmy déavaji v aritmetice s konecnou presnosti podobné vysledky. Po ustaleni
normy skute¢ného residua na hladiné limitni presnosti je vidét, ze krivky obou
algoritmil jsou nerozeznatelné a tedy je tézké usoudit, ktery z algoritmt dosahl
lepsi hladiny limitni presnosti.

Na obrazku 4.2 jsou znazornény dvé kiivky. Cervend kiivka znazortiuje ztratu
ortogonality pro Algoritmus [} Modra kfivka zndzornuje ztratu ortogonality pro
Algoritmus [6] Prvnich zhruba 5 iteraci je vidét, ze mensi ztrdtu ortogonality
m4d Algoritmus [6] (LSQR) oproti Algoritmu [4] (CGLS). Béhem dalsich iteraci si
obé kiivky tésné odpovidaji, coz naznacuje, ze algoritmy davaji v aritmetice s
kone¢nou presnosti podobné vysledky.

V druhém experimentu se podivame blize jen na skutecné normy residui me-
tod CGLS a LSQR aplikovanych na problémy nejmensich étvercli s maticemi
illc1033 a well1033. Matice illc1033 a well1033 jsme vybrali ze Suite sparse ma-
trix collection [2] tak, aby byl ukdzan rozdil v numerickém chovani algoritmu
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100 [ T T T T T T T T ]
—|Ib-Ax, ||-LSQR| |

———|lb-Ax,||-CGLS | |

10°F 1
10-10 L i
10-15 C I I I I I I 4 |
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Obrazek 4.1: Skutecnd norma residua pro algoritmy LSQR a CGLS aplikované
na matici Strako$24

105 T T T T T T T T

I V, -LSQR]| |
Z, - CGLS

10° T :
10°F 1
10»10 = 4
10-15 + 4
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Obrazek 4.2: Ztrata ortogonality pro algoritmy LSQR a CGLS aplikované na
matici Strakos24
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LSQR a CGLS. Obé matice maji rozméry 1033 x 320 a obé maji hodnost 320,
tedy plnou sloupcovou hodnost. Matice illc1033 ma normu zhruba 2,1444 a cislo
podminénosti zhruba 1,8888 x 10*. Matice well1033 m& normu zhruba 1,8065 a
¢islo podminénosti zhruba 1,6613 * 10%. Na strance [2] je k nalezeni databaze
matic, véetné podrobnéjsich vlastnosti matic illc1033 a well1033.

T T T T T T T T T
0 4
10 lIb- Ax, || - LSQR
I l|b-Ax, ||-CGLS | |
10°F 1
10-10 L 4
10-15 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

Obréazek 4.3: Skute¢nd norma residua pro algoritmy LSQR a CGLS aplikované
na matici illc1033

Na obrazku pozorujeme, ze prvnich zhruba 2000 iteraci si obé kfivky
tésné odpovidaji, coz naznacuje, ze algoritmy davaji v aritmetice s konecnou
presnosti podobné vysledky. Po ustaleni normy skute¢ného residua na hladiné
limitn{ pFesnosti je vidét, Ze lepsi hladiny limitni presnosti dosdhl Algoritmus [4]
(CGLS) oproti Algoritmu [6] (LSQR).

Na obrazku pozorujeme, ze prvnich zhruba 100 iteraci si obé krivky tésné
odpovidaji, coz naznacuje, ze algoritmy davaji v aritmetice s kone¢nou presnosti
podobné vysledky. Po ustaleni normy skute¢ného residua na hladiné limitni ptres-
nosti je vidét, ze lepsi hladiny limitni pfesnosti dosdhl Algoritmus 4| (CGLS)
oproti Algoritmu [6] (LSQR).

Ve tretim experimentu se podivame blize jen na vypocty skuteéné normy
residua matic P(10,10,1,0.8) a P(10,10,1,11). Matice P(m,n,d,p) jsou speciélné
vybrané matice z [I] tak, aby byl ukdzan rozdil mezi algoritmy LSQR a CGLS.
Obé matice maji rozméry 10 x 10 a obé maji hodnost 10, tedy plnou sloupcovou
hodnost. Matice P(10,10,1,0.8) ma normu zhruba 1 a ¢éislo podminénosti zhruba
6,3096. Matice P(10,10,1,11) ma normu zhruba 1 a ¢islo podminénosti zhruba
1% 10™. V [1] je k nalezeni podrobné&jsi popis testovacich matic typu P(m,n,d,p),
véetné jejich podrobnéjsich vlastnosti.

Na obrazku pozorujeme, ze prvnich zhruba 15 iteraci si obé krivky tésné
odpovidaji, coz naznacuje, ze algoritmy davaji v aritmetice s kone¢nou presnosti
podobné vysledky. Po ustaleni normy skutecného residua na hladiné limitni pres-
nosti je vidét, ze lepsi hladiny limitni presnosti dosahl Algoritmus @ (LSQR)
oproti Algoritmu [4] (CGLS).
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100 E T T T T T 7]
———llb- Ax, || - LSQR
————|Ib-Ax, ||-CGLS
10°7
10-10 L
10-15 I I I I I
0 50 100 150 200 250 300

Obréazek 4.4: Skuteénd norma residua pro algoritmy LSQR a CGLS aplikované
na matici well1033

T T T T

100 1
———|Ib- Ax || - LSQR
——|Ib-Ax,||-CGLS
10° 1
10-10 L 4
10-15 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Obréazek 4.5: Skuteénd norma residua pro algoritmy LSQR a CGLS aplikované
na matici P(10,10,1,0.8)
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101 E T T T T T T T E
; llb-Ax, || -LSQR|
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100§
10_1§

102

alBnE I

A v =

10-6 I I I I I I I
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Obrazek 4.6: Skutecnd norma residua pro algoritmy LSQR a CGLS aplikované
na matici P(10,10,1,11)

Na obrézku [4.6] pozorujeme, Ze prvnich zhruba 50 iteraci si obé kiivky tésné
odpovidaji, coz naznacuje, ze algoritmy davaji v aritmetice s kone¢nou presnosti
podobné vysledky. Po ustaleni normy skute¢ného residua na hladiné limitni pres-
nosti je vidét, ze lepsi hladiny limitni presnosti dosahl Algoritmus @ (LSQR)
oproti Algoritmu {4] (CGLS).

Na zavér experimenti je nutné podotknout, ze v prodélanych experimentech
se ani jeden z algoritmii neukazal byt ve vSech ohledech lepsi nez druhy. Na prove-
denych experimentech je vidét, ze CGLS ma obvykle vice zpozdénou konvergenci
oproti LSQR. Na druhou stranu, CGLS obvykle dosahuje nepatrné lepsi hladiny
limitni presnosti nez LSQR.
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Z.aver

V prvnich kapitole jsme uvazovali metodu sdruzenych gradientt a Lanczostv
algoritmus, které jsme aplikovali na problémy se symetrickou (pozitivné definitni)
matici. Ukazali jsme detailné vztahy mezi vektory a koeficienty téchto dvou al-
goritm.

V druhé kapitole jsme si ukazali odvozeni algoritmi CGLS a LSQR pomoci
predchozich algoritmt z prvni kapitoly. Algoritmus CGLS vznikl upravenim me-
tody sdruzenych gradientti pro systém normaélnich rovnic a LSQR vznikl pomoci
Golub-Kahanovy bidiagonalizace. Ukéazali jsme si nejdilezitéjsi vlastnosti vek-
tortt z algoritmi LSQR a CGLS, predevsim vztahy ke Krylovovym prostortim,
aby bylo mozné je mezi sebou porovnat.

Ve treti kapitole jsme se zabyvali teoretickym porovnanim algoritmiit LSQR a
CGLS. Bylo ukazano, ze pro aproximace TeSeni konstruované algoritmy CGLS a
LSQR plati stejné urcujici podminky, tim padem jsou oba algoritmy matematicky
ekvivalentni. Byly odvozeny vztahy mezi vektory i koeficienty obou algoritmu
véetné pomocného lemmatu a pozorovani.

Ve ¢tvrté kapitole jsme studovali chovani algoritmt pri praktickych vypo-
¢tech. Divali jsme se na normy skutecnych residui, na hladinu limitni presnosti a
ztratu ortogonality. Na uvedenych prikladech je vidét, ze CGLS ma obvykle vice
zpozdénou konvergenci oproti LSQR. Na druhou stranu, CGLS obvykle dosahuje
nepatrné lepsi hladiny limitni presnosti nez LSQR. Zodpovédeét, ve kterych pripa-
dech je vyhodnéjsi uprednostnit jeden algoritmus pred druhym, je jiz nad ramec
této prace.
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