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Uvod

Polomtizky jsou algebraické objekty, které maji strukturu monoidu (tedy na
nich uvazujeme asociativni binarni operaci, kterou v nasem ptipadé vzdy bude
standardni sc¢itani na R", ¢imz specialné fikame, ze se vzdy bude jednat o pod-
monoidy R", které navic obsahuji neutralni prvek k této binarni operaci, kterym
je vzdy 0), obsahuji alespon jeden nenulovy prvek, jedna se o diskrétni mnozinu
(tedy o mnozinu bez hromadnych bodu vzhledem ke standardni topologii na R™)
a zaroven vsechny prvky polomfizky jsou obsazeny v néjakém kuzeli, coz je ta-
kova neprazdna konvexni mnozina v R”, ze nenulové prvky jeho topologického
uzavéru jsou obsazeny v néjakém otevieném poloprostoru, coz je mnozina vSech
bodu (z1, s, ..., 2,), vyhovujici podmince a1 + aszs + . .. + a,x, > 0 pro fixni
hodnoty ai,as,...,a, € R, a navic prvky kuzele C jsou uzavieny na nasobeni
kladnymi realnymi ¢éisly, tedy pro z € C a t € RT plati tx € C' (geometricky
receno, pro kazdy bod x z kuzele C, obsahuje tento kuzel i celou poloptrimku,
prochézejici bodem x, kterd je ukotvend v 0). VSechny tyto pojmy jsou v praci
postupné zadefinovany, konkrétné je naptiklad kuzel zadefinovan v definici
a polomrizka v definici

Dilezitou roli v polomfizkach maji jeji nerozlozitelné prvky, coz jsou takové
prvky, které nelze netrivialné (tedy bez pouziti 0) napsat jako soucet dvou prvku
ze stejné polomrizky. Mnozina vSech nerozlozitelnych prvki je totiz generujici
mnozinou dané polomiizky (uvazujeme generovani jako monoidu), coz je kon-
krétné dokdzano ve veté Zéaroven se jednd o minimalni mnozinu genera-
tort, tedy kazda dalsi mnozina generatori této polomtizky vSechny nerozlozitelné
prvky nutné musi obsahovat.
dvozen ze zakladnich objektl algebraické teorie ¢isel: Pro redlné kvadratické ¢i-
selné téleso K = Q(v/D), kde D # 1 je bezétvercové piirozené &slo, uvazujme
v ramci jeho celistvych prvka (tedy korent néjakych monickych polynomu z ce-
lo¢iselnymi koeficienty), které znacime Oy, takové prvky, které jsou totalné ne-
zaporné (tedy samotny prvek i jeho konjugat jsou vétsi nebo rovny 0) a navic
budeme uvazovat pouze takové prvky, které jsou vétsi nebo rovny svému konju-
gatu. Tuto vyslednou mnozinu znac¢ime Sk a ta jiz tvori polomtizku, jak si ve 3.
kapitole prace ukazeme. Velka pozornost bude vénovana nerozlozitelnym prvkim
téchto polomfizek, nebof tyto nerozlozitelné prvky lze presné charakterizovat po-
moci tzv. polokonvergentii, coz jsou jisté fetézové zlomky aproximujici &¢slo v/D,

D—-1
pokud D = 2,3 mod 4 <nebo c¢islo \/_2, pokud D = 1 mod 4) , ve smyslu de-

finice [2.16] Teorii fetézovych zlomkl autor navazuje na svoji bakalaiskou préci,
kterd byla zaroven lehce rozsifena a publikovana jakozto ¢lanek [9].

V prvni kapitole této prace jsou zadefinovany zakladni topologické a alge-
braické pojmy, které jsou potiebné k tomu, abychom vibec mohli zadefinovat
pojem polomfizky. Dillezitou vlastnosti polomfizek je, Ze jeji nosna mnozina musi
byt diskrétni, tedy nesmi obsahovat hromadné body vzhledem ke standardni to-
pologii na R"™. Pokud budeme chtit ovérit, ze néjakd mnozina je diskrétni, tak se
staci podivat na tvrzeni [I.5 které ndm popisuje postacujici podminku k tomu,
aby néjakd mnozina byla diskrétni: staci ovérit, ze dand mnozina ma konec¢ny



prunik s kazdou z mnozin z néjakého systému kompaktnich mnozin, jenz pokryva
celé R™. Zaroven plati, ze kazda diskrétni mnozina méa konecény prinik s uplné
kazdou kompaktni mnozinou, coz je zaroven nutna podminka k ovéreni diskrétno-
sti podle tvrzeni[I.3] Tato dvé tvrzeni jsou vyslovena a dokdzana v sekci 1.1, tyto
diikazy jsou vlastnim prinosem autora. V sekci 1.2 se poté podrobnéji zamérime
na polomrizky v jedné dimenzi, hlavnim vysledkem této sekce je charakterizace
polomfizek v jedné dimenzi pomoci existence bijekce s N, ktera zachovava uspo-
radani, coz je znéni tvrzeni [L.11} jehoz dikaz je opét vlastnim dilem autora.
V sekci 1.3 se podivame na obecné polomrizky v libovolné dimenzi a zadefinu-
jeme dilezity pojem nerozlozitelného prvku. Ve vété se ukdze, ze mnozina
nerozlozitelnych prvkia néjaké polomfizky tuto polomiizku generuje (jako mo-
noid), za zminku rovnéz stoji zajimavé tvrzeni , které popisuje jednoznacnost
vyjadieni pomoci néjaké generujici mnoziny v souvislosti na linearni nezavislosti
této generujici mnoziny, coz nam ukazuje, ze tato vlastnost, ktera prirozené plati
v celém R" (coz je zndmé z linedrni algebry), se d& zobecnit i do polomfizek.
Vsechny ditkazy tvrzeni z této sekce jsou vlastnim dilem autora s ¢astecnou in-
spiraci z ¢lanku [14], nebot zde zobecniujeme do libovolného poctu dimenzi pravée
néktera tvrzeni z tohoto ¢lanku.

Ve druhé kapitole této prace se vénujeme pripomenuti a ptripadnému dopl-
néni potfebného aparatu z teorie ¢isel, abychom se v nésledujici kapitole mohli
zameérit na dilezity priklad polomrizek. Zakladnim nastrojem z teorie cisel, ktery
budeme potiebovat, jsou tzv. fetézové zlomky, které obecné slouzi k aproximaci
iracionalnich cisel racionalnimi, ¢imz autor navazuje na svoji bakalarskou praci,
ktera byla v lehce rozsifené podobé publikovana jako clanek [9]. V sekci 2.1 jsou
tyto Tetézové zlomky zadefinovany a zaroven jsou pripomenuty jejich nejdulezi-
téj$1 vlastnosti, které jsou dokazany v ¢lanku [9] pripadnym odkazem na dalsi
literaturu. Sekce 2.2 je vénovana dulezitému pripadu retézovych zlomkt, kterymi
jsou tzv. polokonvergenty, které jsou zadefinovany v definici 2.10] pricemz pocet
polokonvergentti ptritazenych ke svému racionalnimu ¢islu je koneény a presné po-
psan v lemmatu [2.11] jehoz dikaz je vlastnim dilem autora. Poté v c¢asti 2.2.2
je kréatce rozvinuta teorie Fareyho dvojic, ktera byla c¢erpana z diplomové prace
[10], nékteré dikazy vsak byly v této praci oproti zdroji zjednoduseny, coz je
piipad lemmatu 2.14] V tvrzeni je poté popsdna souvislost Fareyho dvojic
a polokonvergenti. V c¢asti 2.2.3 se poté ve vété [2.17| ukdze, ze pravé polokon-
vergenty tvori tzv. dobré horni aproximace ve smyslu definice 2.16] Dukaz této
véty je vlastnim dilem autora. V sekci 2.3 podrobnéji zkoumame fetézové zlomky
algebraickych ¢isel stupné 2, obzvlast dilezitd je véta [2.22] kde je pfesné popsan
2.3.1 jsou diikazy vSech tvrzeni k nalezeni v ¢lanku [9], s vyjimkou lemmatu [2.23]
jehoz dukaz je zde podrobné zpracovan a je vlastnim dilem autora, stejné jako du-
kazy vSech tvrzeni z ¢ésti 3.2.3, kromé posledniho lemmatu [2.27] které je Gerpano

vvvvvv

vvvvvv

a vyslovena potfebnd tvrzeni, k nimz lze nalézt dikazy v knize [I1], kromé ¢ésti
2.4.2, kde jsou dvé lemmata a kterd jsou ¢erpana z clanku [3].

Ve treti kapitole této prace budeme aplikovat pripomenuty aparat z teorie ¢isel
z minulé kapitoly ke zjisténi dulezitych informaci o polomfizkach Sy, popsanych
ve tretim odstavci tohoto tvodu. Sekce 3.1 je vénovana thlovym oblastem, coz



je pomocny pifklad polomiizek. Uhlové oblasti jsou zadefinovany v definici
a ve vété jsou charakterizovany jejich nerozlozitelné prvky pomoci vhodnych
polokonvergent® vhodnych algebraickych ¢isel stupné 2. Dusledky a jsou
vlastnim dilem autora (dochdzi zde ke zobecnéni vysledki z ¢lanku [3] v porovnani
nejen thlovych oblasti F,, g a E,, alei F,, g a Eg). Ostatni dukazy z této sekce jsou
prevzaty z ¢lanku [3]. Sekce 3.2 je poté vénovéana popisu nerozlozitelnych prvku
v polomfizce Si. Nejprve je zde vysvétleno, pro¢ Sk tvori polomtizku, a pro¢ ji
netvori OIJQO, ¢i dokonce Ok, a poté pouzitim véty dostaneme vétu , ktera
nam obecné popisuje vsechny nerozlozitelné prvky v Sg. Nasledujici ¢asti 3.2.2
a 3.2.3 jsou poté vénovany jednodussimu popisu nerozlozitelnych prvki, respe-
ktive jde o jejich konecény vycet, az na nasobeni ¢tvercem libovolné, predem urcené
jednotky ¢ > 1. Céast 3.2.2 je zpracovana podle ¢lanku [3], nékteré ¢asti byly
zprehlednény, preusporadany, lemma[3.9|je v tomto ¢lanku pouze vysloveno, jeho
diikaz zde je vlastnim dilem autora, a byl vysvétlen jejich algebraicky kontext,
aby bylo jasné, ktera mnozina tvori polomftizku a ktera nikoliv. Samotny konec¢ny
vycet nerozlozitelnych prvki, az na nasobeni ¢tvercem jednotky € > 1, je popsan
v disledku . Cést 3.2.3 je naopak celd vlastnim dilem autora, zde je s pouzitim
tvrzeni a ukézano, ze konecny vycet prvki az na nasobeni ¢tvercem
jednotkou z dusledku [3.14] skute¢né odpovidd obecnému popisu z véty [3.8] Navic
se v ¢asti 3.2.3 pozastavime i nad jednoznacnosti vyjadieni nerozlozitelnych prvki
tvaru dle dusledku B.141

Ve ¢étvrté kapitole této prace se podivime na odhad norem nerozlozitelnych
prvk v Minkowského prostoru, pficemz tuto normu budeme nazyvat normou
v polomrizce L a tuto normu budeme definovat pomoci souc¢inu vSech souradnic,
coz v pifpadé polomiizek o(O}°) presné odpovidd pojmu normy z algebraické
teorie ¢isel. V sekci 4.1 se budeme vénovat pravé polomiizkam tvaru o(O5°), kde
K je libovolné totélné redlné (tedy nejen redlné kvadratické) ¢iselné téleso a o je
Minkowského vnoteni. Zde budeme misto normy v dané polomiizce dle definice
pouzivat klasickou normu, kterou zname z predchozich dvou kapitol, abychom
jednoduseji aplikovali néstroje ze tteti kapitoly (tyto normy jsou navic stejné).
Ve vété [4.2] je popsan a dle ¢lanku [3] dokdzan odhad na normu nerozlozitelnych
prvkia v pripadé realnych kvadratickych ciselnych téles, pricemz tento odhad je
optimalni, pokud v daném ¢iselném télese existuje jednotka s normou —1. Ve vété
je poté dokazan méné presny odhad pro obecné totalné realna ciselna télesa,
tento dikaz je reprodukovan z clanku [8] a pouzivd, mimo jiné, Minkowského
vétu o miizovych bodech, kterd je uvedena v ¢asti 2.4.3 jakozto véta[2.36] Celkové
tedy dojdeme k zavéru, ze v tomto pripadé polomrizek nemohou mit nerozlozitelné
prvky libovolné velkou normu ve své polomiizce. V sekci 4.2 vSak ukazeme, Ze pro
obecné polomrizky toto neplati: v této sekci zkonstruujeme priklad polomrtizky
v libovolné dimenzi, kde nerozlozitelné prvky mohou mit libovolné velkou normu
ve své polomfizce. Tento priklad je vlastnim dilem autora a tento vysledek je
shrnut ve véte 4.5l

Vyznamu nerozlozitelnych prvkia v polomrizkach 0((’)}’0) bylo vyuzito v radé
nedavnych ¢lankt, aby bylo mozné dokazat napriklad to, Ze univerzalni kvad-
ratické formy musi mit hodné proménnych, o ¢emz pojednavaji ¢lanky [2] a [7].
Jinému popisu monoidu (’)[JQ’O pro pripad redlnych kvadratickych ¢iselnych téles
se rovnéz vénuje ¢lanek [5].



1. Zakladni vlastnosti polomrizek

1.1 Pripomenuti znadmych pojmiu

1.1.1 Zakladni topologické pojmy

V 1vodni c¢asti této sekce si struéné pripomeneme znamé pojmy z topolo-
gie, které budeme v praci potrebovat, a zaroven ukazeme néjaké souvislosti mezi
témito pojmy.

Topologickiym prostorem budeme rozumét dvojici (X, 7), kde X je neprazdna
mnozina a 7 je systém podmnozin X, ktery obsahuje prazdnou mnozinu, mno-
zinu X a je uzavieny na konec¢né pruniky a libovolné sjednoceni. Systém mnozin
T nazyvame topologii a mnoziny patiici do systému 7 nazveme otevrené mno-
Ziny. V této praci nds bude pouze zajimat situace X = R"™ a 7 bude standardni
topologie, kterou si nyni predstavime:

Standardni topologie na R" je indukovana eukleidovskou normou, kde euklei-
dovskd norma bodu x = (z1, %2, ...,x,) € R" je definovana jako

]l = \/a? + 23 + ... + a2,

Nyni mizeme zadefinovat pojmy koule, sféry a jejich poloméri € > 0: Otevrenou
kouli kolem bodu x € R™ o poloméru ¢ budeme rozumét mnozinu vsech bodi
y € R", Ze ||z —y|l, < e, wzavienou kouli kolem bodu z € R" o poloméru ¢
budeme rozumét mnozinu vSech bod y € R, Ze ||z — y||, < ¢ a sférou kolem
bodu x € R" o poloméru € budeme rozumét mnozinu vsech bodi y € R", ze
||z — y||, = €. Oteviené koule budeme znacit symbolem U, (g) nebo U,, pokud
konkrétni volba e nebude dilezitd, obdobné budeme uzaviené koule znacit U, (c)
¢i U, a sféry budeme znacit S,(¢) ¢i S,. Nyni si mtiZeme jiz konkrétné fici, co je
to standardni topologie na R"™. Jako oteviené mnoziny budeme uvazovat prave
takové mnoziny G C R", ze pro vsechna x € G existuje oteviena koule U, tak,
ze U, C G. Opravdu se jedna o topologii a navic dostavame, ze vSechny oteviené
koule jsou oteviené mnoziny.

Déle budeme pouzivat trojuhelnikovou nerovnost, ktera rika, ze pro vSechna
vy € R plati [[z + yl, < [[zll, + [lyll,

Dilezity pro nas bude pojem hromadného bodu mnoziny M C R™:

Definice 1.1. Necht M C R™ a wvazujme bod © € R™. Rekneme, Ze bod = je
hromadny bod mnoziny M, pokud pro vsechny otevrené koule U, kolem bodu x
plati, Ze M N (U, \ {x}) # 0. MnoZinu M nazveme diskrétni, pokud Zddny bod
x € R™ neni hromadnym bodem mnoZiny M.

Nyni si pripomeneme pojmy uzavrené mnoZiny a topologického uzdvéru. Mno-
zinu M C R" nazveme uzavienou, pokud pro kazdy hromadny bod x mnoziny M
plati, ze x € M. D4 se ukazat, ze uzaviené mnoziny jsou pravé doplnky otevienych
mnozin (vzhledem k R™). Topologickym uzdvérem mnoziny M C R" rozumime
nejmensi uzavienou mnozinu (co do inkluze), kterd obsahuje mnozinu M. To-
pologicky uzavér mnoziny M budeme znaéit symbolem M, coz se shoduje s jiz
zminénym znacenim u otevienych a uzavienych kouli, nebot topologickym uza-
vérem kazdé oteviené koule je uzaviena koule o tom samém poloméru, specidlné
dostavame, ze uzaviené koule jsou uzaviené mnoziny.



Déle budeme potiebovat pojem kompaktni mnoziny, k jehoz zadefinovani vyu-
zijeme pojmu pokryti mnoziny M C R", coz je takovy systém otevienych mnozin
(Gi)ier v R", Ze M C U;jer Gi- Mnozinu M C R™ nazveme kompaktni, pokud
»Z kazdého pokryti 1ze vybrat koneéné podpokryti“, neboli pro kazdé pokryti
(Gi)ier mnoziny M existuje koneénd mnozina J C [ tak, ze (G;);jes tvoii pokryti
mnoziny M.

Tato definice kompaktni mnoziny je validni pro obecné topologické prostory,
avsak v pripadé topologického prostoru R"™ se standardni topologii mizeme vy-
uzit dvé jednoduché charakterizace kompaktnich mnozin: Mnozina M C R" je
kompaktni, pravé kdyz kazda jeji nekonecnd podmnozina ma hromadny bod v M,
a dale je mnozina M kompaktni, pravé kdyz M je uzavrend (pro kazdy hromadny
bod z mnoziny M plati, ze + € M, ekvivalentné X \ M je oteviend mnozina)
a omezend (existuje ¢ € R tak, ze ||z||, < ¢ pro vSechna x € M). Prikladem
kompaktnich mnozin jsou uzaviené koule, sféry, ale také krychle, které si nyni
predstavime:

Definice 1.2. Necht c € R je kladné cislo. Krychli v R™ s parametrem ¢ rozumime
mnozinu K(c) ={y e R" | Vi € {1,2,...,n},—c <y, <c}.

Nyni jiz prejdeme k tvrzenim, kterd si dokazeme, ktera propojuji vyse pred-
stavené pojmy a zaroven se nam budou hodit i v dalsich sekcich této kapitoly.

Tvrzeni 1.3. Budte X, M C R", necht X je kompaktni mnozZina a M je diskrétni
mnozina. Potom X N M je konecnd mnozina.

Diikaz. Pro kazdé x € X plati, Ze  neni hromadnym bodem mnoziny M, proto
existuje oteviend koule U, tak, ze MNU, C {z}. Systém otevienych kouli (U, ),ex
tvoril pokryti mnoziny X, kterd je kompaktni, proto existuje koneénd mnozina
Y C X tak, ze (Uy)yey rovnéz tvoii pokryti mnoziny X. Poté plati:

xnM <|UU,nM <yl
yey
nicméné Y je koneéna mnozina, ¢imz je tvrzeni dokazané. O]

Toto tvrzeni ma nasledujici disledek:
Disledek 1.4. KazZdd diskrétni mnozZina M C R™ je nejuyse spocetnd.

Diikaz. Staci pokryt celé R™ spoc¢etné mnoho kompaktnimi mnozinami, k ¢emuz
muzeme vyuzit systém krychli K (m)en. Potom |M| < | Ueny K (m)NM|. Kazda
z mnozin K(m) N M je konetna diky tvrzeni [I.3] Nyni si stac¢i uvédomit, ze
sjednoceni spocetné mnoha koneénych mnozin je nejvyse spocetna mnozina, ¢imz
byl ditkaz dokoncen. O

O vztahu kompaktnich a diskrétnich mnozin v R™ si ukazeme platnost jeste
jednoho tvrzeni, které tizce souvisi s tvrzenim Zaroven budeme toto tvrzeni
casto vyuzivat k tomu, abychom dokazali, Zze néjaka mnozina je diskrétni.

Tvrzeni 1.5. Necht M C R". Predpokladejme, Ze pro kaZdou krychli ze systému
(K(m),m € N) v R" plati, ze K(m) N M je konecnd mnoZina. Potom M je
diskrétni mnoZina.



Diikaz. Diikaz provedeme sporem. Necht x € R™ je hromadny bod mnoziny M.
Induktivnim opakovanim definice hromadného bodu dostaneme, Ze oteviena koule
U.(1) (oteviena koule kolem bodu z s polomérem 1) obsahuje nekoneéné mnoho
prvki mnoziny M. Neni tézké odvodit existenci krychle K (m), kterd bude obsa-
hovat otevienou kouli U, (1), specialné¢ bude obsahovat nekonecné mnoho bodu
z mnoziny M, ¢imz vsak dostavame spor s predpokladem, ze K (m)NM je konecna
mnozina. O

Tvrzeni [L.5 by rovnéz platilo, pokud bychom predpokladali koneény prunik
mnoziny M s kazdou z mnozin z libovolného systému kompaktnich mnozin v R™,
ktery pokryva celé R™. My se vSak budeme zabyvat predevsim pripadem, kdy
dany systém kompaktnich mnozin tvori krychle.

Na zaveér této Casti si zavedeme pojem kuzele. Mnozina M € R"™ je konvexnt,
pokud pro vSechna z,y € M a pro vSechna t € [0, 1] plati, ze tz + (1 — t)y € M.
Kazda konvexni mnozina M je uzaviena na konvexni kombinace, tedy pro vsechna
T1,Ty,... T, € M a viechna t1,to,...,t, € R{ takovd, Ze S8 ¢; = 1 plati, Ze

¥ tiz; € M. Konvexnim obalem mnoziny M rozumime nejmensi (co do inkluze)
konvexni mnozinu, kterda mnozinu M obsahuje. Otevrenym poloprostorem v R"

budeme rozumét mnozinu vsech bodu = = (z1, s, ...,x,) € R™ takovou, ze pro
néjaka fixni ¢isla a1, as, ..., a, € R plati a1z1 +asxs +. ..+ a,x, > 0, pricemz po
oznaceni a := (aq, as, . .., a,) budeme pro soucet a1+ asxs+. . . + a,x, pouzivat

znaceni (a, z), odpovidajici standardnimu skaldrnimu soucinu vektortu a, z. Déle
budeme vyuzivat toho, ze skalarni souc¢in (a,z) jakozto funkce n-dimenzionalni
proménné z je spojita funkce, a tedy na kazdé kompaktni mnoziné nabyva tato
funkce svého maxima a minima, specialné je tato funkce na této mnoziné omezena.
Nyni jiz zadefinujeme pojem kuzele:

Definice 1.6. Neprazdnou konvexni mnozinu C v R™ nazveme kuzelem, pokud
plati, Ze existuje otevieny poloprostor takovy, Ze vsechny proky C \ {0} v tomto
otevreném poloprostoru leZi, a navic pro vsechna x € C plati, Ze C' obsahuje bod
tx pro vsechna t € Ry.

Jednoduchym pifkladem kuZele je mnozina (R§)", tedy mnozina vsech bodt
z R™, které maji vSechny souradnice nezaporné (nenulové prvky tohoto kuzele lezi
v otevieném poloprostoru daném nerovnici x; + 22 + ... + x,, > 0). V pripadé
n = 2 bude pro nas vyznacny kuzel, ktery je zkonstruovan jako konvexni obal
dvou polopiimek, které na sebe nejsou opacné, a zaroven maji spolecny pocatecni
bod v bodé (0,0). Kuzele v jedné dimenzi budou charakterizovany v odstavci pred

tvrzenim [L111

V této praci vyuzijeme nasledujici vlastnost kuzelu:

Tvrzeni 1.7. Necht C C R" je kuzel takovyj, Ze nenulové proky C lezi v otevieném
poloprostoru uréeném nerovnici {a,x) > 0 a pro vSechna redlnd cisla t € R*
oznacme Uy := {x € R" | 0 < (a,x) < t}. Potom pro vdechna t € RY je mnoZina
C NU; omezend, tedy C N Uy je kompaktni mnoZina.

Diikaz. Dukaz provedeme sporem, necht ¢ € R* je takové, ze C' N U, neni ome-
zend mnozZina. Zvolme posloupnost prvki (/3;);eny nasledujicim zptisobem: Necht
|151]], > 1 a pro vSechna i € N, necht ||8;11]l, > 2]|8il|,. Takova posloupnost
prvkt z C' N U, existuje diky neomezenosti této mnoziny a déale snadno nahléd-

v i—00 ’ v . v 7 v .
neme, ze ||f;||, — oo. Déle pro vSechna ¢ polozme r; := I 51 Poté pro vSechna i

illa
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plati, ze ||r;5]|, = 1,0 < r; < 1 a navic r; 282 0. Nyni si uvédomime, ze skalarni
souciny (a, r;3;) konverguji k 0:
riB3;€C Bi €U, o0
< Aa,rify) =rifa, Bi) < Ctr 0. (1.1)
Ted vyuzijeme toho, Zze vSechny prvky r;5; lezl na jednotkové sfétre, coz je
kompaktni mnoZina, tedy posloupnost (7;5;)iey mé hromadny bod 8 € C'N Sy(1)
(tedy plati, ze ||3||, = 1), necht r;, 3;; 728 3. Nyni ukézeme, ze (a, 5) = 0:

(a,B) = awfe = > ap(lim vy, B;))p = Im > ay(r;, 5, =
k=1 k=1 7 I

= lim (a, 3, 3;;) & 0,

j—00

=y
=

kde sc¢itaci index k vzdy znacil k-tou soutadnici daného prvku. Podle definice
kuZele C' maji viechny nenulové prvky C vyhovovat podmince (a, z) > 0, nicméné
prvek 3 je nenulovy (nebot ||3]|, = 1), lezi v C, ale (a, 8) = 0 a to je spor. Proto
je mnozina C' N U; omezend a tvrzeni je dokdzané. O]

1.1.2 Zakladni algebraické pojmy

Zacneme pripomenutim algebraickych pojmi pologrupy, monoidu, jejich pod-
struktur a generatori. Pologrupou rozumime dvojici (S, +), kde + je asociativni
binarni operace na neprazdné mnoziné S. Pokud navic mnozina S obsahuje neu-
tralni prvek 0 k operaci +, potom trojice (S, 4+, 0) je monoid. Od ted budeme volné
zaménovat pojem algebraické struktury monoidu (5, +,0) a jeho nosné mnoziny
S. Libovolnd podmnozina monoidu S, ktera je uzaviend na operaci + a obsahuje
0, tvori podmonoid monoidu S. Pro kazdou podmnozinu M mnoziny S miizeme
dale uvazovat monoid generovany mnozinou M, coz je monoid na mnoziné

t
{Zkimi|k’l,k’g,...,ktENo,ml,mg,...,thMatEN},

=1

a budeme pro tento monoid pouzivat znaceni (M).

Mame-li 2 monoidy (M, 4+, 00) a (N, +x,0n), tak homomorfismem monoidi
M a N rozumime zobrazeni ¢ : M — N takové, ze pro vsechna my, mo € M plati,
ze

e(my +u m2) = p(ma) +n @(ma), (0r) = O

Monoidy M a N jsou izomorfni, pokud mezi nimi existuje izomorfismus, neboli
bijektivni homomorfismus. Izomorfni monoidy M a N budeme znacit M ~ N.

Podrobnéjsi zavedeni téchto pojmu lze nalézt v knize [I], kterd pojednéva
o univerzalni algebre.

V tuto chvili si jiz mizeme zadefinovat klicovy pojem celé této préace, pojem
polomfizky:

Definice 1.8. Necht L je podmonoid monoidu R™ (s operaci standardniho sc¢i-
tdni po slozkdch). Rekneme, Ze L je polomfizka, je-li L diskrétni mnozina, kterd
obsahuje alespon jeden nenulovy prvek, a zdroven existuje kuzel C' C R™ takovy,
ze L C C.



Je-li L polomrizka, pak L je jisté nekonecna a neomezend mnozina, nebot ob-
sahuje vSechny nésobky néjakého svého nenulového prvku. Zaroven je L spocetna
mnozina, coz plyne z dusledku [1.4]

Ve treti kapitole této prace potkdme pripad dvou monoidu, které budou izo-
morfni, ale pouze jeden z téchto monoidi bude tvorit polomrizku. To nastane
kvili tomu, Ze izomorfismus nemusi zachovavat, zda-li nosnd mnozina prislusného
monoidu je diskrétni. Ve treti kapitole také nalezneme ptiklad 2 polomtizek, které
budou sice izomorfni, ale jednotlivé budou tvorit polomrtizku v jiné dimenzi.

1.2 Polomrizky v jedné dimenzi

V této sekci budeme uvazovat standardni usporadani < na R a ukdzeme si
ekvivalentni charakterizaci polomrizek v jedné dimenzi pomoci existence bijekce
s Ny zachovavajici standardni usporadani.

Polomfizkam v jedné dimenzi je rovnéz vénovan clanek [14], kde je pro tyto
polomfizky pouzivano pojmenovani ,liken®, vychazejici z anglického ,likeN*“, ne-
bot tyto objekty svou aditivni a multiplikativni strukturou pripominaji ptirozena
¢isla. V tomto c¢lanku jsou rovnéz dokazany ruzné, predevsim analytické a to-
pologické vlastnosti téchto polomftizek, pricemz nékterym z téchto vlastnosti se
budeme vénovat pozdéji v této kapitole, kde tyto vlastnosti zobecnime pro polo-
miizky v libovolné dimenzi.

Definice 1.9. Necht M C R je neprdzdnd mnoZina. Rekneme, Ze M je dobie
usporadand, pokud kazZdd neprdizdnd podmmnozina M obsahuje nejmensi prvek.

Jelikoz je standardni uspordadani < na R tuplné usporadani, tak pojem nejmen-
stho prvku néjaké podmnoziny R splyva s pojmem minimélniho prvku, ¢ehoz vy-
uzijeme pri dikazu néasledujiciho lemmatu, které poté vyuzijeme k charakterizaci
polomfizek v jedné dimenzi. Dale si snadno uvédomime, ze jediné dva oteviené
poloprostory v R jsou mnoziny kladnych a zapornych ¢isel a jediné kuzele v R
jsou prave tyto oteviené poloprostory a jejich topologické uzavéry, coz jsou mno-
ziny nezapornych a nekladnych realnych ¢isel. Ze symetrie se ndm staci omezit na
otevieny poloprostor R* a kuZel Ry, a pravé pro tuto situaci zformulujeme néasle-
dujici pomocné lemma a poté i slibené tvrzeni, které charakterizuje polomiizky
v jedné dimenzi.

Lemma 1.10. Necht L C R{ je diskrétni mnoZina. Pak L je dobre usporddand.

Diikaz. Tvrzeni ukazeme sporem. Nechf L neni dobre usporddand mnozina, tedy
existuje neprazdna mnozina M C L takovd, ze M neobsahuje nejmensi prvek.
Zvolme y; € M libovolné. Potom y; neni nejmensi (ani minimalni) prvek mno-
ziny M, a proto existuje yo € M tak, Ze yo < y;. Obdobné, ys neni nejmensi (ani
minimdlni) prvek mnoziny M, a proto existuje y3 € M tak, ze y3 < yo. Opako-
vanim tohoto postupu dostaneme nekonecénou klesajici posloupnost ()52, prvku
z M. Tato posloupnost m4 limitu, kterou bude néjaké realné ¢islo (nebot vSechny
prvky mnoziny L jsou nezdporné). Tato limita vSak poté bude hromadnym bodem
mnoziny M, tedy i mnoziny L, coz je spor. Tim je lemma dokézané. ]

Tvrzeni 1.11. Necht L C R je monoid. Ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:



a) Eristuje bijekce ¢ : No — L, pro kierou plati, Ze ¢(0) = 0 a posloupnost
(p(2))2, je rostouct.

b) L je polomrizka (k cemuZ tedy staci ovérit, Ze L je diskrétni mnoZina).

Diikaz. a) = b): Necht existuje bijekce ¢ s pfislusnymi vlastnostmi a zvolme
libovolné x € R. Diky strukture kuzeli v jedné dimenzi, kterou jsme zminili
v odstavci pred lemmatem [I.10] ndm staci ukazat, Ze mnozina L je diskrétni, tedy
ze x neni hromadnym bodem mnoziny L, ¢ili chceme ukazat existenci oteviené
koule U, kolem bodu x tak, aby U,NL C {z}. To se ndm podaii diky vlastnostem
zobrazeni ¢: Snadno nahlédneme, ze existuje pravé jeden index ¢ € N tak, ze
muzeme zvolit

(p(i = 1), (i +1)),  pokud z € L\ {0},
L e, pokudag L
te (_007 90(1))7 pOkUd T = 07
(—00,0), pokud x < 0.

Poté plati, ze U,NL C {z}, tedy x neni hromadnym bodem mnoziny L a prvni
implikace je dokazéana.

b) = a): Bud L diskrétni mnozina. Podle lemmatu je L dobfe uspora-
dand mnozina. Definujme zobrazeni ¢ : Ny — L nasledujicim zptusobem: Nejprve
polozme p(0) = 0 a poté induktivné definujme (i) jako nejmensi prvek mno-
ziny L\ U'Z4{x(j)}. Takto definované zobrazeni ¢ je zfejmé dobie definované,
prosté a posloupnost (¢(7))2, je rostouci. Zaroven je ¢ surjektivni zobrazeni,
coz lze odvodit z toho, Ze neexistuje hromadny bod mnoziny L. Tim je tvrzeni
dokazané. O

V clanku [I4] jsou polomfizky zadefinovany jako rostouci posloupnosti neza-
pornych redlnych ¢isel (coz odpovida vlastnosti a) z minulého tvrzeni), které jsou
uzaviené na s¢itani (coz odpovidé predpokladu na algebraickou strukturu mo-
noidu L). Poté se jednoduse v [[14], Proposition 2] ukaze, ze mnozina L opravdu
tvori pologrupu (dokonce tvori monoid), a ze dand posloupnost roste nad vsechny
meze, ma tedy limitu oo.

MnoZina nezdpornych raciondlnich éisel Qf netvoii polomiizku, protoZe tato
mnozina obsahuje hromadné body.

Opacné implikace k lemmatu neplati: Obecné plati, Ze kazdy podmonoid
monoidu Ry, ktery je generovan néjakou dobie uspoiddanou mnozinou genera-
tortd, je dobfe usporadany, bez ohledu na to, zda-li mnozina generatort obsa-
hovala hromadné body ¢i nikoliv. Uvazme napiiklad monoid generovany prvky
{1 — % |neN } Takovyto monoid je tedy dobte usporadany, ale nejedna se o po-
lomfizku, podrobnosti lze nalézt na odkaze [4].

1.3 Polomrizky ve vice dimenzich
Nejprve si zadefinujeme usporadéani ve vice dimenzich, které zahy vyuzijeme,

pricemz zaroven zobecnime nékteré vlastnosti jednodimenzionalnich polomfizek
z ¢lanku [14]:
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Definice 1.12. Necht M C R" je mnoZina a budte o, € M. Rekneme, e o je
totalné vétsi nez § (nebo 5 je totalné mensi nez a), pokud existuje v € M tak,
ze o = B+ . Tuto skutecnost znacime o > 5.

Je jednoduché ovérit, ze relace =), je castecné usporadani na M. Nejedna se
vsak obecné o dobré, ani o iplné usporadani.

Stézejnim pojmem této prace je pojem nerozlozitelného prvku, coz jsou presné
minimalni prvky vzhledem k usporddani =, na mnoziné M \ {0}. Nejcastéji
nas bude zajimat pripad, kdy mnozina M tvori polomfizku, ovsem v nasledujici
definici toto pozadovat nebudeme.

Definice 1.13. Bud M C R™ mnoZina a o € M. Rekneme, e o je nerozlozitelny
prvek v M, pokud je nenulovy a pro vsechna 3,y € M takovd, Ze o = B + 7
plati, Ze bud B nebo v je rovno nule. MnozZinu nerozloZitelnych prvki mnozZiny M
budeme znacit Pyy.

Snadno nahlédneme, ze pokud mame 2 monoidy M; a My, které jsou izomorfni
jako monoidy pomoci izomorfismu ¢: M; — Ms, tak poté plati, ze nerozlozitelné
prvky se izomorfismem zobrazi na nerozlozitelné prvky, neboli (P, ) = Pay,-

Déle se ukazuje, ze mnozina nerozlozitelnych prvki néjaké polomtizky je vzdy
neprazdnd, a navic ji i generuje, coz si ukdzeme ve vété [[.15] K jejimu dikazu
budeme pottebovat nasledujici lemmas:

Lemma 1.14. Necht L je polomiizka, obsaZend v kuZeli C' takovém, Ze nenulové
proky C' lezi v otevreném poloprostoru uréeném nerovnici (a,x) > 0. Potom pro
kazZdé o € L existuje jen konecne mnoho € L takovich, Ze B =, a.

Diikaz. Dukaz provedeme sporem. Necht B := {5 € L | f =<, a} je nekonecnd
mnozina. S pomoci tvrzeni se d& snadno odvodit, ze mnozina B je nutné neo-
mezend. Nyni budeme postupovat obdobné jako v dikazu tvrzeni[I.7] tedy zkon-
struujme posloupnost (5;);en prvki z B nasledujicim zptisobem: Necht |[5;]], > 1
a dale pro vSechna i € N zvolme ;4 tak, ze ||8i1]], > 2]|5i]],. Takova posloup-
’L-_})OO

nost f; jisté existuje, nebot B je neomezend mnozina, a navic |||, oo. Pro

= m, tedy bude platit, Ze ¢; ‘"= 0 a navic t; < 1
pro vSechna i. Déle bude platit, ze pro vsechna ¢ plati ¢;5; € C, coz plyne z de-
finice kuzele C. Pouzitim multiplikativity normy ||-||, navic dostaneme, ze pro
vSechna 7 plati ||t;5;]], = 1, tedy t;8; € So(1), coz je kompaktni mnozina, tedy
z posloupnosti (¢;3;):en lze vybrat konvergentni podposloupnost, kterd mé limitu
v O, necht je touto konvergentni podposloupnosti (ts, ;) jen a oznacme limitu
této posloupnosti u. Zaroven si povSimneme, ze ||ul|, = 1.

Ted vyuZijeme toho, Ze vSechny prvky f3;; jsou totdlné mensi nez «, coz z de-

vsechna ¢ € N definujme ¢; :

finice znamena, ze o — (3;; € L. Z definice kuzele C plyne, Ze t;, (a — 5”) e C.
Nyni se podivame na normu téchto prvkii:

li; (Oé — 5@)

kde v prvni nerovnosti jsme pouzili trojihelnikovou nerovnost. Tim jsme vSak

tijOzHQ +

tij /Bij

, < L < llall, +1,
ukézali, 7e viechny prvky t;, (a — ;) le# v Ug([lal[, + 1), coz je kompaktni

mnozina, tedy posloupnost (tij (oz — @J)) -~ ma néjaky hromadny bod, tedy
j
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existuje néjaka konvergentni podposloupnost (t,-jk (a — 6ijk)>keN s limitou v € C.

Snadno nahlédneme, Ze ¢;; o Fope 0, protoze o je konstantni a ¢;; konverguji k 0.
Poté vsak plati:

0=t (0= Bu) = Jim ~to, B, =~

¢ili u, —u € C. Vsechny nenulové prvky C vSak z definice kuzele C' musi lezet
v tom samém otevieném poloprostoru, tedy musi platit

(a,u) >0, {a, —u) >0, (1.2)

nebot ||ull, = 1 a tedy u # 0, nicméné linearita skalarniho sou¢inu nam dava
(a,u) = —{a, —u), coZ je spor s nerovnostmi (|1.2)) a lemma je dokdzané. O

Nyni jiz mizeme ukazat, ze kazda polomfizka je generovana svymi nerozlo-
zitelnymi prvky. Tato vlastnost je pro jednodimenzionélni polomrizky dokazana
v ¢lanku [14] jako Proposition 7, pficemz v Proposition 6 v tomtéz ¢lanku je
ukazano, ze mnozina nerozlozitelnych prvki jednodimenzionalnich polomtizek je
neprazdna, coz vSak v nasem obecném pripadé potreba dokazovat neni, nebot to
trivialné plyne z toho, zZe nerozlozitelné prvky generuji danou polomtizku, coz si
nyni ukazeme:

Véta 1.15. Kazda polomrizka L je generovina mmnozZinou sviych nerozloZitelnijch
proka, cili L = (Pr).

Dukaz. Zvolme a € L a ukazme, Ze « lze napsat jako soucet konecné mnoha ne-
rozlozitelnych prvkia. Oznacme M (a) mnozinu takovych prvka 5 € L, které jsou
totalné mensi nez «, tedy f <p a. Podle lemmatu je M(«a) konefnd mno-
zina, a navic ziejmé 0, € M («). Samotny dikaz kyzeného tvrzeni provedeme
matematickou indukci podle |M(«)|.

Nejprve si povsimnéme, ze kdykoliv napiSeme o« = 3 + v pro 5,7 € L, tak
nutné 5,y € M(a), M(5) C M(a) 2 M(y) a pokud v # «a # 3, tak dostaneme
[M(B)] < [M(a)| > |M()].

Je-li |[M(a)| = 1, pak nutné o« = 0 a to je prazdnd linedrni kombinace ne-
rozlozitelnych prvk.

Pro |M(«a)| = 2 dostaneme, ze kdykoliv a = 8 + v pro 5,7 € M(«), tak
nutné 3,7 € {0, a}. To implikuje, Ze « je nerozlozitelny prvek, tedy je i souc¢tem
nerozlozitelnych prvki.

Nyni uvazme prirozené ¢islo n > 3. Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro
IM(a)] = 1,2,...,n — 1 a mé&me takové o € L, ze |M(a)| = n. Rozlozme
a = [+ pro f,7 € M(«a). Zaroven predpokladejme, Ze o neni nerozlozitelny
prvek (jinak je situace obdobna pripadu |M(a)| = 2), tedy rozklad a = § + v
lze zvolit tak, ze f # a # 7. Snadno nahlédneme, ze M(5) C M(a) 2 M(y),
¢ili |IM(B8)] < |M(a)| > |M(vy)] a dvojitym pouzitim indukéniho pfedpokladu
dostaneme, ze 3 i v jsou souctem nerozlozitelnych prvki, ale poté je i a souctem
nerozlozitelnych prvkl a véta je dokazana. O

Nyni zamérime nasi pozornost na polomfizky generované néjakou mnozinou
X (jak lze tuto mnozinu volit, si za chvili ukdZzeme v tvrzeni [1.16]). Ve vété [1.17]
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jsme si vSimli, ze pro polomrtizku L lze jako mnozinu X volit mnozinu jejich ne-
rozlozitelnych prvki, tedy Pp. Snadno si uvédomime, Ze pro kazdou polomrtizku
L, generovanou mnozinou X plati, ze jeji nerozlozitelné prvky Pp musi pattit do
mnoziny X, neboli P, C X. Tato uvaha projde pro kazdou generujici mnozinu
X, proto nerozlozitelné prvky tvori minimalni mnozinu generatort polomrizky L
(¢ili nejmensi generujici mnozinu co do inkluze), z ¢ehoz mimo jiné plyne, ze ko-
necné generované polomriizky jsou pravé takové polomrizky s koneénym pocétem
nerozlozitelnych prvku. Ukazuje se, ze aby (X) (coz je nyni monoid generovany
mnozinou X C R™) tvoril polomiizku, staci o mnoziné X predpokldadat, aby byla
diskrétni a byla obsazena v takovém kuzeli, ze nenulové prvky jeho topologického
uzavéru lezi v néjakém otevieném poloprostoru. Ten samy kuzel i otevieny po-
loprostor ndm zaroven dosvédci, ze opravdu (X) je polomrizka, coz si ukdzeme
v nasledujicim tvrzeni:

Tvrzeni 1.16. Necht X C R"™ je diskrétni mnoZina, obsaZend v nejakém kuzZeli
C' takovém, Ze nenulové proky C leZi v otevieném poloprostoru urceném nerovnici
(a,x) > 0. Potom (X) je polomiizka, jejiz proky lezi v kuZeli C.

Diikaz. Nejprve ukézeme, ze monoid (X) lezi v kuzeli C, tedy v tom samém
kuzeli, ve kterém lezela mnozina X: Zvolme § € (X) libovolné. Poté existuje
k € N, nezaporna cela cisla ti,ts,...,t; a prvky aq, s, ...,qr € X tak, ze
g = Zle t;a;. Jednoduchou tupravou posledni rovnosti dostavame:

1 oot
: tﬁzz Rt (1.3)
Zi:1 [ i=1 Z]’:1 7
Povsimnéme si, Ze na pravé strané rovnosti (|1.3) mame konvexni kombinaci prvki
a1, o, ..., 0, z ¢ehoz plyne, ze cely tento vyraz lezi v C, protoze je to konvexni

mnozina. Podle rovnosti ([1.3)) plati B € C, poté vsak z definice kuzele

k
i=1ti
dostéavame, ze 5 € C, ¢imz jsme ukazali, ze (X) C C.

Nyni zbyva ukézat, ze (X) je monoid na diskrétni mnoziné. K tomu vyuzijeme
tvrzeni , dle kterého staci ovérit, ze (X) ma konec¢ny prinik s kazdou z krychli
K(m) pro m € N. Zvolme m € N. Necht o = ¥, t;c; € (X) N K(m), kde t; € N
a o; € X a ukdzeme, ze takovych a existuje pouze konecné mnoho tim, ze bude
pouze konecné mnoho moznosti na «;, které generuji «, a zaroven omezime kazdy
z koeficientu t;. Jelikoz K (m) je kompaktni mnozina, spojitd funkce skaldarniho
soucinu (a,-) zde nabyva svého maxima, ozna¢me toto maximum ¢, tedy pro

vSechna 8 € K(m) plati (a, 5) < t. Nyni ozna¢me
U :={zxe R"|0< (a,z) <t},

podobné jako v tvrzeni Potom K(m) C U; a jelikoz (X) C C (coz jsme
dokézali vyse), dostavame (X)N K (m) C U;NC, specidlné o € U(t)NC'. Mnozina
U(t) N C je podle tvrzeni omezend, jeji uzavér je tedy kompaktni mnozina
a pouzitim tvrzeni [[.3] dostdvame, 7e X NU; N C' = X N U, je konetnd mnoZzina
(zde jsme vyuzili toho, ze X je diskrétni), tedy pouze koneéné mnoho prvku
f € X vyhovuje podmince (a, ) < t. Déle plati:

acU

t > {a,a) = <G,Ztiai> = tha, a;) > (a,aj),
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kde posledni nerovnost plati pro vSechna j. To vsak znamena, ze vsechna «; jsou
nutné z X NU;, coz je konecnd mnozina a tedy moznych «; je jen konec¢né mnoho.
Zbyvéa omezit koeficienty ;. Pro vSechna j plati:

<a7 Oé> = Zti<a7 ai> > tj<a7 aj>>

(a, o)
<CL, aj)
a z toho jiz plyne, Ze moznych a € (X) N K(m) je jen konetné mnoho, jinymi
slovy je mnozina (X) N K (m) konefna a pouzitim tvrzeni [1.5| dostavame, ze (X)
je diskrétni mnozina.

Tim jsme ovérili vSe potiebné k tomu, aby (X) byla polomfizka, tvrzeni je
tedy dokazané.

piicemz po tupravé dostaneme ¢; < , ¢imz jsme omezili koeficienty t;

]

Jednodimenzionalni pfipad predchozi véty lze nalézt i v ¢lanku [14], konkrétné
se jedna o Proposition 12 pro konecné generované polomftizky a Proposition 14
pro nekonec¢né generované polomrizky.

Na zavér této kapitoly si uvedeme tvrzeni, které dava do souvislosti linearni
nezavislost néjaké generujici mnoziny X polomtizky L ve vektorovém prostoru
R™ nad télesem Q a jednoznacnost vyjadreni vsech prvki polomrizky L pomoci
generatori z mnoziny X. Tento fakt je rovnéz zminén v ¢lanku [14] jako Pro-
position 11 pro jednodimenzionalni polomfizky, pokud je generujici mnozina X
konecnd (a navic se jednd pouze o implikaci =) nésledujiciho tvrzeni:

Tvrzeni 1.17. Necht L C R"™ je polomrizka, kterd je generovdna (potencidlné
nekonecnou) mnozinou X. Potom pruky mnoZiny X jsou linedrné nezdvislé ve
vektorovém prostoru R™ nad télesem Q, pravée kdyz kazdy prvek 3 € L ma jedno-
znacné vyjadrent jako linedrni kombinaci prvki z X s celociselnymi nezapornymi
koeficienty.

Diikaz. Méjme X = {«; | i € I'}. Pro vSechny prvky 5 € L plati, Ze

p= Zmz‘az‘ = Zniai»

iel icl

pro n&jakd m;, n; € Ny, pravé kdyz 0 = 3,7 (m; — n;)ay. Tyto tpravy si mizeme
dovolit diky tomu, Ze pouze kone¢né mnoho m; je nenulovych, stejné jako konecné
mnoho n; je nenulovych. Nyni jiz k dikazu samotné ekvivalence, obé implikace
dokazeme neprimo.

=-: Necht existuje g € L takové, Ze nema jednoznacné vyjadieni jako linearni
kombinaci prvki z X, tedy 8 = > ;c; mia = > ;1 nio; pro néjaka m;,n; € Ny,
a zaroven néjaké m; — n; # 0. Pak ovSem 0 = Y_,c;(m; — n;)ay; a jelikoz alespon
jeden z koeficienth m; — n; je nenulovy, ukazali jsme tim, Ze prvky mnoziny X
jsou linearné zavislé a tato implikace je dokézana.

<: Necht jsou prvky mnoziny X linedrné zavislé nad Q, tedy 0 = > ;c;ticy
pro néjaka ¢; € Q takovd, ze jen konecné mnoho z nich je nenulovych, ale zaroven
alespon jeden z nich je nenulovy. Bez ijmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze
vsechna t; € Z, k tomu staci celou rovnost vyjadiujici 0 jako netrivialni linedrni
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kombinaci prendsobit néjakym spolecnym nasobkem jmenovatel racionalnich ko-
eficient (poté bude nadale platit, Ze alespon jeden koeficient ¢; bude nenulovy,
a zaroven téchto nenulovych koeficienti je koneéné mnoho). Pro vSechna i € I de-
finujme m; := max(0,t;) a n; := max(0, —t;). Poté bude platit, ze m; —n; = t; pro
vsechna ¢ € I, zaroven vsSechna m;,n; € Ny a také bude pouze kone¢né mnoho
m; nenulovych, obdobné bude pouze koneé¢né mnoho n; nenulovych. Oznacme
B = iermicy = Y ey nicy. Poté prvek 5 € L ma nejednoznacné vyjadreni jako
linearni kombinaci prvki z X s celo¢iselnymi nezdpornymi koeficienty, nebot né-
jaké t; bylo nenulové, a proto bude pro prislusné ¢ platit, ze m; # n;. Tim je
dukaz dokoncen. m
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2. Teorie é¢isel

2.1 Zavedeni retézovych zlomku

V této c¢asti si pripomeneme zakladni vlastnosti fetézovych zlomki, které byly
zpracovany v ¢lanku [9]. Nésledujici definice a tvrzeni, kterd nebudou dokazovéna,
jsou prevzata pravé z tohoto ¢lanku.

Definice 2.1. Bud k € Ny. Konecnym tetézovym zlomkem délky &k rozumime
cislo tvaru

SN
Qg

kde {a;}¥_, je posloupnost redlnych éisel, pricemz pokud i > 0, tak a; > 0. Pro
konecny retézovy zlomek budeme naddle pouzivat znacent [ag, ay, . . ., agl.

Tvrzeni 2.2 ([9], tvrzeni 2). Necht ag € Z a {a;}2, je posloupnost prirozenych
hni1(ao, ay, ... ,a,)
hn(ay,ag, ..., ap)
kde {h;}2_, je posloupnost polynomi definovanych nasledujicim rekurentnim zpi-

sobem:

c¢isel. Pak pro kazdén > 0 celé cislo plati, Ze [ag, aq, . . ., a,| =

)

pro ) Z 1, hi(l’l, e ,[L’Z’) = xihi—l(xh N ,Jii_l) + h,‘_2<1’1, e ,ZEi_g).

Definice 2.3. Polynom h; z predchoziho tvrzeni nazveme i-tym tetézovym poly-
nomem.

Definice 2.4. At ag € Z a {a;}2, je posloupnost prirozengjch cisel. Polozme
Pn = kni1(ag, a1, ... an), Gn = kn(ag,ag, ..., a,), tedy plati:

p-1 =1, q-1 =0,
Po = ao, do = 1a
DPn = QnPn—1 + Pn-2, Gn = QnQn-1 + qn—2.

Pron,j € Z takovd, Zen > —1 a 0 < j < a,42, definujme ddle

pn,j = Dn + janrl = kn+3(a07 A1, ... 7&n+17j)7

a obdobné
4n,j = 4n + Jnt1 = kn+2(a17 T ’a”+1’j)'

Pokud je ap € N, tak jsou posloupnosti {p;}°_; a {¢;}2_, rostouci, navic
plati
Pn = Pn,0 < Pn, < < Prjanies = Pnt2, (21)
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An = qno < qn1 < " < Gna,o = In+2; (2'2>
a déle plati nasledujici rovnosti (pro libovolné ag € Z, n € Ny, 0 < j < ap12):

an(aO, ai, ... ,an) Pn
ag, A1, ..., 0yl = =—, 2.3
[ ] l{:n(al,ag,...,an) qn ( )
. pn, i
lag, ay, ..., an41,7] = =2, (2.4)
qnvj
pricemz rovnost ([2.4) plati i pro n = —1. Nepovolujeme piipad j = 0, aby
prislusny retézovy zlomek daval smysl, ptipadné bychom mohli dodefinovat
DPn
lag, a1, ... ,a,41,0] = =—,

n

poté by rovnost (2.4) platila i pro j = 0.
Nyni zformulujeme dalsi tvrzeni o fetézovych zlomcich z ¢lanku [9], které
budeme v této praci potiebovat.

Tvrzeni 2.5 ([9], tvrzeni 6, [10], Theorem 24). Pro k € Ny plati

Pro1Gk — PrGe—1 = (=)

Disledek 2.6 ([9], dasledek 7). Pokud k € Ny, pak (px, qx), (Pr, Pr-1), (qks @r—1)
jsou dvojice nesoudélnych cisel.

Véta 2.7 ([9], véta 8). Bud « redlné cislo. Definujme
ap = a, ag = |ag]. Pokudi € N a a;_1 # a;_1, pak rekurentné definujeme
1
o = ———a; = | . 2.5
P Lov] (2.5)
Pak nastava jedna ze dvou moznosti:
o Eristuje k € Ny takové, Ze ay, = ay. Pak « je raciondlni a plati

a = [ao,al,...,ak].

o Prokazdé k € Ny, a, # a. Pak « je iraciondlni, existuje limita posloupnosti

lim,,_,o[ag, a1, ..., a,] a tato limita je rovna prdvé ¢islu a. Budeme tézZ psdt
a = [ag, a1, as,...|. V tomto pripadé navic pro kazdé m € Ny plati
[ao, ai, ... ,agm] <a< [ao, ai,... 7(12m+1].
Vsimnéme si, ze v predchozi vété plati ai,as,... € N.

Definice 2.8. Retézovy zlomek [ag, aq, .. .] z predchozi véty se nazyvad retézo-
vym zlomkem ¢isla o, nebo rozvojem ¢isla o do fetézového zlomku.

Rozvoj kazdého iraciondlniho ¢isla o do fetézového zlomku je urcen jedno-
znacné. Konecné retézové zlomky naopak jednoznacné urcené nejsou, plati totiz:

lag, ay, ..., a,) = [ag,aq,...,a, —1,1], pokud a, # 1. (2.6)

Tato nejednoznacnost konecnych retézovych zlomka pro néds z technickych du-
vodl miize byt problematicka, konkrétné nam ovlivni to, zda-li racionalni cisla
budou hornim ¢i dolnim polokonvergentem sebe sama, ptricemz tyto pojmy bu-
dou zadefinovény v definici 2.10] Tento predpoklad bude v potfebnych mistech
vyslovené pripomenut.
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Tvrzeni 2.9 ([9], tvrzeni 11). Necht o = [ag, ay,...,a, [], kde a > 0,5 > 1.
Pak By +

Pk T Dk—1

o0=—-—" -, 2.7

Bar + qr—1 27

2.2 Polokonvergenty

2.2.1 Definice polokonvergentti a jejich pocet

V této casti této sekee si zadefinujeme konvergenty a polokonvergenty redlnych
¢isel pomoci jejich Fetézovych zlomki, a poté v lemmatu 2.1 uréime jejich pocet,
zkoumame-li polokonvergenty racionalnich cisel.

Definice 2.10. Necht « je redlné ¢islo a [ag, ay, as, .. .| je jeho retézovy zlomek.
Poté zlomek zn z deﬁm’ce nazveme n-tym konvergentem (téZ n-tym sblizenym
zlomkem ) cvz/slg [ag,ai,...].
Zlomek @, kden,j € Z, n > —1, nazveme polokonvergentem cisla o, pokud
n,j

nastane jeden z ndsledujicich pripadi:
e n# —1,n<k—2 propripad o = [ag,a1,...,ax) € Q a 0 < j < ayya,
e n=—1,n<k—2 pro pripad o = [ag,a1,...,ar] € Q a 0 < j < ay2,

e n#—1,a=ag,a1,...,a;] €Q, k—1<n<k, j=0.

Polokonvergent P azveme hornim, pokud je n liché, podobné nazveme polo-
In.j
konvergent P dolnim, pokud je n sudé. Pokud o € Q, tak posuzujeme samotné
Qn,j

cislo o jako horni i dolni polokonvergent sebe sama.

Okamzité vidime, ze pravé iracionalni ¢isla maji nekoneéné mnoho polokon-
vergentil (dokonce i nekoneéné mnoho konvergent). Racionélni ¢isla maji tedy
konecné mnoho polokonvergentti a jejich pocet presné urcime v lemmatu [2.11]

Diky rovnostem p, o = p, & gno = ¢n ze vztaht (2.1) a (2.2) dostavame, ze
kazdy konvergent je zaroven polokonvergent (toho samého ¢isla), konkrétné témto

konvergentiim presné odpovida pripad j = 0 z predchozi definice.

V definici [2.10| nepovolujeme za podminky n = —1 ptipad 7 = 0, protoze P
dn,0
pro n = —1 neni dobfe definovany vyraz (nebot g, o = 0), proto se nejedna o po-

lokonvergent ¢isla . V definici [2.10] nepovolujeme piipad j = a2, nebot tento

pripad nam nevytvori zadné nové polokonvergenty, protoze podle rovnosti

a plati Prgnss _ Prt2 a tyto zlomky tedy dostaneme jako polokonvergenty
,0n 42 Qn+2

¢isla o pro 7 = 0, dokonce se jedna o konvergenty ¢isla a.

Kv1li rovnosti neni na prvni pohled jasna jednoznacnost polokonvergenti
racionalnich ¢isel, nebot jejich fetézové zlomky nejsou kvili zminéné rovnosti je-
dnoznac¢né urceny. Ve skutecnosti tato nejednoznacnost retézového zlomku nam
zméni pouze to, zda-li je samotné zkoumané raciondlni ¢islo hornim ¢i dolnim
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polokonvergentem sebe sama, tento problém jsme vsak vyresili tim, Ze jsme ex-
plicitné v definici [2.10] uvedli, ze raciondlni ¢isla jsou hornim i dolnim polokon-
vergentem sebe sama. Pozdéji v praci budeme dokazovat rizné charakterizace
hornich i dolnich polokonvergentu ¢isla o (konkrétné ptjde o véty a je-
jich dusledky), pricemz dukazy pfislusnych vlastnosti polokonvergentu « disla
« budou platit bez ohledu na paritu k, coz dava smysl tomu, pro¢ jsou raci-
onélni ¢isla dolnim i hornim polokonvergentem sebe sama. Pfesto musime byt
kvili této nejednoznacnosti konecnych fetézovych zlomkt opatrni, obzvlasté pri
dikazu nésledujiciho lemmatu [2.11] kde budeme urcovat pocty hornich a dolnich
polokonvergenttu racionalniho ¢isla a.

_ b
dk
praveé a; + az + ... + ap hornich polokonvergenti a 1+ ay + ...+ ap_1 dolnich
polokonvergenti cisla ac. Naopak, je-li k sudé, poté existuje praveé ai+az~+. . .+ag_1
hornich polokonvergenti a 1+ as + ...+ a dolnich polokonvergenti cisla o.

Lemma 2.11. Necht o = [ag, ay, ..., ax] € Q. Je-li k liché, poté existuje

Diikaz. Ovérime pocet hornich a dolnich polokonvergentti ¢isla o nejprve pro k
liché, pro k£ sudé bude postup zcela analogicky a nebudeme jej provadét. Necht
je tedy k liché. Ptimo z definice hornich polokonvergenti dostavame, ze horni

polokonvergenty ¢isla o jsou pravé zlomky tvaru P dle definice [2.10| pro n li-

n,j
ché, -1 <n<kal<j<ayo, pron = —1 navic j # 0, naopak pro pripad
n = k povolujeme pouze ptripad j = 0. Snadno nahlédneme, Ze vSechny pripustné

hodnoty parametru n jsou —1,1, ..., k, pricemz pro n = —1 nepovolujeme ptipad
j # 0 a pro n = k naopak nutné plati 7 = 0. To znamena, ze pripad n = —1
nam dava a; — 1 hornich polokonvergentti, pripad n = 1 dava ag hornich polo-
konvergentii ... az nakonec pripad n = k — 2 nam d& a; hornich polokonvergentii
a pripad n = k jen jeden horni polokonvergent ¢isla «, a to ¢islo a sebe sama.
Proto mame celkové (a3 — 1) + a3 + a5 + ... + ax + 1 hornich polokonvergentt
¢isla a, coz jsme chtéli ukéazat.

Pro urceni poc¢tu dolnich polokonvergentti ¢isla «, je-li k£ liché, bude postup
velmi podobny: Dolni polokonvergenty ¢isla « jsou pravé zlomky tvaru Pri q1e

n,j

definice pron sudé, —1 <n <k a0 <j<a,., pricemz povolené hodnoty
parametru n jsou tedy n = 0,2,...,k — 1, kde pro n = k£ — 1 nutné pozadujeme
j = 0. Vidime, ze pripad n = 0 nam dava as dolnich polokonvergentt, pripad
n = 2 dava a4 dolnich polokonvergentt ... az nakonec pripad n = k — 3 nam
da ag_;1 dolnich polokonvergent a pripad n = k — 1 jen jeden polokonvergent
¢isla «, a to Cislo a sebe sama. Proto mame celkové as + a4 + ... + ap_1 + 1
dolnich polokonvergentii ¢isla «, coz jsme chtéli ukazat, tim byl ditkaz lemmatu
dokoncen. O]

2.2.2 Fareyho zlomky a jejich vlastnosti

V této casti této sekce si ukdzeme dalsi vlastnosti polokonvergenti néjakého
¢isla «, které budeme potrebovat dale v praci. Vétsina z téchto vlastnosti je
prevzata z diplomové prace [10], kde jsou tyto vlastnosti zpracovany. Nyni si za-
definujeme Fareyho dvojici, kterda nam popisuje, co to znamend, ze dva zlomky
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jsou ,blizko u sebe®, pricemz tuto vlastnost budou mit kazdé dva sousedni kon-
vergenty néjakého cisla o i kazdé dva sousedni horni ¢i dolni polokonvergenty
néjakého ¢isla «, jak si pozdéji ukazeme:

Definice 2.12. Libovolné dva zlomky %, Zci pro a,c € Z, b,d € N a dvojice cisel
(a,b), (c,d) jsou nesoudélné, tvori Fareyho dvojici, pokud ad — bc = +1.

V tvrzeni jsme si vSimli, ze kazdé dva sousedni konvergenty néjakého cisla
a tvori Fareyho dvojici. Pozdéji, konkrétné v tvrzeni|2.15|si ukazeme, Ze i sousedni
horni i dolni polokonvergenty néjakého ¢isla o budou tvorit Fareyho dvojici.

Nyni si vyslovime a dokdzeme dvé pomocna lemmata a jednoduché pozoro-
vani, ktera plati pro zcela obecné zlomky:

Pozorovani. Pro libovolna cela ¢isla a, b, ¢, d, kde b, d jsou kladna, plati, ze — <

¢
d’

S e

pravé kdyz bec > ad, coz plyne z toho, ze

bc — ad
db

e
;=

QIO

Lemma 2.13 ([10], Lemma 25). Necht’% < 2 jsou zlomky, které tvori Fareyho

e
dvojici. Poté pro zlomek ?, kde e € Z a f € N jsou nesoudélna cisla, pro ktery

, . a e ¢ , . )
plati, Ze — < — < —, musi nutné platit vztahy

b f d
e =ka +lc, (2.8)

f=kb+1d, (2.9)

kde k,l jsou vhodné zvolend prirozend cisla. Specidlné dostdvime, Ze e > a + ¢
a obdobné f > b+ d.

Diikaz. Polozme k := c¢f —de a |l := be — af. Poté k i [ jsou opravdu prirozena

v/ v Ve a 6 C 7z Vd v v v Vé
¢isla, coz plyne z nerovnosti 3 < ? < p a pozorovani tésné pred timto lemmatem.

Nyni ovéfime rovnost (2.8]):
ka+lc = (c¢f —de)a+ (be — af)c = cfa — dea + bec — afc = e(bc — da) = e,

kde posledni rovnost plyne z toho, ze zlomky % < 2 tvori Fareyho dvojici. Tim je

rovnost (2.8) ovérena, rovnost (2.9) se ovéii zcela analogicky. Nakonec si uvédo-
mime, Ze nerovnosti e > a + ¢, f > b+ d plynou z rovnosti (2.8) a (2.9) a z toho,
ze k,l € N. Tim je diikaz dokoncen. O

Lemma 2.14 ([I0], Lemma 26). Budte a,b,c,d,k € Z takovad cisla, Ze vgrazy
ad — be, b+ kd, b+ (k + 1)d jsou vsechny kladné. Poté plati:

a—l—(k+1)c< a+ ke
b+ (k+1)d b+ kd

(2.10)
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Diikaz. Dle pozorovani pred predchozim lemmatem [2.13]staéi ovérit, ze
(a+ke)(b+ (k+1)d) > (b+ kd)(a+ (k+ 1)c), (2.11)
pricemz po roznasobeni dostavame
ab + akd + ad + kcb + k(k + 1)ed > ab + bke + be + akd + k(k + 1)cd,

coz je jisté ekvivalentni s
ad > bc.

Posledni nerovnost vsak plati z predpokladu tohoto lemmatu. Proto musi platit
nerovnost (2.11)), a tedy i nerovnost (2.10) a dikaz lemmatu je dokoncen. O

Predchozi lemma [2.14] vyuzijeme pti dikazu nasledujiciho tvrzeni, které dava
do souvislosti Fareyho zlomky, konvergenty a polokonvergenty néjakého ¢isla a.
Tvrzeni bude zformulovano pouze pro horni polokonvergenty P néjakého cisla

n,J

«, pricemz bude vynechan specificky pripad n = —1. Dtvod, pro¢ horni polokon-
konkrétné pred vétou (3.5 Pro dolni polokonvergenty néjakého cisla o bude po-
dobné tvrzeni platit rovnéz. Piipad n = —1 a situace pro dolni polokonvergenty
budou podrobnéji popsany po dikazu tohoto tvrzeni, ve kterém budeme zkoumat
vlastnosti hornich polokonvergent néjakého cisla a:

Tvrzeni 2.15 ([10], Theorem 27). Necht «v je algebraické cislo stupné 2 a necht
lag, ai,...] je jeho Tetézovy zlomek. UvazZujme posloupnosti {p;}5° ; a {¢;}32_4
zadefinované pomoct posloupnosti {a;}32, podle vztahu v deﬁm’ci a dle stejné
definice wvazZujme TovnézZ vyrazy pnj = Pn + jPnt1. Ddle, bud n > 0 liché a pro
prehlednost oznacme k = a,o. Poté plati nasledujici vztahy:

Dotz _ Pk Prk=t o Pt Poo  Po (2.12)

n+2 An,k Qn,k—1 Gn,1 qn,0 Gn

a navic pro kazdé dva sousedni zlomky ze vztahi (2.12) plati, Ze bud si jsou rovny,
nebo tvori Fareyho dvojici.

Pn+2 Pk Pno Pn . o v . .,
= a = — jsme si vSimli hned za definici

n+2 qn,k dn,0 an
2.4 Nyni se zaméffme na ostré nerovnosti ze vztahi ([2.12)), tedy chceme ukdzat,

ze pro vSechna j = 1,2,..., k plati, ze

Dukaz. Platnosti rovnosti

Prj o Pt (2.13)
Qn,j Qn,j—l

Tato nerovnost se da rozepsat jako

Pn + JPnt1 _Pat (7 — Dpns
Qn + an—l-l dn + (] - 1)Qn+1 ’

nicméné tato nerovnost plyne presné z lemmatu[2.14] Abychom toto lemma mohli
pOUiitv tak je pOtfeba OVéﬁta ze Vyrazy dn +jqn-‘rla Qn+(j_ 1)qn+1 A PnGn+1—qnPn+1
jsou kladné. Prvni dva vyrazy jsou kladné diky tomu, zZe j je nezaporné a q, i ¢,
jsou kladné (coz vidime piimo z definice [2.4). Treti zkoumany vyraz je podle
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tvrzeni roven (—1)""! coz je kladné ¢islo diky tomu, Ze n je liché, proto jsou
opravdu splnény predpoklady lemmatu [2.14] Tim jsme spésné ovéfili nerovnost
pro vsechna j od 1 do k, ¢imz jsme dokoncili ovéreni vSech vztahti .
Zbyvéa ovérit, ze sousedni horni polokonvergenty ¢isla «, které si nejsou rovny,
tvori Fareyho dvojici. Z dusledku [2.6] plyne, Zze vSechny zlomky, vystupujici ve
vztazich , jsou v zakladnim tvaru a vsSechny vyrazy ve jmenovatelich jsou
ziejme kladné, proto staci overit, ze pro vSechna j od 1 do k plati

Pn,j—149n5 — Pn,jqnj—-1 = +1. (214)

Skutecné,

Prj—1Gn,j —Pn.j@nj—1 = P+ (7= 1)Pns1)(@n+J0ns1) — (Pn+7Pnt1) (@n+ (G —1)ns1)

= Pndn + jann—H + (.] - 1)pn+IQn + j(] - 1>pn+1Qn+1 — Pndn — (] - 1)ann+1_

—JPnt1Gn — 37 = )Pnt1Gn1 = PuGnit — PniiGn = (_1)n+17
kde v posledni rovnosti jsme pouzili tvrzeni 2.5 Tim jsme ovérili, Ze sousedni
horni polokonvergenty ¢isla «, které si nejsou rovny, tvori Fareyho dvojici, ¢imz
je tvrzeni dokazané. O]

Co se tyka pripadu predchoziho tvrzeni [2.15( pro n = —1, tak zde je jedinym
problémem, zZe vyraz P10 1 eni dobre definovany. Vsechny vztahy ze (2.12)), které
q-1,0
tento nedefinovany vyraz neobsahuji, plati i v tomto pripadé a jejich ovéreni je
zcela analogické, jinymi slovy, plati nerovnost (2.13)) pro vsechna j od 2 do k.
Pro dolni polokonvergenty néjakého ¢isla o plati podobné tvrzeni (¢ili nyni
uvazujeme pripad, kdy n > 0 je sudé), jako je tvrzeni [2.15 akorat nerovnosti ve

vztazich (2.12)) plati opa¢né, neboli

Pnt2 _ Pnk > Pn k-1 - > Pna > Pno _ Pn (2.15)

Qn+2 n.k dn,k—1 Gn,1 dno  Qn
Diikaz nerovnosti v (2.15)) by se opét délal pomoci lemmatu [2.14] akorat je potieba
nejprve obé strany danych nerovnost{ vynasobit —1 a z lemmatu odivodnit
platnost nerovnosti

(=pn) + J(=Pns1) _ (=pn) + (= D(=Pny1)
Gn + Jnt1 Gn+ (7 — Dans

kde j = 1,2,..., k. Posledni nerovnost opravdu plyne z lemmatu [2.14] obzvl&st

zajimavé je povsimnout si platnosti predpokladu na to, aby vyraz —p,q..1 —

Gn(—pns1) = (—1)™ byl kladny, coz plyne z parity n.

I pro dolni polokonvergenty ¢isla « plati, ze sousedni polokonvergenty, které
si nejsou rovny, tvori Fareyho dvojici, tam je dikaz zcela analogicky tomu pro
horni polokonvergenty, pro které jsme si to ukédzali v tvrzeni [2.15]

Tvrzeni|2.15/nam zaroven vysvétluje, proc¢ jsme polokonvergenty néjakého c¢isla

« pro liché n pojmenovali horni. Pfipomenme, Ze pro vsechny konvergenty ¢isla «

’

C 1y . Dn . v v , .. . . . “1s
pro liché n plati — > «, jehoz fetézovy zlomek uvazujeme, coz jsme si pripomnéli
n

Vv , v/ 21 . Pn Pri2
ve véte 2.7, Horni polokonvergenty ¢isla o musi lezet mezi — a

n  Gn+2
polokonvergenty cisla a jsou opét vétsi nebo rovny ¢islu a. Zcela obdobné, dolni

, proto horni

polokonvergenty ¢isla a jsou mensi nebo rovny c¢islu a.
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2.2.3 Aproximacni vlastnosti polokonvergenti

V této casti této sekce jiz vyuzijeme vysledku ziskanych v této sekci k tomu,
abychom si jednoduchym zptsobem charakterizovali horni polokonvergenty néja-
kého ¢isla ae. Obdobné by se daly charakterizovat i dolni polokonvergenty, coz si
poté také vysvétlime. Pro ucely nasledujici véty si zadefinujeme pojmy dobré
horni a dolni aproximace cisla a:

Definice 2.16. Necht o € R a méjme zlomek l prox € Z, y € N a nesoudélnd
Y

v, 5 v € . p ; . v, x
cisla x,y. Rekneme, Ze zlomek — je dobra horni aproximace cisla o, pokud — > «,
Y Y

x
a zdroven pro vsechny zlomky —1, kde x1,y1 € Z, y1 > 0, které vyhovuji podmince
Y1
s T, (2.16)
Y Y1

plati bud y, > vy, nebo plati rovnosti x = x1, y = y;.

x x
Obdobne, zlomek — je dobra dolni aproximace cisla «, pokud — < «, a zdroven
Y (Y

x
pro vsechny zlomky —1, kde x1,y1 € Z, y1 > 0, které vyhovuji podmince
Y1

< <a (2.17)
Y1

< |8

plati bud y, > vy, nebo plati rovnosti x = x1, y = Y.

Nyni si ukdzeme, ze horni polokonvergenty cisla o presné odpovidaji dobrym
hornim aproximacim ¢isla a:

Véta 2.17. Necht = pro x,y € Z nesoudélnd ay > 0 je zlomek a o € R. Zlomek L
Y Y

x
je horni polokonvergent cisla o, pravé kdyz je zlomek — dobrou horni aproximaci
)
cisla a.
x
Diikaz. Nejprve se budeme zabyvat pripadem, kdy — = a € Q, coz neni prilis
Y

tézké. Cislo a je hornim polokonvergentem sebe sama, coz vime piimo z definice

2.10L Proto pro diitkaz zkoumané ekvivalence staci ovérit platnost vyroku na pravé
x

strané ekvivalence, tedy ze pro vSechny zlomky —1, kde x1,y1 € Z, y; > 0, které
Y1

vyhovuji podmince ([2.16]) plati, Ze bud y; > y, nebo plati rovnosti x = x1, y = 4.

V tomto pripadé nutné plati rovnosti mezi vSemi tfemi prislusnymi vyrazy, coz

znamena, ze existuje t € N tak, ze z; = tr a y; = ty, kde jsme vyuzili toho, ze

¢isla z,y jsou nesoudélna. V pripadé t = 1 plati x = 1 ay =y, aprot > 1

dostavame y, > y, neboli ¢islo a opravdu je dobrou horni aproximaci sebe sama,

. . v “1s . SR C 1 z v
coz jsme presné chtéli ukazat, ¢cimz je specialni pripad — = a € Q vyresen. Po

zbytek dikazu tedy jiz budeme predpokladat, ze L # a:
Y
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x
=-: Predpoklddejme tedy, ze — # « je horni polokonvergent ¢isla «. Nero-
I‘ v 7z y v v 7z
vnost — > « byla vysvétlena krétce pred touto vétou (nerovnost plyne z tvrzeni
(

a z toho, ze horni konvergenty ¢isla a jsou vétsi nebo rovny ¢islu «v). Nyni

uvazujme zlomek E, kde x1 € Z, y1 € N, vyhovujici podmince (2.16)) a odlisme
Y1
dva pripady:

x T _
1. ptipad: =L je horni polokonvergent ¢isla a. Potom ze vztahu — > —1, vztahil
Y1 Yy
(2.2) a vztaha (2.12) v rdmci tvrzeni plyne, Ze y; > y a pro pripad rovnosti
x x
nastava i rovnost — = —1, cili plati i 1 = x, diky ¢emuz je v tomto pripadé
) Y1

x
zlomek — dobrou horni aproximaci ¢isla a a tato implikace je v tomto pripadé
Y

dokazana.
x
2. piipad: — nenf horni polokonvergent ¢isla a. Poté diky podmince ([2.16])

Y1
a tvrzeni|2.15/existuji dva horni polokonvergenty Pri o Pmid gigla a, které vyhovuji

Qn,i C]m,j

podmince

X ;i xr 1
i2@>71>pm’] Za7

a zaroven tvori Fareyho dvojici podle tvrzeni [2.15 Podobné jako v prvnim pfi-

padé, ze vztahu (2.2)) a vztaha (2.12) v rdmci tvrzeni plyne, ze nutné g, ; > y.

. v oy v L1 , . . ,
Zéaroven mizeme pouzit lemma [2.13|na zlomek —, ktery je vlozen mezi dva horni
h

polokonvergenty ¢isla «, které tvori Fareyho dvojici, coz jsme si dokazali v tvrzeni
2.15 Z lemmatu plyne, Ze nutné y; > g, ;. Celkové dostdvame, Ze y; > v,
¢ili opravdu je v tomto pripadé zlomek — dobrou horni aproximaci ¢isla « a tato
implikace je dokazana. /

<: Nyni predpokladejme, Ze L je dobrou horni aproximaci ¢isla «, neboli
x 1

— > «, a zaroven pro vsechny zlomky —, kde x1,y; € Z, vyhovujici podmince
Y Y1

(2.16) plati, ze bud y; > y, nebo plati rovnosti x = x1,y = y;. Predpoklddejme pro

x
spor, ze — neni horni polokonvergent ¢isla «. Nejprve si uvédomime, ze — < [a]:
Yy

V opacném piipadé by totiz volba z1 = [«a], y13 = 1 vyhovovala podmince ([2.16]),

ale zaroven jisté neplati y; > y a platnost rovnosti z = 27 = [a], y = y1 = 1 by
x x x

znamenala, Ze — je horni polokonvergent ¢isla o ( = [ap, 1] nebo — = a), my
Y

vsak predpokladame, ze tento zlomek neni horni polokonvergent ¢isla a. Proto

T
nutné plati — < [«]. Déle postupujme obdobné jako v predchozi implikaci ve 2.

v/ v . v :'-U Ve vé v/ z . Ve
pripadé: Jelikoz — neni horni polokonvergent ¢isla o, musi existovat dva sousedni

Y
horni polokonvergenty ¢isla a Pni D

Qn,z’ Qm,j

, které tvori Fareyho dvojici podle tvrzeni
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x
2.15, mezi kterymi zlomek — lezi, konkrétné
Y

. x .
Pri o T Pmj > .
An,i Y o Gmy

x
Existence takovych polokonvergenti je zajiSténa mimo jiné tim, ze — # [a],

nebot oba hledané polokonvergenty jsou jisté mensi nebo rovny hodnoté [«]. Nyni
pouzijeme lemma [2.13] dle kterého plati g, ; < y. Zaroven vsak volba 21 = py, j,
Y1 = ¢m,; vyhovuje podmince , ve které je prvni nerovnost mezi zlomky
ostra, proto z podminky plyne, Ze ¢, ; > vy, coz je vsak spor, protoze jsme
pred chvili z lemmatu [2.13] odvodili opa¢nou nerovnost.

x
Tim jsme ukazali, ze — je horni polokonvergent ¢isla «, ¢imz je dikaz této

Yy
implikace, a tim padem i celé véty, dokoncen. O

Véta [2.17 ma nésledujici dusledek:

Disledek 2.18. Je-li = horni polokonvergent ¢isla o, poté x = [ay].
Yy

x
Diikaz. Pro ptipad — = a € Q plati x = ay = [ay]. Nyni se tedy staci zabyvat
)

pripadem x # ay a dikaz bude proveden nepiimo, necht tedy = # [ay]. Odlisime
2 pripady:

Nejprve predpoklddejme, Ze x < [ay]. Potom z < |ay| < ay a alespon
jedna z téchto nerovnosti bude vzdy ostra (druhd nerovnost bude ostra, prave
kdyz ay neni celé ¢islo, v pfipadé ay € Z bude naopak prvni nerovnost ostrd).

x x
Celkové dostavame, ze x < ay, proto — < « a dle véty [2.17] neni zlomek — horni
Y )

polokonvergent ¢isla .

Nyni pfedpokladejme, Ze x > [ay]. Poté plati

 Jou]
Y

[ay]

coz nam presné 1ika, ze pro zlomek —=— plati podminka (2.16) z véty [2.17]
Yy

> a,

< |8

zaroven vsak prvni nerovnost v této podmince je ostra, a jmenovatele obou zlomk

x
si jsou rovny, proto opét z véty [2.17| plyne, Ze — neni horni polokonvergent c¢isla
Y

a, ¢imz je dusledek dokazan. O]

Analogie véty a dusledku plati i pro dolni polokonvergenty néjakého

c¢isla a, zlomek L je dolni polokonvergent ¢isla a (nebo T_a € Q), prave kdyz
) )

jde o dobrou dolni aproximaci, neboli je zkoumany zlomek mensi nebo roven ¢islu

x
a, a zaroven pro vSechny zlomky —1, vyhovujici podmince (2.17) plati, ze bud
Y1

x

y1 >y, nebo plati rovnosti x = xy,y = y;. Dale pro dobré dolni aproximace —
)

¢isla « plati, ze * = |ay|. Dikazy téchto tvrzeni pro dobré dolni aproximace
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¢isla a jsou zcela analogické dikaztim véty a dusledku [2.18] v¢éetné pripadu
x
=acQ.

y
Diikaz implikace < véty v trochu obecnéjsi podobé lze rovnéz nalézt
v praci [10] jako Theorem 28.

2.3 Retézové zlomky algebraickych &isel stupné
2

V této sekci se budeme vénovat tzv. algebraickym cislim stupné 2, coz jsou
takova iracionalni cisla, ktera jsou korenem néjakého kvadratického polynomu
s celociselnymi koeficienty (nebo muzeme téz fici, Ze algebraicka ¢isla stupné 2
jsou pravé koreny ireducibilnich polynomu s celo¢iselnymi koeficienty).

2.3.1 Vlastnosti algebraickych cisel stupné 2 a jejich reté-
zovych zlomku
V této casti této sekce se podivame na presny tvar algebraickych c¢isel stupné

2, jejich dilezité vlastnosti a také se ve vétach a podivame na jejich
retézové zlomky.

Algebraicka cisla stupné 2 jsou nutné tvaru

\/E—l—r

S

(2.18)

kde s € Q, s # 0 a D je prirozené ¢islo, které neni ¢tvercem (neni druhou
mocninou zédného ptirozeného ¢isla). Dulezity pro nds bude nasledujici pojem
konjugdtu, ktery bude pozdéji zobecnén.

Definice 2.19. Je-li a algebraické cislo stupné 2, které je tvaru jako v (2.18)),
o o —/D+r o
tak konjugatem cisla o rozumime cislo ————— a znacime jej o'.
s
Snadno si uvédomime, zZe pro vSechna «, [ algebraicka c¢isla stupné 2 plati
nasledujici vztahy: (a+3) =o' + 8, (a—3) =o' — 3, (aB) = /B a pokud
/ /
@ o
B # 0, tak (5) = 7 Obdobné snadno se d& ovérit i vlastnost o = «.
Je-li v algebraické ¢islo stupné 2, tak o’ je rovnéz algebraické ¢islo stupné 2
(a dokonce je korenem toho samého kvadratického polynomu jako «). Specialni
postaveni mezi algebraickymi ¢isly stupné 2 maji tzv. redukované kvadratické
iracionality:

Definice 2.20. Necht « je algebraické cislo stupné 2. Cislo o nazveme reduko-
vanou kvadratickou iracionalitou, pokud oo > 1, a zdroven —1 < o/ < 0.

Podrobnéjsi zavedeni téchto pojmu lze nalézt v sekei 3 v élanku [9].

Nyni se zamérime na tetézové zlomky téchto algebraickych cisel stupné 2.
Pravé algebraicka c¢isla stupné 2 maji periodicky retézovy zlomek podle véty 26
v ¢lanku [9], pficemz redukované kvadratické iracionality maji vystiedni postaveni
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mezi algebraickymi ¢isly stupné 2 diky tomu, Ze maji ryze periodicky retézovy
zlomek. Pojem periodického a ryze periodického fetézového zlomku je zaveden
v definici 13 v élanku [9].

Véta 2.21. Algebraické cislo stupné 2 je redukovanou kvadratickou iracionalitou,
pravé kdyz md ryze periodicky retézovy zlomek.

Diikazu této véty je vénovana celd sekce 4 v ¢lanku [9], konkrétné je jedna z
implikaci dokazana ve vété 22 a ta druhd ve vété 25.

S pouzitim véty muzeme relativné snadno odvodit presny tvar retézového
VD -1

2 )
kde D # 1 je bezétvercové pfirozené ¢islo (D neni délitelné zadnym ¢tvercem
prirozeného ¢isla, ruznym od 1), a zaroven D > 1. Tento predpoklad, aby D bylo
bezctvercové, budeme uvazovat az do konce této prace, pricemz tento predpoklad
bude u znéni dilezitych tvrzeni pripomenut.

Jak konkrétné tyto retézové zlomky vypadaji, si prfipomeneme v nésledujici
vots, pridemy ¢ast o tvaru Fetézového zlomku &sla v/D je dokdzdna ve vété 27

zlomku vyznamnych algebraickych ¢isel stupné 2, konkrétné jde o v/D a

v ¢lanku [9], ¢ast o tvaru fetézového zlomku ¢isla g se ukaze podobneé:

Véta 2.22. Pro vSechna bezctvercovd prirozend c¢isla D, D # 1 plati, Ze

VD —1
VD = [ag, a1, - .-, a1, 2ao), — lag, ay, ..., ar_1,2a9 + 1].

Pro oba tyto Tetézové zlomky plati, Ze posloupnosti (ay, ..., ax_1) jsou symetrické,

tedy a; = agx_; pro vSechna i od 1 do k — 1.

Zkouméni fetézovych zlomkt zminénych v predchozi vété je pro tuto
praci klicové, nebot horni polokonvergenty téchto retézovych zlomkt budou od-
povidat nerozlozitelnym prvkim v dilezitych polomiizkach, kterym se budeme
podrobnéji vénovat v celé nasledujici kapitole prace. Proto si nékteré vlastnosti
prvki posloupnosti {p;}22 1, {¢:}2 4, {ai}2, a {a;}2, odpovidajici témto Te-
tézovym zlomkim odvodime jiz nyni a zaroven si predstavime znaceni, které
budeme pozdéji v praci pro kvantity odvozené z téchto retézovych zlomkt po-
uzivat. Toto znaceni je shrnuto v nésledujici tabulce 2.1 pficem? momentélné
jsou pro nas dilezité pouze hodnoty D, J, a a jeho retézovy zlomek. Pozdéji bu-
deme zkoumat pojmy normy N (¢), stopy Tr(d) a diskriminantu A, které budou
zadefinovany v sekci 2.4.
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Tabulka 2.1: Dulezité znaceni

D D =1mod4 D =2,3mod 4
D—-1
o Vb VD
fetézovy zlomek « | [ag,aq, ..., ax_1,2a0 + 1] | [ag, a1, ..., ar_1,2a0]
D+1
5 \/_2+ VD
1-D
N(6 —_— —-D
) .
Tr(9) 1 0
Ay D 4D

Pripomenme, 7ze v pravé uvedené tabulce predpokladame, ze cislo D je
bezctvercové, a proto takové c¢islo D nemuze byt kongruentni 0 modulo 4, nebot
poté by toto ¢islo bylo délitelné ¢tvercem ruznym od 1 (konkrétné 4), proto se
staci zabyvat pripady D = 1,2,3 mod 4.

Nyni se jiz podivame na konkrétni potiebné vlastnosti zkoumanych retézovych
zlomkti. Zacneme nasledujicim lemmatem, které nam aplikaci tvrzeni na tyto
retézové zlomky, spolu se vztahem pro ax z tvrzeni da dilezité identity, které
zahy vyuzijeme:

Lemma 2.23. Pro hodnoty D a o = [ag, a1, - - -, Gr—1, G 2 tabulky kde D # 1
je bezctvercové prirozené cislo plati nasledujici rovnost:

Pk—1 = GoQr—1 + qr—2- (2.19)
Pokud navic D = 2,3 mod 4, tak plati i nasledujici rovnost:
Dgy—1 = aopr—1 + pr—o. (2.20)
Pokud naopak D =1 mod 4, tak navic plati ndsledujici vztah:
D—-1
U1 = pe_1(ag + 1) + pr_o. (2.21)

Diikaz. Nasim cilem je tedy pro pfipad D = 2,3 mod 4 dokazat vztahy (2.19)

a (2.20)), pro piipad D = 1 mod 4 chceme dokazat vztahy (2.19) a (2.21)). Zacneme
piipadem D = 2,3 mod 4, kdy vyuzijeme strukturu fetézového zlomku &sla v/D,

kterou zname z véty [2.22] Plati
\/5 = [ao, Ary ..., Qp_1, 2&0] = [ao, A1y...,Qk_1,00 + \/5]

Nyni pouzijeme tvrzeni na fetézovy zlomek z rovnosti (2.22) a dostavame
nasledujici rovnost:

(2.22)

(\/5 + ao)pr—1 + Pr—2
(\/5 + ao)qr—1 + qr—2

VD =
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Celou posledni rovnost vynasobime vyrazem ve jmenovateli na pravé strané ro-
vnosti a upravujme:

qu\/ﬁ(\/ﬁ +ap) + (]1%2\/5 = (\/5 + ao)Pr—1 + Pr—2,

Gk—1D + q_1a0V'D + @j—2V'D = pp_1V'D + pr_1a0 + Pr—o.

Nyni porovname celociselné koeficienty a koeficienty u v D, ¢imz dostavame
nasledujici 2 rovnosti:

k-1 D = pr_1a0 + Pr—2, Aoqr—1 + qr—2 = Pr—1-

Prvni ziskand rovnost je presné rovnost (2.20) a druhd ziskand rovnost je
presné rovnost (2.19)), diky ¢emuz jsme v pripadé D = 2,3 mod 4 hotovi.
Nyni se tedy budeme zabyvat pripadem D = 1 mod 4, kde budeme postupovat

VD -1

zcela analogicky. Podivame se na fetézovy zlomek ¢isla a := — ktery zndme
opét z véty [2.22}
o = [ao, A1y ..., A1, 2&0 + 1] = [ao, ary...,Q_1,0a0 + 1+ O./]. (223)

Nyn{ pouzijeme tvrzeni na Fetdzovy zlomek z rovnosti (2.23) a dostdvadme

nasledujici rovnost:
~ (a+1+ag)pr-1+ pro

(@ +1+ao)qe—1+ qp2
Celou posledni rovnost vynasobime vyrazem ve jmenovateli na pravé strané ro-
vnosti a upravujme:

e—10(a+ 1+ ag) + gr—2a = (@ + 1 4 ag)pr—1 + Pr—2,

Qo107 + Qr-1000 + Guo1Q + Q2@ = D1 + P10 + Pr—1 + Pr—a.  (2.24)
Do rovnosti (2.24) nyni dosadime ndsledujici vztah pro o?:

) <\/5—1>2_D—2\/5+1_D—1—2\/5+2_D—1
Al B ; _ _ _

@ = 2 A 4

a’
¢imz dostavame nasledujici rovnost:

D—-1
Qk—1 (4 - a) + Q1000 + Q-1 + Q200 = P 1 + Pp—100 + Pr—1 + Pr—2,

po uprave

D—1
Q-1 1 + Qr—100Q + Qg2 = P10 + Pr_100 + Pr—1 + Dk—2-

Nyni porovname celociselné koeficienty a koeficienty u «, ¢imz dostavame
nasledujici 2 rovnosti:

D—-1
4
Prvni ziskana rovnost je presné rovnost a druhd ziskana rovnost je
presné rovnost , diky ¢emuz jsme i v pripadé D = 1 mod 4 hotovi a lemma
je dokézané. O]

Qr—1 = pr—1(ao + 1) + pr—2, @0qr—1 + Gk—2 = D—1-
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2.3.2 Vlastnosti parametra 7, a v

Nyni si zadefinujeme znaceni pro jisté kvantity, které zavisi pouze na retézo-
vém zlomku ¢isla a. Toto znaceni si nyni nejprve formalné zadefinujeme a poté
vyslovime a dokazeme 2 tvrzeni, kde budeme zkoumat pravé cerstveé zadefinované
hodnoty:

Definice 2.24. Necht o« a 0 jsou cisla z tabulky a lag, a1, -, ar_1, x| je
retézovy zlomek cisla a. Pro vsechna t,j celd ¢isla, kdet > —1 a 0 < J < g0,
definujme ndsledujici 2 hodnoty:

Ve i= Pt + ¢, (2.25)

Yej = Ve t IVer1- (2.26)

Tvrzeni 2.25. Pro hodnoty D,6 a o = [ag, a1, .-, k-1, 05 2 tabulky kde
D # 1 je bezctvercové prirozené cislo, a pro kazdé celé cislo 1 > —1 wvaZujme
parametr v; podle rovnosti ([2.25)). Poté plati

ViVk—1 = Vitk- (2.27)

Dukaz. Tvrzeni bude dokazano matematickou indukei podle ¢, pricemz nejprve
vyTesime samostatné pripady : = —1 a ¢ = 0, poté bude vyreSen obecny indukéni
krok pro ¢ € N s vyuzitim indukéniho predpokladu o platnosti tvrzeni pro i — 1
ai— 2.

Piipad ¢ = —1 je velmi jednoduchy, nebot dosazenim za i do pozadované
rovnosti dostavame v_1yx_1 = Yx_1, Cili ndm staci ukazat vztah v, = 1,
ktery vsak okamzité plyne z definice ~; a toho, ze p_; =1 a gq_; = 0.

Pro pripad ¢ = 0 nejprve upravime vyraz na levé strané rovnosti :

YoVk—1 = (Po + 00)(Pr—1 + qk—10) = PoPr—1 + CIOQk+152 + (Pogk—1 + qopr—1)d =
= aopr_1 + Qu_16> + (aoqr_1 + Pr_1)0. (2.28)

Chceme ukazat, ze pravé upraveny vyraz se rovna v, = pr + qx0. K tomu
odlisime 2 ptipady podle toho, ¢emu je kongruentni D modulo 4.
Nejprve predpokladejme, ze D = 2,3 mod 4. Poté plati podle tabulky [2.1], ze
6 = a =+/D a proto je v tomto piipadé nasim cilem ukdzat platnost nasledujici
rovnosti:
aope—1 + qe—1D + (aoqu—1 + pr—1)VD = p + @V D, (2.29)
neboli po porovnani celo&selnych koeficientt a koeficientt u v/D chceme ukazat
nasledujici vztahy:
aopr-1 + qr—1D = py, (2.30)
aoGk—1 + Pr—1 = G- (2.31)

Oba tyto vztahy budou platit diky rovnostem (2.19) a (2.20) z lemmatu [2.23]
Nejprve ovérime vztah ([2.31)):

=2 19
Qe = Qo1 + Qo2 = QoQk-1 + QoQk—1 T Qe—2 = A0G—1 + Pr—1,
kde vztah aj, = 2ay mizeme pouzit diky vété [2.22) Nyni zbyva ovérit vztah (2.30)):

ap=2a 1'
Pk = QkPr—1 + P2 = = QoPr_1+ QoPE_1 + Pr_2 = aopr_1 + Dq_1,
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coz jsme presné chtéli ukazat, ¢imz je ptipad ¢ = 0 rovnosti za predpokladu
D = 2,3 mod 4 vytesen.

Nyni se tedy zabyvejme pripadem D = 1 mod 4. Pro levou stranu rovnosti
plati podle vztahu ([2.28) nasledujici rovnost:

YoVh—1 = @oPr—1 + qr_16> + (aoqr—1 + pr—1)d.

Do tohoto vztahu dosadime ndsledujici identitu, platnou pro 6% (zde postupujeme
podobné, jako pfi dosazovani za a? v dikazu lemmatu [2.23)):

52_<\/5+1)2_D+2x/5+1_D—1+2\/5+2_D—1+5

2 4 4 4
¢im7z dostévame:

D—1
YoVk—1 = AoPk—1 + Gr—1 <4 + 5) + (aoqr—1 + Pr—1)0 =

4

Tento vyraz se ma rovnat pp + qi0, coz opét ovérime porovnanim celoc¢iselnych
koeficientu a koeficientu u 6, ¢ili chceme ukazat néasledujici 2 vztahy:

= QoPk—-1 + Qk—1 + ((ao + 1)gr—1 + pr—1)0.

D—-1
4

AoPr—1 + Qr—1 = Dk, (2.32)

(a0 + 1)Gk—1 + Pr—1 = G- (2.33)
Tyto dva vztahy ovéfime pomoci vztaht (2.19)), (2.21)) a toho, Ze plati ax = 2a¢+1,
coz vime z véty [2.22] Zacneme vztahem ([2.32)):

ar=2ao+1 e29) D—1
Pk = QkPr_1+Dk2 = = aopr_1+ (ap+ D)pr—1+Dpr—2 = aoPr—1+ Q-1 1

¢imz je pozadovany vztah tspésné ovéren. Nyni ovérime vztah (2.33)):

(2.19)

arp=2a0+1
ot (ap + 1)qr—1 + aoQr—1 + qr—2 = (ao + 1)qx—1 + Pr—1,

Qk = Qrqr—1 + qr—2

coz jsme presné chtéli ukazat, tim je tedy tuspésné ovéren pripad ¢ = 0 rovnosti
i pokud D = 1 mod 4, ¢imz je celkové vytesen pripad ¢ = 0 a mizeme se
presunout k indukénimu kroku:

Zvolme tedy libovolné ¢ € N a predpokladejme, Ze rovnost plati pro
t — 1 ai— 2. Nasim tkolem je ovérit tutéz rovnost i pro i. Snadno si uvédomime
z rekurentni definice p; a ¢;, ze plati v, = a;7,-1 + Vi—2. Nynli jiZz ovéfme rovnost

227):

indukéni predpoklad ;i =0j4k

ViVk—1 = Qi%Yi—1Vk—1 T Vi—2Vk—1 QiYitk—1 T Vitk—2 =

A =0qj4k

= QitkYitk—1 T Vitk—2 = Vitk,

kde rovnost a; = a;1, jsme mohli pouzit diky periodicité fetézového zlomku ¢isla
a, které jsme si védomi diky vété [2.22] Tim jsme tspésné ovéfili rovnost ([2-27)
pro obecné i, ¢imz je tvrzeni dokazané. O

31



vvvvvv

misto ; v rovnosti (2.27)) budeme uvazovat jeho konjugét +/, pficemz pro¢ > k—1
bude vysledek zkoumané rovnosti o dost jiny a pro nas méné zajimavy, presto si
nasledujici duasledek zformulujeme i dokazeme pro vsechna i > —1:

Tvrzeni 2.26. Pro hodnoty D,6 a o = [ag,a1,---,ar_1, 05 2 tabulky kde
D # 1 je bezctvercové prirozené cislo, a pro kazdé celé cislo 1 > —1 wvaZujme
parametr y; podle rovnosti (2.25). Pokud i < k — 1, tak plati ndsledujici vztah:

Yk-1 = Yhoioa(—1)"F (2.34)

Pokud mame © > k — 1, tak plati nasledujici vztah:

Vive—1 = vi_p(—1)". (2.35)

Dikaz. Zactneme dukazem rovnosti , dikaz bude velmi podobny dikazu
rovnosti z tvrzeni , tento dikaz pro —1 < i < k—1 bude tedy proveden
matematickou indukeci podle 7, pficemz nejprve ovérime tuto rovnost v pripadech
1=—1lai=0.

Pripad i = —1 je velice jednoduchy, nebot zde staci dosadit za ¢ do pozadované
rovnosti , nebot jisté plati v_; =+, = 1. Dostavame:

YoiVh-1 = Vo1 = %—(—1)—2(—1)(_1)“,

¢imz byla skuteéné ovéfena rovnost (12.34)), proto jsme v pripadé i = —1 hotovi.
Nyni budeme zkoumat pripad ¢ = 0. Za¢neme tpravou vyrazu na levé strané
pozadované rovnosti ([2.34)):

YoYk—1 = (Po + q00") (Pr—1 + qk—10) = PoPr—1 + Qoqk+100" + PoGr—10 + qopr—10" =

= aoPr—1 + 106" + apqr—10 + pr-19". (2.36)

Tento vyraz se ma rovnost —yg_o = —Pr_2 — Qr_20, coZ ovérime rozliSenim
na 2 pripady podle toho, ¢emu je ¢islo D kongruentni modulo 4, dosazenim od-
povidajici hodnoty za 0 a porovnanim raciondlnich a iracionalnich koeficientii
na obou stranach pozadované rovnosti. Za vyraz 66’ budeme dosazovat hodnotu
N(§) podle tabulky , nebot tato hodnota primo z definice presné odpovida
vyrazu 0¢’, i kdyz tato definice bude uvedena az v pristi sekci.

Nyni piedpoklddejme, Ze D = 2,3 mod 4. Potom § = VD a 6§ = —D.
Dosazenim do vyrazu v a po vytknuti /D dostdvame:

apPr—1 — Dqp—1 + \/E(ao%q — Pi—1)-

Tento vyraz se ma rovnat —pg_o — qx_oV D, coz ovéfime porovnanim celoci-
selnych koeficientii a koeficient u v/ D: Maji tedy platit nasledujici vztahy:

aopk-1 — D@e—1 = —Pras (2.37)

aoqk—1 — Pk—1 = —Qqk—2. (2-38)

Oba tyto vztahy jsou ekvivalentni rovnostem (2.19) a (2.20) z lemmatu [2.23] diky
¢emuz je pripad ¢ = 0 za podminky D = 2,3 mod 4 dokoncen.
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1++vD
2

Nyni se tedy staci zabyvat pripadem D = 1 mod 4, kde plati § =
1-D
a 60’ = 0 Opét zac¢neme dosazenim téchto vztaht do ([2.36]):
1-D 1++vD 1-+D

- - + -1 5 + o =
aoPk—1 + Qr—1 1 o Qi—1 5 D1 >
1—D  apgi_1+ v Al — Dr
= aoPr—1 + qr—1 4 Qodk—1 T Pe-1 | ok T Prol s
4 2 9
Tento vyraz se ma rovnat —pr_o9 — qp_20 = —Pp_2 — % _ %\/ﬁ To ove.

D
fime porovnanim celociselnych koeficientl a koeficientii u - obou zkoumanych
. . D .
vztaht. Pro koeficienty u 5 dostavame vztah

aoQk—1 — Pk—1 = —Qk—2; (2.39)

ktery snadno plyne z rovnosti (2.19)) z lemmatu Nyni tedy staci ovérit

rovnost

1—=D  aoqr-1+ pr1 qk—2
aoPr—1 + qr—1 + = —Pk-2— —5- (2.40)
4 2 2
Do levé strany této rovnosti dosadime vztah
1-D
1= = —pr—1(ag + 1) — pr_a,
ktery plyne z rovnosti (2.21)) z lemmatu m Tim dostavame:
aoqr—1 + Pr—1 aoqr—1 — Pr—1 (239
aopr—1 — Pe-1(ao + 1) — pr_o + 5 T TP + - 5
B G2
Pr—2 9 )

¢imz jsme tspésneé overili rovnost , ¢imz byla tispésné ovérena rovnost
pro pripad ¢ = 0 i za podminky D = 1 mod 4, proto nyni budeme zkoumat in-
dukéni krok, podobné jako pri ditkazu minulého tvrzeni|2.25 Pri tomto indukénim
kroku vyuzijeme jednu vlastnost retézovych zlomki zkoumaného cisla «, kterou
jsme doposud nepouzili. Touto vlastnosti je symetrie periody (a1, as,. .., ar_1),
¢ili rovnosti a; = ax—; pro kazdé j od 1 do k —1, pfi¢emz platnost téchto rovnosti
znédme z véty 2.22] Nyni jiz provedme slibeny indukéni krok: Vezméme si pevné
1 € N a predpokladejme, Ze rovnost plati pro i — 1 a 7 — 2. Chceme ovérit
platnost této rovnosti i pro :

/ / / indukéni predpoklad
ViVk—1 = @Y1 Vk—1 T V2 V-1 =

= a;(—1) " yemic1 + (=D i = (=D (—aihmio1 + i) =
= (=1)"" (—aiVh—i1 + ah—iVo—io1 + YVemiz2) = (—1)" T y_ia,

kde v posledni rovnosti jsme vyuzili jiz zminénou symetrii periody retézového
zlomku ¢isla a. Tim je rovnost ([2.34]) dokazana pro vsechna i od -1 do k — 1.
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Konecné se podivame i na rovnost , kterou chceme ovérit pro vsechna
t > k—1, pticemz pro + = k—1 nic ovéfovat nemusime, nebot tento pripad splyva
s pripadem ¢ = k — 1 pravé ovérené rovnosti . Obecny dikaz rovnosti ([2.35|)
je nasledujici:

239)
V-1 = (k1) o1 = VoY1 = Yiek(=1) o = 9 (<1
¢imz jsme tspésné oveérili rovnost (2.35) a tvrzeni je dokdzané. ]

Zajimavou vlastnost ma i jeden z hornich polokonvergenti c¢isla «. Pujde

o Zlomek 244 prot =k —2 a j = ag, kde parametr k reprezentuje délku periody

.5
fetézového zlomku ¢isla a podle tabulky 2.1} Pozadovanou vlastnost dokdzeme

v nasledujicim lemmatu:

Lemma 2.27 ([3], Lemma 5). Pro hodnoty D, a o = [ag, @1, .-, ar_1, ax| 2 ta-
bulky kde D # 1 je bezctvercové prirozené cislo, a pro vsechna celd cisla
i,7 > —1, 0 < j < aj12 wwazujme parametry v; a v, ; podle rovnosti
a . Poté plati nasledugjici rovnost:

Ve-2.a0 = —Vk-10'- (2.41)

Dukaz. V prvni fadé si uvédomime, ¢emu je roven koeficient a, z retézového
zlomku ¢isla «, coz jsme si pripomenuli ve vété [2.22 a také v tabulce [2.1}
2ay, pokud D = 2,3 mod 4,

ar =
’ 2a9 + 1, pokud D =1 mod 4.

Vidime tedy, Ze ai, > ao, a proto je zlomek py_s 40 /qk—2,4, skutecné horni polokon-
vergent Cisla . Pro samotny diukaz pozadované rovnosti (2.41)) nejprve pouzijeme
rovnost (2.7) z tvrzeni 2.9] dle které plati:
_ QkPr—1 + Pr—2
k-1 + Qo2

coz upravime do tvaru

—ak(Pr—1 — Qe—10) = Pr—2 — Qr—20v. (2.42)

Nyni upravime levou stranu rovnosti (2.42), kde vyuzijeme periodicitu feté-
zového zlomku cisla «, diky které plati vztah oy = a1, a také vyuzijeme vztah
a = —¢', ktery se da velmi snadno ovérit.

ap = Q — Qi + a = +ap = — +ar =a— ag+ ag,

Qk+1 831
Ph1— Q10 = D1+ @r10" = V4.
Ziskané vztahy dosadime do levé strany rovnice ([2.42)) a dostavame:

—(av — ap + ag)Vp_1 = Pr—2 — Qr—20v.

K obéma strandm posledni rovnosti pricteme vyraz agy,_, a dostaneme:
/ /
—(a+ak—2a0)Vp_1 = Pr—2 — Q-2+ QoY1 = Pk—2 — Qe—20+ QoPk—1 — AoQr—1¥ =
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- pk—?,ao - qk—?,aoa7

kde v posledni rovnosti jsme pouzili definici koeficienttt p,, ; z definice 2.4, Snadno
se overi vztah a + a, — 2a9 = 9, a proto celkové dostavame

/
_5’7%71 = Pk—2,a0 — 4k—2,a0%,

a po konjugaci vyrazi na obou stranach rovnice dostaneme pfesné pozadovany
vztah ([2.41)), pficemz na pravé strané rovnosti vyuzivame toho, ze

Pk—2.a¢ + qk:—?,ao(S - 7/4:—2,@07

coz se da snadno odvodit z rekurentni definice koeficientll py_24 @ @r—2.4,- Tim
je toto lemma dokazané. n

Toto lemma je dokdzané i v ¢lanku [3] jako Lemma 5. Tento ¢lanek zkouméd
nerozloZitelné prvky ve zajimavém pifpadé polomiizek v R a v R?, ¢emuz se my
budeme podrobné vénovat témeér celou pristi kapitolu této prace.

2.4 Algebraicka teorie cisel

V této sekci prace si pripomeneme vsSechny pojmy z algebraické teorie éisel,
které budeme v praci potrebovat. Dukazy vétsiny tvrzeni z této sekce lze nalézt
v knize J. Milneho [I1], nékteré jednodussi zalezitosti lze nalézt i ve skriptech V.
Kaly [6].

2.4.1 Zakladni pojmy

Zakladnim pojmem algebraické teorie ¢isel je pojem ciselného telesa. Kazdé
téleso K tvori, az na izomorfismus, vektorovy prostor nad télesem racionalnich
cisel Q. Téleso K je ciselné téleso, méa-li tento vektorovy prostor konec¢nou di-
menzi, kterou oznac¢ime n. Tuto dimenzi téz nazyvame stupném rozsireni télesa
K, pricemz rovnéz rikame, ze K je ¢iselné téleso stupné n.

V kazdém ciselném télese K maji dilezité postaveni tzv. celistvé pruky (nad

Z), ¢imz jsou mysleny pravé takové prvky télesa K, které jsou koreny néjakého
monického polynomu s koeficienty v Z. Mnozinu celistvych prvki télesa K zna-
¢ime Op. Tyto celistvé prvky tvori okruh, coz je ukdzano dvéma zpiisoby v knize
[11] jako Theorem 2.1, rovnéz lze dikaz nalézt v obecnéjsi podobé pro okruhova
rozsifeni ve skriptech [6] jako disledek 2.2.
Ciselnych téles (pojem totélné redlného ciselného télesa bude formélné zaveden
v definici , tedy ¢iselnych téles K stupné 2 takovych, ze K = Q(v/D) pro
néjaké bezctvercové prirozené ¢islo D # 1. Tato Ciselna télesa budeme nadéle
pojmenovavat realna kvadraticka. Celistvé prvky v téchto ¢iselnych télesech vy-
padaji nasledovneé:

ZIVD],
O =
K 7 [H;/E] , pokud D =1 mod 4.

pokud D = 2,3 mod 4,
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Tvar celistvych prvkii v redlnych kvadratickych ¢iselnych télesech je dokazan jako
véta 4.3. ve skriptech [6].

Je-li K ¢iselné téleso stupné n, poté plati K = Q(«a), kde « je algebraické ¢islo
stupné n a ma minimalni polynom f stupné n s celociselnymi koeficienty. Z toho se
d& odvodit, ze existuje pravé n vnoteni (prostych homomorfismi) oy, 09, ..., 0,
z télesa K do télesa komplexnich ¢isel C, kde koreny polynomu f jsou pravé
o1(a),o9(q),...,0,(a). Déle, pro K ¢iselné téleso stupné n, f§ € K a i od 1 do
n oznacme o;(3) konjugatem prvku . Tato definice konjugatu zobecnuje definici
v tom smyslu, ze v piipadé n = 2 a K = Q(v/D) plati, ze o, je identické
zobrazeni a oy(a + bv/D) = a — by/D pro libovolna a,b € Q. To znamen4, 7e
obrazem prvku a + bv/D pii zobrazeni oo je pravé konjugit tohoto prvku dle
definice[2.19] Nyni definujme dalsi viznacné vlastnosti prvki éiselnych téles, které
budou pro nas v praci dilezité.

Definice 2.28. Necht K je ciselné teleso stupné n, o € K a necht ov,09,...,0,
jsou vsechna vnoreni z K do C. Normou prvku o rozumime N(a) = [, 0i(«)
a stopou prvku o rozumime Tr(a) = Y0, o;(«).

D4 se ukazat, ze pro vsechny prvky «, 8 € K plati, ze N(af) = N(a)N(B)
aTr(a+p) =Tr(a)+ Tr(p). Dile se dd ukézat, Ze norma i stopa libovolného
prvku a € K je nutné racionalni ¢islo a je-li navic a € O, poté je N(«) i Tr(«a)
celé ¢islo. Pomoci norem muzeme téz snadno charakterizovat jednotky, neboli
invertibilni prvky okruhu Og: Prvek a je invertibilni, pravé kdyz jeho norma je
+1, coz je vysloveno a dokézano jako Lemma 5.2 v knize [I1].

Nyni si zadefinujeme pojmy totalné realnych téles a totalné kladnych prvku:

Definice 2.29. Necht K je ciselné téleso stupné n a necht oi,09,...,0, jsou
vsechna vnoreni z K do C. Téleso K je totalné realné, pokud pro vsechna i od 1
do n plati, zZe 0;(K) C R. Pro totdlné redlné ciselné teleso K definujme totélné
kladné prvky télesa K jako OFf = {a € Kloj(a) > 0 Vi € {1,2,...,n}}
a podobné definujme totdlné nezdporné prvky telesa K jako

07 ={acK|oi(a)>0 Vie {1,2,...,n}}.

D4 se ukdzat, Ze pro ¢iselné téleso K tvoii jeho totalné kladné prvky OF pod-
pologrupu celistvych prvkit O vzhledem ke s¢iténi, tedy pokud a, 3 € OF, poté
a+ 3 € OF. Ze stejného divodu plati, ze (9};’0 je podmonoid okruhu celistvych
prvki Ok.

Dalsim pojmem, ktery budeme v praci potrebovat, je pojem diskriminantu.

Definice 2.30. Necht K je ciselné teleso stupne n, budte oq,09,...,0, vsechna
vnoreni z K do C a méjme prvky aq,as,...,q, € K. Diskriminantem prvka
Qaq,Qa, ..., 0, TozUMIME druhou mocninu determinantu matice o n radcich a n
sloupcich, kterd obsahuje na misté (i, j) prvek o;(a;). Tento diskriminant znacime
Alaq,ag, ... ap).

Definice 2.31. Necht K je ciselné téleso stupnén. Bazi oy, oo, . .., o, vektorové-
ho prostoru K nad Q nazveme celistvou bazi, pokud proky oy, as, ..., a, generuji
Ok jako Z—modul, neboli O = @}, Za;.
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D4 se ukézat, Ze celistva baze existuje pro kazdé ciselné téleso K, viz Proposi-
tion 2.29 v knize [11], a navic kazda celistva baze télesa K ma stejny diskriminant,
viz Lemma 2.23 opét v knize [I1]. Proto je nasledujici definice diskriminantu té-
lesa K korektni:

Definice 2.32. Necht K je ciselné téleso stupne n a oy, Qa,...,q, je jeho ce-
listvd baze. Diskriminantem télesa K rozumime diskriminant proki aq, oo, . . ., o,
a diskriminant télesa K znacime A .

Nyni se vratme ke pripadu redlnych kvadratickych ¢iselnych téles a podivejme
se na to, jak zde konkrétné vypadaji pravé zadefinované vlastnosti ¢iselnych te-
les a jejich prvki. Necht K = Q(v/D) pro D # 1 bezétvercové piirozené &slo
a a = a+ byV/D € K. Poté plati, 7e

N(a) = ad/ = a* — DV, Tr(a) = a+ o = 2a.

Co se tyka celistvych bazi a diskriminantu télesa K, tak je situace nasledujici:
Pokud D = 2,3 mod 4, tedy O = Z[v/D], pak celistvou bézi télesa K je 1,v/D
1+vVD ]

a diskriminant télesa K je 4D. Pokud D = 1 mod 4, tedy O = Z [ 5

1 D
pak celistvou bazi télesa K je 1, ;\/_ a diskriminant télesa K je D.

Na za&vér této ¢asti zminme jednoduchou charakterizaci jednotek, tedy inver-
tibilnich prvkt v kvadratickych ¢iselnych télesech (neboli prvkia s normu +1),
k ¢emuz se vratime ke znaceni z tabulky

Tvrzeni 2.33. Pro hodnoty D, z tabulky[2.1, kde D # 1 je bezctvercové priro-
zené cislo a K = Q(\/D) plati, Ze pro viechna l,m € N je prvek e = l+md € Ok
jednotkou, prave kdyz

l = pr—1,m = Q—1,

kde posloupnosti {p;}32_, a {g;}2_, byly zadefinované rekurentné v definici[2.4)

Dukaz tohoto tvrzeni lze nalézt v pozndamkéch [13], kde je mu vénovana celd
sekce 8.4. Predpoklad [, m € N neni nijak omezujici, do tohoto tvaru lze dostat
kazdou netrividlni (riznou od £1) jednotku okruhu Ok pomoci prendsobeni —1
a pripadné konjugace, pricemz tyto tpravy nemaji vliv na to, zda-li zkoumany
prvek je invertibilni.

2.4.2 Dalsi vlastnosti algebraickych cisel stupné 2

V dalsi ¢asti této sekce budeme zkoumat dalsi vlastnosti algebraickych ¢isel
stupné 2. Nejprve se podivame na normy a stopy jistych vyznacénych prvki, které
budeme vyslovené potiebovat v dalsi kapitole pti popisu nerozlozitelnych prvka
v realnych kvadratickych ¢iselnych télesech. Tyto vlastnosti byly zpracovany v 1.
kapitole ¢lanku [3], zde dojde ke sjednoceni znaceni a zprehlednéni.

Necht 8 € Q(v/D) je iraciondlni &slo pro D # 1 bezétvercové piirozené ¢slo,

reknéme
o vV D + To
S0 ’

3 (2.43)
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kde ro,s0 € Q, so je nenulové a pokud rq = 0, tak sy # 1 (jinak 5 € Q).
Uvazujme rozvoj ¢isla # do fetézového zlomku, konkrétné uvazujme posloupnosti
{a;}32, a {a;}32, dle vztahi (2.5). Potom pro vSechna i, bude &islo a; iraciondlni
a bude prvkem Q(v/D), necht plati nasledujici vztah:

. \/E +7;
=
Budeme tedy uvazovat posloupnosti {r;}3°, a {s;}°, podle rovnosti ({2.43))

a (12.44)). Pro prvky téchto posloupnosti plati zajimavé rekurentni vztahy, které si
nyni odvodime. Pro vSechna j od 0 do co plati, Ze:

(2.44)

Q;

VD1 @@, = S S R
Sjt1 A aj — a; YDty a; VD +rj — a;s
S5
5;(=VD +1; —a;s;) _si(=VD 41 —ays;)

(VD +rj = a;s;)(=V'D +1j — a;s)) (rj —a;s5)> = D

_ VD +as;—ry
- D=(rj—gys)®
8
Jelikoz racionalni koeficienty r,s algebraického cisla stupné 2 ve tvaru
jsou jednoznacné, tak z rovnosti vyse plynou néasledujici rekurentni vztahy, platné
pro kazdé 7 od 0 do oo:

D —r?
Tj+1 = Q585 — Ty Sj+1 = Siﬁl (2.45)
j
Nyni jiz mtzeme vyslovit lemma o vypoctu norem a stop jistych prvki:

Lemma 2.34 ([3], Lemma 1). Necht 8 je algebraické cislo stupné 2 tvaru (2.43)),
uvazujme retézovy zlomek ¢isla = |ag, a1, . ..] a posloupnosti {p;}3°_, a {q;:}2_4,
odvozené z posloupnosti {a;}32, pomoci vztahi popsangch v definici stejné
jako posloupnosti {c;}2,, {ri}s2y a {s:}32 jako vyse ve vztahu (2.44). Poté pro
vsechna j € Ny plati:

a) N(pjfl - ijlﬁ) = (_1)3‘27

b) Tr((pj-1 = 4516 (p; — 4;8)) = (_1)j22:1'

Drukaz. Pred dikazem téchto dvou vztahi si uvédomime, Ze plati rovnost

pi— @B =—pj-1—¢-18), (2.46)
Qj+1

Dj—1 + P

qj—1 1 4041

piimo z tvrzeni Nyni jiz prejdeme k diukazu samotnych pozadovanych rov-

nosti:

ktera se da snadno odvodit dpravou rovnosti § = , kterda plyne
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Rovnost a) bude dokazdna matematickou indukei podle j: Pro j = 0 mame:

N(pjr = a;18) = N(1) = 1= (-1)° %

tedy pozadovany vztah trivialné plati. Nyni provedeme indukéni krok:

N(p; - q;8) = N <— ! ) N(pjo1—qj18) € N (— ! ) ()

Qj+1 Q1 So
_ 1 1 (_1>J'i (PRE) Siy1 Sj+1 (_1)jﬁ _
!/
Q41 Qg So Tji+1 +vD Tit1 — V D So
S S W e S5 S LA P A
2 D ?
Tj+1 — So —S5j+15; So So

kde v rovnosti (%) byl pouzit indukéni predpoklad. Tim jsme dokazali rovnost a),
nyni ukdzeme platnost rovnosti b), dikaz bude proveden piimo:

Tr((pj-1 — ¢;-18)(p; — ¢;B)) =Tr <(pjl — qjlﬁp),(p_j ;gfﬂ)(pj ol )>
=Tr(—a) 1 (p; — ¢;8)(p; — 4;B)) = Tr(—c;;,N(p; — ;) =
(12.44)

.S 1 .S 1 .
=1 (a;Jrl(_l)] - ) = (—1) = (o + ajq) =
So S0

= (~1)7 2% (”“ VD | i = ﬁ) = iy 2
So Sji+1 Sj+1 S0 ’

¢imz je diukaz rovnosti b) dokoncen a lemma je dokdzané. ]

Nyni uvedeme jesté jedno pomocné lemma, které nam popisuje, které vlastno-
sti parametri ry a sg a za jakych podminek se prenesou i na vSechny parametry
r;, respektive s;:

Lemma 2.35 ([3], Lemma 2). Necht § je algebraické cislo stupné 2 a uvazujme
posloupnosti {a; }52,, {ai}20, {ri}2o a {si}2, steiné jako v predchozim lemmatu
2.34). Poté plati ndsledujici vlastnosti:

a) Pokud ro,sq € Z a zdroveri D = r2 mod sg, poté pro vsechna j € Ny plati,
Zerj,s; €L aD ETJQ- mod s;.

b) Pokud sy > 0 a zdroveri r3 < D, poté pro vSechna j € Ny plati, Ze s; > 0
a TJQ- < D.

c) Pokud ro,s0 € Z, so je sudé a zdroveri D = r3 mod 2sq, poté pro vSechna
j € No plati, Zerj,s; € Z, s; je sudé a D = r? mod 2s;.
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Diikaz. Vsechny tyto vlastnosti dokazeme matematickou indukei podle j: Jelikoz
u vSech vlastnosti predpokladame pravdivost tvrzeni pro j = 0, stac¢i u kazdé
z vlastnosti ovérit indukéni krok.

a) Necht r;,s;, € Z a D = rJQ- mod s;. Podle rovnosti (2.45)) dostavame, ze
Tj+1 = a;s; — 1, coz je podle indukéniho predpokladu celé ¢islo. Zaroven vidime,
D —rin

Sj
opét celé ¢islo. Z toho vSak plyne, Ze s, déli D — 7“]2»+1, proto D = ]2-+1 mod s;41,
¢imz jsme ovérili indukéni krok a vlastnost a) je dokdzéna.

b) Necht s; > 0 a r? < D. Poté plati:

v 2 _ 2 ’ ’ _ 2
ze r; = rj; mod s; a tim padem D = rj,; mod s;, tedy 11 je

&) VD +rjn @8 VD —rj +a;s;
1 Qi1 — = .
Sj+1 Sj+1

Podle indukéniho predpokladu je citatel posledné uvedeného zlomku kladny,
tedy musi byt kladny i jmenovatel tohoto zlomku, ¢ili s;y; > 0, a zaroven
—Tjit1 < VD, nyni tedy stadi ukézat nerovnost Tit1 < V/D. Ta plyne ze vztahu

& VD +r;

S

a; <

i<

J
J

po uprave 0 < \/E—l—rj—ajsj \/E—rjﬂ, ¢imz jsme tedy ukazali, ze TJ2-+1 <D,
indukéni krok je ovéfen a vlastnost b) je rovnéz dokdzana.

c) Necht rj,s; € Z, sj jesudé a D = 7‘]2 mod 2s;. Nejprve ovéfime predpoklad
vlastnosti a), kterou nyni chceme pouzit, abychom ukazali, Ze 7,41 a sj+1 jsou
celd ¢isla. Ovéieni tohoto predpokladu je viak jednoduché, nebot D = rZ mod 2s
snadno implikuje D = rZ mod sg. Proto podle vlastnosti a) jsou rj41 a s;41 celd
cisla, nyni ukazme, Ze s;;1 je sudé. Plati nasledujici rovnosti:

£45)
@

J+1

D — (ajs; —1;)* = (D = 1j) + (2a581;) + (—ajs;).

SjSj+1 J 397

Kazdy ze tif scitanct z posledni rovnosti je délitelny 2s;, pficemz u prvniho
a tretiho s¢itance pouzivame indukéni predpoklad a u druhého je to zrejmé. Tedy
2s; déli i soucin s;s;41, Cili existuje x € Z takové, Ze s;s;41 = 2s;x, tim padem
Sj+1 = 2x a sj41 je sudé ¢islo, zbyva ukazat kongruenci D = 7"]2‘+1 mod 2s,4,. Diky

. . “1s (245) sz v v
sudosti s;41 plati, Ze 2s;,; déli ;5,41 — D —TJ2»+1, coz dava presné pozadovanou
kongruenci D = rj2. 1 mod 25,41, ¢imz byl i u vlastnosti ¢) indukéni krok ovéren,
¢imz je celé lemma dokazané. m

2.4.3 Minkowského véta a Minkowského vnoreni

V zé&vérecné casti této sekce si pripomeneme Minkowského vétu o miizovych
bodech, kterou budeme pozdéji v praci potiebovat ptri hornim odhadu norem
nerozlozitelnych prvka v totdlné redlnych ciselnych télesech. Nejprve si vsak pri-
pomenme definice pojmt, abychom tuto vétu vibec mohli vyslovit.

Mrizkou ve vektorovém prostoru V' dimenze n nad télesem R budeme rozumét
libovolnou diskrétni podgrupu (vzhledem ke séitani) vektorového prostoru V,
na kterou se divame jako podmnozinu R". Mtizky budeme znacit pismenem A.
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Ekvivalentné se lze na mrizky divat jako na podgrupy V', které jsou generovany
linedrné nezavislymi vektory vy, vo, ..., v, (s vyjimkou piipadu A = {0}, to je pro
nas rovnéz miizka), coz budeme znacit A = @]_, v;. Pokud r = n, tak fikdme,
ze mrizka A je uplnd. Podrobnéjsi zadefinovani mfizky a ditkaz ekvivalence obou
jejich definic vyse uvedenych lze nalézt v knize [11] ve 4. kapitole v sekci Lattices,
ekvivalence obou definic je dokazana jako Proposition 4.15.

V prvni kapitole v definici jsme definovali pojem polomftizky, coz byly
takové diskrétni podmonoidy R™, které jsou obsazeny v néjakém kuzeli a obsahuji
alespon jeden nenulovy prvek. To vsak znamend, ze nemame zadny vztah mezi
miizkami a polomftizkami, nebot polomrizky nejsou uzaviené na unarni operaci
—, opacné mrizky nejsou obsazeny v néjakém kuzeli.

Nyni si zadefinujeme pojem zakladniho rovnobéznosténu a jeho objemu. Necht
V' je vektorovy prostor dimenze n nad télesem R a A = @}, v; je Gplnd miizka ve
V a zvolme Ay € A libovolné. Zakladnim rovnobéznosténem mtizky A rozumime
mnozinu P = {A\o + X0 zv; | 0 < x; < 1} Objemem zékladniho rovnobézno-
sténu P, ktery budeme znacit p(P), budeme rozumét |det (v, vg, . .., v,)|. Objem
zakladniho rovnobéznosténu nezavisi na volbé baze vy, vo, ..., v,, podrobnosti lze
opét nalézt v knize [I1], tentokrat jde o Remark 4.16.

Nyni jiz mtzeme vyslovit Minkowského vétu:

Véta 2.36 ([11], Theorem 4.19). Necht V je vektorovy prostor dimenze n nad
telesem R, necht A je tiplnd mrizka ve V' a P jeji zikladni rovnobéznostén. Necht
T CV je mnoZina, kterd je jakozto podmmnozina R™ kompaktni, konvexni a sy-
metrickd podle pocatku (tedy pokud x € T, poté i —x € T). Ma-li mnozina T
Lebesgueovou miru alespori 2" u(P), potom T N A obsahuje nenulovy bod.

Jesté si potrebujeme uvést dulezity priklad mftizky, pro ktery budeme poz-
déji tuto Minkowského vétu aplikovat. Tento priklad mrizky bude odvozen od
celistvych prvkia ciselného télesa K pomoci tzv. Minkowského vnoreni, které si
nyni predstavime.

Necht K je ¢iselné téleso stupné n a zkoumejme vsSechna vnoteni z K do C.
Necht 7 riznych vnofeni oy, ...,0,. spliuje vlastnost o;(K) C R pro vSechna
t od 1 do r. Ostatnich n — r vnoreni tedy zobrazi néjaky prvek K na néjaké
komplexni ¢islo a téchto vnoreni bude nutné sudy pocet (feknéme 2s), jelikoz
tato komplexni vnofeni jsou sparovany pomoci komplexniho sdruzeni, ozna¢me
tyto komplexni vnoreni o, 1,6,51, ..., 015, Orrs. Plati tedy r+2s = n. V definici
jsme zadefinovali pojem totalné redlnych ciselnych téles, zde vidime, ze jde
o pravé takova télesa, pro ktera plati, ze r = n.

Nyni jiz mizeme zadefinovat samotné Minkowského vnoreni. Jedna se o prosty
homomorfismus vektorovych prostori K a R" x C*. Toto zobrazeni budeme znacit
o a pro prvek 8 € K plati, ze

0(6) = (01(5)702(5)> oo vo_r(ﬁ)7ar+1(6)7 oo 70-7’-&-8(6))‘

Prostor R" x C® se téz nazyva Minkowského prostor.

Nyni si jiz mizeme konkrétné predstavit priklad iplné mrizky, kterou budeme
v praci potifebovat. Timto prikladem je o(Ok) pro libovolné ¢iselné téleso K.
Mnozina o(Qf) je opravdu tplna miizka a jeji zakladni rovnobéznostén mé objem
27°\/A, toto tvrzeni je dokdzdno v obecn&jsi formé v knize [11] jako Proposition
4.26, kde se dokonce ukéaze, ze pro kazdy idedl I okruhu O plati, ze (1) je
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uplnd miizka (objem jejiho zdkladniho rovnobéznosténu poté zavisi i na tzv.
normé idedlu I, tu vsak v této praci potfebovat nebudeme). Déle plati, ze je-
li K totalné realné Ciselné téleso, poté je 0(0}’0) polomiizka. Diskrétnost této
mnoziny plyne z diskrétnosti o(Ok), o podmonoid R" se jednd diky tomu, ze
0;° tvoii podmonoid Ok a ¢ je homomorfismus, a konetné o(05°) C (Rf)™,
coz je kuzel.
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3. Nerozlozitelné prvky v
kvadratickych ciselnych télesech

V této kapitole se budeme podrobnéji vénovat nerozlozitelnym prvkam jistych
polomfizek ve dvou dimenzich. Nejprve se zamérime na tzv. whlové oblasti E,,
a F, g, pficemz pozdéji se v této kapitole ukaze, Ze specidlnim piipadem thlovych
oblasti, az na drobné technické komplikace, je i okruh o(O%°), ¢mz se tedy
propoji geometricka teorie polomiizek s algebraickou teorii ¢isel.

3.1 Uhlové oblasti

V této sekci se budeme vénovat thlovym oblastem E, a F, 3. Tyto thlové
oblasti si za chvili zadefinujeme a poté si charakterizujeme nerozlozitelné prvky
téchto polomrizek pomoci hornich polokonvergentt ¢isel a a 3, respektive jejich
dobrych hornich aproximaci dle véty (nadale se budeme odvoldvat na pojem
hornich polokonvergentti), ¢ili zde dojde k propojeni polomiizek a teorie Fetézo-
vych zlomku ze sekce 2.1]

Rovnéz pro celou tuto sekci budeme predpokladat, ze cislo a je libovolné
kladné redlné, nebude se tedy jednat o néjaké zcela konkrétni algebraické ¢islo
stupné 2 z tabulky [2.1]

3.1.1 Definice thlovych oblasti

V tvodni ¢asti této sekce si zadefinujeme pojem thlové oblasti a vysvétlime
jejich geometricky vyznam.

Definice 3.1. Necht «, 8 jsou kladnd redlnd cisla. Definujme thlové oblasti E,,
a I, g ndsledujicim zpisobem:

B, ={(z,9) € Z? |y > 0,2 > ay}, (3.1)

Fos={(z,y) €Z° | x> —Py,z > ay}. (3.2)

Vysvétleme si nejprve geometricky, pro¢ jsme tyto mnoziny pojmenovali G-
hlové oblasti a proc¢ se jednd o polomiizky v R% Co se tykd mnoziny E,, tak tu
tvoif pravé takové prvky R? s celoéiselnymi soufadnicemi, které maji prvni sou-
radnici kladnou (s vyjimkou prvku (0,0)) alezi ,mezi“ pfimkamiy = 0 a z = ay.
To vSak znamené, ze prvky E, jsou pravé takové prvky R?, které lezi v konvex-
nim obalu poloptimek {(x,0) € R? |z € R{} a {(z,y) € R? | y € R{,z = ay}.
Tyto dvé polopfimky maji spolecny koncovy bod v bodé (0,0) a zaroven sviraji
konvexni tihel arccotg(a), jehoz hodnota nepresdhne 7 /2. Obecné plati (ve dvou
dimenzich), Ze konvexni obal libovolnych dvou poloptimek, které maji spole¢ny
koncovy bod v pocatku soustavy souradnic a sviraji konvexni tthel mensi nez T,
tvori kuzel (ktery jsme zadefinovali v definici . Proto prvky E, lezi v néjakém
kuzeli, navic volba celociselnych souradnic zajisti, ze E, je diskrétni mnozina,
Rutinné se d4 ovetit, ze E, je podmonoid R?, a jelikoz (1,0) € E,, tak skutecné
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dostéavame, Ze E, je polomiizka v R? podle definice a muzeme zkoumat jeji
nerozlozitelné prvky podle definice Analogicky se d& ovétit, ze i F, g je po-
lomiizka v R?, ktera je obsazena v kuzeli, ktery je konvexnim obalem polopiimek
{(z,y) eR? |y e Ry, z = ay} a {(z,y) € R* | y € Ry, z = —By}, které sviraji
konvexni ihel arccotg(a) + arccotg(f), coz je thel mensi nez .

3.1.2 Nerozlozitelné prvky v tihlovych oblastech

V této céasti této sekce jiz budeme zkoumat nerozlozitelné prvky v téchto
thlovych oblastech E, a F,, 3. Snadno z definic nahlédneme, ze E, C F, 3, z ¢ehoz
plyne, Ze nerozlozitelné prvky v F, g budou nerozlozitelné i v E,. Plati i opacnd
implikace, kterou si nyni ukazeme v néasledujicim lemmatu:

Lemma 3.2 ([3], Lemma 3). Necht o, 5 € Rt a méjme (x,y) nerozloZitelny prvek
v polomrizZce E,. Poté prvek (z,y) zistane nerozloZitelngm i v polomrizce F, g.

Diikaz. Dukaz bude proveden sporem. Necht (x,y) = (21, y1) + (22, y2) je rozklad
prvku (z,y) pro (z1,vy1), (2, y2) € Fap \{(0,0)}. Z nerozlozitelnosti prvku (z, y)
v E, plyne, ze alespon jeden z prvki (xy,y1), (22, y2) nelezi v E,, bez Gjmy na
obecnosti necht jde o prvek (z3,y2). To nutné znamend, Ze yo < 0, z ¢ehoz déle
dostéavame, ze nutné y; > 0, jinak by y = y;1 + y2 < 0 a prvek (x,y) by nelezel
v E,. Tedy y < y; a zadroven pripomenme, ze x1,xy > 0, ¢ili x = x1 + x5 > 2.

Ukazeme, ze (x—1,y) € E,. To by totiz implikovalo rozlozitelnost prvku (x, y)
v B, nebot (z,y) = (x—1,y)+(1,0), (1,0) € E, a méli bychom spor. Nerovnost
y > 0 jsme jiz odivodnili, zbyva ukazat nerovnost x — 1 > ay. Vskutku,

(xlvyl)EFa,ﬂ
JI—lZZEl—f-(l’Q—l)ZIl > Oéy1>a(y1—|—y2):ay7

coz jsme presné chtéli ukazat, tim byl dikaz lemmatu dokoncen. O]

Analogicky se da ukazat i souvislost nerozlozitelnych prvka v thlovych o-
blastech Eg a F, 5. Plati, ze je-li (z,y) nerozlozitelny prvek v Ejz, poté je (x, —y)
nerozlozitelny prvek v F, s (a opét trivialné plati i opa¢nd implikace). To nam
umozni charakterizovat vSechny nerozlozitelné prvky v polomfizce F, s pomoci
nerozlozitelnych prvki v polomrizkach E, a Ejg, coz zformulujeme jako nasledujici
dusledek, ve kterém si zaroven pripomeneme znaceni P pro mnozinu nerozlozi-
telnych prvka polomtizky L:

Dausledek 3.3. Pro parametry «, 8 € RT plati, Ze

PFa,B :PEaU{<x7y) | (JT,—y) GPEﬁ}’ (33)

neboli nerozloZitelné prvky (x,y) polomrizky F, g jsou presné nerozloZitelné pruky
polomrizky E, pro pripad y > 0 a nerozloZitelné proky polomrizky Eg pro pripad
y<0.

Rozklad mnoziny Pr, , z pfedchoziho disledku [3.3] je téméf disjunktni, pri-
nikem dvou mnozin z pravé strany rovnice je jednoprvkova mnozina, jejiz
jedinym prvkem je (1,0).

7 predchoziho disledku plyne, ze pokud chceme charakterizovat nerozlozitelné
prvky v Iy g, staci se zabyvat nerozlozitelnymi prvky v FE,, respektive v Ej.
Abychom tak mohli ucinit, zavedeme pomocny pojem a—nerozlozitelnosti.
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Definice 3.4. Necht & € R a y € N. Rekneme, Ze y je a—rozloZitelny prvek,
pokud ezistuji yi,yo € N tak, Ze y = y1 + y2, a zdroven [ay] = [ay] + [ays].
V opacném pripadé rekneme, Ze y je a—nerozlozitelny prvek.

Snadno si uvédomime obecnou vlastnost hornich celych ¢asti, dle které pokud
Y = Y1+ Y2, potom [ay| < [ay; ]+ [ays], proto staci pro ovéfeni a—nerozlozitel-
nosti ¢isla y dokazat opacnou nerovnost. Nyni jiz miizeme charakterizovat nero-
zlozitelné prvky v E, pomoci hornich polokonvergentt ¢isla o, pricemz je logické,
ze budeme uvazovat pravé horni polokonvergenty ¢isla « a nikoliv ty dolni, ne-

; . , T . , v 172
bot horni polokonvergenty vyhovuji podmince — > «, coz nam po tupravé dava
Y

nerovnost > ay, kterd nutné musi platit pro vsechny prvky (z,y) polomfizky
E., presné podle jeji definice ve vztazich . Pro dolni polokonvergenty plati
opacna nerovnost, coz jasné naznacuje, pro¢ v nasledujici vété budeme uvazovat
praveé horni polokonvergenty cisla a:

Véta 3.5 ([3], Theorem 1). Necht a € R a méjme nesoudélnd cisla x,y € N.
Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

a) (z,y) patri do E, a jednd se o nerozloZitelny prvek v E,,

b) y je a—nerozloZitelny prvek a x = [ay],

x
c) — je horni polokonvergent ¢isla .
)

Diikaz. Nejprve ukazeme, ze a) < b) a poté ukazeme, ze b) < c).

1) a) = b): Necht (z,y) € E, je nerozlozitelny prvek v FE,. Jisté plati, ze
(1,0) € E,, tak nutné nastane piipad, ze (x — 1,y) ¢ E,. To ndm spolu s predpo-
kladem (z,y) € E, davé platnost nerovnosti z—1 < ay < x, coz je ziejmé ekviva-
lentni s konstatovanim [ay] = x. Proto ndm nyni staci ukdzat a—nerozlozitelnost
c¢isla y, coz ukdzeme sporem:

Predpokladejme pro spor, ze y je a—rozlozitelny prvek, tedy y = y1 + y»
a zaroven [ay| = [ay; ] + [ays] pro néjaka prirozena ¢isla yi, yo. Poté plati:

(z,9) = ([ayl,y) = (Tay], 1) + ([aya], y2).

Nicméné prvky ([ay;],y;) pro i = 1,2 patii do E,, ¢ili jsme pravé ukazali, ze
(x,y) je rozlozitelny prvek v polomfizce FE,, coz je spor. Tim je implikace a) = b)
dokazana.

2) b) = a): Necht je y a—nerozlozitelny prvek a x = [ay], chceme ukazat,
ze prvek (x,y) je nerozlozitelny v E,. Z rovnosti x = [ay]| plyne, ze (z,y) € E,,
zbyva ukazat samotnou nerozlozitelnost v E,:

Necht (z,y) = (z1,y1) + (z2,92) pro (z1,v1), (2,y2) € E,, plati tedy nero-
vnosti

z1 > [ay], 2 > [ays]. (3.4)

Ukéazeme, ze (x1,11) = (0,0). Poté plati nasledujici vztahy:

oyl =z =21+ 22 S [am] + [age] > [ay]. (3.5)
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JelikoZz mame na obou koncich vztahu (3.5) stejné vyrazy, budou vsechny
vztahy ve (3.5)) a také ve (3.4) nutné rovnosti. Specialné poukazme na rovnosti

z1 = oy ], [ay] = T ] + [oys]. (3.6)

Nyni vyuzijeme toho, ze y = y1 + y» (coz piedpokladdme) a toho, ze y je
a—nerozlozitelny, z ¢ehoz nutné plyne, Ze y; nebo ys neni prirozené ¢islo, bez
Ujmy na obecnosti necht jde o y;. Jelikoz (x1,11) € E,, tak z nerovnosti
plyne, ze y; = 0. JelikoZ nerovnosti jsou ve skutec¢nosti rovnosti, dostavame
rovnost 1 = 0, celkové (z1,71) = (0,0), jak jsme presné chtéli ukazat. Proto je
prvek (x,y) nerozlozitelny v polomiizce E, a implikace b) = a) je dokdzana.

3) b) = c¢): Necht je y a—nerozlozitelny prvek a z = [ay], chceme ukazat,

x x
ze — je horni polokonvergent ¢isla a. Podle véty [2.17| staci ukazat, ze zlomek —
Y Y

. , . Py . X ‘ v v
je dobrou horni aproximaci ¢isla «, neboli — > «, a zaroven pro vsechny zlomky

ﬁ, kde x1,11 € Z které vyhovuji podmince (2.16)), neboli
Y1

> >, (3.7)
N

<R

x
plati bud y; > y, nebo plati rovnosti x = x1, y = y1. Nerovnost — > « plyne ze
vztaht v (3.1)), nebot (x,y) € E,, coz jsme jiz ukdzali v predchozi implikaci, tedy

x
ve druhé casti tohoto dikazu. Proto uvazujme zlomek —1, kde x1,11 € Z, jenz
Y1
vyhovuje podmince (3.7) a ukazme, ze bud y; > y, nebo plati rovnosti z =
ay=1uy.
Nejprve predpokladejme, ze y; = y. Poté plati:

[ayl =2 = =1 > ayr=ay > [ay] — 1.

Plati tedy x1 = [ay] = z, coz jsme v tomto pripadé chtéli ukazat. Zbytek
diikazu této implikace bude proveden nepiimo: Necht y; < y a ukazeme, Ze prvek
y je a—rozlozitelny. Necht 1y, := y — y; € N, plati tedy jisté rovnost y = y1 + ys.
V tuto chvili staci ukazat rovnost [ay| = [ay1 | + [aya ], ¢imz skuteéné ukazeme,
ze prvek y je a—rozlozitelny a dikaz této implikace by byl hotov. Aby viibec mohli
platit nerovnosti (3.7]), musi nutné nastat pripad x > xy, necht x5 : =z — 2, € N.
Nyni ukazeme, ze 52 > z, coz nam po aplikovani nerovnosti da nerovnost

2

x
22> a, kterou za chvili vyuzijeme. Plati:
Y2

vy _r_w-m v _yl@-wm) -2y —y) 2y —yn (3.8)
Y2y Yy—u oy y(y — 1) y(y — 1)

Citatel posledniho zlomku je neziporny diky nerovnostem (3.7) (zde zcela
konkrétné vyuzivime pozorovani pred lemmatem [2.13)) a jmenovatel totozného
zlomku je kladny diky vztahim y > y; > 0, které pfedpoklddame. Proto opravdu

x x
plati y—z > ;, a tedy
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T X
2> s,
Y2 Y1

Z téchto nerovnosti plyne, ze z1 > [ay;| a 3 > [aysz]|. Proto plati:

[ay] =2 =21+ 29 > [ay1]| + [ay2],
coz ndm dle textu za definici a—rozlozitelnosti [3.4] sta¢i ukdzat k tomu, abychom
skutecéné ovérili, ze y je a—rozlozitelny, ¢imz je dikaz této implikace dokoncen.
4) ¢) = b): Necht z je horni polokonvergent ¢isla a a chceme ukazat, ze y

je a—nerozlozitelny prvek a rovnost © = [ay]|. Rovnost 2 = [ay]| jsme dokazali
v dusledku [2.18] a—nerozlozitelnost prvku y dokazeme sporem: Necht y = y1 + 1o
pro y1,y2 € N takovd, ze x = [ay| = [ay1] + [aye] a oznaéme z; = [ay;]
pro ¢ = 1,2, plati tedy # = x; + x5. Podobné jako v dikazu implikace b) = ¢),
Ty X
konkrétné diky rovnosti (3.8)) dostavame, Ze jeden ze zlomku L 22 e vtsf nebo
Y1 Y2
x x
roven — a ten druhy bude mensi nebo roven —. Bez jmy na obecnosti predpo-
Y

kladejme, ze
> —= > a, (3.9)
kde posledni nerovnost plati diky vztahiim

e47) fayﬂ L2
— 77 L — _Z

Y2 Y2 Yo
x
Nyni vyuzijeme toho, ze — je horni polokonvergent ¢isla o a pouzijeme vétu
Y

, dle které jde i o dobrou horni aproximaci, a tak dle nerovnosti (3.9) vyhovuje
x

zlomek =2 podmince (2.16)), a tak podle véty [2.17] musi platit, ze yo > y nebo
Y2

Yy = Y2, = To. Ani jeden z téchto pripadu vsak nastat nemiize, nebot diky
rovnosti y = y1 + ¥2 a y1 € N mame nerovnost y, < y a dostali jsme tedy spor,
¢imz je dikaz této implikace a celé véty dokonden. ]

Snadno nahlédneme, Ze dukaz posledni implikace predchozi véty bude

x
platny i v pripadé — = «a. Za téchto podminek budou vSechny nerovnosti ve

vztazich ve skgteénosti rovnosti, ale nadale bude platit nerovnost y, < v,
¢imz bychom dostali spor.

Spojenim véty a disledku dostédvame charakterizaci nerozlozitelnych
prvkd v F,, 3 pomoci hornich polokonvergentii ¢isel a a 3, pricemz zde vyuzivame
toho, ze véta [3.5 plati, kdybychom misto parametru a uvazovali parametr f3.
Jesté predtim si vSak vSimneme predpokladu véty 3.5 dle kterého uvazujeme
pouze prvky z,y € N. To vSak znamena, 7Ze jsme zatim neprozkoumali vSechny
prvky polomtizky E,, nebot snadno nahlédneme, ze pro vsechna x € Ny plati, ze
(x,0) € E, (ajedna se o jediné prvky polomfizky FE, s alespon jednou nekladnou
soutadnici, coz se d4 nahlédnout z nerovnosti ) Pro tyto prvky je vsak
velmi snadno vidét, ze jedinym nerozlozitelnym prvkem v E, (a tedy i v F, 5 dle
lemmatu [3.3)) je (1,0). Nyni jiz zformulujeme disledek, ktery tedy charakterizuje
nerozlozitelné prvky v Fy g pomoci hornich polokonvergentii ¢isel o a (3, jehoz
dikaz plyne okamzité z véty [3.5] a disledku [3.3]
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Dusledek 3.6. Pro o, € R a nesoudélnd cisla x,y € N je (x,y) € Fop
nerozloZitelny prvek v polomriZce F, g, pravé kdyZ nastane jeden z ndsledugjicich
pripadi:

a) (z,y) = (1,0),

x
b) — je horni polokonvergent cisla «,
Y

c) _— je horni polokonvergent cisla 3.
Y

Snadno si uvédomime, ze ktery z pripadt v predchozim disledku nastane,
zélezi pouze na znaménku y: Pripad a) nastane, pravé kdyz je y = 0, pripad b)
nastane praveé kdyz y > 0 a pripad c) nastane, pravé kdyz y < 0. Také vidime, ze
jednotlivé pifpady jsou po dvou disjunktni, tedy pro (x,y) € P, , nastane prave
jeden z piipadi a),b), ) z disledku [3.6]

Véta [3.5 ma také nasledujici jednoduchy dusledek:

Dusledek 3.7. Necht o € R*. Poté plati:

a) Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:
o Cislo a je iraciondlnd.
o Ezistuje nekonecne mnoho a—nerozloZitelniych prirozenych cisel.
o Uhlovd oblast E, obsahuje nekonecné mnoho nerozlozitelnijch pruki.

b) Je-li ¢islo a raciondlni, reknéme o = |ag, ay, ..., ax] = Pk pro k liché, coZ
dk
mauzeme predpoklddat diky rovnosti (2.6)), poté existuje prave a;+az+. . .+ay

a—nerozloZitelnych prirozengch cisel (pro k sudé je téchto a—nerozloZitel-
nych prirozengch cisel a3 + az + ...+ ax_1) a nejvétsim z nich je q.

Diikaz. a): Ekvivalence téchto t¥i podminek plyne jednoduse z véty a toho,
ze praveé iracionalni ¢isla maji nekonecné mnoho hornich polokonvergentii.

b): Je-li ¢islo « raciondlni, poté je nasim ukolem ptesné urcit pocet jeho hor-
nich polokonvergentii, poté staci pouzit vétu |3.5] a budeme hotovi. Tento pocet
jsme vsak presné urcili v lemmatu [2.11] Pro urceni nejvétsiho a—nerozlozitelného
prvku se sta¢i podivat na nerovnosti . O

3.2 Nerozlozitelné prvky v (9}’0

V této sekei si ukazeme, ze na pripad tihlovych oblasti, kterym jsme se vénovali
v minulé sekci, se da prevést zkoumani totalné nezapornych prvkia v realnych kva-
dratickych ¢iselnych télesech, specidlné si ukazeme, ze totalné nezaporné prvky,
které jsou vétsi nebo rovny svému konjugatu (tento technicky predpoklad bude
brzy vysvétlen), tvori polomrizku v R.
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3.2.1 Obecny popis

Necht D # 1 je bezétvercové prirozené ¢islo, uvazujme redlné kvadratické
selné téleso K = Q(v/D) a uvazujme parametry D, ai, § podle tabulky .

PovSimneme si, Ze ve vété [2.22] jsme presné popsali strukturu fetézovych
zlomkt ¢isla «, ¢ehoz v této sekci budeme vyuzivat.

Nyni se jiz podivejme na totalné nezaporné prvky v Og: Jedna se o takové
prvky z +yd € Z[d], ze x + dy > 0 a x + d'y > 0, pficemZ tyto dvé podminky se
daji ekvivalentné popsat jako z > —yd a x > —d'y = ay, neboli

O’ ={x+yd € Z[5] | x > —dy, z > ay}, (3.10)

coz neznamena nic jiného, nez

0% = {z+yd | (x,y) € Fus}. (3.11)

7, popisu O}’O ve vztazich a je vsak vidét, ze samotny okruh
OF° netvoii polomifzku v R, nejedné se totiz o diskrétni mnozinu (diskrétnost
mnoziny, tedy existenci hromadnych bodi zkoumame vzhledem ke standardni
topologii na R), nebof pro vSechna x € N existuje y € Z tak, Ze (x,y) € Fu,
a zaroven 0 < z+yd < [d] (pro z < [§] mizeme volit y = 0, pro x > [J] zvolime
y < 0 tak, aby 0 <  + yd < [§]), z &ehoZ plyne, ze O ma nekoneény prinik
s krychli K([d]), coz je kompaktni mnozina, a proto z tvrzeni|1.3[nepfimo plyne,
7e mnozina OF° neni diskrétni.

Abychom zkonstruovali z (’)[JQ’O polomrizku v R, musime se omezit na takové
totalné nezaporné prvky, pro které plati, Ze jsou vétsi nebo rovny svému konju-
gatu. Pro takovy prvek x + yd to konkrétné znamena, ze

0< (z+yd)—(z+yd) =y —17). (3.12)

Jisté plati, ze (6 —d’) > 0, nebot § > 0 a ¢’ = —J§ < 0. Z toho a vztahu (3.12))
plyne, Ze vztah 0 < (z + yd) — (x + yd)" je ekvivalentni vztahu y > 0. Oznacme

Sk ={rx+ysc O | +yd >z +yd}={x+ysc O |y>0}.
Spolu s pouzitim rovnosti (3.11]) dostavame nasledujici popis:
Sk ={r+yd | (z,y) € Fosy >0} ={z+yd | (z,y) € Eu}. (3.13)

Snadno nahlédneme, ze pravé zadefinovana mnozina Sy tvori monoid. Zaroven
se opravdu jednd o polomrizku v R, diskrétnost se da rutinné ovérit pomoci
tvrzeni 1.5 Pfipometime, Ze cely tento monoid lezi v kuzeli R .

Polomtizka Sy je izomorfni polomfizce FE,, prislusnym izomorfismem je zo-
brazeni ¢: E, — Sk, p(r,y) = z+yd. Tento izomorfismus je rovnéz izomorfismem
monoidi (9;2’0 a I, g, nicméné pouze Fy, g tvoii polomiizku. Polomfizky Sk a E,
jsou si tedy izomorfni, i kdyz kazda z téchto mmnozin tvori polomfizku v jiné
dimenzi.

Hned za definici [I.13] nerozlozitelného prvku jsme si vSimli, Ze izomorfismus
monoidl zachovava nerozlozitelné prvky, diky ¢emuz muzeme popsat nerozlozi-
telné prvky polomrtizky Sk a okruhu (’)}2’0 pomoci nerozlozitelnych prvki polo-
miizek F, a F, 3. Zaroven vime, jak vypadaji nerozlozitelné prvky v E, a F, g,
to zname z minulé sekce.
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Pouzitim véty popiseme diky izomorfismu ¢ vSechny nerozlozitelné prvky
v polomiizce Sk pomoci hornich polokonvergentu cisla «. Zaroven si uvédomime,
ze pomoci nerozlozitelnych prvka polomrizky Sk velmi snadno uréime i nerozlo-
zitelné prvky okruhu (’);2’0 diky definici mnoziny Sk a pozorovani, ze libovolny
prvek je nerozlozitelny v (’)E’O, pravé kdyz je jeho konjugat nerozlozitelny prvek
% O;?O. Popisme tedy timto zplisobem vSechny nerozlozitelné prvky v okruhu
O v nasledujici véte:

Véta 3.8 ([3], Theorem 2). Pro hodnoty D,6 a a = [ag, a1, -, ar_1, ax] 2 tabulky

kde D # 1 je bezctvercové prirozené cislo a K = Q(v/D) je prvek 3 € (’)}’0
nerozlozitelny v (’);2’0, prave kdyz nastane jeden z ndsledujicich pripadi:

a) =1,

b) B=x+yd nebo 5 =x+yd prox = [ay| ay €N, kde y je a-nerozloZitelny
proek.

Pomoci retézového zlomku cisla o = [ag, ay, . . .| se vsechny nerozloZitelné proky

monoidu (9};’0 daji popsat jako pyj + qr.;0 a pr;+qx;0', kde k> —1 je liché cislo
a0 <7< ags.

Pripady a) a b) v predchozi vété jsou ziejmé disjunktni. Predchozi vétu by-
chom rovnéz mohli dokazat i bez pozorovani, ze konjugace zachovava nerozlo-
zitelnost, a to piimo z dusledku [3.6, kde bychom zkoumali i horni polokonver-
genty cisla 0. ty se vSak daji snadno odvodit z hornich polokonvergentii ¢isla «,

//////

pripad D = 1 mod 4, kde a # 6.

3.2.2 Popis az na nasobeni ¢tvercem jednotky - prvni di-
kaz

V této casti této sekce predstavime jednodussi popis nerozlozitelnych prvki
v (9;2’0, téchto nerozlozitelnych prvki totiz bude koneéné mnoho, az na prenaso-
beni mocninami ¢tverce néjaké jednotky. Budeme postupovat podle 4. kapitoly
¢lanku [3].

Pro celou tuto ¢ast této sekce budeme uvazovat parametry D,«a a 0 podle
tabulky , a dale budeme uvazovat K = Q(v/D) a jednotku e = [ + md v O,
popis téchto jednotek presné pomoci parametrii [,m € N jsme zminili v tvrzeni
2.33| (neplati tedy, ze prislusna jednotka je nutné fundamentalni, jinymi slovy
pro € = pr_1 + qx—10 nemusime volit & minimalni mozné). Snadno si uvédomime,
ze pro z € Z je B € (9}’0 nerozlozitelny prvek v (’)}’0, pravé kdyz je prvek
¥ nerozlozitelny v (9;2’0. Smysl prenasobeni ¢tvercem néjaké jednotky bude
vysvétlen nasledujicim lemmatem:

Lemma 3.9. Pro libovolny nenulovy prvek 5 € (’)}’0 a jednotku ¢ € O, jenz
splniuje vztah € > 1 (e je tedy tvaru I +md pro l,m € N) plati, Ze existuje prdvé
jedno z € 7 tak, Ze prvek 3, := 2?3 vyhovuje podmince

B

et< < (3.14)

B
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o v 2, / 4 Vv v Ve v . ./
Diikaz. Zacneme tpravou vyrazu —-, piicemz vyuzijeme fakt, ze jednotky maji

B
normu +1, a proto € = Ne(/e):
52_5226 _EEQZ_E 222_@42
G-y e =gV =g

Dosadme pravé ziskany vztah do nerovnic (3.14), o kterych chceme dokézat,
ze plati pro pravé jedno z € Z. Po vynasobeni vyrazem £~ % dostavame:

e < B o ten (3.15)

g
Nyni sta¢i nahlédnout, Ze nerovnice (3.15)) (a tedy i (3.14)) plati pro pravé
jedno z. Vidime, Ze vyraz 7 nezavisi na z, je to tedy néjaké fixni kladné cislo.

Zéroven vidime, Ze posloupnost polouzavienych intervali ((e=472, e™4*72]) 7 je

po dvou disjunktni a pokryva celé RT, z ¢ehoz dostavame, Ze @ lezi v prave
jednom takovém polouzavieném intervalu, a tedy i nerovnice (3.15)) a (3.14) plati
pro prave jedno z € Z, coz jsme chtéli ukazat. O]

V predchozim lemmatu jsme zakézali ptipad 5 = 0, nebot v tomto pripadé
neni podminka dobre definovana. Nicméné pozadujeme, aby 0 byla sou-
¢asti ndmi zkoumanych mnozin, a to z divodu zachovani algebraické struktury
monoidu, aby zkoumané mnoziny opravdu tvorily polomfizku.

Diky predchozimu lemmatu se staci zabyvat nerozlozitelnymi prvky na mno-

7iné { f € O’ e7? < g/ < &e?} U {0} a obdobné jako v minulé ¢asti této sekce
staci uvazovat takové totalné nezdporné prvky, které jsou vétsi nebo rovny svému
konjugatu, coz nam dava podminku — > 1. Kvili zachovani algebraické struktury

monoidu pfidame do zkoumané mnoziny 0 a budeme se tedy zabyvat mnozinou

B
/6/
kde € > 1 je jednotka okruhu Og. Nyni ukazeme, ze pravé zadefinovand mnozina
tvori polomrizku v R.

G. = {5 cof 1< < 52} U {0}, (3.16)

Lemma 3.10. Pro hodnoty D a ¢ z tabulky kde D # 1 je bezctvercové
prirozené cislo a K = Q(vV/D), necht € > 1 je jednotka okruhu Ok. MnoZina G.,
zadefinovand vztahem v (3.16), tvori polomrizku v R.

Diikaz. Jisté plati, ze
0 0 g
G.CSxk={ax+ydc O |z +yd>a+yd}= {BE 00 1< B/}U{O},
pricemz z minulé ¢asti této sekce vime, ze mnozina Sk tvori polomrtizku v R,
z ¢ehoz plyne, ze G. je diskrétni mnozina, ktera lezi v néjakém kuzeli. Zaroven

primo z definice v (3.16)) vidime, Ze G. obsahuje nulu i néjaky nenulovy prvek,
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proto nam staci ukazat, ze G, tvori pologrupu (dokonce se bude jednat o podmo-
noid Sk), neboli chceme ukézat uzavienost mnoziny G. na s¢itani, méjme tedy
libovolné prvky £, € G. a chceme ukazat, ze § + v € G., ¢ili chceme ovérit

nerovnosti 54
1< 277 <22 (3.17)
(B+7)
. B+ y . e
Platnost nerovnosti 1 < ———— plyne z toho, Ze Sk je pologrupa (¢ili 5’ < 3
(8+7)
a v <), staci se tedy zabyvat druhou pozadovanou nerovnosti (5:7), < e
Y
Necht § = z1 + 410 € G, pro z1,y; € Z a upravme nerovnost g/ < g2, ktera
plati:
r1 + Y10 2 2 ' ) 2
———— <ecent+pd<c(ri+yd)eyp(d—0) <xE—-1)<
(z1 4+ y16)
§ — &' <
—_ xy.
2 Y=
Oznac¢me 5 g2
—d'e

Tento parametr b., zavisejici pouze na € a § bude dilezity pro cely zbytek této
casti této sekce a pozdéji se mu budeme podrobnéji vénovat. Plati tedy nerovnost

beyn < 11, (3.19)
a stejné upravy mizeme udélat i s prvkem v = x5 + y20 pro o, ys € Z, proto
beyp < X9, (3.20)

a nasim cilem je ukazat platnost nerovnosti
be(y1 + y2) < @1 + 22,

ta vsSak snadno plyne z nerovnosti (3.19) a (3.20]). Tim jsme tedy ovérili i vztah
(3.17), diky ¢emuz je G. opravdu pologrupa a tedy i polomiizka v R, ¢éimz je
lemma dokazané. O

Ekvivalentni ipravy, které jsme vyuzili v ditkazu predchoziho lemmatu, budou
vyuzity i pfi dikazu dalsitho lemmatu, které jesté vice poukaze na dilezitost
parametru b. a zaroven se podivame na vlastnosti tohoto parametru, konkrétné
piijde o jeho vyjadieni v zavislosti pouze na jednotce € a o jeho fetézovy zlomek.
Zaroven v tomto dikazu budeme délat vypocty zvlast pro pripady D = 1 mod 4
a D=2 3mod 4.

Lemma 3.11 (3], Lemma 4). Pro hodnoty D,d a « 2z tabulky kde D # 1 je
bezctvercové prirozené cislo a K = Q(\/D), necht e = 1 +mé je jednotka okruhu
Ok, kde l,m € N. Poté plati

Ge={z+yd | (z,y) € Ep.}, (3.21)
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kde polomrizka G, byla zadefinovina vztahem v (3.16)), cili polomrizka G. je izo-

5 — d'e?

morfni polomriZce E,_, kde parametr b, = B ktery jsme zadefinovali vzta-

hem v (3.18)), je roven

g2 —

77[17 pokud N(g) =1,
b — Dlm’ pokud N(e) = —1 a D = 2,3 mod 4,
B R

2?#’ pokud N(¢) = —1 a D = 1 mod 4,

specidlné vidime, Ze b, € Q.

Dikaz. Zacneme dukazem rovnosti (3.21]). K tomu si staci uvédomit dvé ekviva-
lence nerovnosti:
Zaprvé, pro libovolny nenulovy prvek g = x4+ yd € O, kde z,y € Z plati, ze

nerovnost 1 < /g/ je ekvivalentni s nerovnosti y > 0, coz jiz zname.
Zadruhé, za stejnych piedpoklad®, nerovnost 2 > ﬁ/ je ekvivalentni s ne-

rovnosti x > yb., coz jsme si ukazali pro prvky G. v rdmci minulého lemmatu
B.10] pro prvky G., nicméné tyto ekvivalence plati obecné pro vSechny totélné
nezaporné prvky z + yo.

Diky témto dvéma ekvivalencim nerovnosti dostavame opravdu rovnost ,
nebot zkoumané nerovnosti definuji polomrizky G. a E_. Izomorfismem mezi té-
mito dvéma polomrizkami je souradnicovy izomorfismus vzhledem k celistvé bazi
(1,0), tedy zobrazeni (z,y) — x + yd, stejny izomorfismus jako byl izomorfismus
polomtizek Sk a E, v minulé ¢asti této sekce. Nyni se jiz podivame na vyjadieni
parametru b, dosazenim ¢ = [+md a odlisime 2 pripady podle toho, jakou normu
ma jednotka €.

Nejprve predpokladejme, ze N(g) = 1. Poté plati:

B 0 —0d'e?e ooy 0 — e S(14+md') — 8 (14 md) ol — 'l I

Y

g2 -1 ¢ e—¢g l+mb—1—md Com—48m  m

¢imz je tento pripad vyfesen, proto nyni zkoumejme pripad N(¢) = —1 a postu-
pujme podobné:

(0= (=€) cr=1 —0E' = 0'e 4+ mé") + 0'(l + md)

b& et g _— = - —
(2 —1)(—¢') e+¢ [+md+1+md
U0 +0") +2msd"  Tr(d)l+ N(5)2m
20+m(6+08) 204+ Tr(0)m
Dosazenim hodnot 77(6) = 0 a N(§) = —D pro pripad D = 2,3 mod 4,
1—
stejné jako Tr(0) = 1 a N(§) = pro piipad D = 1 mod 4 dostaneme
presné pozadované vysledky, ¢imz je toto lemma dokazané. O]
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Podotknéme, ze v ¢lanku [3] je v rdmci tohoto lemmatu zaroven vyslovené
dokazéana identita b. = b., ktera pochopitelné plati, ale zaroven plyne z vypoctu
b. pres parametry [,m, D, nebot vSechny tyto parametry jsou prirozena ¢isla.
Zaroven je v ¢lanku [3] vyslovené dokdazan odhad b. > «, ktery opét plati, nicméné
plyne z toho, ze G. C Sk, atedy Ey, ~ G. C Sk ~ E, anyni staci pouzit definici
uhlovych oblasti. Diikaz lemmatu byl tedy lehce zjednodusen oproti dikazu
Lemmatu 4 z ¢lanku [3].

V nasledujicim lemmatu, kde prozkoumame rozvoj parametru b, do retézo-
vého zlomku, vyuzijeme presnéjsiho popisu jednotek okruhu O}’O, ktery zname
z tvrzeni [2.33, Toto lemma je dokdzané i v ¢lanku [3] v rdamci Theorem 4, my
vsak tuto ¢ast o fetézovém zlomku ¢isla b, nyni uvedeme zvlast v nésledujicim
lemmatu, pficemz hlavni vysledek Theorem 4 z ¢lanku [3] bude zde uveden jako

véta [3.13]

Lemma 3.12. Pro parametry D,§ a a = |ag, @1, -, @1, ar) z tabulky[2.1], kde
D # 1 je bezctvercové prirozené cislo, dale necht K = @(\/ﬁ), wvazZujme jednotku

€ =pr_1+ @10 € Ok (tato jednotka nemusi byt fundamentdlni, tedy parametr
—§'e?

—— plati, ze

21 peate,

k nevolime minimdlni moznyj). Pro parametr b, :=

lag, a, ..., ax 1], pokud N(g) =1,
b, = lag, ay, ..., ax_1, a0, pokud N(e) = —1 a D = 2,3 mod 4,

lag, a1, ..., ax_1,a0,1,1], pokud N(¢) = —1 a D =1 mod 4.

Diikaz. Nejprve se budeme zabyvat jednoduchym piipadem N(g) = 1. Z lemmatu

3.11| spolu s tvarem jednotky e dostavame vztah b, = Prot _ lag, a, ..., ax 1]
qk—1
Nyni zkoumejme pfiiad N(e) = —1 anecht D = 2,3 mod 4. V tomto piipadé

plati 6 = /D a lemma [3.11] spolu s pfesnym tvarem jednotky ¢ ndm dava vztah

Dy
b, = S IL (3.22)
Pr—1

Nyni pouzijeme lemma [2.27] ze kterého dostavame rovnost
Ph—2.a0 + Qr—2,000 = €(—0") = (pr—1 + Qkfl\/ﬁ)\/ﬁ = qp—1D + pr_10.

Porovnanim celo¢iselnych koeficientii a koeficienti u 0 dostaneme rovnosti
Gk—1D = Pr—2,4y & Pk—1 = Qr—2,4,- Lyto dve rovnosti dosadime do vyjadfeni b, ze
vztahu (3.22) a dostavame

Pk—2,
ba =% = [a07a17 <. 7ak—1aa'0]7
qk—2,a9
¢imz je tento pripad vyresen.
Nyni se staci zabyvat pripadem, kdy N(¢) = —1 a D = 1 mod 4. V tomto

VD +1
2

pripadé plati § = . V této situaci budeme postupovat lehce jinak, za¢neme

pouzitim lemmatu dle kterého, spolu s vyuzitim snadno ovéfitelného vztahu
-0 =6 — 1, dostavame:
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Ph—2,a0 + Qe—2,000 = €(—0") = (Pr—1 + @—10)(—0") =
= (Pr—1+qr-10)(0—1) = Qk71<52_5)_pk71+pk715 = qh—1(—N(9))—pr—1+pp-—16 =

D—-1
L T S + pr-19.

Opét porovname celociselné koeficienty a koeficienty u ¢ a dostaneme rovnost

D—-1

dk—1 — Pk-1
Pr—2,

L 4 = [ao, aty...,0_1, CLQ}. (323)

Ak—2,a0 Pr—1

Tento vyraz se vSak nerovna b., pro které dle lemmatu [3.11| opét spolu s po-
uzitim tvaru jednotky plati vztah

Qe—1(D —1)
f — Pk
b = . (3.24)
2pk—1 + qr—1
Ukéazeme, ze plati vztah b. = [ag, a1,...,ak_1,a0,1,1], coz ovéfime tim, Ze

spoc¢itame citatele a jmenovatele Tetézového zlomku na pravé strané pozadované
rovnosti a vysledky porovname s rovnosti . Pro snadnéjsi prevod mezi pti-
slusnymi konvergenty a hornimi polokonvergenty budeme pracovat s fetézovymi
polynomy (h;)2_;, které jsme si zavedli v definici Zacneme aplikovanim rov-

1=—01

nosti (2.3)) na fetézovy zlomek [ag, a1, ..., ax_1, a0, 1,1] a dostaneme
hk+3(&0, ay,...,Qqr_1, 0o, 1, 1)
[a'Oa ay,...,0k-1, Qo, 1a ]-] =
hk+2(a1, coey A1, G, 1, 1)

Nyni jiz budeme aplikovat rekurentni definici fetézovych polynomii a posléze
vztahy z definice [2.4] nejprve na c¢itatele zkoumaného fetézového zlomku:

hk+3(a0, ai,...,Aar_1,00, 1, 1) =
hito(ao, ar, ..., ak—1,a0,1) + hgy1(ag, ar, ..., ap_1,a0) =
(23
2hpi1(ag, ar, ..., ak—1,a0) + hi(ag, a1, ..., ak—1) = 2Dp—2,09 + Pk1 =
D—-1 D—-1
=2 (%—1 1 _pk—l) + Dr—1 = Qi1 5 — Pk—1-

Obdobné tpravy nyni udélame i s jmenovatelem zkoumaného fetézového zlo-
mku:

hk+2(a1, e, Qp_q,Qp, 1, 1) =
hiyi(an, ... ak—1,00,1) + hg(as, ..., ar—1,a0) =
(3:23)
2hi(aq, ..., ag—1,a0) + hg—1(ar, ..., Q1) = 2Qk—240 + Qr—1 =
= 2Pk—1 + Qr—1.
Pravé jsme tedy spocitali, ze
D—-1
hits(ao, a1, ..., a5_1,a9,1,1) k-1 ~ Pk—1
[a0aa1a"'7ak—17a07171] = k+3< S e 20y ) - 2
hiyo(as, ..., ax—1,0a0,1,1) 2pk—1 + Qr—1

coz dle rovnosti (3.24)) je pravé b.. Tim byl dukaz tohoto lemmatu dokonéen. [J
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Nyni tedy mame popsanou strukturu polomtizky G., ktera je tedy izomorfni
uhlové oblasti Ej_ a zaroven mame dostatecné prozkoumané i vlastnosti tohoto
parametru b.. Podivejme se na nerozlozitelné prvky této polomrizky. Pomoci véty
3.5 muzeme tyto nerozlozitelné prvky popsat pomoci hornich polokonvergentu

§—0'e? ,
¢isla b. = popE toto cislo je vsak raciondlni, a tak diky disledku|3.7|je téchto
€

nerozlozitelnych prvki pouze koneéné mnoho. Polozme si otazku, zda-li bychom
pomoci nerozlozitelnych prvkia polomrizky G. nemohli popsat i nerozlozitelné
prvky polomrizky Sk, respektive monoidu (9;’0.

Jelikoz G. C Sk, tak vSechny nerozlozitelné prvky polomrizky Sk jsou ne-
rozlozitelné i v G.. Zaroven, kazdy prvek Sk patii po prenasobeni jednotkou
e pro vhodné z € Z do G., diky éemuZ si sta¢i uvédomit, které nerozlozitelné
prvky v G, ziistanou nerozlozitelné i v Sk, pomoci téchto prvki totiz popiseme
vSechny nerozlozitelné prvky v Sk, po konjugaci a po pfenasobeni €%* tim popi-
Seme i vSechny nerozlozitelné prvky okruhu O K’O.

Ukazeme, ze tuto vlastnost maji vSechny nerozlozitelné prvky polomtizky G.,
kromé piipadu D = 1 mod 4 a zaroven N(e) = —1, kde bude jedna vyjimka.
Podrobnéji si toto tvrzeni vyslovime a dokazeme v nasledujici véteé:

Véta 3.13 ([3], Theorem 4). Pro parametry D,0 a o = [ag, a1, .-, Gr_1, Gx) 2 ta-

bulky kde D # 1 je bezctvercové prirozené cislo a K = Q(\/E), uvazZujme

jednotku e = pr_1+qe_10 € Ok (tato jednotka nemusi bijt fundamentdlni, tedy pa-

rametr k nevolime minimdlni mozny). Necht 5 € G. je nerozloZitelny prvek v G..

Poté je B merozlozitelny prvek v Sk, prdvé kdyz nenastane pripad N(g) = —1,

D—-1
2

D =1mod 4 a zdroven B = qj_1 — pr—1+ (2pr_1 + qr_1)0.

Diikaz. Diikaz je zalozen na porovnani hornich polokonvergenti ¢isla b. s hornimi
polokonvergenty ¢isla o, nebot horni polokonvergenty odpovidaji nerozlozitelnym
prvkim ve smyslu véty [3.5]

Nejprve se budeme zabyvat piipadem N(g) = 1. Z lemmatu plyne, Ze k
je nutné sudé (po pouziti vztahu o = —¢’) a z lemmatu dostavame vztah
b. = lag,ai,...,a,_1]. Vzhledem k parité k vSak toto znamend, Ze b. je horni
polokonvergent cisla «, a tedy kazdy horni polokonvergent cisla b, je zaroven
hornim polokonvergentem ¢isla . Dvojitym pouzitim véty tedy dostaneme,
ze kazdy nerozlozitelny prvek polomftizky G, je zaroven nerozlozitelnym prvkem
polomftizky Sk, coz jsme v tomto pripadé chtéli ukazat.

Nyni se zbyva zabyvat pripadem, kdy N(¢) = —1 a dle lemmatu je
k liché. Opét se podivame na fetézovy zlomek cisla b, a odlisime jesté dalsi 2
pripady podle toho, ¢emu je kongruentni D modulo 4.

Nejprve predpokladejme, ze D = 2,3 mod 4. Opét pouzijeme lemma [3.12] dle
kterého v tomto piipadé plati b. = [ag, a1, ..., ax_1,a0]. Vzhledem k tomu, ze k
je liché, opét dostavame, Ze b. je horni polokonvergent ¢isla o (pfipomenme, Ze
ap < ap = 2ap) a jsme v situaci znamé z pripadu N(g) = 1, ¢ili i v tomto pri-
padeé plati, ze kazdy nerozlozitelny prvek polomrizky G, je zaroven nerozlozitelny
i v polomfizce Sk, coz uzavira pripad D = 2,3 mod 4.

Zbyva vytesit posledni situaci, a to kdyz N(e) = —1 (a tedy k je stale li-
ché dle lemmatu [2.34)), a zaroven D = 1 mod 4. Nyni podle lemmatu plati
be = [ag,a,...,ax_1,a0,1,1]. Jelikoz k je liché, tak v tuto chvili vidime, ze kazdy
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horni polokonvergent ¢isla b., ktera je rizna od b., je zaroven hornim polokon-
vergentem ¢isla a. Samotné ¢islo b, neni v tomto pripadé horni polokonvergent
¢isla a, a tak opakované aplikujeme vétu (3.5 a dostaneme, ze kazdy nerozlozi-
telny prvek v polomfizce G. je zaroven nerozlozitelny i v polomfizce Sk s jedinou
vyjimkou, kterou je prvek odpovidajici b., kterym dle izomorfismu mezi G, a Ej,

je prvek gy

5 P + (2pr—1 + qr_1)9, coz presné odpovidd tomu, co jsme

chtéli ukézat, tim je dikaz této véty dokoncen. O]

Na zaveér této casti vyuzijeme dosazenych vysledkt k presnému popisu vsech
nerozlozitelnych prvki, kterych je tedy konecné mnoho az na prenasobeni jedno-
tkami £2%, pficemz vyuZijeme piesny tvar hornich polokonvergentii ¢isla or. Také
se vratime ke znaceni 7, a 7;; z definice [2.24}

Disledek 3.14. Pro parametry D,§ a o = lag, a1, -, Gr_1,ax) 2 tabulky
kde D # 1 je bezctvercové prirozené cislo a K = Q(\/ﬁ), uvazZujme jednotku
€ =pr_1+ @10 € Ok (tato jednotka nemusi byt fundamentdlni, tedy parametr

k nevolime minimdini mozny). Oznacme vy, a y;; podle rovnosti (2.25) a (2.26).
Vsechny nerozloZitelné prvky okruhu O}’O jsou prave proky tvaru

2z
€ Vg

nebo
2z /1
€ Ve g

kde z,t,5 € Z, t je liché cislo a dale —1 <t < k—1a0 < j < ay9, pricemz
vsechny povolené indexy t,j jsou uvedeny v nasledujici tabulce:

Tabulka 3.1: Povolené indexy ¢, j

l J
1<t<k-3|0<j<amns
t=Fk—2 0<j<ap
t—k—1 =0

Jingmi slovy, pro k liché a t =k — 2 zdroven must platit j < ag, naopak je-li
k sudé, tak pro pripad t = k — 1 nutné pozZadujeme j = 0.

Diikaz. Staci ukazat, ze vSechny nerozlozitelné prvky v O;’O, které zaroven patri
do Gy, jsou prave prvky 7:; a jejich konjugdty, kde ¢ je liché ¢islo vyhovujic
podmince —1 <t <k —1a0 < j < apo, pricemz pro pripad t = k — 2 zaroven
musi platit 7 < ag a pro t = k — 1 nutné mame j = 0. Jelikoz G. ~ E,_, tak
vSechny nerozlozitelné prvky v G., rizné od 1, jsou podle véty pravé prvky

x
tvaru x +yd, kde — je horni polokonvergent ¢isla b.. Jelikoz v, ; = pt j + q¢,;0, tak
Y

1. v , er . DPr,j
vidime, Ze nas zajimaji polokonvergenty tvaru —=.

Qt,j
V predchozi vété jsme odvodili tvar fetézového zlomku racionalniho ¢isla

o7



b., ze kterého vidime, Ze horni polokonvergenty cisla b, jsou opravdu tvaru th kde
t.J

t je liché ¢islo vyhovujici podmince —1 <t < k—1a 0 < j < a449, pricemz pro

pripad t = k—2 zaroven musi platit 7 < ag, pro ptripad t = k—1 nutné plati j =0

a pro t = —1 naopak mame j # 0, nicméné pripad t = —1 a j = 0 odpovida

nerozlozitelnému prvku 1, proto pii vyétu nerozlozitelnych prvkia okruhu (’)}’0

nemusime tento pripad zakazovat, ¢imz byl diikaz tohoto dtisledku dokoncen. [

Nyni chceme pomoci poc¢tu hornich polokonvergenti ¢isla b, urcit pocet ne-
rozlozitelnych prvki okruhu (’)};’0, az na nasobeni £%*. K urceni poc¢tu hornich
polokonvergentu cisla o budeme potrebovat lemma [2.11] a presny tvar retézového
zlomku ¢isla b., ktery jsme urcili ve vété . Retézovy zlomek ¢&isla b, vypadé
podle véty nésledovné:

lag, a, ..., ap_1], pokud N(e) =1,
b, = lag, ay, ..., ax_1, a0, pokud N(e) = -1 a D = 2,3 mod 4,

lag, ay, ..., ax_1,a0,1,1], pokud N(e) = —1a D =1mod 4.

Pocet nerozlozitelnych prvkia okruhu (’)}’0, az na nasobeni £2*, dostaneme
tak, ze pocet hornich polokonvergenti ¢isla b. vyndsobime 2 (protoze za kazdy

x
horni polokonvergent — ¢isla @ mame nerozlozitelné prvky = + yd a x + yd’),

a k vyslednému poctu pricteme 1 za nerozlozitelny prvek 1, ktery nemiizeme
dostat pohledem na horni polokonvergenty ¢isla . Pocet hornich polokonvergentt
¢isla o urc¢ime podle lemmatu [2.11]a celkové se dostaneme k néasledujicimu pocétu
nerozlozitelnych prvki v O5°, az na nasobeni £2*:

2(a1 +as+ ... +ap_1) + 1, pokud N(e) =1,
2(a; +az+ ...+ ap_o+ag) +1, pokud N(e) = —1a D = 2,3 mod 4,

2(a1 +az+ ...+ ar_o+ag) + 1, pokud N(e) = —1a D =1mod 4,

kde v poslednim pripadé navic vyuzivame toho, Ze b. v tomto pripadé neni horni
polokonvergent ¢isla «. Jinymi slovy, v pripadé N(¢) = —1 a D = 1 mod 4 méa
parametr b, celkem ay+as+. ..+ ar_s+ag+ 1 hornich polokonvergenti, ale jeden
z téchto hornich polokonvergentti neni hornim polokonvergentem ¢isla « (a timto
hornim polokonvergentem je samotné ¢islo b,).

3.2.3 Popis az na nasobeni ¢tvercem jednotky - druhy di-
kaz

V této céasti této sekce provedeme jiny diitkaz toho, Ze popis nerozlozitelnych
prvki v OF z diisledku m skutecné odpovida jejich popisu z véty . K tomu
nebudeme viitbec potfebovat zadné polomrizky, ale primo ukazeme, ze pro para-
metry D, a o = [ag, a1, -, @p_1, ;) z tabulky 2.1] kde D # 1 je bezctvercové
pfirozené &slo a K = Q(v/D), pii¢emz uvazujeme jednotku e = pr_1+qr_16 € Ok
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(tato jednotka nemusi byt fundamentalni, tedy parametr k& nevolime minimalni
mozny). Oznacme 7; a y;; podle rovnosti (2.25) a (2.26). Poté mnozina

{e**4;; | 2 € Z,t = 1 mod 2,indexy ¢, j dle tabulky U (3.25)
U{eQZ%] | z € Z,t =1 mod 2, indexy t, j dle tabulky , (3.26)

je rovna mnoziné
{m;|t>-1t=1mod 2,0 <j < apa}VU (3.27)
U{yi, [t > =1t =1mod 2,0 < j < apa} (3.28)

Jedinymi prostiedky, které pti ditkazu rovnosti téchto mnozin vyuzijeme, bu-
dou tvrzeni a[2.26] V prvni fadé si uvédomime, Ze staci pro parametr z € Z
z rovnosti (3.25)) a (3.26) staci uvazovat z € Ny. Plati totiz nasledujici vztahy:

1 (€/>2z (81)2z , ,
2(—2) = p— L L (=22 2z 1
€ Vg = SQZ%»J - (88’)22%7] - (N(S))QZ%J - (5 )%,J - (5 Vt,])

diky ¢emuz nam staci ukazat, ze pokud v mnozinach ve vztazich a
navic pridame podminku z € Ny, tak jejich sjednocenim dostaneme presné mno-
zinu ve vztahu , nebot prvky mnoziny ze vztahu bychom dostali
z prvka mnozin ve vztazich (3.25)) a pro z < 0. Za¢neme zkoumanim mno-
ziny zadefinované ve vztahu |3.25] p¥islusny vztah pro jeji prvky €7, ; vyslovime
a dokazeme v nasledujicim lemmatu:

Lemma 3.15. Uvazujme parametry D, 6 a o = [ag, @x, .- -, Gr_1, ay) 2 tabulky[2.1]
kde D # 1 je bezctvercové prirozené cislo a K = Q(\/ﬁ), ddle uvaZujme z € Ny,
jednotku € = pr_1 + qx—10 € Ok (tato jednotka nemusi byt fundamentdlni, tedy
parametr k nevolime minimdlni mozny) a parametry t, j podle tabulky kde t
je navic liché. Pokud oznacime parametry v, a 7 ; podle rovnosti a ,
poté plati

%5 = Verazk (3.29)
Diikaz. Po pouziti rovnosti (2.26]) a tvrzeni plati nasledujici vztahy:
- ) (2:26)
522% Vet JE V1 = Yerook + JVer2okt1 = Vi+22k,5

¢imz jsme presné ukazali rovnost (3.29)), tim byl dikaz tohoto lemmatu dokoncen.
O

Jelikoz opakované ndsobeni jednotkou e ndm posouvd index ¢ u vyrazu 7 ;
o0 2k, tak nam staci ukazat, ze prvky . ; protliché, —1 <t <2k—1a0 < j < a;42
patii bud do mnoziny zadefinované ve vztahu (3.25), nebo do mnoziny zadefino-
vané ve vztahu . Ptimo z definice mnoziny ve vztahu dostavame, ze
pro prvky t,j podle tabulky patii prvek v, ; pravé do této mnoziny. V tuto
chvili je potfeba ukazat, ze pro indexy t,7j, kde ¢ je liché, —1 < t < 2t — 1
a 0 < j < aua, které nejsou zahrnuty v tabulce [3.1} patii prvek 4 ; bud do
mnoziny zadefinované ve vztahu (3.25)), nebo do mnoziny zadefinované ve vztahu
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(3.26)). Takové indexy t, j, které tedy nevyhovuji podminkam v tabulce , bu-
deme nadale oznacovat tg, jo a jejich pripustné hodnoty jsou uvedeny v nasledujici
tabulce:

Tabulka 3.2: Hledané indexy tq, jo

to Jo
k<ty<2k—3] 0<jo<am
to=k—1 O<j0<(lt+2
to=Fk—2 ag < Jo < Qg2

Podle lemmatu [3.15] vSak zfejmé prvky -, ;, nemuzou patiit do mnoziny ve
vztahu (3.25)), musime tedy zkoumat mnozinu zadefinovanou ve vztahu ,
tedy musime zkoumat vyraz gQZ’y;’j.

Ukazuje se, zZe je dostacujici zkoumat tento vyraz zkoumat pro z = 1, nebot
jiz po prvnim pfendsobeni jednotkou £? dostaneme vyraz tvaru e**~2y; ;. pro
vhodné indexy t a jo z tabulky 3.2 ¢imz se dostaneme do jiz zndmé situace
z predchoziho lemmatu 3.15} Chceme tedy ukéazat, ze vyraz 52%73. pro liché t
a indexy t, j z tabulky 3.1 je roven néjakému vyrazu 7y, j,, kde t je liché a indexy
to, jo odpovidaji tabulce [3.2]

Nejprve se budeme vénovat jednodussimu pripadu j = 0, pro ktery podle ta-
bulky 3.1]plati —1 < ¢ < k—1 (a stale pfedpokladdme, Ze ¢ je liché¢). Budeme tedy
zkoumat vyraz £27, a ukdZeme, Ze je roven 7yo_; o, coZ pro —1 <t < k— 2 d4va
presné potiebné indexy ¢ za podminky j, = 0 podle tabulky [3.2 pro t = k— 1
se bude jednat o témér trivialni rovnost jednotek, ktera nam vsak dosvédcuje, ze
mnoziny zadefinované ve vztazich a nejsou disjunktni. Pozadovanou

rovnost z tohoto odstavce si dokdzeme v nasledujicim lemmatu:

Lemma 3.16. Uvazujme parametry D, 6 a a = [ag, @x, .- -, Gr_1, ay) 2 tabulky[2.1]
kde D # 1 je bezctvercové prirozené cislo a K = @(\/ﬁ), ddle uvaZujme z € Ny,
jednotku € = pr_1 + qx—16 € Ok (tato jednotka nemusi byt fundamentdlni, tedy
parametr k nevolime minimdlni mozny) a parametry t, j podle tabulky kde t
je navic liché. Pokud oznacime parametr ~; podle rovnosti , poté plati

e = Yak—t-2- (3.30)

Diikaz. Pozadovand rovnost ([3.30)) plyne okamzité z tvrzenf [2.26}

52’72 = Yor—17; = (—1)“1’721{472 = V2k—t—2;
kde v posledni rovnosti jsme vyuzili toho, ze t je liché. Tim byl dikaz tohoto
lemmatu dokoncen. O

V nasledujicim lemmatu se podivame na chovani vyrazu 62")/27j pro pripad
j # 0 a ukadzeme, ze tim opravdu popiSeme vSechny zbylé nerozlozitelné prvky,
nebot se vyraz 52%’J bude rovnat Yor—¢—4,4,,5—j, COZ ndm pro —1 <t < k — 2
skutecné popiSe vsechny prvky =, ;, dle tabulky pro jo # 0:
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Lemma 3.17. Uvazujme parametry D, a o = [ag, @x, .- -, Gr_1, ay) 2 tabulky[2.1]
kde D # 1 je bezctvercové prirozené cislo a K = Q(v/D), ddle wvazujme z € N,
jednotku € = pr_1 + qr—160 € Ok (tato jednotka nemusi byt fundamentdlni, tedy
parametr k nevolime minimdlni mozny) a parametry t, j podle tabulky kde t
je navic liché a j # 0 (tim pddem rovnéz platit < k—2, nebot pro pripadt = k—1
v tabulce povolujeme pouze pripad j = 0). Pokud oznacime parametry v: a vz

podle rovnosti (2.25)) a (2.26]), poté plati
82%71 = V2k—t—4,ar42—j- (3.31)

Diikaz. Obdobné jako v dikazu predchoziho lemmatu budeme vyuzivat tvrzeni
2.26|, postup bude nasledujici:

(2.26) . . t liché
EQ%J = 72k—17£+]'72k—1’7£+1 = (_1)t+172k—t—2 +](—1)t+272k—t—3 =

= Yok—t—2 — JV2k—t—3 = A2k—t—27Y2k—t—3 + Vok—t—4 — JV2k—t—3 =

. ([2:26)
= Yok—t—4 T <a2k—t—2 - J)%k—t—?, = V2k—t—4,a05_1_o—j*
V tuto chvili sta¢i ukdzat rovnost
Aok—t—2 = Q42 (3.32)

pro vsechna mozn4 licha t < k—2, pricemz k tomu pouzijeme, Ze fetézovy zlomek
¢isla o mé periodu délky k (tedy aj.; = a; pro vSechna ¢ € N) a také symetrii
této periody, neboli a; = a,_; pro vSechna ¢ od 1 do k—1. Prot = k—2 je rovnost
triviadlni, staci pouze dosadit za t. Pro t < k — 2 postupujme néasledovné:

Aok —t—2 = A2k—(t42) = Ak—(t+2) = Gt42,

kde ve druhé rovnosti jsme pouzili fakt, ze prislusnd perioda méa délku k& (pro
i = k—(t+2)) a ve tfeti rovnosti jsme vyuzili symetrii této periody (pro i = t+2).
Tim byla tspésné rovnost , ¢imz jsme presné overili i rovnost a dikaz
tohoto lemmatu je dokoncen. O]

Nyni si polozme otazku, co nam pravé dokazané lemmata tikaji o tom, zda-
li jsou mnoziny zadefinované ve vztazich a disjunktni. Pro k sudé
jsme si jiz vsimli, ze pro piipad ¢ = k — 1 (a tedy i 7 = 0 dle tabulky nam
lemma dava rovnost €2y, _; = vx_1, tento prvek tedy pat¥i do obou mnozin
zadefinovanych ve vztazich a . Prot < k —1 nam lemma zadny
prvek do pruniku zkoumanych mnozin neptida. Co se tyka lemmatu [3.17, tak pro
t <k—2aj+# 0zadné prvky do priniku zkoumanych mnozin nedostaneme, pro
t = k — 2 je situace nasledujici:

2 1 _
€ Vg—2,5 = Vk—2,a,—j-

Ptripomenme, ze v tomto pripadé plati 0 < j < ag podle tabulky |3.1. Pro
Jj < ag vzdy plati ap — j > ag, pro j = ag vsak dostaneme jeden prvek do pruniku
mnozin zadefinovanych ve vztazich a , pravé kdyz plati ar = 2ay,
neboli pravé kdyz D = 2,3 mod 4 podle véty [2.22] Tim jsme prozkoumali vSechny

prvky mnozin zadefinovanych ve vztazich (3.25)) a (3.26).
Celkové jsme tedy v této c¢asti prace dosli k nasledujicimu zaveru:
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Véta 3.18. Sjednoceni mnoZin ze vztahi a je rovno sjednoceni mno-
Zin ze vztahi a . Navic, mnoZiny zadefinované ve vztazich
a jsou disjunktni, prave kdyz je k liché a zdarovenn D = 1 mod 4. Pokud tyto
mnoziny nejsou disjunktni, tak jejich prunik je ndsledujici:

{e¥w_1 | 2z € Z}, pokud k je sudé,

{e**Yg—2.00 | 2 € L}, pokud k je liché a D = 2,3 mod 4.
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4. Odhady na normu
nerozlozitelnych prvka v
Minkowského prostoru

V predchozi kapitole jsme dvéma zptisoby charakterizovali vSechny nerozlozi-
telné prvky v OF pro K realné kvadratické &selné téleso, ¢imz jsme zdrovei po-
psali i nerozlozitelné prvky v polomrizce O’(O;?O), kde o je Minkowského vnoreni,
které jsme si predstavili v sekci 2.4, kde je zaroven vysvétleno, pro¢ tato mno-
Zina tvoii polomiizku. Monoid 0% a polomifzka o(O%°) jsou totiz izomorfni,
prislusnym izomorfismem je pravé Minkowského vnoreni o. V této kapitole se
budeme zabyvat otazkou, jakou normu v Minkowského prostoru mohou nerozlo-
zitelné prvky dané polomtizky, pticemz specialni pozornost bude vénovana pravée
polomifzkam o(0}), dokonce pro K libovolné totalné realné &iselné téleso, ale
zaroven pro pripad redlnych kvadratickych ciselnych téles dosdhneme presnéjsich
vysledkti. Jakou normu v polomrizkach budeme vlastné zkoumat, si nyni zadefi-
nujeme:

Definice 4.1. Necht L C R™ je polom7izka a wvazujme prvek B = (x1,2s, ..., T,)
polom7izky L. Normou v polomiizce L proku 3, kterou znacime ||5||,, rozumime
cislo x1xo ... x,,.

Zkoumani této normy dava smysl ve vSech polomrizkach, nicméné jeji nejdiile-
kde K je libovolné totalné realné ¢iselné téleso. V téchto polomtizkach totiz plati,
7e norma v polomiizce o(O%°) prvku § je presné norma prvku o—'(8) € O%°,
ve smyslu definice normy z kontextu algebraické teorie Cisel.

Ukézeme si, ze v polomifzkach ¢(O%") maji viechny nerozlozitelné prvky
omezenou normu ve své polomfizce, pricemz konstanta omezujici tyto normy
bude diskriminant ciselného télesa K, ktery znacime Ag a definovali jsme jej
v definici 2.32] V pfipadech kvadratickych ¢iselnych téles ukdzeme lepsi odhad na
tuto normu, pricemz tento odhad bude tésny v pripadech, kdy okruh Ok obsahuje
jednotku normy —1. Poté si ukazeme priklad polomftizky v libovolné dimenzi, kde
budou mit nerozlozitelné prvky libovolné velkou normu ve své polomrizce.

4.1 Polomfiizky U(O?}O)

V této sekei se budeme vénovat polomifzkam o(OF°) pro K totalné redlné
¢iselné téleso. Zacneme pripadem realnych kvadratickych téles, kterym jsme se
vénovali celou minulou kapitolu. Misto normy v polomifzce o(Of") budeme zkou-
mat standardni normu v OF, tyto dvé normy si vSak jsou v tomto pifpadé rovny,
a navic nam situace bez uvazovani Minkowského vnoreni je povédom4 z minulé
kapitoly. V néasledujici vété ukdzeme, ze kazdy prvek s normou vétsi nez —N (9)
je nutné rozlozitelny v OF, kde budeme pouzivat znacen{ pro o a § z minulé kapi-
toly, které si explicitné pripomeneme. Navic ukazeme, ze pokud existuje jednotka
s normou —1 v Ok, tak dany odhad je tésny.
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Véta 4.2 ([3], Theorem 3). Méjme parametry D,6 a o = [ag, a1, - -, Gg_1, k)
(parametr k nemusi byt minimdlni mozny) z tabulky kde D # 1 je bezctver-
cové prirozené cislo a K = Q(v/D). Ddle wvazujme posloupnosti {o;}2,, {1},
a {s;i}2, dle definic ve vztazich a (2.44). Uvazujme prvek =z +yd € OF
pro x,y € 7 takovy, e N(B) > —N(0). Poté je 3 rozloZitelny prvek v O . Zdroven
plati, Ze pokud existuje v O jednotka s normou —1, pak existuje nerozloZitelny
prvek v OF s normou —N(6), a proto je v tomto pripadé dany odhad na normu
nerozloZitelnych prvki tésny.

Diikaz. Dukaz bude proveden sporem, necht 5 = x + yd je nerozlozitelny prvek

x
v OFk. Podle véty|3.5/je = horni polokonvergent ¢isla a, proto plati vztahy z = p,

a y = q; pro n¢jake liché¢ t > —1 a 0 < j < a442. Poté plati nasledujici rovnice:

N(B) = N(ptj+q.,;0) = N(pi+jprs1+@o+q+10) = N(pi+qd+7i(prs1+q4+19)) =

N(B)=N(p . d=—«a .
D= N(pe + q0" + §(Per1 + @419") " =" N(pe — @ + j(pry1 — r100)) =

= (pr — @ + j(pr1 — @10))(Pe — @ + j(Pra1 — @10’)) =
= N(p — @) + °N(per1 — gr10) + JTr((pe — @) (a1 — 1)) =
emma . . 2
L :m(_l)t-i—l St+1 +]2(_1)t+2ﬁ +j(_1)t+1 Tty2

S0 S0 S0

St41 .9St+2 L 2T49 1, .
— ==+ = —f(j).
S0 S0 S0 S0

Nyni se zamé&fme na funkci f(j) = —j2si10 + 2j7¢42 + i1 a divejme se na ni
jako realnou kvadratickou funkci jedné redlné proménné j, nasim tkolem je urcit
maximum této funkce na R a jeho hodnotu, nebot tato hodnota bude hornim
odhadem pro N(3). Toto maximum existuje, nebot kvadraticky clen u predpisu
funkce f je zdporny, k ¢emuz je potieba ovérit nerovnost s; 4o > 0. Tato nerovnost
vsak plyne z lemmatu , ¢asti b), pricemz toto lemma muzeme pouzit, protoze
jisté plati sg > 0 a rg < D. Proto maximum funkce f existuje a zaroven se ho
bude nabyvat v jediném bodé lokalniho extrému funkce f, ¢ili v jediném bodé,

kde méa funkce f nulovou prvni derivaci. Nyni uré¢ime prvni derivaci funkce f
v bodé j € R:

f1(J) = =27s142 + 2140,

r
Vidime, ze prvni derivace funkce f je nulova pravé v bodé j = 2 proto
St+2
plati nasledujici odhady:

1 1 r 1 r? r?
NG = LGy < Ly () _ 1 (— LoThe ) _
S0 S0 St4+2 So St4-2 St+2

2
Tivo T St418t42 @35) D

S0St+2 S0St+2 .
Jelikoz € Ok, tak N(B) € Z, a proto plati odhad

N(B) < { D J , (41)

S0St+2
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diky ¢emuz nam nyni staci ukazat platnost odhadu

{ DJS—N@, (42)
S0St+2
nebof tento odhad nam da spolu s jiz ovéfenym odhadem spor s tim, ze
N(B) > —N(6). Pro ovéreni odhadu odlisime 2 ptipady podle toho, ¢emu
je D kongruentni modulo 4.

Nejprve predpoklddejme, ze D = 2,3 mod 4. Potom § = v/D, —N(§) =D
a po dalsim pouziti lemmatu ¢asti b) (dle kterého sg i s;12 jsou kladné)
a toho, ze funkce dolni celé ¢asti je neklesajici, dostavame nasledujici odhad:

D
2| <1oi=p=--Nw),
S0St+2
¢imz byl v tomto pripadé odhad (4.2) ovéfen.
Nyni se staci zabyvat pripadem D = 1 mod 4. V tomto pripadé plati

_VD+1 D-1 VD -1

5 —N(6) = 1 o= ———19=—1,5 = 2.

2
Zde pouzijeme opét lemma [2.35] ¢sti b) a c), dle kterych je spyo sudé kladné
¢islo, tedy s,o > 2. Cést ¢) zminéného lemmatu muzeme pouzit diky tomu,
ze T 1 8¢ jsou celoCiselné, sy = 2 je sudé, a zdroveni D = r2 mod 2sq, nebot po
dosazeni za rg a sy do této kongruence presné dostavame D = 1 mod 4. Proto
Stiro > 2 a ze stejnych diavodi jako v minulém pripadé, plati nasledujici odhady:

) lza) <[] =5 =0

¢imz jsme i v tomto pripadé ovérili odhad . Proto opravdu plati nerovnost
N(B) < —N(6) a dostavame spor s predpokladem, ze plati opa¢na ostra nerov-
nost.

V tuto chvili nam staci ukazat, ze pokud existuje jednotka v Ok s normou
—1, tak pravé dokdazany odhad na normu nerozlozitelnych prvka v O je tésny,
tedy chceme nalézt nerozlozitelny prvek s normou —N(§). Necht € = py_1+ qx_10
je jednotka s normou —1 a pro tuto jednotku pouzijme disledek [3.14] dle kterého,
jelikoz k je liché (coz plyne z lemmatu je prvek pi_2 .4, + Gr—2,4,0 nerozlo-
zitelny v Ok (v dusledku tedy volime z = 0,t = k —2 a j = ag). Tento
nerozlozitelny prvek ma normu —N(0), coz nyni ovéfime:

d

N(Pr—2.00 + Q—2,a00) LemnﬁN(—eé’) = N(—¢)N(d") = N(e)N(§) = —=N(9),

¢imz jsme skutecné v pripadé existence jednotky s normou —1 skutecéné ovérili,
ze prokazany odhad na normu nerozlozitelnych prvki je tésny, ¢imz je cely dikaz
této véty dokoncen. O

Zamysleme se nad tim, pro které pripady realnych kvadratickych ciselnych
téles plati, ze dané odhady norem nerozlozitelnych prvka z predchozi véty
jsou skutecné optimdlni, tedy kdy existuje jednotka O} s normou —1. Budeme
se zabjvat pouze pifpadem D = 2,3 mod 4, kdy Ok = Z[v/D] a tak existence
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jednotky s normou —1 odpovida existenci celo¢iselného feseni (x,y) tzv. Pellovy
rovnice ve formé
? — Dy? = —1.

Existence Teseni této rovnice zalezi na parité k v ramci fetézového zlomku
VD = [ay, a1, Ge_1, Gz, podle véty 35 z clanku [9] (nebo téZ z lemmatu m,
Casti a)) plati, ze dand rovnice mé FeSeni, pravé kdyz je k liché (v ¢lanku [9]
je uvazovan fetézovy zlomek vD = [ag, @y, ..., ax_1, ag, 2aq], a tak je zde uve-
dena parita k obrdcené oproti situaci v této praci). Jakym zptisobem lze zvolit
posloupnost (aj,ag, ...,ax), to ndm fika véta 33 z téhoz clanku [9]. Abychom
uvedli konkrétni pifklad, tak pro D tvaru t? 4 1, pokud je D bezétvercové, plati
VD = [ag, 2a0], tedy méme k = 1 a pifslusné odhady na normu nerozlozitelnych
prvki jsou v tomto piipadé skuteénd optimalni, konkrétné pro D = t2 + 1 mame
jednotku s normou —1 tvaru t + v/D. Tyto tvahy plati bez ohledu na to, ¢emu
je D kongruentni modulo 4. Naopak plati v/3 = [1,T,2], tedy v piipadé D = 3
mame k = 2, a tak v tomto pripadé neexistuje jednotka s normou -1 (coz odpo-
vid4 neexistenci celo¢iselného Tesen{ diofantické rovnice 2 — 3y?> = —1). Podle
véty 4.2| maji rozlozitelné prvky v Z[v/3] normu alespoit —N () = —N(v/3) = 3,
ale tento odhad neni optimalni, nebot v Z[v/3] neexistuje nerozlozitelny prvek
s normou 3 (dokonce neexistuje vibec zadny prvek s normou 3, nebot diofanticka
rovnice 22 — 3y* = 3 nemd Zadné celo¢iselné feseni). Z obdobného diivodu neexis-
tuje zadny prvek v Z[v/3] s normou 2, nebot ani rovnice 22 — 3y* = 2 nem4 zadné
celodiselné feeni. Proto viechny nerozlozitelné prvky v O5° pro K = Q(v/3)
maji normu 1.

Nyni se jiz podivame na to, jaka je situace s hornim odhadem normy nero-
zlozitelnych prvki v polomifzkéch o(O%°) pro K libovolné totalné redlné ciselné
téleso. Tento obecny odhad plati i pro realnd kvadraticka ¢iselna télesa, ale bude
hrubsi, coz je divod, proc¢ jsme jemnéjsi odhad pro kvadraticka c¢iselna télesa
udélali samostatné. Opét budeme pro jednoduchost misto normy v polomfizce
J(O}E’O) uvazovat standardni normu v Ok. Tento diikaz pro obecna totalné realnd
¢iselnd télesa vyuzije jako hlavni nastroj Minkowského vétu o mriZzovych bodech,
kterou zname ze sekce 2.4, pricemz tento dikaz bude reprodukovan z ¢lanku [§].

Véta 4.3 ([8], Theorem 5). Necht K je totdlné redlné ciselné téleso stupné n
s diskriminantem Agx a méjme prvek v € OF, ktery md normu ostie vétsi neZ
Ag. Poté je proek « rozloZitelnyj v OF, navic existuje prvek tvaru 5% pro néjaké
B € Ok, ktery je totdlne mensi nez .

Diikaz. Dtikaz je zalozen na pouziti Minkowského véty o mrizovych bodech, kte-
rou jsme si pripomenuli v sekci 2.4, konkrétné jde o vétu [2.36L Tuto vétu budeme
aplikovat na uplnou miizku ¢(Ok), kde o je Minkowského vnoreni (jednd se
o uplnou mrizku podle Proposition 4.26 z knihy [I1], jak jsme zminili na konci 2.
kapitoly po znéni véty . Objem zakladniho rovnobéznosténu této miizky je
w(P) = /Ag, coz jsme rovnéz zminili krdtce po znéni véty (zde vyuzivame
predpokladu, zZe téleso K je totalné realné, a proto s = 0, kde s je pocet vnotreni
télesa K, pro které existuji néjaké prvky, které se nezobrazi do redlnych cisel).
Jako mnozinu T ve znéni véty zvolime mnozinu

T .= {LU = (%1,1‘2, c. ,xn) e R" ’ ‘LUZ| < \/O’i(’y) — L}, (43)
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kde oy, 09,...,0, jsou vSechna vnofeni K do R a ¢ > 0 je dostatecné maly para-
metr takovy, aby platilo

ﬁ( 0i(7) — 1) > /A, (4.4)

=1

pricemz existence takového parametru ¢ > 0 plyne z toho, Ze

f[l(\/ai(’y)) = \/N(’y) > \/AK.

Mnozina T', zadefinovana ve je jisté konvexni, kompaktni a symetricka
podle pocatku, zaroven z nerovnice (4.4) je vidét, ze Lebesgueova mira mnoziny
T je vétsf nez 2"/ Ag = 2"u(P), z éehoZ plyne, 7e opravdu miizeme pouzit Min-
kowského vétu o miizovych bodech, vétu a dostavame, zZe existuje nenulovy
bod v pruniku 7" a 0(Of), coz presné znamend existenci prvku § € Ok, pro ktery
plati, ze

0:(8) < [o:(B)] < \Jou(v) — v < o),

coz plati pro vSechna 7 od 1 do n. Po umocnéni na druhou a jelikoz o; je okruhovy
homomorfismus dostavame, ze pro vsechna i od 1 do n mame

0i(B%) < ai(7).

To vsak piesné znamend, Ze prvek v — 52 je nejen celistvy, ale i totalné kladny,
a proto

7:52+(7_52)7
coz znamend, Ze jsme nalezli netrividln{ rozklad prvku v v OF%, ¢im# jsme ovéfili,
7e prvek v je rozloZitelny v Oj a véta je dokdzdna. O

Pfipomertime, Ze tato véta nezobecruje vétu nebot ve vété (.2 jsme
dokézali presnéjsi odhad pro normu nerozlozitelnych prvka v pripadé realnych
kvadratickych ¢iselnych téles. Skutecné, z véty je rozlozitelny kazdy prvek
s normou alespon A, coz v pripadé redlnych kvadratickych ¢iselnych téles zna-
mena 4D, pokud D = 2,3 mod 4 a D, pokud D = 1 mod 4. Ve vété[4.2] jsme vsak
ukazali, ze kazdy prvek s normou veétsi nez —N(§) je rozlozitelny, ale —N(9) je

D—1
D, pokud D = 2,3 mod 4 a 1 pokud D = 1 mod 4, cili ve vété mame

opravdu lepsi odhady na normu nerozlozitelnych prvki v prislusné polomrizce.

4.2 Obecné polomrizky

V této sekci si predstavime priklad polomrtizky, kde nerozlozitelné prvky mo-
hou mit libovolné velkou normu ve své polomiizce, na rozdil od polomfizek
o(OF), jak jsme se presvédéili v minulé sekei.

Nastrojem, ktery pouzijeme ke konstrukei této polomtizky, bude tvrzeni|[1.16}
bude se tedy jednat o polomiizku generovanou néjakou diskrétni mnozinou, ktera
je obsazena v néjakém kuzeli. PrisluSnou mnozinou bude mnozina tvaru

X x {1} x{1} x...x {1} CR",
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kde X C R je nekonecna diskrétni mnozina, kterda je obsazena v néjakém ku-
zeli, bez tijmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze jde o kuzel R{, zde se opirdme
o charakterizaci kuzeli v R, kterou jsme zminili pred tvrzenim [1.11l Povsi-
mnéme si, ze opravdu muzeme pouzit tvrzeni [[.16] dle kterého zkoumany mo-
noid (X x {1} x {1} x ... x {1}) tvoii polomfizku. Diskrétnost generujici mno-
ziny X X {1} x {1} x...x {1} plyne okamzité z diskrétnosti mnoziny X, zaroven
celd tato generujici mnozina je obsazena v kuzeli (RT)™. Proto nas§ zkoumany
monoid opravdu tvori polomtizku.

Co se tyka nerozlozitelnych prvki v této polomfizce, tak je potfeba odlisit 2
pripady podle dimenze, nebot pripad takové polomtizky v jedné dimenzi bude
mnozinu X, abychom i v tomto pripadé dostali polomfizku s nerozlozitelnymi
prvky libovolné velké normy ve své polomfizce.

Jedna-li se o polomrizku ve dvou a vice dimenzich, pak je situace velice je-
dnoduché. Pohledem na druhou soutadnici (nebo i libovolnou jinou souradnici nez
prvni) zjistime, ze kazdy prvek mnoziny, jenz z definice generuje nasi zkoumanou
polomfizku, je v této polomfiizZce i nerozlozitelny. Jinymi slovy, kazdy prvek mno-
ziny X x {1} x {1} x...x {1} je ve své polomfizce nerozlozitelny. Zaroven plati, ze
norma libovolného prvku této mnoziny ve zkoumané polomfizce je pfesné rovna
jeho prvni souradnici, tedy néjakému prvku mnoziny X. Jelikoz mnozina X je
nekonecnd a diskrétni, poté je mnozina X i neomezend (kdyby mnozina X byla
omezena, poté by jisté obsahovala hromadny bod a nejednalo by se o diskrétni
mnozinu). Prvky mnoziny X mohou tedy byt libovolné velké, proto ve zkoumané
polomiizce maji nerozlozitelné prvky libovolné velkou normu ve své polomrizce.

Co se tyka pripadu, kdy zkouméame nasi polomrizku v jedné dimenzi, tak
prvky generujici mnoziny rovny 1, coz v minulém pripadé dosvédcovalo jejich
nerozlozitelnost. V tomto pripadé zkouméame polomtizku (X), coz je velmi obecny
pripad. My potfrebujeme zvolit mnozinu X tak, aby zadny prvek mnoziny X nebyl
souctem jinych prvki mnoziny X, abychom mohli dosdhnout stejné situace, kdy
kazdy generator definujici zkoumanou polomfizku byl nerozlozitelny a mél tedy
libovolné velkou normu ve své polomrizce. Ukazuje se, ze dostacujici je volba
X := {V/D | D > 1 je bezctvercové piirozené &slo}. Takovd mnozina X je jisté
nekonecnd, je tvorena pouze kladnymi ¢isly a diskrétnost této mnoziny se snadno
ovéri pomoci tvrzeni [I.5] To, Zze zadny prvek takové mnoziny X neni souctem
jinych prvki z X, se da vyjadrit neexistenci fesenti jisté diofantické rovnice, kterou
si presné zformulujeme v néasledujicim lemmatu:

Lemma 4.4. Nechtt € N a méjme bezctvercovd prirozend cisla x,zy, 2o, . .., 2,
kterd jsou vétsi nez 1. Poté ndsledujici diofantickd rovnice memd Zddné reseni
v prirozenyjch cislech:

VT = zj: biv/Z. (4.5)

To znamena, Ze neexistuji Zadnd prirozend cisla by, bs, ... by, kterd vyhovuji

podmince (4.5)).

Diikaz. Dikaz je zpracovan v o mnoho obecnéjsi podobé ve vété 2.29 ve skriptech
[6], kde predpoklad ,pro kazdou neprazdnou podmnozinu I C {1,2,...n} mame
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[Licr v/a; ¢ Q% odpovidé tomu, Ze ¢isla x, 21, 2a, . . ., 2; jsou bezétvercova a vetsi
nez 1. 0

Timto lemmatem jsme si tedy ovérili, ze i v pripadé polomfizek v jedné di-
menzi ndm piiklad polomfizky (X x {1} x {1} x ... x {1}) dosvédcil existenci
polomiizek s nerozlozitelnymi prvky libovolné velké normy ve své polomiizce.
V téchto polomrizkach plati, ze kazdy generator definujici tuto polomfizku je v ni
i nerozlozitelny a jeho norma ve své polomfizce je rovna jeho prvni soutradnici.
Nicméné prvni souradnice prvka generujici mnoziny muze nabyvat libovolné vel-
kych hodnot, proto maji nerozlozitelné prvky v téchto polomrizkach neomezenou
normu ve své polomfrizce. Shriime si pravée dokézané vysledky do nasledujici véty.

Véta 4.5. Pro vsechna x € R a pro vsechna n € N existuje polomrizka L C R"
takova, Ze v polomrizce L existuje nerozloZitelny prvek s normou v polomriZce L
vetsi neZ x. Lze volit

L=(Xx{1} x {1} x ... x{1}), (4.6)

kde X = {\/D | D > 1 je bezctvercové prirozené cislo}, pokud n = 1, v pii-
padé n > 1 staci, aby X byla libovolnd nekonecna diskrétni podmnozina kladnyjch
redlnych cisel.

Na zavér si snadno uvédomime, ze pro polomiizky, kterym jsme se v této
sekci vénovali, plati nejen to, Ze nerozlozitelné prvky maji libovolné velkou normu
ve své polomrizce, ale rovnéz tyto nerozlozitelné prvky maji libovolné velkou
eukleidovskou normu |-||,.

69



Z.aver

V této praci jsme se zamérili na teorii polomrizek a jejich nerozlozitelnych
prvkil. Nejvétsi pozornost byla vénovana polomriizkam Sk, jejiz prvky odpovidaji
takovym totalné nezapornym prvkum z Ok, které jsou vétsi nebo rovny svému
konjugatu, pro realné kvadratické ¢iselné téleso K. Explicitné jsme popsali nero-
zlozitelné prvky téchto polomftizek a tento popis jsme jakozto matematické tvrzeni
dokézali dvéma zpusoby, nejprve v dusledku [3.14] kde jsme postupovali podle
¢lanku [3], a poté i ve vété , jejiz dikaz je vlastnim dilem autora. Nabizi se
nekolik cest, kudy by se vysledky této prace daly rozsirit.

Napriklad by slo vénovat vice pozornosti samotné teorii polomrizek a snazit
se zobecnit do libovolného poc¢tu dimenzi vysledky z ¢lanku [14], cemuz jsme se
castecné vénovali v prvni kapitole prace. Nebo by slo se zamérit na jiny zajimavy
priklad polomftizek, kuptikladu zajimavym piikladem polomfiZek jsou tzv. nume-
rické pologrupy, coz odpovida takovym jednodimenzionalnim polomtizkam, které
jsou podmnoziny N a jejiz mnozina nerozlozitelnych prvka je koneéna a navic
tyto nerozlozitelné prvky nemaji zadného spolecného délitele v Z, rtizného od
+1. Teorii numerickych pologrup se vénuje napiiklad ¢lanek [12]

Co se tyka situace polomrizek Sk, kterym jsme se vénovali velkou ¢ast prace,
tak bychom se jesté mohli podrobnéji zamérit na optimalitu odhadu normy ne-
rozlozitelnych prvkia z véty a zabyvat se pripady, kdy tyto odhady nejsou
optimélni (tedy kdy v ptislusném okruhu celistvych prvka maji vsechny jednotky
normu 1). Na konci 3. kapitoly ¢lanku [3] se bez dukazu tvrdi, Ze v tomto pii-
padé by optimélni odhad na normu nerozlozitelnych prvka mél byt radové mensi
(vzhledem k tomu, jak tento odhad zavisi na diskriminantu Ag).

Déle bychom se rovnéz mohli vénovat jinym pripadim ciselnych téles K,
nez jsou realna kvadratickd Ciselnd télesa, coz vSak muze byt relativné obtizné
napriklad proto, ze nezname jednoduchou charakterizaci celistvych prvkia Og.
V élanku [7] muzeme najit charakterizaci nerozlozitelnych prvkia pro nékterd ¢i-
selna télesa stupné 3 (konkrétné se jednd o Theorem 1.2.).
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