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Abstrakt: Postupy pro statistickou kontrolu ndhodnych procestu jsou z litera-
tury dobfe zndmy. Co ale v literatufe nenachézime, je porovnani navrzenych
metod. Nejprve zavedeme linearni regresni model, z néhoz v celé praci vycha-
zime. Nasledné vysvétlime tfi zakladni typy poruseni modelu, pricemz dvéma
z nich se v praci budeme vénovat podrobné. V praxi se uplatnuji dva zakladni
pristupy k detekci zmény pii vyvoji ndhodného procesu: offline a online. Metoda
offline spociva v detekci zmény ex-post. Navrhneme postupy vyuzivajici normalitu
dat i robustni postupy. Metody online, téz sekvenc¢ni, funguji na jiném principu.
Mezi zakladni patii Shewhartova metoda a CUSUM metoda. Tém se vénujeme
ve Ctvrté kapitole. Konecné v posledni paté kapitole predstavime jiz avizované
porovnani téchto metod. Hlavni zajmy detekce zmény jsou, aby viibec procedura
zménu detekovala, a pokud ano, tak aby ji detekovala co nejrychleji a zaroven ne
predcasné. Metody porovname pravé z téchto hledisek.

Klicova slova: statisticka kontrola kvality, detekce zmény, stiedni hodnota pro-
cesu, metody CUSUM

Title: Procedures for statistical control of random processes
Author: Be. Matéj Lebeda
Department: Department of probability and mathematical statistics

Supervisor: prof. RNDr. Jaromir Antoch, CSc., Department of Probability and
Mathematical Statistics

Abstract: Procedures for statistical control of random processes are well known.
What we miss, is the comparison of such procedures. In the beginning, we will
introduce the linear regression model which will be our assumption throughout
the whole thesis. Then we will explain three most common violations of the
model whereas two of them will be studied closely. In practice, two fundamental
approaches are employed: offline and online approach. The offline methods are
performed ex-post. We will propose procedures leaning on the assumption of
normality, but robust procedures as well. Online methods (so called sequential)
are based on a different principle. The most common are Shewhart’s and CUSUM
method. Finally, the last fifth chapter will be dedicated to comparison of these
methods. Our main interests are to detect as fast as possible but also not before
the time of change. The approaches will be compared from these aspects.

Keywords: statistical quality control, change point detection, mean of a random
process, CUSUM methods
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Uvod

Postuptum pro statistickou kontrolu nahodnych procesu jiz bylo v literature
vénovano spoustu pozornosti. Co ale postradame, je porovnani téchto metod.
Dojde-li pti vyvoji ndhodného procesu ke zméné, at jde tieba o proces vyrobni,
je v nasem prirozeném zajmu tuto zménu zaznamenat co nejrychleji. Funguji
navrzené metody spolehlivé? V praxi bychom radi aplikovali tu proceduru, ktera
zménu detekuje co nejdiive, ale zaroven ne dfive, nez zména skuteéné nastala.
Ktera metoda je tedy nejoptimalnéjsi?

Nejprve zadefinujeme linedrni regresni model, z néhoz budeme v celé praci
vychazet. Poté predstavime tti zakladni typy poruseni modelu, pricemz dvéma
z nich se budeme vénovat podrobné. Nasledné vylozime zékladni pristupy offline
detekce, které se lisi napiiklad dle toho, zda predpokladaji normalitu dat, ¢i ni-
koli, ale i pro normélni data se zvoleny postup odviji dle toho, zndme-li pocatecéni
stfedni hodnotu ndhodného procesu, nebo ne. V kapitole vénované online detekci
se soustfedime na dva nejznameéjsi postupy: Shewhartovu a CUSUM metodu.
Shwehartovu metodu aplikujeme v normalnim modelu, metodu CUSUM nejprve
v §irsi, tzv. Darmois-Koopmanové rodiné rozdéleni, a poté specidlné v normalnim
modelu. Nakonec budeme prezentovat vysledky simulaci, pomoci kterych porov-
name metody dle jiz zminénych kritérii.



Pouzité symboly

o Z ~ (p,0?%) ... pro ndhodnou veli¢inu Z plati EZ = p, varZ = o*
e U, ... a-kvantil standardniho normalniho rozdéleni
o ty()... a-kvantil t-rozdéleni o n stupnich volnosti

e & ... distribuc¢ni funkce standardniho normalniho rozdéleni



1. Model

Pokud nebude feceno jinak, budeme vsechny vektory uvazovat jako sloup-
cové. Upozornéme hned zpocatku, Ze data (Y;,x, )" jsou ziskdvdna v casech t;,
1 =1,...,n, takovych, ze t; <ty < ... <t,.

V ramci celého textu budeme predpokladat, Ze data lze modelovat linearnim
regresnim modelem s absolutnim ¢lenem

Y =1u+ X8 + ¢,
kde:
- Y = (Y1,...,Y,) T je vektor odezev;
~1=(1,...,1)7 je jednotkovy vektor;

- X = (xw){;lf; je modelova matice znamych konstant s plnou sloupcovou
hodnosti p;

— x| = (i1, ..., Tp) je i-ty Fadek matice X;

— 1 € R znaci absolutni ¢len;

~ B=(b1,...,B,)" €RP znaci vektor regresnich parametri (koeficienti);
— e=(e1,...,8,)" je vektor neznamych chyb.

LM predpoklada, ze:

— (Y;,x])" jsou nezdvislé,

~ g|X ~(0,0?%), 0 >0, atedy Y|X ~ (1pu+ X3, 0?)



2. MozZna poruseni modelu

P1i detekovani zmény se Casto setkavame se tremi zakladnimi typy poruseni
modelu. Problém mizeme formulovat v plné obecnosti pro k-rozmérny pripad,
predmétem naseho zajmu ale vzdy bude nejjednodussi situace.

2.1 Zména parametru posunuti

Pri statistické kontrole vyroby je béznou praxi, ze se v ndhodném case muze
(ale nemusi) vyrazné zménit hmotnost vyrobku a hmotnosti nasledujicich vy-
robkt se ustali kolem této nové hodnoty. V kontextu matematické statistiky je
rozhodovani o tom, zda vyvoj ndhodného procesu zlistal po celou dobu stejny,
nebo zda pri vyvoji doslo ke zméné specifického druhu, obvykle zalozeno na tes-
tovani hypotéz. Popisme tedy prvni obvykly pripad zmény parametru posunuti
jako test nasledujici hypotézy proti alternative:

H: Yi=p+x/B4e, i=1,...,n,
A:3me{l,....n—1}:Yi=pu+x/B+e, i=1,...,m,
Yi=p+A+x/B+e, i=m+1,....n,

piicemz g; ~ (0,02), A € R.

Obecné rikdme, ze za platnosti nulové hypotézy je ndhodny proces {Y7,...,Y,}
stacionarni, zatimco za platnosti alternativy je proces nestacionarni a stacionarita
je specifickym zptusobem porusena.

Parametry naseho zajmu, typicky neznamymi, jsou v tomto modelu u, A a m.
RuSivym parametrem pak je o2. V praktickych tloh4ch, v nichZ vystupuji data,
nas samoziejmeé zajimaji i odhady parametri 8. Z hlediska detekce zmény to ale
neni nutné parametr klicovy.

Déle se budeme zabyvat jen nejjednodussim pripadem tak zvaného skoku
ve stfedni hodnoteé:

H: Yi=p+e, i=1,...,n, (2.1)
A:dme{l,....n—1}:Y=p+e, 1=1,...,m,
Yi=pu+A+e,i=m+1,...,n,

tj. alternativa tika, ze v néjakém nahodném case dojde k posunu stfedni hodnoty
o A.

Situaci za alternativy muzeme vizualizovat tak, jak ukazuje obr. 2.1]

Avsak i v tomto nejjednodussim pripadé je tfeba rozlisovat dvé moznosti, které
maji riznd feseni; jednou je zndma hodnota p a druhou je hodnota g neznama.
Od toho se odvijeji i odlisné testové statistiky s jinymi asymptotickymi vlast-
nostmi. V prvnim pripadé je limitou posloupnosti prislusnych testovych statistik
Wieneriiv proces, zatimco v pripadé druhém Brownovsky mustek. Podrobnosti
vizte v |(Csorgd| (1997)).
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Obrazek 2.1: Model zmény skokem; chyby jsou normalné rozdélené

2.2 Postupna zména

Dalsim typickym prikladem zmény modelu je prechod z konstanty v primku (¢i
v k-rozmérnou rovinu). Pozornost budeme vénovat jen nejjednodussimu piipadu
H: Yi=p+e, i=1,...,n, (2.2)
A:dme{l,....n—=1}:Y,=p+e, i=1,...,m,
Yi=p+6Gi—m)+e, i=m+1,...,n.

Opét, pro predstavu situace muzeme problém vizualizovat za pomoci ob-

razku 2.2
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Obrazek 2.2: Model postupné zmény se spojitym prechodem, tzv. hokejka; chyby jsou normalné
rozdélené

2.3 Zména modelovych krivek

Posledni pripad, ktery v praxi ¢asto nastava, je zména modelovych krivek.
Formulujme nejprve matematicky:

H: Yi=p+x/B+e,i=1,...,n, (2.3)
A:3me{l,...n—1}:Yi=p+x/B+e, i=1,....m,
Yi=6+x/v+e, i=m+1,...,n (2.4)



Nékdy pro zachovani spojitosti poZadujeme, aby p + x! B = § + x| v, tj.

§=pu+x)(B—7),apak (24) bude tvaru Y; = p+x(8 — ) + x/v + &,
t=m+1,...,n.
V tomto pripadé se zamérime jen na nejjednodussi pripad:

H: Yi=pu+pi+e,i=1,...,n, (2.5)
A:dme{l,....n—=1}:Y,=p+pi+e, i=1,...,m,
Yi=p+pm+~yGi—m)+e, i=m+1,...,n.

Dalsi typicka alternativa je zndzornéna na obrazku 2.4, kde ptimka nejen zméni
smér, ale dojde i ke skoku.
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Obrazek 2.3: Model postupné zmény primky v primku; chyby jsou normalné rozdélené
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Obrézek 2.4: Model postupné zmény piimky v primku se skokem; chyby jsou normalné rozdélené



3. Offline detekce zmény

Piedpokladejme, Ze pozorujeme odezvy Y; ~ (x] B8,0%), i =1,...,n, a necht
parametry 8 a o2 jednoznaéné uréuji rozdéleni Y;. V praxi miZze dojit v ndhodném
case ke zméné modelu. Zpravidla jde o zménu stfedni hodnoty, tj. zménu 3, anebo
o zménu rozptylu o2, nékdy se miize zménit oboji.

P1i snaze detekovat zménu ve vyvoji ndhodného procesu postupujeme zpravi-
dla v nasledujicich krocich:

1. Rozhodnout, zda vibec doslo ke zméné.

2. Pokud ano, tak odhadnout, v jakém case zména nastala.
3. Rozhodnout, zda zmén nebylo vice.

4. Pokud ano, tak odhadnout ¢asy vSech zmén.

Nejprve se soustifedme na prvni otdazku. Budeme testovat zménu parametrii
modelu. Offline detekce spoc¢iva v tom, zZe jiz mame sesbirana data a inferenci
provadime ex post. Metody detekce se lisi dle toho, jaky klademe predpoklad
na rozdéleni dat. PopiSeme si metody umoznujici testovat tii nejcastéjsi typy
poruseni modelu popsané v kapitole 2, a to jejich nejjednodussi verze.

3.1 Detekce zmény parametru posunuti

3.1.1 Za predpokladu normality dat

Nejprve budeme vychédzet z predpokladu Y; ~ N (p,02), i = 1,...,n, kde o>
je rusivy parametr.

Nasim cilem bude odvodit test hypotézy popsané modelem (2.1I]). Obvykle
nastavaji dvé situace. Poc¢atecni stfedni hodnota p je zndmé a nezndmym para-
metrem je skok A a cas zmény m. V druhém pripadé pak nezname ani pocatecni
sttedni hodnotu. Navrhneme tedy dva rizné testy.

(i)
H!: Y; ~ N (o, 02), i=1,...,n, (3.1)

A :I3me{l,....n—1}:Yi~N(po,0%), i=1,...,m,
Y; ~ N(po+A,0?), i=m+1,...,n,

pricemz pg je znamy parametr a A, m jsou neznamé parametry.
(i)
H?: Y~ N(p,0%), i=1,...,n. (3.2)

A?: I3me{l,....n—1}:Yi~N(u,0%), i=1,...,m,
Y;NN(/'L27O-2>7 i:m—i_lw"?nu

by [1, fi2 & M jsou neznamé parametry.
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Vysvétleme nejprve struéné zakladni myslenku konstrukce testovych statistik
pro ulohy s neznamym casem zmény. Nejprve ¢as eventualni zmény m povazujeme
za znamy. Jinymi slovy vychézime z toho, ze zména probéhla v konkrétnim case
m, 1 < m < n. Pak se ale uloha redukuje v klasicky dvouvybérovy problém
rovnosti stfednich hodnot, kterému byla v literature vénovana velka pozornost.
Matematicky vyjadreno, jde o nasledujici testy.

ad (i)
HY Y~ N(pg,0%), i=1,...,n, (3.3)
AL Y~ N(pg,0%), i=1,...,m,
Y~ N(o+A,0%), i=m+1,...,n.
ad (ii)

H2 .Y, ~N(p,0%),i=1,...,n, (3.4)
A2 Y~ N(p1,0%), i=1,...,m,
Y; ~ N (i, 0%), i=m+1,...,n.

Na o2 nemusime klast zadny predpoklad, jak se ukdZe v nasledujicim textu.
Pristupme nejprve ke konstrukei testu (3.3) a (3.4); ndsledné vysvétlime pre-
chod k (3.1]) a (3.2)). Postupy se v obou ptipadech mirné lisi:

Detekce skoku pri znamé pocatecni stredni hodnoté

Pomoci principu maximalni vérohodnosti odvodime testovou statistiku pro
piipad (3.3)). Uvazujme vérohodnostni pomér

I fa(Y3)
An,m(A):Zzl
ljlfH(Y;)
o1 Yi—p0)? | 1 1 [(Yi—p0)—AJ?
e (2250 11 e ()
L (Yi—p0)?
=1 2no p{_ 20'%0 }

i=m+1

exp {— Y (Y o) — AP}
+

exp{—55s ,_ZH(Yz- — 1o)?}

= exp {UAQ Zn: (Yi — po) — nQ;QmAQ} : (3.5)

1=m+1

Logaritmus vérohodnostniho poméru A, ,,, mé tvar:

A n—m
o8 An(B) = 557 (i) = ]
i=m-+1

A2, (3.6)



Jako testovou statistiku vezmeme A := sup 2log A, ,,,(A). Protoze vyraz (3.6)
A

je parabola v A, tak argument maxima nalezneme snadno a dostavame vyslednou
testovou statistiku ve tvaru

1 o
A= (- m)(V7)2 (37)
kde 7; = ﬁ i (Y; — po) je prumér poslednich n — m centrovanych pozoro-

i=m+1
vanl.

Vyraz (3.7) lze upravit na tvar

n

1 RN L I SN R
A—JQ(n_m)[Z(Yz Mo)] —{m2< . >] (3.8)

1=m-+1 1=m+1

Je tedy zfejmé, ze proti hypotéze budou svédcit velké hodnoty testové sta-
tistiky A. Poznamenejme, zZe umime nalézt presné rozdéleni , a tedy pokud
bychom znali 0, mohli bychom ji pouZit jako testovou statistiku. V piipadé, kdy
zndme o2, je ale jednodussi pouZit ekvivalentni testovou statistiku

Z _
Tm_\/n—mi_;rl( o

Tedy pii zndmé hodnoté o? zamitdme Hy, <= |T;7| > u;_a. Pokud nés zajimaji
jednostranné alternativy A > 0, resp. A < 0, postupujeme analogicky a testovou
statistiku srovnavame s uj_q, resp. uq.

1 Y- :
“0) To M(0,2).

V piipadé, Ze o2 nezndme, je tieba jej odhadnout. Nabizi se pouZit jeden ze t¥{
konzistentnich odhad:

1 & —
52 = Y, - Y,)?% 3.9
0T (39)
~ 1 m — n —
S = SV-Yau)?2+ Y (=Y, (3.10)
-2 |3 i=m-+1
52 :;i(y—?)ﬂ# znj (Y-—?O)2 (3.11)
moom =14V " n—m—1,5= \" m '
kdeV,, = LSV, Vo =1 v
i=1 i=m+1
S? meni nic jiného nez soucet vybérovych rozptyli dvou skupin Yi,...,Y,,
aYyi1,..., Y, Pro m =1 klademe rozptyl prvni skupiny roven nule a podobné

pro m = n — 1 a rozptyl druhé skupiny. V takovych pripadech mutzeme tedy
teoreticky rozptyl odhadovat vybérovym rozptyl druhé, resp. prvni skupiny. Po-
znamenejme nicméné, ze pro odhad jakéhokoli parametru ptiebujeme alespon
nekolik pozorovani, aby byl odhad rozumny.

Za platnosti hypotézy jsou hodnoty S2, an i 52 zpravidla velmi blizké. Na-
proti tomu, za platnosti alternativy tomu tak neni, jak je zfejmé z obrazku 3.1}

10
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Obrazek 3.1: Porovnani dvou uvazovnych odhadii rozptylu: S? = 7.37, S2,, = 1.61, piicemz
o? =1.

S? séita rezidua jako vzdélenosti jednotlivych pozorovani od celkového pri-
méru. Vsimnéme si, ze za platnosti alternativy mohou byt tato rezidua prilis
velké, a tedy S? bude zmengovat testovou statistiku vice nez S2, & S-.. Takova
volba by vedla k testu s mensf silou. Proto se doporucuje pouZivat odhad S2?,

(nebo 5’:1) a testovou statistiku tvaru

1 n
Ty = ——=——= > (Yi—m),
S2.(n—m) iz=m+1

popr.

n

~ 1
S (n—m) i=m+1

Plati, ze T i T Z maji za nulové hypotézy asymptoticky standardni normalni
rozdéleni, nebot S2 i an jsou konzistentnimi odhady rozptylu o2. Nicméné ve
zbytku textu se budeme bavit pouze o statistice TV, nebot pro T,]Z plati vSe stejné.

Pii neznamé hodnoté o2 zamitame HY, <= |TY| > u;_o.
m m D)

Pripomenme, ze doposud jsme si predstavili testy pro ptripad znamého casu
zmény. Pokud ale tento ¢éas nezndme, tak si uvédomme, Ze alternativa Al je
vlastné sjednocenim vsech jednotlivych alternativ AL 'm =1,...,n — 1. Neboli,
nulovou hypotézu (3.1 zamitneme, pokud proti ni svédéi alespon jedna z alterna-
tiv AL m=1,...,n—1, tj. pokud alesponi jedna testova statistika T'Z, resp. T
je prilis ,mala“ nebo prilis ,,velka“. Toto je ekvivalentni tomu, ze pro testovani
pouzijeme testovou statistiku

T? = max, |TZ|, resp. TV = max. TN (3.12)
Poznamenejme, 7e max,, [T | se v literatuie vétSinou nazyva vdZend statistika
mazimdlniho typu. Vedle statistik maximalniho typu existuji statistiky soucto-
vého typu, a jiné. Témi se zde zabyvat nebudeme.

11



Nalézt rozdéleni statistik (3.12)) je velmi obtizné. Jedna z moznosti, jak sta-
novit kritické hodnoty, vychazi z Bonferonniho metody. Totiz,

P ( max > C’)
1<m<n—1

e PG “”>

(im0l
Z(\m2< ) =¢)
_ __1) (‘ (Y “0) >o> (3.13)
= (n \/nT - > ) )

Evidentné, \/nlfl i, (YZZ"U) mé (za nulové hypotézy) rozdéleni N(0,1). Tedy
pro

C=u_ je

(1>

(| () 2 0) -

a tedy v takovém pripadé bude horni odhad roven «. Takto ziskané apro-
ximované kritické hodnoty slouzi dobfe pro malé rozsahy vybéru; pro velké n
jsou prilis konzervativni. Presnéjsi aproximaci kritickych hodnot nabizi nésledu-
jici véta (Csorgol (1997)):

Véta 1 (Aproximace rozdéleni statistiky maximélniho typu pfi zndmé pocateéni
stfedni hodnoté ndhodného procesu). Pro vsechna x € R a dostatecné velké n
plati za nulové hypotézy (3.1)

1 " &z_,UO $+bn _
_— > 2|l x1- —e 7 )
g (121,‘% =2 (5 )‘— a ) mep{=eT (1)

i=m+1
kde a,, = \/2loglogn a b, = 2loglogn + %logloglogn — %logw.

Poznamka: Tvrzeni véty [1] se také opird i o urcité podminky regularity, po-
drobnosti viz (Csorgo| (1997)), paragraf 3.1.1.

Aproximaci samoziejmé miiZzeme pouzit i v piipadé statistiky 7V, nebot
S?  je konzistentni odhad o2, a tedy dle Cramér-Sluckého véty ma T stejné
asymptotické chovani jako 7.

Nasim pozadavkem je, aby prislusny test dodrzoval hladinu «, tj. hledame
takovou kritickou mez C,, Ze P(T? > C,) = a za platnosti nulové hypotézy.
Diky vété (1| jsme toho schopni docilit alespon priblizné. Totiz, da se najit xo € R
takové, které bude fesenim exponencialni rovnice

—_e—T0
1—e° 7" =a.

Jednoduchymi vypocty ziskavame:

1

12



Kritickou hodnotou pak tedy je C, = %

Poznamenejme, Ze pro jednostrannou alternativu A > 0, resp. A < 0, je treba
pro vypocet kritickych hodnot pouzit nasledujici limitni aproximaci, tj.

1 " Y — po T+ b, 1,
P(mm{mg( ; >}> @ )~1—exp{—ze hooek
(3.15)

V piipadé jednostranné alternativy A > 0 zamitame nulovou hypotézu, je-li

1 - Y — 1o +
02, {m§+< ; )} > Ca-

Kritickou mez spoc¢teme dle (3.15) stejnymi vypocty jako pro oboustrannou al-
ternativu. Tedy

gy + by, 1

Qn

V pripadé opacné jednostranné alternativy A < 0 zamitame nulovou hypotézu,

je-li
. 1 ~ (Yi—po
1 < -CH.
1§rn?g71—1 { \/m i:%l ( g ) } "

Abychom tedy shrnuli vysledky ¢asti (i); pro test (3.1]) navrhujeme dvé testové
statistiky, a to podle toho, zda zname, ¢ nezndme o2. Zname-li o2, volime

1 L Y—[,LO
o e 5, 5%)
1<men1 {| n—mi:%;rl o ‘}’

v opac¢ném pripadé

1 n
TN — max (Yi = po)| ¢ -
1<m<n-—1 { S2 (n—m) i:%;rl

Kritické hodnoty pak aproximujeme dle véty [I]

Detekce skoku pri neznamé pocatecni hodnoté

Nyni navrhneme test pro tlohu (3.4)). Jde presné o klasicky dvouvybérovy test
shody strednich hodnot.

Prirozenym odhadem sttedni hodnoty prvniho vybéru je prumér Y, = % Y
a podobné pro druhy vybér a jeho stfedni hodnotu Vsn = ﬁ imme1 Yi. Odpo-
vidajici testova statistika ma tvar

m (3.16)

3
Q

kterd md za platnosti hypotézy N(0,1) (Andél (2005), véta 4.26 a jeji dikaz).
Pokud ¢ nezname, odhadneme: 6 = S, := 1/52,,.

13



Vsimnéme si, ze statistiku ([3.16]) mizeme pomoci elementarnich iprav prevést

na tvar
n 1 —
"=, /——m8M—— Y,—-Y,). 1
=i e 2= T (3.17)

Vidime, zZe se jedna o vazeny kumulativni soucet rezidui od celkového prumeéru,
odkud pochazi jeji ndazev CUSUM statistika, z anglického ,,cumulative sum®.
Pro otestovani (3.2)) bychom tim padem zvolili testovou statistiku
1

T* = max — .
1<m<n—-1 | o

Abychom nalezli aproximaci kritickych hodnot, budeme postupovat stejné
jako v pripadé znamé pocatecni stredni hodnoty. Je-li rozsah ndhodného vybéru
maly, mizeme pouzit Bonferonniho nerovnost, a pro velké n aproximuje pomoci
nasledujici véty z|Csorgol| (1997)):

=)

Véta 2 (Aproximace rozdéleni statistiky maximéalntho typu pfi nezndmé poca-
tecni hodnoté ndhodného procesu). Pro vSechna x € R a dostatecné velké n plati
za nulové hypotézy (3.2)

1
P( max {
1<m<n | o

kde an, by jsou tytéz jako ve vété |l

n

m(nn—m) i(YZ -Y,) } > 2 i bn) ~ 1 —exp{—2e7"},

Poznamka: Opét, stejné jako v piipadé véty [I i tvrzeni této véty se opird
o jisté podminky regularity, blize v (Csorgo (1997)), paragraf 3.1.1.

Abychom aproximovali kritickou hodnotu v tomto pripadé, budeme postupo-
vat jako v predchozim odstavci, jen s tou vyjimkou, Ze zj € R je nyni fesenim
rovnice

Stejnymi dpravami jako v predchozim odstavci dostaneme TeSeni

. 1
x; = —loglog <m> ,

1‘8 +bn

n

a tedy jako kritickou hodnotu volime C, =

Nyni pfistupme k podrobnému odvozeni testové statistiky (3.16) metodou
maximalni vérohodnosti (za predpokladu, ze Y7, ... Y, jsou iid s normélnim roz-

14



délenim a o? je zndmé). Opét uvazujme vérohodnostni pomér

IT fa(Y?)
A* — =1
7 [Il fu(Y5)
o1 _ (Yimm)? 1 (Yi—p2)
il;ll V2ro? exp{ 207 }i:ngl v2mo? p{ ) }

exp {—252 > (VP —2mYi+ M?)} exp {—2; X (VP -2+ u%)}

1=m-+1

exp{ %ij(Yz—QuY—l—u )}

exp{ ;(ZYQ—ZMZY‘FWM_QW E Yi4(n— )N%)}

i=m+1

eXp{—gb (Z Y2 —2u ; Y; +nu2)}

1 n
:exp{2 5 <2u12Y mp? + 2y Z Y; — m)ug—QuZY;jan)}

i=m-+1 =1

1 m n
= exp {%2 (22E(u1 —u)+2 D> Yilpe — p) —mpi — (n—m)uj +”M2) } -
i=1 i=m+1
(3.18)
Nyni aplikujme dvojnasobek logaritmu:
. 1 m n
2log Af = — (2236% — ) +2 Y Yilpe — p) —mpd — (n —m)u; + nug)
i=1 i=m+1

Neznamé parametry g, i1, io je tfeba nahradit jejich maximélné vérohodnymi
odhady:

ST N Sy
P T S N e ey 2 N T

Dosadime a pokracujeme v tupravach:

A" = 2lOgAn m(/l’v M1>M2)

1 — — n — — — 2 _
S (QZY;(Ym ~Y)+2 Y VY, —Y.) —mY,, — (n—-m)(Y,) +nyi)
g i=1 i=m+1
1 — _ —
_ (me (Vor — V) + 20— m)Y

0—2

0
m

(7

m

_ L [mY + (n—m) (7?,1)2 +Y, (—m?m —(n— m)Y?nﬂ (3.19)

2
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Abychom dospéli do findlniho tvaru (3.16)), je tieba vyjadiit Y, pomoci Y, a 721:

(ZY+ Z Y) —?m+n;m??n.

i=m+1

Dosadime toto vyjadieni do (3.19) a dostavame

L[ o 2 —m)— — 2_ —m)?
A= LV =y (70 -2y o My o) g

o? | n n n

_ % [mn — m2?72n N (n—m)n — (n—m)? (??n)Q B 2m(n — m)YmY?n]
o2l n n n
1| — M) — — — —m)—

_ ! m(n —m) a2 m(n m) (YO ) Ly m(n —m) Ym?(:n]
o n

| )

Nakonec A* odmocnime a obdrzime

=Ly, e S

_ ! Wm)(ym_yo)’

o n m

coz je presné statistika (3.16]).

Dospéli jsme tedy do bodu, kdy mdme k dispozici testy obou hypotéz (3.1))
i (3.2). Shrnuti nabizime v tabulce [3.1]

pocatecni stfedni hodnota rozptyl  testova statistika

n
(o (o 1 /1
ZNAMA fig Znamy max | /= 2 (Y — 1o)
i=m-+1
.. . 1
Znama i neznamy max S*m’/ — Z (Y; — o)
1= m—l—l
(s Y 1 n Eva
neznameé fi, iy, fo Znamy max |5 \/mem 2 Z(Y -Y,)
. s 1
neznameé [, fi1, b2 neznamy  max | g m(n ) Z(Y Y.)

Tabulka 3.1: Testové statistiky pro detekci skoku ve stfedni hodnoté za predpokladu normality

Vratime-li se ale na zacatek této kapitoly, vzpomeneme si, ze dale je treba
odhadnout ¢as, v némz eventualné doslo ke zméné. Neni prekvapenim, ze za
odhad bodu zmény se bere ten bod, v ném? posloupnost statistik |7Z|, resp. [T |
— pro jednoduchost ozna¢me souhrnné 72 i TN jako T, — nabyva svého maxima.
To jest,

m = argmax{|T,,[;1 <m <n-—1}.
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m

Obrézek 3.2: Vyvoj posloupnosti absolutnich hodnot statistik T;,, = % ﬁ ;(YZ ~Y ) pro

¢as zmény m = 50. Generovany byly dva vybéry z normélnich rozdéleni: Yi,...,Y50 ~ N (5,1),
Ys1,...,Y100 ~ N(10,1)

Vsimnéme si na obrazku ze absolutni hodnota testové statistiky 7T, vy-
chéazi skutecéné nejvetsi v ¢ase zmény. Pro¢ tomu tak je? Vysvétleme ideu:
Oznacme my skutecny ¢as zmény, tj. Yi,... .Y, ~ N(p1,0%) a Yogi1, .-, Yo
~ N(p2,0%). Necht bez tjmy na obecnosti p; < po, a tedy ocekdvame, Ze
i —Y, <0apuy—Y, >0. Potom pro m < my
m m
NYi=Y,)=>Yi—mY, ~m(u —Y,) je klesajici v m
i=1 i=1
a pro m > my

DIEAES ST AR DRI

~ mo(pn — Yn) 4 (m —mo) (2 — V)

nejprve klesa a od ¢asu mg + 1 zac¢ina rist.

Maximum nemusi byt jednoznac¢né; pak zpravidla bereme ten cas, kdy bylo
dosazeno maxima poprvé. Poznamenejme, ze tento pripad spise indikuje vice
Zmen.

3.1.2 Bez predpokladu normality dat

Nyni je nutné pozastavit se nad predpokladem normality. Jak jsme uvedli
na pocatku kapitoly 2, data, jez mame k dispozici, jsou zatiZzena mnoha zdroji
sumu. Tento Sum je prakticky nemozné odfiltrovat. To mj. vyzaduje opatrnost
pri pouzivani testovych statistik odvozenych za predpokladu normality chyb, jez
jsme odvodili v predchozim odstaveci.

Ke slovu se tak dostavaji tak zvané robustni postupy. V nasem pripadé se
jedna napt. o modifikace, které misto vybérového priméru jako odhadu para-
metru polohy pouzivaji jiné odhady, méné citlivé na odlehla pozorovani, apod.
Nejvice pozornosti bylo v literature vénovano M-odhadim.
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V této praci se nebudeme vénovat M-odhadiim, nybrz se zamétime na postupy
zalozené na poradich. V tomto pripadé jsou testové statistiky typu CUSUM za-
lozeny na jednoduchych linearnich poradovych statistikach tvaru

m

Vin = Z(an(Ri) -

=1

1. (Ry,..., R,) je vektor poradi odpovidajicich pozorovanim Y7, ...,Y,,

2. a,(1),...,a,(n) jsou vhodné skéry,

3=

3. a, =

n .

> an(i).

i=1

Nejcastéji pouzivanymi skory jsou

o Wilcoxonovy skéry: a, (i) = i=1,...,n,

PESE
« van der Waerdenovy skory: a, (i) = ®~! (#1) L i=1,...,n.

Srovname-li V,, a T, mizeme si vsimnout, Ze roli rezidui hraji rozdily

an(R;)—@pn, i = 1,...,n. Dale, je-li 0% neznamé, zpravidla jej odhadujeme pomoci
2 1 & o
Onk = 7 > (an(R) —an)*. (3.20)

=1

Podobné jako v predchozich odstavcich se castéji pracuje s vazenymi statisti-
kami
V*

m

=w, Vi, m=1,...,n—1, (3.21)

n
m(n—m)"

Dalsi postup je analogicky tomu popsanému v paragrafu vychazejicicho z pred-
pokladu normality. Nejprve predpokladame, ze ¢as zmény m je znamy. Pro takto
vznikly dvouvybérovy problém napocitame V,,, ¢i V', o nichz vime, Ze za jistych

vvvvvv

kde vahy w,, se nejcastéji voli jako

je, ze distribucni funkce pozorovani je spojita.
Pokud bod zmény nezname (jako v nasem pripadé), nulovou hypotézu zamit-
neme tehdy, kdyz alespon jedna testova statistika je ,velka“, coz je ekvivalentni

tomu, ze statistika
1
max <{ — n 7
1<m<n | Gy g \| m(n —m)

- 1rsnr%§n{aiﬂm gmn(&) —ay) } (3.22)

prekroci prislusnou kritickou mez.

Nalézt asymptotické rozdéleni statistiky je opét velmi obtizné. Podrob-
nosti 1ze najit napr. v|/Antoch a kol. (2001)), kde se uvadi, Ze za vhodnych podminek
regularity pro velké n a x € R plati
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m

>_(an(Ri) — @)

i=1

b
} > T "] ~1 — exp{—2e"},
an
(3.23)

1 n
P | max { —
L<m<n {an’R \/ m(n —m)

kde a,, = /2loglogn a b, = 2loglogn + %logloglogn — %1og7r.

Metoda zalozena na dvouvybérovém Wilcoxonoveé testu

Odprostime-li se od predpokladu na rozdéleni dat a uvazujeme-li opét nejprve
ulohu se znamym casem zmény m, pak se nase uloha redukuje na dvouvybé-
rovy problém v neparametrickém modelu. Nejznameéjsim pristupem je v takovém
pripadé Wilcoxonuv test, ktery navrhuje pouzit testovou statistiku

W* . Wm - EOWm
me NargW,

kde W,, = >, R; je soucet poradi Ry,..., R, nahodnych veli¢in Y;,....Y,,

(3.24)

v ramci sdruzeného ndhodného vybéru Yy, ..., Y, Y1, ..., Yo, EgW,,, vargW,,
znaci poradé stredni hodnotu a rozptyl statistiky W,, za platnosti nulové hypo-
tézy, ze rozdéleni obou nahodnych vybéra Yi,...,Y,, a Y, 11,...,Y, jsou stejna.

Poznamka: 7 teorie poradovych testii je zndmo, ze pro linearni poradovou
statistiku Z, = 31| c;an(R;) plati

EZ, = na,c, varZ, = > (an(i) —@n)* D (c; — 0)%.

Podrobnosti viz |Andél (2005), tvrzeni a dukaz véty 11.6.

Dle poznamky plati

1 1
EoWo = im(n + 1), vargW,, = Em(n —m)(n+1).
Vypocet rozptylu je mirné komplikovany, nicméné abychom spocetli EoW,,, za

platnosti hypotézy, postac¢i nam jednoduché heuristika. Je jasné, ze
> Ri=>i=-n(n+1),
i=1 i=1 2
a tedy, ma-li vybér Yi,... Y,, stejné rozdéleni jako Y,,.1,...,Y,, pak by oceka-
vany soucet poradi mohl byt
m 1

1
EoW, = g§n(n +1) = §m(n +1).

Andel| (2005) také uvadi, ze testova statistika (3.24]) ma asymptoticky rozdéleni
N(0,1).
V literature byly predstaveny rtizné modifikace zakladniho Wilcoxonova testu

(3.24), témi se zde ale zabyvat nebudeme.
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Stejné jako v predchozich odstavcich nas ale u iloh s neznamym ¢asem zmény
nezajima toliko rozdéleni statistik W, m = 1,...,n—1, nybrz rozdéleni maxima
jejich absolutnich hodnot

x * 1 - 1
W*= max |[W'|= max > R — Em(n—k 1)|.

1<m<n—1 1<m<n—1 \/ém(n — m) (n + 1) i=1

(3.25)

Metodu zalozenou na této statistice budeme kratce oznacovat jako Wilcoxonova
metoda. Na predchozi strance jsme predstavili aproximaci rozdéleni maxima sta-
tistik tvaru . Da se ale snadno ukazat, ze statistika odpovida statistice
(3.22)), volime-li jiz predstavené Wilcoxonovy skéry. Tim paddem muzeme pouzivat
aproximaci kritickych hodnot dle .

3.2 Detekce postupné zmény

Analogicky k ¢asti 3.1, predpokladejme nejprve linearni model. Jiz v ¢asti 2.2
jsme ulohu zformulovali jako problém klasického statistického testovani hypotéz
. Zaroven jde ale o regresni tlohu. Totiz, model pro pevné m za platnosti
alternativy lze zapsat maticove:

1 0 €1

|1 0 W Em
Y = 1 1 <5> + N (3.26)

1 n—m En

takze tuloha ([2.2)) neni nic jiného nez test nulovosti smérnice v linearnim modelu

(13.26)):

H: =0
A:pB#0.

Pro test této hypotézy volime t-statistiku

5
= ———— 3.27
TS (3.27)
viz Appendix, véta 4.
Nyni se ale vratme k ptuvodni formulaci (2.2)). Opét nejprve navrhneme test
pro m pevné: testovou statistiku zkonstruujeme nam jiz znamym zptsobem -
metodou poméru vérhodnosti. Nejprve odvodme test pro p znamé.
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Detekce postupné zmény pri znamé pocatecni stredni hodnoté

Uvazujme vérohodnostni pomér

11 7a0v2)
AmN(ﬁ) ==
,1:[1 fu(Yi)
| _ (Yi—p)? ) 1 [(Yi—p)—B(i—m)]?
z‘l;ll Varo? P { 20° }Z:g-&-l Varo? XP { 202 }

o exp { [0k A=)

TRy =y

[ exp{—55[(Y; — ) = 28(Y; — w)(i — m) + 52(i — m)?]}

_i=mtl
1= g—i—l eXp{ (Y M> }
— exp {fz '_znj (Y — j)(i — m) — 2502 ;nj (i m)Q} 3

Logaritmus vérohodnostniho poméru (3.28)) je roven:

log Amn(B) = 2 3 Vi—p)li—m) =2 3 —m (3:29)

2 952
o i=m+1 20 i=m+1

Opét se jednd o parabolu v 3, tedy argument maxima nalezneme snadno a je
roven

Cicm(Yi —p)(i—m) _ iema1 (Y — p) (i —m)
Yitmyr (i —m)? (n—m)(n—m+1)2n —2m+1)’
nebot Zf:l 2 = k(k+1)(2k+1)‘

6
Vyslednou testovou statistikou je tedy

A =sup2log A, . (5)
B

B =

L6 Mmoo
=2 0—2(n—m)(n—m+1)(2n—2m+1)i:%1(yl i =m)

% S plomP 1
02[(n—m)(n—m+1)(2n—2m+1)]2 6( I +1)(2n —2m+1)
12 L Yi—mi-m)P 6 B (Y- )i —m))?
a?(n—m)(n—m+1)2n—-2m+1) o2(n—m)(n—m+1)(2n —2m+1)
6 (Y )i —m)]?

a2(n—m)(n—m+1)2n—2m+1)
Jako ekvivalentni testovou statistiku vezmeme odmocninu z A:

l Zz =m+1 (Y M) (2 B )

o [(n—m)(n—m+1)(2n—2m+1)
6

K =

(3.30)
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Odvodit rozdéleni IC,, za platnosti nulové hypotézy je snadné. Rozepisme sumu
z Citatele:

n

> (Vi @)= m) = Vs = ) 1+ (Vngz = 1) =24+ oo (Yo = 1) - (0 — m).
1=m-+1
Jde o linedrni kombinaci nezavislych, stejné rozdélenych centrovanych nahodnych
veli¢in Y1 — pty..., Y — p ~ N(0,0?), jejich soucet je tedy opét normdlné
rozdélena ndhodnd velicina s nulovou stfedni hodnotou. Jeji rozptyl je roven:

var 3 (Yi—p)(i—-m)=0"-140>-2°+... 40" (n—m)’
i=m+1
—m)(n—m+1)(2n —2m +1)
6 )

:UQnimkz:UQ(n
k=1

tedy K, "0 N(0,1).

Za pozornost stoji si povSimnout, ze t-statistika a statistika /C,, jsou
ekvivalentni; to na prvni pohled neni zfejmé, proto bude tieba t-statistiku vhodné
rozepsat a upravit.

Protoze stale vychazime z predpokladu, ze p je znamy parametr, mizeme bez
ujmy na obecnosti predpokladat, ze p = 0. Pak se linedarni model redukuje
na model

0 &1
0 Em
Y = 1 B+ . (3.31)
n—m En
V modelu (3.31)) je
X'X =Y X'Y= > Yi(i—m).
=1 i=m-+1
Tedy
L B 1 (XIX)XTY 1y Y om)
VMSevo  VMSe \/(XTX)-t  VMSe | [yumg
1 ?:m—l—l Y;(Z - m)

-~ /MSe \/<n—m>(n—m+1><2n—2m+1>
6
Samoziejmeé, pokud bychom znali rozptyl dat, nahradili bychom M Se primo po-
moci 02 a t—statistika se dokonce pifmo shoduje se statistikou &C,, (poloZime-li
pu = 0). V pifpadé neznamé hodnoty % miZeme pouZit jakykoliv konzistentni
odhad, v kontextu linearni regrese je zvykem pouzivat M Se, v tradi¢ni statistice
S2 .1 v takovém pripadé jsou ale statistiky pochopitelné ekvivaletn.
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Vrétime-li se k tloze s neznamym ¢asem zmény (12.2)), tak ze stejného divodu
jako v sekci 3.1 budeme uvazovat testovou statistiku tvaru

1 Y, — —
1<m<n—1 g \/(n m)(n—m+1)(2n—2m+1)
6

a pri neznamé hodnoté parametru o jej nahradime konzistentnim odhadem, tj.

v M Se nebo S,,,.

Detekei postupné zmény se mezi jinymi zabyvala Jaruskové| (1998). Stejné jako
my nejprve uvazuje situaci, kdy jsou p a o? zndmé. Dostava statistiku shodnou
s . Na stranach 270-271 ukazuje, ze za uréitych podminek regularity pro
velké n a z € R plati

1 Y, — —
P[ o LS = )i = m)
1<m<n-—1¢g

\/(n m)(n—m+1)(2n—2m-+1)
6

un] ~ 1 —exp{—2e "}, (3.33)

kde
1 V3
n=1/2logl ———— [ log — )
“ oglogn + v2loglogn (og 47 —HC)

Pro pripad jednostranné alternativy S > 0 bychom uvazovali pouze maximum
K., (bez absolutni hodnoty) a aproximovali bychom pomoci 1 — exp{—e~"}.

Detekce postupné zmény pri neznamé pocatecéni stfedni hodnoté

Je-li nyni parametr 1 neznamy, prirozené by nas napadlo nahradit jej ve vy-
razu jeho maxim4lné vérohodnym odhadem za platnosti nulové hypotézy -
vybérovym primérem vsech dat Y ,,. To se ale ukazuje, Ze nestaci, jak vysvétluje
Jaruskova (1998). Je totiz tfeba pouzit jinou standardizaci. Spravnou statistiku
muzeme odvodit tfeba tak, ze opét rozepiseme t-statistiku. Nyni plati

1 0
rv (1 11 I I A N N
XX_(O 0 1 n—m) |1 1 | [ "o,
7 1
=1 =1
1 n—m
a XY = |, Zi:l}? . Déle
immy1 Yi(t —m)
e L[S
XTX)™ = dj(XTX) = = =
XX = Gexrx "I X = oxrx S,
=1
Tedy
N 1 n—m n n
= ) Y; Y; —
b= g (- B B 3 o)



Déle t-statistika zahrnuje hodnotu vss, coz je druhy diagonalni prvek matice

(XTX)™L, tedy
n

det(XTX)"

Vo2 =

Determinant matice XX je roven

det(X"X) = nnfz'? — (nin i>2

:n((n—m)(n_—m—i—l)(Qn—Qm—i-l) _1(n—m)2(n—m+1)2>
6 n 4 '

Uvazujme nejprve podil

B det()lcTX) <_ El i3 i+, Yi(i — m))

Vin dEHXTX)
= ST Y 0 Yili - m)
n det(XTX)
i1 Yi(i —m) =Y, 30 (0 —m)

- \/(nfm)(n7m+1)(2n72m+1) 1 (n—m)2(n—m+1)?
6 n 4

_ zT'L:erl }/l(l — m) — ?=m+1 ?”(Z — m)
\/(n—m)(n—m+1)(2n—2m+1) 1 (n—m)?(n—m+1)?
6 n 4

iem 1 (Vi = V) (i —m)
\/(n—m)(n m+1)(2n—2m+1) (n—m)2(n—m+1)2"’

_1
6 n 4
coz je presné statistika jako v clanku [Jaruskova (1998), strana 265.

Opét pro test s neznamym casem zmény volime jako testovou statistiku ma-
xXimum

1N —  max l iemi1 (Yi — Y,)(i —m)
1<m<n—1 g \/(n m)(n—m+1)(2n—2m+1) 1 (n—m)?(n—m+1)>2
6 n 4

Jaruskova/ (1998)) dale ukazuje (strana 272), ze muzeme pouzit stejnou aproximaci
kritickych hodnot jako v pripadé znamé p.
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4. Zakladni zastavovaci pravidla
pro online detekci zmény

Predstavme si naptiklad vyrobni proces, ktery je schopen potencidlné po-
skytnout nekonec¢nou posloupnost pozorovani Xy, X, . ... Zpocatku je proces tak
zvané ,pod kontrolou“, coz interpretujeme tak, ze vyroba postupuje, jak byla
zpocatku nastavena, a tedy pozorovatel je s jejim chodem spokojen a nijak neza-
sahuje. V néjakém cCase 7 se proces ale zméni, a pak je treba provést co nejdiive
néjaky zasah. Rikdme, 7e se proces dostal ,mimo kontrolu“. Zakladni tlohou
pro pozorovatele je tak odhalit pripadnou zménu na zakladé dostupnych dat co
nejdrive a zasdhnout.

Pro jednoduchost nasich ivah budeme predpokladat, Ze ndhodné velic¢iny
X1, Xa, ... maji absolutné spojité rozdéleni vzhledem k Lebesgueové mire (a tedy
existuje hustota). Tuto hustotu pred zménou budeme oznacovat fy, zatimco po
zméné f.

Zatimco myslenku online (téZ sekvencni) detekce si predstavime pro obecnd
rozdéleni, v nasich aplikacich se soustfedime na hustoty z tzv. Darmois-
-Koopmanova systému hustot, tj. na jednoparametrickou exponencialni t¥idu hus-
tot.

Oznacme Py rozdéleni, za néjz jsou Xy, Xo, ... iid s hustotou fy. Déle oznacme
P,, v = 1,2,3,..., rozdéleni, za né&jz jsou Xi,...,X,_; iid s hustotou fy
a X,, X,11,...1id s hustotou f;. Oznacme jesté E, odpovidajici stfedni hodnoty.

Nasim hlavnim cilem bude nalézt takové zastavovaci pravidlo (angl. stopping
time) 7, ze pokud ke zméné doslo v ¢ase v, tak aby zpozdéni odhaleni zmény
(1 — v)T bylo co nejmensi. Na druhé strané nechceme detekovat zménu, ktera
nenastala, cemuz rikame ,vyvolavat falesné poplachy“. Jinymi slovy, pokud by
ke zméné nedoslo, 7 by mélo byt co nejdelsi, idealné nekonecné. Procedura pak
vlastné bude vysledkem optimalizacni tlohy, kdy bychom radi minimalizovali
sttedni dobu do odhaleni skutec¢né zmény a maximalizovali stifedni dobu mezi
falesnymi poplachy.

Z matematického hlediska se jedné o postupy tzv. sekvencéni analyzy, navrzené
A. Waldem béhem druhé svétové valky a popsané v jeho monografii Wald, (1947).
Pro nase potreby je vhodnym ¢tenim napt. monografie Wetherill a Brown| (1991).

V této sekci se sousttedime na dvé zakladni zastavovaci pravidla, tj. na Shewhar-
tovu metodu a CUSUM metodu. Pro nase rozhodovani budeme uvazovat posloup-
nost sekvenc¢nich testii, kde

HXszo, 221,2, (41)
Ay Xi~ fo,i=1,...,v—1,
XiNfl,i:V,V+1,...
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4.1 Shewhartova metoda

Tradiénim a nejstarsim pristupem je Shewhartova metoda (a jeji modifikace),
ktera odhaduje ¢as zmény pomoci zastavovaciho pravidla tvaru

def s er 1og 41 (Km)
Ts = inf{m : log o)

tj. proces vyroby zastavujeme presné v tom case m, kdy poprvé logaritmus véro-
hodnostniho poméru pro posledni pozorovani, které mame k dispozici, prekroci
vhodnou troven h.

Ekvivalentné se da vyjadrit ve tvaru

> h}, (4.2)

75 = inf{m : X,, > b}, (4.3)

nebot log% > h <= g(X,) > " <= X,, > g l(e") = b, kde g = %

a g~! je zobecnénd inverze.
V praxi muze dojit ke dvéma chybnym zavértim:

1. Rozhodneme ve prospéch alternativy, zatimco stale plati hypotéza, tj. vy-
volame falesny poplach.

2. Nezamitneme hypotézu, prestoze doslo k poruseni.
Pti detekci postupujeme nasledovné:

1. PredepiSeme stiedni dobu mezi falesnymi poplachy - ozna¢me ji Eq7g - coz
je stfedni doba do zastaveni, plati-li nulova hypotéza (4.1]). Tim bude jedno-
znacneé urceno pozadované rozdéleni 7g, jak uvidime v nésledujicim odstaveci.

2. K ni spoc¢teme h, resp. b.
3. Posoudime silu takové procedury pomoci E;7g.

Abychom tedy mohli pristoupit k bodu 1., je tfeba odvodit rozdéleni zastavo-
vactho pravidla 7g. Podivame-li se na (4.2)) blize, vidime, Ze 7g se fidi geometric-
kym rozdélenim, nebot ¢ekame na prvni vadny vyrobek. Presnéji:

f1(Xm)
fo(Xm)

Z vyrazu (4.2)) je také zfejmé, ze se jedna o geometrické rozdéleni jak za H,
tak za A;. To tedy znamena, ze

Ts ~ Ge(p), kde p =P (log > h) , resp. p = P(X,, > b).

Pirs=k) =1 —p)f'p, k=1,2,..., (4.4)
a tedy Etg = % a varrg = p% 7 toho tedy m)j. vidime, ze stfedni hodnota urcuje

rozdéleni 7g jednoznac¢né, jak jiz bylo avizovano. Vztah (4.4)) plati jak pri Py, tak
Pr.
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Pfiklad: Situaci ilustrujme na pifkladu normalniho rozdéleni N'(u,o?), kdy
nam jde o odhaleni pripadné zmény parametru polohy p. Pro jednoduchost bu-
deme pfedpokladat, Ze o2 je zndmy a, bez jmy na obecnosti, Ze je-li proces pod
(statistickou) kontrolou, tak p = 0.

Oznacéme P, rozdéleni, za néjz jsou X; iid a fidi se normalnim rozdélenim
N (u,0?). Abychom objasnili znacen{ P, : dle (4.1]) uvazujeme dvé distribuce fo
a fi a mezi nimi se rozhodujeme. Zde fo ~ N(0,0%) a f; ~ N(u,0?). Aby bylo
jasné, jak velky je skok p, misto P budeme psat P,.

Odvodme tedy zastavovaci pravidlo (4.2)). Logaritmus vérohodnostniho podilu
je roven

o ) g el (X — )

fo(Xm) Tz exXpl{— 52 X2}
1 1
_ Xm _ 2 T v2
L5 2 2
= —T‘Q(Xm —2pXm + 1) + 55 X5

Zastavovaci pravidlo je vyhodnéjsi uvadét ve tvaru (4.3)), nebot pak se snaze
spocte parametr p. Tvar tohoto zastavovaciho pravidla se ale lisi v zavislosti na
uvazované alternativé; my si jej odvodime pro pripad jednostranné alternativy
pw>0:

e Proces je pod kontrolou, je-li u = 0,

e Proces je mimo kontrolu, jestlize y = p* > 0.

Poznamka: Tady tedy nastava zdsadni zména oproti klasickému (offline) tes-
tovani hypotéz. Zatimco v kapitole 3 jsme se snazili detekovat jakékoli poruseni
nulové hypotézy, zde detekujeme konkrétni poruseni, tj. konkrétni posun stredni
hodnoty.
Jednoduchymi tpravami dostaneme, ze
2

1 . W o
02<'uXm_ 5 ) Zh<:>XmEEh+f::b.

Abychom nalezli optimaln{ hodnotu b, musime spocitat Eq7d. Za Py ma 74 geo-
metrické rozdéleni

Po(rd =k) = (1—po)" 'po, k=12,...,
kde pg = Py(X,n > b) =1 — ®(b/0), takze

1 1
Egrd = — =~
0TS = T 1-(bjo)

Podobné za P,- méa 7 opét geometrické rozdéleni a plati

TS D SR
ST e T P(X 2b) 1 (R

g
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Obvyklym pravidlem je zvolit pevnou hodnotu Eq7d a k ni dopocitat E;7d.
Standardné znacime ARLgy := Eg7d = #(b/a). Zkratka ARL pochazi z anglic-
kého ,average run length®, tj. priimérna délka jednoho béhu, a 0 symbolizuje, ze
za platnosti nulové hypotézy. ARL( tedy stanovime my a pomoci ni vyjadrime b:
b=0od (1 - ARLO)

V praxi vétsinou usilujeme o to detekovat posun ve stiedni hodnoté o néjaky
nasobek o, tj. 4 = ko pro n&jaké k € RT. Potom jsme schopni spocitat E;7d pro
libovolnou hodnotu o > 0 :

1 1 1

+
ElTS =

(e

& (b%) T 1_ % (m*l(l_l/ARLo)—ko> —1_ O(®-1(1— 1/ARLy) — k)’

Spoctéme tuto hodnotu pro posuny stfedni hodnoty o vybrané nasobky o pri
ARLy = 1000 :

o |20 | 30

81 7 | 2

L 0 o
E,.7d | 1000 | 208 | 55

— ol

ol

Tabulka 4.1: Stfedni doby zastaveni za platnosti alternativy pro vybrané posuny ve stredni
hodnoté, zaokrouhlené na celé jednotky.

Poznamka: Pokud se chceme branit proti alternative, kdy pu < 0, resp. u # 0,
postupujeme analogicky. Zastavovaci pravidla pak pro vétsi prehlednost budeme
oznacovat Tg, resp. Tg.

4.2 Metoda CUSUM

Dalsi metody sekvencni detekce jsou zalozeny na tak zvanych kumulativnich
souctovych statistikdch {S,}nen. Tyto metody oznacujeme zkratkou CUSUM
(z anglického ,cumulative sum*®). My predstavime kumulativni souc¢tové statis-
tiky vychézejici z logaritmu vérohodnostniho poméru:

Sn—log” log , neN, S;=0,
21f0( i=1 (Xz) ’

kde fi(X;) je hustota X; za alternativy a analogicky fo(X;) je hustota X; za
hypotézy.
Za povsimnuti stoji, ze posloupnost {S,}nen tvori ndhodnou prochézku, ne-

bot se jedna o postupné soucty ndhodnych veli¢in {Y;}, Y; := log el EX ;

Popisme si myslenku zastavovaciho pravidla.

Nejprve predpokladejme, ze mame k dispozici konec¢nou posloupnost nezavis-
Iych ndhodnych veli¢cin X1,..., X, a ze ¢as zmény je znamy. To jest, navrhneme
test

H le--'aXanOa
Am: Xla"‘7Xme07
Xerl;--'aXanl'
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Test zalozime standardné na poméru vérohodnosti:

—1oeTH ~loe LKD) S, oKD s, A
o = 1gﬂfo<X Zlg o)~ &) T B )

i=1 i=m-+1

S Si(X5)
= lo =S, —Sn,n=12,...
i:%;rl ng(Xz)

Nulovou hypotézu bychom zamitali pro velké hodnoty .S,, — S,,.

Nyni pristupme k obecnéjsimu testu s neznamym casem zmény, nicméné se
stdle pevnym rozsahem vybéru. Myslenka takového testu jiz byla popsana v ka-
pitole 3; hypotézu zamitneme tehdy, je-li O<r£3§_1(5n — Spn) velké. Vsimnéme si,
ze

max (S, —Sp)=S5,— min S,,.

0<m<n-—1 0<m<n-1

Protoze hledame prvni cas 7¢, ve kterém doslo ke zméné, tak zastavovaci
pravidlo musi byt dano nasledovneé:

7c =inf{ln e N: S, — min Sp > h}. (4.5)
0<m<n—1
V sekven¢énim postupu tedy musime test zkonstruovat pro kazdé nové pozoro-
vani znovu, ¢imz dostavame sekvencni posloupnost testti pomérem vérohodnosti,
v anglictiné SPRT, coz je zkratka pro ,sequential probability ratio tests®.

Zatimco jsme tlohu sekvencéni analyzy definovali v plné obecnosti, pro
praktické aplikace je metoda CUSUM navrzena tak, aby detekovala konkrétni
porusen{ nulové hypotézy. Uloha se tak redukuje na problém, kdy se rozhodujeme
mezi dvéma hypotézami. V praxi tak zpravidla jde o detekci konkrétni zmény
parametru rozdéleni uvazované posloupnosti {X;}, ktery dale budeme oznacovat
0.

Pro metodu CUSUM je ddle nezbytné nastavit hladinu A v . Zvolime-li
posun parametru 6, ktery si prejeme detekovat, nastavime délku stiedni doby
mezi falesnymi poplachy, diky ¢emuz dopoc¢teme h. V nésledujicich odstavcich
si vysvétlime, jak se da zastavovaci pravidlo CUSUM zkonstruovat ve specidlni
rodiné rozdéleni.

4.2.1 Darmois-Koopmanova trida rozdéleni

Ve zbytku kapitoly necht pozorovani Xy, X, ... pochéazeji z rozdéleni z jed-
noparametrické exponencialni tiidy s hustotou tvaru

f(z) = h(z) exp{0T () — b(6)}, (4.6)

kde 6 € R je jednorozmérny redlny parametr, h(z),T(z) jsou realné funkce a b(#)
je dvakrat spojité diferencovatelna realna funkce, splnujici 6(0) = 0.

Do této rodiny rozdéleni patii napriklad normalni rozdéleni, gama rozdéleni
(uvazujeme-li jeden z parametru zndmy), specialné tedy exponencidlni rozdéleni
aj. Naopak, napriklad Cauchyho rozdéleni do této tfidy nepatti.

Stejné jako v pripadé Shewhartovy metody, tvar zastavovaciho pravidla se 1isi
dle volené alternativy. Bez ijmy na obecnosti necht
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 proces je pod kontrolou, je-li § = 0;
» proces je mimo kontrolu, je-li § = 6* # 0, nebo § = 6* > 0, nebo # = 0* < 0.
V Darmois-Koopmanové rodiné rozdéleni plati

R
2108 7 53
>

h(X;) exp{0"T(X;) — b(6")}
= h(X;)

~ Y OT(X) — b(0")

a tim padem zastavovaci pravidlo (4.5) je tvaru

7o = inf{n : Jmax, (S — Sm) = h}

= inf{n : Jmax Z —b(6%)) > h}.
Osm<n,

Pro jednostrannou alternativu § = 6* > 0 upravime jednoduse zastavovovaci
pravidlo do tvaru

b(6*) h
Tc—mf{” o, ( X =g )29*}

m+1
inf{n : Jnax, ;z:H(T(XZ) k) > h}, (4.7)
kde znacime k := %00 p = L.

Pro opac¢nou alternativu # = 6* < 0 musime postupovat opatrnéji:

o = mf{n Jmax 0" i (T(XZ-) - b(;:)> > B}

<
m<n imma1

= inf{n $0" min i (T(XZ-) — b(;:)> > /3}

1=m-+1
inf ¢ n: min zn: T(X;) wo’) < h (4.8)
=i : mi D——=] < —3. :
0<m<n 4= 0* o*

Ocividné, zastavovacim pravidlem pri oboustranné alternativée 6 = 0* # 0 pak
bude

7o = min{7g, Tg}

Jak jsme jiz predeslali v ivodnim odstavci, zvolena hladina h zavisi na stfedni
dobé mezi faleSnymi poplachy, kterou si sami zvolime. Aproximaci vztahu mezi

ARL a h nabizi Wald| (1947)

6—0)h
ARL,(0) ~

h(O—0) — 1+ e
(0 -0) (¥(0) - *55%)
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kde 8 je definovdno vztahem

CUSUM v normalnim modelu

Vsimnéme si, ze normalni rozdéleni spadé do Darmois-Koopmanovy t¥idy roz-
déleni. Totiz,

1 1 9
f(x)zmexp{ 9 2( 1)}
1 2 2

volime-li
1 mz 7 T 92
h(:L’)I \/Wexp{_20'2}7 02;, T(l’):gab(9>:§

Dle (4.7)), (4.8) jsou zastavovaci pravidla pro jednostranné alternativy p = p* > 0,
1= p* < 0 po radé rovny

D AN
& =inf{n: max Y (—M>2*0 ,
0<m<n, “= N\ o 20 iz

"X opt _ h
7o =inf{n: min Y (—M>§ —0 .
0§m<ni:m+l o 20 H

a konecné pro oboustrannou alternativu pu = p* # 0 je zastavovaci pravidlo tvaru
7o = min{75, 74 }.
ARL muzeme opét aproximovat dle Walda

2h(p — k) — 1 4 e 2h=k)

2(p — k)?
~h% =k

ARL, () = E, 7d =

, U Fk,

Bohuzel, tato aproximace neni dostatecné presna. V literatufe byly navrzeny
ruzné modifikace, s jednou z nich prisel naptiklad David [Siegmund| (1985):

2(h 4 1,166) (11 — k) — 1 + e~ 2(hF1166)(=k)
2(p —k)?
~ (h+1,166)%, p=k.

ARL () =

, 17 s (4.9)
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5. Simulace

Postupy pro online ¢i offline detekci jsou z literatury bézné znamé. Co ale
chybi, je porovnani téchto dvou pristupt.

V prirozeném zajmu vyrobce je detekovat poruchu pri vyrobni davce co nejdrive,
nebof ¢im déle probiha vadna vyrobni davka, tim k vétsim ztratam dochézi.

V predchozich kapitolach jsme pro rtizné typy poruseni modelu popsali rizné
metody detekce. Ktera detekce je rychlejsi? Funguji spolehlivé rizné metody de-
tekce i pro zanedbatelné zmény modelu?

Cilem této simulace bude porovnat metody pro detekci zmény parametru
posunuti z hlediska zpozdéni zastaveni a poctu predcasnych detekci. Zménou
v tomto pripadé bude pokles stfedni hodnoty. Budeme zaznamenavat cas za-
staveni a odhadovat jeho rozdéleni. Nejprve porovname casy zastaveni v ramci
offline metod, tj. metod vyuzivajicich normality dat a robustnich metod, popsa-
nych v sekci 3.1. Zadruhé porovname detekce offline a online pristupem, popsanym
v kapitole 4.

Ttida offline postupt vyuzivajicich normality dat bude reprezentovana meto-
dou postavenou na testové statistice

n 1

T* = max —
1<m<n—1\ m(n —m) o |<

zvolenym robustnim postupem pak bude Wilcoxonova metoda

1
W* = max

1smsn-1 \/%Qm(n —m)(n+1)

ui 1
> R — §m(n +1)

=1 |

Konecné, pro online detekei zvolime metodu CUSUM se zastavovacim pravidlem
7c =inf{n e N: S, o Sy > h}.
Vsechny tii metody budou aplikovany na ta stejna data.

Zakladnim nastrojem pro posouzeni rozdéleni casii zastaveni budou histo-
gramy a empirické distribucni funkce. Za kvalitnéjsi povazujeme takovou metodu,
kterda odhali zménu drive. Je tfeba si naopak uvédomit, ze za nezadouci pova-
zujeme detekci predcasnou, tj. pred skuteénym c¢asem zmény. V pripadé offline
postupt budeme mluvit o chybé predcasné detekce, v pripadé sekvencnich po-
stupti o vyvolani falesného poplachu. Pravdépodobnost chyby predc¢asné detekce
prirozené odhadneme relativnim poctem predcasnych detekci, v online ptripadé
pravdépodobnost falesného poplachu odhadneme analogicky.

Kvalitu offline testtl posuzujeme téz pomoci jejich sily, kterou budeme odha-
dovat relativnim poctem detekei provedenych po ¢ase zmény. To stejné spocteme
i pro CUSUM metodu.

5.1 Postup simulace

Inspiraci budiz treba vyrobni davka piva. Generované hodnoty si tedy pro
nazornost mizeme predstavovat jako objemy stoc¢enych piv v mililitrech. V praxi
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se v ramci jedné vyrobni davky stoc¢i nékolik tisic lahvi, my z divodu ¢asové na-
rocnosti zvolime davku o 300 produktech. Jedna simulace necht tedy odpovida
jedné vyrobni davce a takovych simulaci provedeme 1000. Data budou generovana
z normalniho rozdéleni se stredni hodnotou 500 a smérodatnou odchylkou 1, kte-
rou budeme povazovat za znamou. Simulace bude nastavena tak, ze ke zméné -
poklesu - stfedni hodnoty dojde pti 151. vyrobku, tj. pfesné v poloviné staceni.
V ramci kazdé simulace se s kazdym novym vyrobkem spoéte odpovidajici testova
statistika a porovna se s kritickou hodnotou.

Normy stanovuji toleranci zmény objemu pomérné piisné. Napiiklad euro-
norma stanovuje 1 ml na pul litr piva, Pilsner Urquell dokonce svého casu urcoval
0,5 ml. Nés tedy pfirozené bude zajimat, jak zminéné postupy dokazi reagovat
i vici tak zanedbatelnym zménam.

Clovék by ocekaval, Ze ¢m vyznamnéjsi bude zména ve st¥edni hodnoté, tim
rychleji budou procedury detekovat. Abychom tuto hypotézu mohli ovérit, bu-
deme snizovat objem stoc¢eného piva postupné o 0,5, 1, 1,5, 2 a 3 ml a pro kazdy
posun provedeme 1000 simulaci. V pripadé offline procedur se zamérime i na cho-
vani, pokud k poruse pti vyrobni davce viibec nedojde, tj. bude-li se drzet hladina
stdle na trovni 500 ml.

Pripomenme, Ze zatimco offline metody jsou navrzeny tak, aby detekovaly ja-
kékoli poruseni hypotézy, metodu CUSUM je tfeba nastavit pro detekci konkrét-
niho posunu parametru posunuti. Dale musime zvolit stfedni dobu mezi falesSnymi
poplachy, abychom spocetli hladinu h. Stfedni dobu budeme volit postupné 300,
500, 700 a 1000. Zastavovaci pravidlo CUSUM bude pak tvaru

7o = inf{n : Ogrli}bgni:%;_l(Xi — 500 + k) < —h},

kde k* je rovno poloviné velikosti detekovaného poklesu a h je dano Siegmundovou
aproximaci ARL, (4.9) (za platnosti nulové hypotézy).

5.2 Vysledky simulaci

5.2.1 Vysledky offline detekce

Jak jiz bylo feceno, predstavu o rozdéleni ¢asii zastaveni si miizeme udélat na
zakladé histogrami. Vedle sebe postavime histogramy cast detekce metodou pro
normalné rozdélena data a Wilcoxonovou metodou. Predstavujeme histogramy
pro vSechny uvazované posuny ve stfedni hodnoté, abychom mohli porovnat, jak
zpozdéni detekce (Ci pocet predéasnych detekel) zavisi na velikosti posunu.

Prohlédnéme si nejprve obrazky histogramu az 9.0, Podivame-li se na his-
togram udéavajici ¢etnosti casti zastaveni, pokud vyrobni davka celou dobu
bézela podle hypotézy, muze se nam zdat zvlastni, ze soucet cetnosti cast zasta-
veni neni stejny pro obé dvé metody. To je ale dano tim, Ze metoda normality
(mylné) detekovala castéji nez Wilcoxonova metoda. Na obrazcich az si
mizeme vSimnout dalSich skutecnosti. Zaprvé, porovname-li rozdéleni c¢ast za-
staveni metodou normality a Wilcoxonovou metodou, pak, nehledé na velikost
posunu ve stfedni hodnoté, mizeme fict, zZe prvni metoda predcasné zastavuje
castéji nez metoda robustni. Na prvni pohled by se mohlo zdat, Ze ¢etnosti pred-

1

casnych detekel jsou nejvyssi pri zadném posunu a pri posunu o ;0; musime si
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ale uveédomit, ze histogramy pro rizné posuny maji rizné skalovanou vertikalni
osu. Proto si ¢lovék lepsi predstavu udéla z obrazku pravdépodobnosti chyby
predcasné detekce, ze kterého pro obé dvé metody mutzeme vycist zavislost prav-
dépodobnosti predcasné detekce na velikosti poklesu. Tam se ukazuje, Ze sice,
nedoslo-li k zadnému posunu, pak cetnosti ¢asti predcasné detekce obou metod
jsou podstatné vétsi, nez kdyz posouvame o néjaky nenulovy nasobek o. V ramci
posunt o libovolny nenulovy nasobek o jsou ale tyto ¢etnosti jiz podobné.
1

Pfi posunu o ;0 jsou histogramy napravo od cCasu zmény velmi podobné,

jen mozna histogram pro robustni metodu mé zastoupené;jsi pravy chvost. Tedy
Kdyz stfedni hodnotu posuneme o o, pozorujeme, ze drtiva vétsina detekce
metodou normality probéhne mezi ¢asy 150 a 170. Srovname-li s pravym histogra-
mem, opét muzeme vidét, ze robustni metoda reaguje na zménu trochu pozdéji.
To samé plati pro posun o %a.
Histogramy (jejich pravé ¢asti) pro posun o 20 a 3o jsou prakticky stejné.
Zavérem muzeme Tict, ze obé dvé metody reaguji mnohem rychleji na vétsi
posuny nez na mensi, robustni metoda je mirné pomalejsi.

Nésleduji obrazky s empirickymi distribu¢nimi funkcemi[5.7az pro kazdy
z volenych poklesti stiedni hodnoty prezentujeme jeden obrazek porovnavajici
distribu¢ni funkce obou offline metod. Zde je nutné podotknout, ze v pripadé,
kdy k poklesu hladiny nedoslo, tj. vyrobni davka celou dobu bézela na stejném
nastaveni, v nadpoloviéni ¢asti pripadi ani jedna z metod nedetekovala, coz je
pozadovanda vlastnost. Z toho vyplyva, Ze o rozdéleni ¢asu zastaveni ziskavame
predstavu jen do ¢asu 300, poté vyroba skonci. Nicméné chybéjici cas zastaveni
neznamena, ze nemame zadnou informaci. Chybi-li ¢as zastaveni, mizeme z toho
vyvodit, ze by cas zastaveni byl vétsi nez 300. Odhad uplného rozdéleni casu
zastaveni by tak mohl byt predmétem analyzy cenzorovanych dat.

Af jsme stfedni hodnotu posouvali o libovolny nenulovy nasobek o, vidime,
ze graf ECDF cast zastaveni stanovenych metodou normality se nachazi nad
grafem ECDF cast zastaveni robustni metodou. To tedy jednak znamend, ze
pri robustni metodé je nizsi pravdépodobnost predcasné detekce, coz koneckonct
koresponduje s komentarem v predchozim odstavci, ale na druhou stranu je vyssi
pravdépodobnost pozdnéjsi detekce.

Shrneme-li dosavadni pozorovani, mizeme stanovit zavér, ze metoda vyuziva-
jici normality dat obecné detekuje rychleji, coz tedy jednak znamend, Zze vadnou
vyrobni davku zastavi drive, ale zaroven castéji zastavuje i davku se spravnym
nastavenim. Ma-li dojit k vétsim posunim (aspon %0), doporucujeme volit Wilco-
xonovu metodu. Pravdépodobnost predcasné detekce je 0,05, coz je o celou jednu
desetinu nizsi, nez je pravdépodobnost predc¢asné detekce pro metodu normality.
Navic pri takto velkych posunech je zpozdéni obou metod velmi srovnatelné (a mi-
nimalni). Dojde-li k mensim posuntim, zavisi na thlu pohledu. Metoda normality
je rychlejsi, nicméné stale plati, ze castéji detekuje predcasné.

Mluvime-li o offline metodéch, pozornost budeme vénovat jiz zminéné chybé
predcasné detekce a sile téchto metod. Pravdépodobnost chyby predcasné detekce
bude odhadnuta pomoci jednoduchého vzorce
pocet detekci pred ¢asem zmény m = 151

1000 '

D=
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Podivame-li se na obréazek [5.13] tak vidime vysokou pravdépodobnost zastaven{
vyrobni davky, ktera celou dobu bézi spravné, u obou metod; u metody norma-
lity je ale zhruba o dvé desetiny vy$si. Zadny vyznamny trend ve vyvoji chyb
predcasné detekce v zavislosti na velikosti posunu jinak nevidime. Zajimavé je,
ze navzdory mnohonasobnému testovani se pravdépodobnost predcasného dete-
kovani robustni metodou drzi kolem 0,05, u druhé metody je asi o jednu desetinu
VySSi.

Co se tyce sily testu, jde o pravdépodobnost zamitnuti neplatné hypotézy,
tedy v nasem pripadé o pravdépodobnost detekce po case zmény. Samoziejme,
rozsah vyrobni davky je omezen 300 vyrobky, tedy nedoslo-li k detekeci do 300.
vyrobku, musime k tomu pristoupit tak, jako kdyby k detekci nedoslo viibec. Silu
offline testi tedy odhadneme vzorcem

pocet detekci po case zmény m = 151

= 1000

Pro ptipad simulace, kdy k poklesu hladiny stfedni hodnoty nedoslo, silu nebu-
deme uvazovat. Silnéjsi metodou je opét robustni metoda, nicméné zpozdéni casta
detekce obrazek neukazuje. My uz ale vime, ze metoda za normality detekuje
zménu rychleji nez robustni metoda. U obou metod pozorujeme mirné rostouci
trend ve vyvoji sily v zavislosti na velikosti posunu, coz bychom ocekavali.
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Obrézek 5.1: Histogramy Casu zastaveni stanovenych metodou normality dat (vlevo) a robustni
metodou (vpravo), kdyz ke zméné nedoslo.
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Obréazek 5.2: Histogramy ¢asu zastaven{ stanovenych metodou normality dat (vlevo) a robustn{
metodou (vpravo), doslo-li k poklesu stfedni hodnoty o %O’.
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Obrézek 5.3: Histogramy Casu zastaveni stanovenych metodou normality dat (vlevo) a robustni
metodou (vpravo), doslo-li k poklesu stfedni hodnoty o o.
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Obrézek 5.4: Histogramy Casu zastaveni stanovenych metodou normality dat (vlevo) a robustni
metodou (vpravo), doslo-li k poklesu stfedni hodnoty o %a.
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Normalita Wilcoxon
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Obrézek 5.5: Histogramy Cast zastaveni stanovenych metodou normality dat (vlevo) a robustni
metodou (vpravo), doslo-li k poklesu stfedni hodnoty o 20.
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Obrézek 5.6: Histogramy Casu zastaveni stanovenych metodou normality dat (vlevo) a robustni
metodou (vpravo), doslo-li k poklesu stiedni hodnoty o 3c.
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Obrazek 5.7: Empirické distribu¢ni funkce ¢ast zastaveni stanovenych metodou normality dat
a robustni metodou, pokud nedoslo ke zméné stredni hodnoty.
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Obrazek 5.8: Empirické distribuc¢ni funkce ¢ast zastaveni stanovenych metodou normality dat
a robustni metodou, doslo-li k poklesu stfedni hodnoty o %0‘.
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Obrézek 5.9: Empirické distribuéni funkce ¢asu zastaveni stanovenych metodou normality dat
a robustni metodou, doslo-li k poklesu stfedni hodnoty o o.
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Obrazek 5.10: Empirické distribuéni funkce ¢asu zastaveni stanovenych metodou normality dat
a robustni metodou, doslo-1i k poklesu stfedni hodnoty o %a.

Offline metody

— metoda vyuZivajici normalitu
robustni metoda

00 02 04 06 08 1.0

50 100 150
stopping time

Obrazek 5.11: Empirické distribuéni funkce ¢asu zastaveni stanovenych metodou normality dat
a robustni metodou, doslo-li k poklesu stfedni hodnoty o 20.
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Obrézek 5.12: Empirické distribu¢ni funkce Cast zastaveni stanovenych metodou normality dat
a robustni metodou, doslo-li k poklesu stfedni hodnoty o 3o.
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Obrézek 5.13: Pravdépodobnost chyby predc¢asné detekce obou offline metod v zavislosti na po-
sunu ve stfedni hodnoté.

Offline metody

o

Q .

S . ) _ -
o /

o

o

o /

© - /\ .
3

o / —— metoda vyuzivajici normalitu

2 robustni metoda

° 05 1.0 15 200 25 30

velikost poklesu

Obrazek 5.14: Sila obou offline metod v zavislosti na posunu ve stfedni hodnoté.
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5.2.2 Vysledky online detekce

Opét pro popis rozdéleni cast zastaveni metodou CUSUM nejprve vyuzijeme
histogramy, viz obrazky az[5.24] Nyni nds bude zajimat zavislost Casu zasta-
veni nejen na velikosti detekovaného poklesu, ale také na délce sttedni doby mezi
falesnymi poplachy. Sttedni dobu do zastaveni, je-li proces nastaven na hladiné p,
znacime v kapitole 4 ARL(u), resp. ARL(u) v pripadé ,kladné“ jednostranné
alternativy a ARL_(u) v pripadé jednostranné alternativy ,zaporné.“ Pro sta-
noveni hladiny pro detekci poklesu je klicové nastavit stiedni dobu do zastaveni
za platnosti nulové hypotézy, v nasem pripadé ARL_(500). V popiscich obrazku
budeme tuto hodnotu oznacovat jednoduseji zkratkou ARLy.

Jiz na prvni pohled si mizeme vSimnout nékolika zjevnych trendi. Nejprve
se pojdme podivat, jak casy zastaveni zaviseji na ARLy. Nehledé na velikost
detekovaného posunu, pocet predcasnych detekci klesa s prodluzujici se ARLyg.
To je v souladu s prirozenym usudkem. Totiz, ARLg je stfedni doba do zastaveni
za platnosti nulové hypotézy a predcasna detekce je detekce, zatimco vyrobni
davka jesté pokracuje dle hypotézy. Protoze pti nasich simulacich dojde ke zméné
jiz v ¢ase 150 a nejkratsi ARLg uvazujeme 300, tak by k predcasné detekci meélo
dochazet jen zridkakdy, a tim méné, ¢im delsi je ARLg. Na druhou stranu, s vyssi
ARLgy zaznamenavame delsi doby do zastaveni, tj. vétsi zpozdéni. Nicméné to je
patrné, pouze pokud detekujeme mensi poklesy, a ani v tomto pripadé nijak
zavazné. Pro poklesy o %0‘ a vétsi z hlediska zpozdéni jiz prakticky nezalezi na
délce ARLg; a pii ARLg = 1000 probéhne drtiva vétsina detekce mezi casy 150
a 160.

Nyni je otédzkou, jak reaguje metoda CUSUM vuci velikosti detekovaného
posunu pri fixni hodnoté ARLy. Pocty falesnych poplachi ted neni rozumné po-
rovnavat z histogrami, nebot pro rtizné posuny jsou rizné naskalované. Misto
toho se odrazime od grafu zavislosti relativnich pocti falesnych poplacht
na velikosti posunu pro kazdou volbu ARLy. Graf pfinasi pomérné zajimavé vy-
sledky. Pro kazdou volbu ARLg je nejmensi pocet falesnych poplacht pri detekci
poklesu o %a, potom se zvysuje a uplné nejvétsi je pri detekei poklesu o 3o.

Obrazky empirickych distribu¢nich funkci netieba prilis komentovat, pouze
v jiné podobé prinaseji ty informace, které jsme jiz komentovali na zakladé his-
togrami.

Shrnuti budiz nasledujici. Obecné kratsi ARLq vede k rychlejsi detekci, ale
zaroven k vétsimu poctu falesnych poplachi. Z praktického hlediska vSak zpoz-
déni do odhaleni zmény neni ani pti velké ARL( nijak zasadni, obzvlasté pak
detekujeme-li vétsi posuny. Napft. pti detekci posunu o 20 nebo 3o se drtiva vét-
Sina spravné detekce odehrava mezi ¢asy 150 a 160, a to pro vsechny volby ARLy.
Na zpozdéni tedy vétsi ARLy nema zasadné negativni dopad. Na co ale hodnota
ARLy ma zavazny dopad, je pocet falesnych poplachia. Pti ARLy = 300 dokonce
CUSUM metoda detekuje predcasné zhruba ve % pripadu, jak si mtizeme vs§imnout
z obrazku [5.30] Ani pro ARLy = 500 neni situace piizniva. Proto doporuc¢ujeme
nastavit stfedni dobu mezi falesnymi poplachy alespon na 700, idealné 1000. Pri
ARLy = 1000 je relativni pocet falesnych poplachu jesté o cca 0,05 nizsi nez pri
ARLqy = 700 a zaroven po Case zmeény detekuje metoda CUSUM nastavena na
ARLy = 1000 témér stejné rychle.
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Obrazek 5.15: Histogramy casii zastaveni stanovenych metodou CUSUM pro detekci poklesu
stfedni hodnoty o £o pfi volbdch ARLq 300 (vlevo) a 500 (vpravo).
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Obrazek 5.16: Histogramy cast zastaveni stanovenych metodou CUSUM pro detekci poklesu
stfedni hodnoty o 2o pfi volbdch ARLq 700 (vlevo) a 1000 (vpravo).
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Obrazek 5.17: Histogramy casii zastaveni stanovenych metodou CUSUM pro detekci poklesu
stfedni hodnoty o ¢ pfi volbach ARLy 300 (vlevo) a 500 (vpravo).
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Obrazek 5.18: Histogramy casti zastaveni stanovenych metodou CUSUM pro detekci poklesu
stfedni hodnoty o ¢ pfi volbadch ARLy 700 (vlevo) a 1000 (vpravo).
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Obrézek 5.19: Histogramy casu zastaveni stanovenych metodou CUSUM pro detekci poklesu
stfedni hodnoty o 3o pfi volbach ARLq 300 (vlevo) a 500 (vpravo).
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Obrazek 5.20: Histogramy casti zastaveni stanovenych metodou CUSUM pro detekci poklesu
stfedni hodnoty o 2o pfi volbach ARLq 700 (vlevo) a 1000 (vpravo).
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Obrézek 5.21: Histogramy casu zastaveni stanovenych metodou CUSUM pro detekci poklesu
stfedni hodnoty o 20 pfi volbdch ARLq 300 (vlevo) a 500 (vpravo).
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Obrazek 5.22: Histogramy casti zastaveni stanovenych metodou CUSUM pro detekeci poklesu
stfedni hodnoty o 20 pfi volbach ARLy 700 (vlevo) a 1000 (vpravo).
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Obrazek 5.23: Histogramy casii zastaveni stanovenych metodou CUSUM pro detekci poklesu
stfedni hodnoty o 3¢ pfi volbach ARLy 300 (vlevo) a 500 (vpravo).
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Obrazek 5.24: Histogramy casti zastaveni stanovenych metodou CUSUM pro detekeci poklesu
stfedni hodnoty o 3¢ pfi volbach ARLy 700 (vlevo) a 1000 (vpravo).
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Obrazek 5.25: Empirické distribu¢ni funkce ¢asi zastaveni stanovenych CUSUM metodou pro
detekci poklesu o %a pro riazné volby ARLyg.
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Obrazek 5.26: Empirické distribu¢ni funkce ¢asa zastaveni stanovenych CUSUM metodou pro
detekci poklesu o ¢ pro ruzné volby ARLg.
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Obrézek 5.27: Empirické distribuc¢ni funkce ¢ast zastaveni stanovenych CUSUM metodou pro
detekci poklesu o %0 pro ruzné volby ARLy.
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Obrazek 5.28: Empirické distribu¢ni funkce ¢asu zastaveni stanovenych CUSUM metodou pro

detekci poklesu o 20 pro razné volby ARLy.
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Obrézek 5.29: Empirické distribuc¢ni funkce ¢ast zastaveni stanovenych CUSUM metodou pro

detekci poklesu o 30 pro riazné volby ARLy.
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Obrazek 5.30: Relativni pocty falesnych poplacht vyvolanych CUSUM metodou v zavislosti

na velikosti detekovaného poklesu stfedni hodnoty pro ruzné volby ARLy.
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Obrazek 5.31: Relativni pocty spravnych detekci CUSUM metodou v zavislosti na velikosti
detekovaného poklesu stfedni hodnoty pro riazné volby ARLyg.

5.2.3 Porovnani offline metod a metody CUSUM

Jak jiz zminujeme v tvodu této prace, za optimalnéjsi povazujeme tu pro-
ceduru, kterd ma co nejmensi zpozdéni zastaveni a zaroven co nejmensi po-
Cet predcasnych detekei (falesnych poplachti). Za nejefektivnéjsi nastaveni pro
CUSUM metodu povazujeme ARLy = 1000, vysledky tohoto nastaveni tedy po-
rovname s offline metodami.

Co se tyce poctu predcasnych detekei, porovnejme obrizky a Zde
jednozna¢né vyhrava robustni Wilcoxonova metoda, ktera predcasné detekuje jen
v 5 % pripadu. Nésleduje CUSUM metoda, kterd vyvola falesny poplach zhruba
v 10 % pifpadii a na poslednim misté je metoda vyuzivajici normality dat, tam je
pravdépodobnost predcasné detekce asi 0,15. Nicméné se zd4, ze pocinaje velikosti
posunu %a zacind pocet falesnych poplacht metody CUSUM narustat, zatimco
pro metodu normality pocet predcasnych detekci zacind vykazovat tendenci kle-
sajici.

Zbyva srovnat metody z hlediska zpozdéni zastaveni. Zde se situace lisi podle
velikosti poklesu stfedni hodnoty. Detekujeme-li vétsi posuny o 2 nebo 3 o, pak
drtiva vetsina spravné detekce probéhne do casu 160 pro vSechny tii metody.

3

Zde tedy rozdil nepozorujeme. Zasadni rozdil nevidime ani prfi posunu o 3o.

Detekujeme-li malé posuny o o a %0, situace uz se ale lisi. Vétsina spravné de-

tekce posunu o %0 metodou CUSUM se odehrava mezi casy 160 a 190. V pripadé
obou offline metod ale s nezanedbatelnou pravdépodobnosti (cca 0,31 pro metodu
normality a 0,37 pro Wilcoxonovu metodu) dojde k detekei mezi ¢asy 190 az 250.
Obé offline metody jsou tedy pomale;jsi.

P1i detekei zmény o 0 metoda CUSUM detekuje v poloviné ptipadti mezi casy
150-160, ve ¢tvrtiné pripadtt mezi casy 160-170. Metoda normality zastavi mezi
casy 150-160 kolem 400 vyrobnich davek, 350 vyrobnich davek pak mezi casy

160-170. Konecné Wilcoxonova metoda detekuje mezi casy 150=160 asi ve ctvr-
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tiné pripadu, v poloviné piipadi pak mezi casy 160-170 a jesté asi 15 % vSech
vyrobnich davek zastavi mezi ¢asy 170 a 180. Je tedy pomalejsi, ale ne vyznamné.
Pro veétsi posuny (alespon %o) tedy doporucujeme offline Wilcoxonovu me-
todu. Pro mensi posuny by volba metody zavisela na uvazeni vyrobce. Je tieba
pamatovat na to, ze Wilcoxonova metoda ma vyznamné nizsi podil predc¢asnych
detekci, nicméné vici malym posuniim reaguje pomaleji nez zbyvajici dvé me-
tody. Pokud by vyrobce povazoval za prioritni rychlost do odhaleni zmény, pak
bychom volili mezi metodou normality a CUSUM metodou. Pii posunu o o je
pravdépodobnost predcasné detekce mirné nizsi pro metodu normality, zatimco
obé metody spravné detekuji prevazné mezi casy 150-170. Zde bychom tedy mohli
zvolit metodu normality. P¥i posunu o %0 je naopak pravdpépodobnost predcasné
detekce nizsi pro CUSUM metodu a zaroven je tato metoda i rychlejsi.
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Z.aver

V této diplomové prace jsme shrnuli standardni postupy pro detekci zmény
ve vyvoji ndhodnych procesii. Co se tyka offline detekce, vénovali jsme se jak
zméné parametru posunuti, tak prechodu konstanty v primku. V obou pripadech
jsme podrobné odvodili prislusné testové statistiky statistiky a uvedli jsme jejich
limitni rozdéleni. Pritom ale bylo treba dat pozor na to, zda zndme pocatecéni
stfedni hodnotu procesu, ¢i nikoli. Pro detekci zmény parametru posunuti jsme
také navrhli postup, jak detekovat v neparametrickém modelu.

Hlavnim pfinosem této diplomové prace je ale kapitola prinasejici vysledky
simulaci. Zde jsme dosli k nékolika zavérium.

Zamérime-li se nejprve na postupy offline detekce, Wilcoxonovu metodu a me-
todu pro normalni data, dojdeme k tomu, Ze metoda normality sice detekuje rych-
leji, ale ma podstatné vyssi pravdépodobnost predcasné detekce. Ocekavame-li
vétsi posuny ve stfedni hodnoté (alespon %0), pak doporucujeme pouzit Wil-
coxonovu metodu. Pro mensi posuny zalezi na vyrobci, zda upfednostni rych-
lejsi metodu, nebo metodu s nizsi pravdépodobnosti predcasné detekce. Nicméné
i v pripadé malych posunii je z hlediska predc¢asné detekce metoda normality
podstatné chybovéjsi.

Co se tyka online metody, dosli jsme k tomu, Ze idedlni nastaveni ARL je
kolem 1000. Srovname-li ji s offline metodami, dojdeme k nasledujicim doporuce-
nim. Pro posuny o alespon %o volime Wilcoxonovu metodu. Pii mensich posunech
Wilcoxonova metoda reaguje pomaleji nez zbylé dvé metody, nicméné pravdépo-
dobnost predcasné detekce si stale drzi podstatné nizsi. Pokud bychom v tomto
pripadé méli volit mezi metodou normality a CUSUM metodou, tak pro posun o
volime metodu normality a pro posun %0 metodu CUSUM.

Prostor pro porovnani postupt statistické kontroly samoziejmé nebyl vycer-
pan. Zatimco robustni metody maji tu vyhodu, ze jde o metody neparametrické,
metody statistik maximalniho typu byly primarné navrzeny pro norméalni data,
a v jinych modelech by mohly selhdavat. Predmétem dalsiho vyzkumu by tedy
mohla byt chybovost téchto metod v jinych tridach spojitych rozdéleni a porov-
nani s robustnimi metodami.
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Appendix
V appendixu jsou shrnuty vybrané definice a vysledky z prednasek, abychom

se na né mohli snize odkazovat.

Definice 1 (Odhad metodou nejmensich ¢tverct). Necht plati linedrni regresni

model Y|X ~ (X, 0?). Potom odhad B parametru B metodou nejmensich ctverci
(LSE) definujeme jako
argmingep, | Y — XA

Véta 3 (Odhad metodou nejmensich ctvercit). BudiZ Y|X ~ (XB,0?%) a necht
matice X md plnou hodnost. Pak LSE je tvaru

B=X"X)"'XTY.

Véta 4 (Gauss-Markovova). Necht plati Y|X ~ (XB,02). Potom vektor ¥ = X3
tzv. vyrovnangch hodnot (castéji ale nepreklidame a hovorime o fitted values*)
je nejlepsim linedrnim nestrannym odhadem stredni hodnoty p = X 3. Nejlepsim
v tom smyslu, Ze pro libovolng linedrni nestranny odhad Y plati

var[Y|X] — var[Y|X]
je pozitivne semidefinitni matice. Mimo jiné,
var[Y]X] = o2X(XTX)1XT.
Pozndmka (Momenty LSE). Plati: E[3|X] = 8, var[3|X] = o2(XTX) L.

Véta 5. Testy o regresnich koeficientech (Andel (1985), véta 8 str. 101.) Necht
Y| X ~ N, (XB,0c?). Potom testovd statistika

_Bi=5

t; =
J MSerj

ma t,_j rozdélent, kde k je hodnost matice X, MS, = ﬁ (Y — ?1)2 a vj; je
i=1

j-ty diagondini prvek matice (X X)L,
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