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Uvod

Tento vzdélavaci material, ktery byl vypracovan ve dvou podobach - webové
stranky a tisténa verze, vznikl jako diplomova prace na Katedie didaktiky mate-
matiky Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy v Praze v letech 2023-
2024. Cilem diplomové préce je podporit a doplnit vyuku geometrie na zakladni
a stfedni skole. Prace se vénuje tématu MnoZiny bodiu dané vlastnosti, kterému
nebyva ve skolské matematice vénovan dostatek pozornosti a casu.

V prvni kapitole Zakladni pojmy si nejdiive definujeme mnoziny bodu dané
vlastnosti obecné a ukazeme si, jak s nimi pracovat. Dale pripomeneme nékolik
zakladnich pojmt a poznatkil z uciva probiraného na zakladni skole, které se
pouzivaji pri dokazovani vét a tvrzeni.

Druhé c¢ast prace se zabyva mnozinami bodt dané vlastnosti, které by zaci
meli znat ze zakladni skoly, jako jsou napriklad kruznice, osa tsecky, osa thlu
a dalsi. Na zacatku kazdé podkapitoly jednotlivé mnoziny nejprve zkoumame
pomoci appletii a nasledné zformulujeme hypotézu, o jaky geometricky utvar se
jedna. Poté tuto hypotézu dokazeme.

Tteti kapitola je rozdélena do dvou &asti. Cast MnoZiny bodi dané vlastnosti
definované pomoci stredu kruznic se zabyva ucivem, které se do vyuky matema-
tiky na stfednich skolach témér nezarazuje. Mnoziny bodu dané vlastnosti lze
totiz zkoumat také pomoci zadaného tutvaru a kruznic, které se tohoto utvaru do-
tykaji, nebo jim prochazi. Stredy vSech téchto kruznic potom tvori nami zkouma-
nou mnozinu. Druhd c¢ast kapitoly se naopak vénuje tématu na skolach naprosto
béznému - hledani mnoziny, ze které je zadana tsecka vidét pod danym thlem.

V posledni kapitole KuZelosecky jako mnoziny stredi kruznic vychazime
z predpokladu, Ze studenti jiz o kuzeloseckéch slyseli. Nejprve opét pripomeneme
klasické definice kuzelosecek probirané na stiredni skole a tyto znalosti dale rozsi-
fime o definice kuzelosec¢ek pomoci mnozin stredit kruznic.

Webové stranky jsou doplnény o applety, které napomahaji hlubsimu poro-
zuméni uéivu. Zaci maji diky appletfim moznost nové udivo samostatné zkoumat
a az poté jsou nové poznatky korektné formulovany. Applety byly navic vytvoreny
v programu GeoGebra, ktery je casto na skolach vyuzivan, proto by s nim nékteti
zaci mohli byt jiz seznameni.

Ucebni text byl tvoren tak, aby uvedené definice a znaceni byly co nejvice
v souladu s nejcastéjsimi stredoskolskymi ¢i zakladoskolskymi uc¢ebnicemi, a to
zejména [4], [5] a [6]. Pfi tvorbé textu byla také studovana literatura [7], [§], [9],
[10] a [L1].

Tisténa verze se od webové stranky lisi v nékolika bodech.

e v ivodu prace je popsano ovladani stranek

o applety jsou prevedeny do formy obrazku a zobrazeny v ramecku, aby byly
odliseny od béznych obrazkt

o definice, véty a tvrzeni nejsou barevné ohranicené
o text zobrazeny po kliknuti tlac¢itka je ohrani¢en rameckem

» neni zahrnut rejstiik



Webova stranka je docasné dostupna na adrese
https://www.karlin.mff.cuni.cz/~tarabikova/mnozinybodu/. Po obhajobé diplo-
mové prace budou webové stranky zverejnény na Portalu stredoskolské matema-
tiky Katedry didaktiky matematiky MFF UK.


https://www.karlin.mff.cuni.cz/~tarabikova/mnozinybodu
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1. Zakladni pojmy

1.1 Mnoziny bodt dané vlastnosti

Nez se pustime do zkoumani jednotlivych pripadi mnozin bodi v roviné,
rozebereme si nejdrive, co to mnoziny bodi dané vlastnosti jsou.

Definice 1. MnozZinou bodu M dané vlastnosti rozumime mnozinu splnujici nd-
sledujici vlastnosti:

o 1. kaZdy bod mnoziny M md danou vlastnost,

o 2. kazdy bod, ktery md danou vlastnost, je bodem mnozZiny M.

Poznamka Prestoze v definici neuvadime explicitné ,mnozina vSech bodu“,
z druhé odrazky definice vime, ze hledame ,kazdy bod“, ktery danou vlastnost
splnuje.

I kdyz to tedy v této praci nebudeme vzdy explicitné uvadét, vzdy budeme
zkoumat mnoziny vsech bodt dané vlastnosti.

Nejjednodussim prikladem mnoziny bodt dané vlastnosti v roviné je kruznice,
kterou definujeme jako mnozinu bodiu, které maji od daného bodu (stredu) stej-
nou vzdalenost r. V definici je tedy uvedena vlastnost, kterou musi vSechny body
spliiovat a zaroven nazev geometrického utvaru, ktery danou vlastnost spliuje.
Timto zpusobem budeme definovat vSechny mnoziny bodi, se kterymi budeme
v nasledujicich kapitolach pracovat.

Pro kazdou hledanou mnozinu bodi musime dokazat, Ze jsou splnény obé
podminky, které jsou uvedeny vyse v definici mnoziny bodi M dané vlastnosti.
Napriklad u kruznice tedy musime dokéazat, ze

e 1. vSechny body, které lezi na kruznici, maji od jejiho stfedu stejnou vzda-
lenost r,

o 2. vsechny body, které maji od stredu stejnou vzdalenost r, jsou body kruz-
nice.

Druha podminka se obvykle dokazuje sporem, lze ji tedy nahradit tvrzenim

e 2. kazdy bod, ktery nelezi na kruznici, nema od stfedu vzdalenost r.



Poznamka

« Nutno si uvédomit, ze jelikoz provadime diikaz, ze nalezena mnozina (resp.
geometricky utvar) spliuje dané vlastnosti, méli bychom prisné vzato
vSechny uvedené definice nazyvat vétami. Pro nase ucely je vsak dile-
zité, ktery geometricky utvar dané mnoziné odpovida a jak ho nazyvame,
proto i nadale budeme uzivat pojmu ,definice®.

e Mmnoziny bodu dané vlastnosti lze zkoumat i v prostoru. Pro tcely zakladni
a stfedni skoly se vSsak omezime na mnoziny bodu v eukleidovské rovine,
kterou znac¢ime Es. Spojeni, v roviné“ proto neni nutné explicitné uvadeét,
pokud je to ziejmé.

o (asto se chybné uvadi pojem mnozina bodi danych vlastnosti. Danou
vlastnost ma mnozina pouze jednu, proto je mnozné ¢islo neadekvatni.

Na zékladni a stfedni skole se obvykle probiraji mnoziny bodt dané vlastnosti
definované pomoci vzdalenosti, ale lze se setkat i s mnozinami, které jsou defi-
nované pomoci stfedi kruznic s danou vlastnosti. Tomuto tématu je vénovana

samostatna kapitola [3.1]



1.2 Vzdalenost geometrickych atvari

Pro lepsi porozuméni dalsimu textu si zopakujeme vybrané dilezité pojmy.
Nejjednodussi pojem, se kterym pracujeme spise intuitivné, je wvzddlenost dvou
bodi A, B, kterou rozumime délku (velikost) tsecky AB, symbolicky zapisujeme
|AB| . (Vzdalenost dvou totoznych bodu je potom 0.)

Vzdalenosti dalsich ttvart v roviné je potom nejmensi ze vSech vzdalenosti
bodu A a B, kde bod A je libovolnym bodem jednoho ttvaru a bod B libovolnym
bodem druhého ttvaru. Jinymi slovy mtizeme fici, zZe vzdalenost dvou ttvart je
velikost nejkratsi tisecky, ktera tato dva utvary spojuje. Z téchto dvou poznatki
lze odvodit konkrétni pripady.

Pomoci vzdalenosti dvou bodi muzeme zavést wvzddlenost bodu od primky,
zna¢ime |pX|. Nejkratsi vzdalenost bodu X od primky p je rovna vzdédlenosti
bodu X a jeho kolmého primétu X' na primku p, viz obr.

Rozsirujici ucivo: Fakt, ze nejkratsi vzdalenost bodu X od primky p je rovna
vzdélenosti bodu X a jeho kolmého prumétu X’ na primku p, plyne z Pythago-
rovy véty. Zvolime-li na pfimce p libovolny bod Y rizny od bodu X', vznikne
pravouhly trojihelnik XY X’ s pravym tihlem u vrcholu X’. Plati tedy

XY = | XX+ |Y X'

Odvésna X X' je proto vzdy kratsi nez prepona XY

Obrézek 1.1: Vzdélenost bodu od primky

Dalsim pojmem odvozenym ze vzdalenosti bodu od primky je vzddlenost bodu
od tsecky, znacime |AB, X |. Méjme bod X a tisecku AB. Pokud bychom postupo-
vali stejné jako u vzdalenosti bodu od primky, kolmy primét bodu X by nemusel
vzdy lezet na tisecce AB, ale na primce AB, viz obr.
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Obrazek 1.2: Vzdalenost bodu od tsecky

Na obr. vidime, ze bod X] je kolmy pramét bodu X; na primku AB.
Bod X7 ale nelezi na tsecce AB, proto vzdalenost usecky AB a bodu X; ne-
muze byt délka tsecky X;.X7|. Vzdélenost dvou utvaru je délka nejkratsi tsecky
spojujici dva utvary, proto vzdalenost bodu X; od usecky AB musi byt jediné
délka tsecky X;A. Obdobné vzdalenost bodu X3 a tsecky AB je délka tsecky
X3B a vzdalenost bodu X, od tsecky AB je potom vzdalenost bodu X, a jeho
kolmého primétu X7.

Nyni ndm zbyva urcit vzddlenost bodu od poloprimky, znacime | — AB, X|.
Na obr. [1.3]je zobrazena polopiimka AB a body X; a X5. Obdobné jako u tsecky
je vzdalenost bodu X; od poloprimky AB rovna délce tsecky XA a vzdélenost
bodu X5 od poloprimky AB je vzdalenost bodu X, a jeho kolmého prumétu X/
na polopiimku AB.

Obrézek 1.3: Vzdélenost bodu od poloptimky

Posledni pojem, ktery si rozebereme, je vzdalenost bodu od kruznice. Na obr.
1.4] je zobrazena kruznice k se stfedem S a polomérem r a body Xi, Xo a Xj.

Bod X je vnitfnim bodem kruznice k. Nejkratsi tisecka spojujici kruznici &
a bod X; musi lezet na poloméru kruznice k. Prisec¢ik uvedeného poloméru a kruz-
nice k je na obr. oznacen X). Vzdalenost bodu X; od kruznice k£ je potom
délka tsecky X;.Xj.

Bod X5 je vnéjsim bodem kruznice k. Prisecik tsecky XoS s kruznici k ozna-
¢ime XJ. Z obrazku vidime, Ze vzdéalenost bodu X5 od kruznice k£ je rovna
délce tisecky X XJ.

Obecné lze rtici, ze vzdalenost bodu od kruznice je rovna absolutni hodnoté
rozdilu délky usecky XS a poloméru kruznice r, tj. || XS| — r|. Tento vztah plati
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Obrazek 1.4: Vzdéalenost bodu od kruZnice

i pro bod X3, ktery je bodem kruznice k.

Déle bychom mohli rozebrat vzdalenosti dalsich dtvart (napt. vzdalenost
primky od kruznice), vSechny vSak vychézi z vyse uvedenych pojmi. Staci pouze
nalézt nejkratsi usecku spojujici dané tutvary (napft. v pripadé primky a kruznice
by se jednalo o kolmici k pfimce prochézejici sttedem kruznice).



1.3 Shodnost a podobnost trojihelnikt

V nékterych diikazech v dalsich kapitolach budeme pracovat s vétami o shod-
nosti a podobnosti trojihelniki. Dédle uvddime prehled téchto vét v souladu s [I].

U jednotlivych vét jsou v zadvorce uvedeny zkratky slozené z pismen s - strana,
S - delsi strana, u - thel. Pomoci téchto zkratek se v dalsim textu budeme odka-
zovat na dané véty o shodnosti nebo podobnosti.

1.3.1 Shodnost trojihelniki
Véta 1. (sss) Dva trojuhelniky jsou shodné, shoduji-li se v délkdch vsech tri stran.

Véta 2. (sus) Dva trojiuhelniky jsou shodné, shoduji-li se v délkich dvou stran
a velikosti vnitrniho uhlu, ktery tyto strany sviraji.

Véta 3. (usu) Dva trojuhelniky jsou shodné, shoduji-li se v délce jedné strany
a velikostech vnitrnich whlu k této strane prilehlyjch.

Véta 4. (Ssu) Dva trojuhelniky jsou shodné, shoduji-li se v délkdch dvou stran
a velikosti vnitrniho whlu proti delsi z téchto stran.

Shodnost trojuhelniki ABC a M NO zapisujeme AABC = AMNO.

Méjme dva shodné trojihelniky ABC a M NO, viz obr.[L.5] Jelikoz jsou troj-
thelniky shodné, rovnaji se délky stran AB a NO, BC a MO, AC a MN. Tyto
rovnosti musime zohlednit v zapisu shodnosti, shodnost tedy zapiSeme nasledu-

jicim zptisobem: AABC = ANOM.

A M

O

Obrazek 1.5: Trojuhelniky ABC' a MNO

Déle poznamenejme, ze pokud jsou dva trojuhelniky shodné dle jedné z uve-
denych vét, jsou shodné i podle vét zbyvajicich.

1.3.2 Podobnost trojuhelnika
Dle [1] zni véty o podobnosti trojihelniku nasledujicim zptisobem.

Véta 5. (sss) Dva trojihelniky jsou podobné, maji-li shodné poméry délek vsech
tri dvojic odpovidajicich si stran.

Véta 6. (sus) Dva trojuhelniky jsou podobné, maji-li shodné poméry délek dvou
dvojic stran a maji-li shodnou velikost vnitrniho whlu, ktery tyto strany sviraji.

Véta 7. (uu) Dva trojuhelniky jsou podobné, shoduji-li se ve velikostech dvou
vnitrnich whli.
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Véta 8. (Ssu) Dva trojuhelniky jsou podobné, maji-li shodné pomery délek dvou
dvojic stran a maji-li shodnou velikost vnitrniho whlu proti delsi z téchto stran.

Podobnost trojihelnikit ABC' a M NO zapisujeme AABC ~ AMNO; v za-
pisu podobnosti musime zohlednit poradi odpovidajicich si stran.

Obdobné jako u vét o shodnosti plati, ze pokud jsou dva trojihelniky podobné
dle jedné z uvedenych vét, jsou podobné i podle vét zbyvajicich.

Ve vétach o podobnosti je zminén pomér délek stran. Plati tedy, Zze pokud
jsou trojuhelniky ABC a M NO podobné, délka strany AB je k-nasobkem délky
strany M N, kde k je kladné ¢islo. Symbolicky piSeme |AB| = k - |[M N|. Stejné
tak musi platit, ze |BC| =k - |NO| a |CA| =k - |OM|.
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2. Pripomenuti mnozin bodu
dané vlastnosti ze zakladni Skoly

2.1 Kruznice a kruh

Nejjednodussi priklad mnoziny boda dané vlastnosti je kruznice. Nasim tko-

lem tedy bude si ptipomenout, jak vznikd mnozina bodt, které maji od daného
bodu stejnou vzdalenost.

Priklad 2.1.1

V appletu na obr. 2.1 je zobrazen bod S a bod X, ktery je od bodu S vzdélen
o kladnou délku r. Pohybujte bodem X nebo zapnéte animaci v levém dolnim

rohu appletu. Zkoumejte, jaké vlastnosti ma vyslednd mnozina vykreslend bodem
X.

\J
® o8
.....Illll““‘

Obrazek 2.1: Applet - vykresleni kruznice

Z appletu vidime, Ze mnoZinou bodt dané vlastnosti je kruznice. Toto
pozorovani nyni dokazeme.

Kazdy bod, ktery do mnoziny patii, ma od bodu S stejnou vzdalenost, kterou

oznac¢ime r. VSechny ostatni body, tj. body, které maji od bodu S vzdélenost
vétsi nebo mensi, do mnoziny nepatii.

Jak je uvedeno v kapitole musime nyni dokazat nasledujici dvé podminky

1. vSechny body, které do mnoziny patii, maji od bodu S stejnou vzdalenost r,

2. kazdy bod, ktery do mnoziny nepatii, nema od bodu S vzdélenost r.

12



Obrazek 2.2: Kruznice - ilustrace ke zduvodnéni

1. Body X; a X5 na obr. 2.2 maji od stfedu S vzdalenost r, patii tedy do
dané mnoziny.

2. Oproti tomu bod Y; mé od bodu S vzdalenost mensi nez r a bod Y ma od
bodu S vzdalenost vétsi nez r, proto ani jeden do mnoziny nepatii.

Pomoci vyse ovérenych vlastnosti tedy mizeme formulovat definici zkoumané
mnoziny.

Definice 2. MnozZina vsech bodi v roviné, které maji od daného bodu S stej-
nou vzddlenost r > 0, se nazyvd kruZnice k se stredem S a polomérem r;
znacime ji k(S,r).

Symbolicky vyse uvedenou definici zapisujeme k = {X € Ey; | X S| = r}.
Nyni se zamyslime nad bodem Y; na obr. 2.2] Jisté znite mnozinu bodt, do
které bod Y] patii, viz obr. 2.3

Uloha k zamysleni: O jakou mnozinu se jedna?

Reseni: Ano, skutecné se jedna o kruh.

Definice 3. MnoZina vsech bodi v rovine, které maji od daného bodu S vzddlenost
stejnou nebo mensi nez r > 0, se nazyvd kruh K se stredem S a polomérem
r; znacime ho K(S,r).

Symbolicky vyse uvedenou definici zapisujeme K = {X € Ey; | X S| <r}.

Obrazek 2.3: Kruh - ilustrace ke zdtuvodnéni

V prikladu [2.1]2 si pfipomeneme dal$i vyznamnou kruznici, kterou zndme ze
zakladni skoly.
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Priklad 2.1.2

V appletu na obr. je zobrazen pravoihly AABX s pravym thlem u vr-
cholu X. Pohybujte bodem D nebo zapnéte animaci v levém dolnim rohu appletu
a zjistéte, jakou mnozinu tvori body X.

sEEEENNy
wut® uy
1 34 oy
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G

°
L ]
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LTI T L

Obrézek 2.4: Applet - vykresleni Thaletovy kruznice

Neprekvapi nas, ze se jednd o kruznici s prumérem AB. Zvlastni pozornost
vsak musime vénovat bodim A a B. Pokud by bod X byl totozny s bodem
A, nebo B, trojuhelnik ABX by neexistoval, proto tyto dva body do mnoziny
nepatii.

Nyni musime dokazat, Zze se skutecné jednd o kruznici s prumérem AB bez
bodu A, B. Z predchozi kapitoly vime, ze dikaz bude obsahovat dvé ¢asti, a to:

1. kazdy bod X z dané mnoziny je vrcholem pravothlého trojihelniku ABX
s pravym thlem u vrcholu X,

2. bod, ktery neni obsazen v dané mnoziné, neni vrcholem pravotuhlého trojua-
helniku ABX s pravym thlem u vrcholu X.

1. K prvni ¢éasti dikazu jsou v obr [2.5] vyznaceny thly o a (. Z definice
kruznice pro libovolny bod X na kruznici k plati |AS| = |SB| = |SX]|, a proto
jsou AASX a ASBX rovnoramenné. Z toho plyne |[ZSAX| = |LZAXS| = «
a |[£ZSBX| = |£BXS| = (. (Je ztejmé, ze bod X nemtize byt totozny s bodem
A nebo B, jelikoz by trojihelnik neexistoval.)

7 vlastnosti kazdého trojihelniku vime, Ze soucet velikosti vnitinich hla
trojuhelniku je 180°, tedy

|LAXB| + |£XBA| + |£BAX| = 180°.
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Obrazek 2.5: Kruznice s vyznac¢enymi thly «, 3

Velikost thlu u vrcholu X lze vyjadfit jako |ZAXB| = |ZAXS| + |£BXS)|.
Dostaneme tedy rovnost

a+f+a+ 5 =180°%

kterou lze upravit na a + § = 90°. Uhel u vrcholu X je tedy pravy.

2. Zbyva dokazat druhou c¢ast, tedy ze pro kazdy bod Y, ktery na kruznici
nelezi, thel AYB neni pravy. Dle polohy bodu Y vidi kruznici k& dostaneme dvé
situace zobrazené na nasledujicim obr.

Y:
Tl X

Obrézek 2.6: Kruznice - rizné polohy bodu Y

Muze nastat situace, kdy bod Y, Y = Y, lezi na odvésné X B. (Zvolime-li
bod Y; libovolné uvniti kruznice k, pak existuje bod X takovy, ze Y; lezi na
odvésné X B.) Z predchozi casti dikazu vime, ze |[ZAXB| = 90° a AAXY) je
pravouhly, proto thel AY; X musi byt ostry (plyne ze souc¢tu velikosti vnitinich
thlu v trojihelniku) a dhel k nému vedlejsi, tj. LAY B, musi byt tupy.
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Déle muze nastat situace, kdy bod Y, Y = Y5, je vnéjsim bodem kruznice k.
Opét plati, ze |[LZAX B| = 90° , a jelikoz trojuhelnik AXY5 je pravothly s pravym
thlem u X, musi byt ZAY,B ostry. Zde jsme uvazovali takovy bod Y3, ktery lezi
na — BX. Stejné tak by mohl lezet na — AX, dikaz by vSak probihal obdobnym
zpusobem.

Definice 4. MnoZina vsech vrcholiu X pravouhlého trojuhelniku ABX s preponou
AB v roviné se nazyjvd Thaletova kruzZnice nad prumeérem AB; znacime ji

TAB-

Symbolicky vyse uvedenou definici zapisujeme
Tap = {X € FEy;|[LZAX B| = 90°}, viz obr. [2.7]

Obréazek 2.7: Thaletova kruznice
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2.2 Osa tsecky

Dalsi mnozinou bodt dané vlastnosti je osa usecky. Nasim tkolem v tomto
pripadé bude nalézt mnozinu bodi, které maji od dané tsecky stejnou vzdalenost.

Priklad 2.2.1

Na appletu na obr.[2.8|je dana tisecka AB, stied tisecky S a kruznice se stfedem
A, resp. B, a polomérem r, ktery lze ménit posuvnikem. Prisec¢iky kruznic X,
a X9 maji od bodu A a B stejnou vzdalenost. Ménte velikost poloméru r na
posuvniku nebo zapnéte animaci v levém dolnim rohu appletu. Zkoumejte, jaké
vlastnosti m& mnozina vykreslend body X; a X,. Jaky utvar vznikne, aby pro
jeho body platilo |[AX| = |BX]|?

Obrazek 2.8: Applet - vykresleni osy tsecky

Vsimli jsme si, Ze se v appletu na obr. 2.8 zobrazila pimka, kterd je kolma
k tisecce AB a prochézi bodem S. Kolmost primky k tisecce AB plyne ze shodnosti
trojuhelnikit X,BS a X1AS (dle véty [1] sss). Uhly BSX; a ASX; proto jsou
shodné a jejich soucet musi byt 180°, tedy uhly BSX; a ASX; jsou kolmé.

Dokazme tedy, ze dana primka spliuje pozadavky kladené na mnozinu bodu
dané vlastnosti.

K ovéfeni obou podminek z definice [Tl mnoZiny bodt jsou v obr. 2.9 vyznaceny
pomocné body C,Y a stied S tsecky AB.

1. Nyni ukazeme, ze kazdy bod piimky 045 méa od krajnich bodu tusecky stej-
nou vzdalenost. Vysledna primka je kolméa k tsecce AB a prochézi jejim stredem
S. Ztejmé |AS| = |SB| , proto jsou ASAX a ASBX shodné (podle véty [2] sus),
tedy pro kazdy bod X dané primky plati, ze |[AX]| = |BX].

2. Ovéteni druhé podminky, ze kazdy bod nelezici na dané piimce nemé od
bodii A a B stejnou vzdélenost, je o néco obtiznéjsi. Uvazujme bod Y, ktery
nelezi na ose o ani na primce AB. Z trojihelnikové nerovnosti musi v ABY C
platit

IBY| < |YC| +|BC]|

17



O0AB

Obrézek 2.9: Osa tusecky s vyznacenymi body C' a Y

a zaroven vime, ze pro kazdy bod C' osy o plati, ze |AC| = | BC|. Proto
|BY | < |YC| + |AC].

Usetky YC a AC dohromady tvoif tsecku AY, tedy plat{ nerovnost

|BY| < [AY],

a bod Y tedy nepatii do dané mnoziny. Nyni uvazujme bod Y, ktery nelezi
na ose o, ale lezi na pfimce AB, pricemz Y se nerovna S. Na obr. jsou
vyznacCeny t¥i mozné polohy bodu Y pouze na poloptimce AS. Bod Y] lezi na
opacné poloprimce k poloptimce AS vné tsecky AS, bod Y5 je shodny s bodem
A a bod Y3 je vnitfnim bodem tsecky AS.

04B

X

+ i + h +
i A=Y Y3 S B

Obrazek 2.10: Osa tsecky s vyznac¢enymi polohami bodu Y

Zacneme bodem Y}, jehoz vzdalenost od bodu A je |Y; A|. Vzdalenost od bodu
B je |Y1A|+|AB|. Je tedy zfejmé, ze vzdalenost bodu Y; od bodu A, B neni stejna.
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Je-li bod Y shodny s bodem A, tj. Y = Y3, je vzdalenost bodi A a Y5 nu-
lova, zatimco vzdélenost bodu Y5 a B je rovna velikosti usecky AB. Opét tedy
vzdalenost bodu Y5 od bod A a B neni stejna.

Je-li bod Y shodny s Y3, tj. Y = Y3, musi platit, ze |AY;] < |AS|]. Bod S
je stfedem tsecky AB, plati tedy rovnost |AS| = |BS|. Zaroven plati, ze vzdé-
lenost |BS| < |BY3]. Odtud dostaneme nerovnost |AYs| < |BS| < |BY3|. Tedy
vzdalenost bodu Y3 od bodu A a B neni stejna.

Obdobnym zptsobem bychom postupovali, pokud by bod Y lezel na polo-
piimce BS. Ovérili jsme tedy, ze kolmice prochazejici bodem S je skutecné mno-
zinou bodt, kterda méa od bodu A, B stejnou vzdalenost a body nelezici na této
kolmici stejnou vzdalenost od bodi A, B nemaji. Tuto mnozinu nazyvame osou
usecky AB. Jedna z nejcastéjsich definic osy usecky jako mnoziny bodi dané
vlastnosti je nasledujici.

Definice 5. Mnozina vsech bodi v roviné, které maji od dangch bodu A, B,
A # B, stejnou vzddlenost, se nazjvd osa usecky AB; znacime ji 0ap.

Symbolicky vyse uvedenou definici zapisujeme
oAB = {X € by, |AX| = |BX|}
Nejjednodussim prikladem vyuziti osy tsecky je kruznice opsand trojuihelniku.

Priklad 2.2.2

Na appletu na obr. je zobrazen trojuhelnik ABC', osy stran trojtihelniku
0AB,O0AC, OBC, prusecik téchto os S a kruznice k opsand trojuhelniku ABC. Ménte
polohu vrcholi trojuhelniku a zkoumejte, kde se nachazi stred S kruznice opsané.

A

opc M.
\

Obréazek 2.11: Applet - kruznice opsana

7 appletu lze odhadnout, Ze stfed kruznice opsané je prisecikem os stran
trojuhelniku, tento bod oznacime S.
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Uvedené tvrzeni lze dokazat pomoci definice [5 osy tsecky. Jelikoz kruznice
opsand prochazi vSemi vrcholy trojihelniku, musi byt vzdalenost stifedu .S opsané
kruznice od vrcholi trojihelniku stejna. Bod S ma stejnou vzdalenost od vrcholi
A, B prave tehdy, kdyz S je bodem o045, a od vrcholi B, C' praveé tehdy, kdyz S
je bodem ope. Plati tedy nésledujici vztahy:

(1AS] = [BS| A |BS| = [CS]) = |AS] = [BS| = [CS]
Dokazali jsme tedy, ze bod S ma stejnou vzdalenost od bodit A, B i C. Zaroven
vzdalenost bodli A, B a C' od stfedu S je polomérem r opsané kruznice.

Prisecik os o4 a ogc je bodem i osy 04¢. VSechny tii osy maji jeden spolec¢ny
prusecik, a to pravé bod S.
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2.3 Osa uhlu

Dalsi mnozinou bodi, kterou zndme ze zdkladni skoly, je osa dhlu. Méjme dany
dvé poloprimky se spolecnym pocatkem, které sviraji nenulovy thel o. Nasim
tukolem bude nalézt mnozinu bod thlu «, které jsou od ramen tohoto thlu
stejné vzdaleny.

Abychom nasli mnozinu bodu nélezejicich ihlu «;, které maji od ramen thlu a
stejnou vzdalenost, musime nalézt takové body X nalezejici ihlu «, které maji od
— VA a+— VB stejnou vzdalenost. Vzdalenost bodu X od polopfimky hleddme
pomoci kolmého pramétu P, resp. P, bodu X na poloprimku V' A, resp. VB.
Vzdalenost je potom dana velikosti usecky X P, resp. X Ps.

Obrazek 2.12: Uhel a s vyznacenymi body X, Py, P

Priklad 2.3.1

V nésledujicim appletu na obr. je zobrazen thel o vymezeny polopfim-
kami VA a VB. V appletu je sestrojen bod X, ktery ma stejnou vzdalenost od
obou ramen thlu, tj. vzdalenost |X P;| = |X P,|. (Zobrazena kruznice se stiedem
V' a polomérem r zajistuje, ze body P, a P, maji od bodu V stejnou vzdélenost.)
V appletu ménte polomér r na posuvniku nebo zapnéte animaci v levém dolnim
rohu appletu. Jaky geometricky utvar vykresluji polohy bodu X7
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Obrazek 2.13: Applet - osa tihlu

Hledanou mnozinou bodt, které maji od ramen hlu « stejnou vzdalenost, je
polopiimka s poc¢atkem ve vrcholu thlu. Jedna se tedy o primku, ktera déli dany

tthel na dva shodné uhly, tedy osa tihlu.

Obrazek 2.14: Osa thlu s vyznac¢enymi body X, Y, P, P, P, P,

Dokézeme nyni, ze mnozinou bodu je osa thlu «, viz obr. 2.14]

1. Nejdrive ukazeme, ze pro kazdy bod X osy uhlu « plati, ze
|~ VAX| = |— VB,X|. Zatneme situaci, kdy je bod X shodny s vrcholem V.
Podminka |— VA, X| = |— VB, X| je potom splnéna snadno, jelikoz vzdalenost

vrcholu V' od poloptimek VA a V B je nulova.
Pro bod X ruzny od vrcholu V' vyuzijeme obr. kde jsou zobrazeny body
Py a Py, coz jsou paty kolmic k ramentim thlu prochazejici bodem X. Ze shodnosti
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AVPX a AVP X (podle véty 4 Ssu - trojihelniky maji spoleénou preponu,
shoduji se v tthlu u vrcholu V' a u vrcholi P, a P; je pravy thel - tedy i thel
u vrcholu X je shodny) plyne, ze tsecky XP; a X P, jsou shodné. Body na
poloptimce s pocatkem ve vrcholu thlu jsou tedy hledanou mnozinou.

2. Nyni zduvodnime, ze kazdy bod thlu «, ktery ma od poloptimek VA a VB
stejnou vzdalenost, je bodem poloptimky o, tj. osy thlu. Poznamenejme, Ze v
tomto pfipadé druhou podminku z definice[I[jmnoziny bodi nedokazujeme sporem
jako v predchozich kapitolach, ale primo z definice. K tomuto dikazu vyuzijeme
toho, ze osa uhlu rozdéluje dany thel na dva shodné thly.

Méjme libovolny bod Y nélezejici ithlu «, ktery ma od polopiimek VA a VB
stejnou vzdalenost (v obr. je bod zobrazen pouze ilustracné, neodpovidaji
tedy vzdélenosti od poloptimek VA a V B). Zaroven vime, ze u vrcholu P a P}
je pravy uhel a trojuhelniky VY P] a VY P} maji spole¢nou preponu VY. Proto
jsou trojuhelniky VY P| a V'Y Pj shodné podle véty 4] Ssu, z ¢ehoz plyne rovnost
velikost! thlit P[VY a PyVY. Usecka VY tedy déli dany thel a na dva shodné
uhly, bod Y musi tedy lezet na ose thlu «a.

Nyni miizeme formulovat definici osy 1ihlu jako mnozinu bodi dané vlastnosti.

Definice 6. MnoZina vsech bodi v roviné, které ndalezi uhlu o a zdroven maji od
jeho ramen stejnou vzddlenost, se nazyvd osa uwhlu o; znacime ji o,.

Symbolicky vyse uvedenou definici zapisujeme
0o ={X € ;| X,—» VAl =|X,— VB|}.
Pomoci osy thlu 1ze definovat i osu riznobézek p a g, které sviraji dvé dvojice

uhli velikosti av a 3, viz obr. [2.15]

p

Obrézek 2.15: Riznobézky s vyznacenymi thly o a 3
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Sestrojime-li osy vSech ¢tyt ihli vymezenych primkami p a ¢, tak sjednocenim
os vrcholovych ihli dostaneme dvé primky o; a o0, viz obr. Z definice []
osy uhlu vime, ze osa rozdéli ihel na dva stejné uhly. Zaroven jsou uhly a a 3
navzajem vedlejsi, plati tedy a + § = 180°. Piimky o0, a oy tedy sviraji thel
velikosti § + g =1 (a+ ) =90°, tj. jsou navzdjem kolmé.

p

Obrazek 2.16: Osa ruznobézek

Definice 7. MnoZzina vsech bodi v rovine, které maji od danych riznobéZek p a q
stejné vzdalenosti, je sjednoceni dvou navzajem kolmych primek.

Symbolicky zapisujeme o; U oy = {X € Ey; | Xp| = | Xq|}.
Prikladem vyuziti osy thlu je urceni stiedu kruznice vepsané.

Priklad 2.3.2

Na appletu na obr. je zobrazen trojuhelnik ABC, osy vnitinich thla
trojahelniku o,, og, 04, prisecik téchto os S a kruznice k vepsana trojihelniku
ABC. Ménte polohu vrchola trojihelniku a zkoumejte, kde se nachéazi stred S
kruznice vepsané.

Vidime, ze stied kruznice vepsané je prusecikem os vnitinich dhla trojuhel-
niku, tento bod oznac¢ime S.

To 1ze dokézat pomoci definice [6] osy ihlu. Jelikoz se kruznice vepsand dotyké
vsech stran trojuhelniku, musi byt stfed S vepsané kruznice stejné vzdalen od
vSech stran trojuhelniku. Bod S ma stejnou vzdéalenost od stran AB a AC pravé
tehdy, kdyz S je bodem o,, a od stran AB a BC' pravé tehdy, kdyz S je bodem

og. Plati tedy nasledujici vztahy:
(|AB, S| = |AC, S| N |AB, S| = |BC,S|) = |AB, S| = |AC, S| = |BC, S|

Dokazali jsme tedy, ze bod S méa stejnou vzdélenost od vSech stran trojihel-
niku. Zaroven vzdalenost sttedu S od stran trojuhelniku je polomérem r vepsané
kruznice.

7 vyse uvedenych vztaht pro vzdalenosti také vyplyva, ze vsechny tii osy maji
spole¢ny prusecik, a to pravé bod S.
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Obrazek 2.17: Applet - kruznice vepsand

2.4 Osa rovinného pasu

Dalsi mnozinou bodti, kterou zname ze zakladni skoly, je osa rovinného pdsu.
Méjme dany dvé rovnobézné primky p a ¢. Nasim ikolem bude nalézt mnozinu
bodt, které maji od obou primek stejnou vzdalenost.

Priklad 2.4.1

Na nésledujicim appletu na obr. 2.1§] je zobrazen rovinny pas urceny dvéma
rovnobé&zkami p a ¢, kde p # ¢. Usecka PQ je kolmé k pi{fmkém p a ¢ a bod X je
sttedem tsecky P(@). Pohybujte bodem P nebo zapnéte animaci v levém dolnim
rohu appletu. Jaky vznikne ttvar, aby platilo [pX| = |¢X|?

Obrazek 2.18: Applet - osa rovinného pasu

Z appletu na obr. vidime, ze vznikne primka, kterd je rovnobéznd s prim-
kami p a ¢ a mé od obou stejnou vzdalenost.
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Toto pozorovani vsak musime dokazat.

Obréazek 2.19: Osa rovinného péasu s vyznacenymi body X, X5, X3, Y

1. Nejdrive ukazeme, ze kazdy bod pfimky o,, spliiuje podminku |[pX| = |¢X].
Splnéni dané podminky pro kazdy bod X na ose plyne z toho, jakym zptisobem
urcujeme vzdéalenost dvou rovnobéznych primek. Potom plati |po,,| = |qop,| -

2. Déle je tieba zdiivodnit, Ze kazdy bod Y, ktery na ose o0,, nelezi, nespliiuje
podminku [pX| = [¢X|. Zvolime-li bod Y, ktery nelezi na ose 0,,, jeho vzdalenost
od prfimek p a ¢ hleddme na kolmici vedené bodem Y k piimce p a q. V obr.
je zobrazen bod Y] uvnitt pasu a jelikoz nelezi na ose, neni stredem tisecky P;(Q).
Vzdalenost Y, Py a Y5Q)1 je tedy rizna. Obdobné pro bod Y5, ktery lezi vné pasu.

Miuzeme tedy formulovat nasledujici definici.

Definice 8. Mnozina vsSech bodu v rovine, které maji od danich rovnobézek p,q,
p # q, stejnou vzddlenost, se nazyvd osa rovinného pdsu daného primkami
D, q; zZnacime ji opg.

Symbolicky vyse uvedenou definici zapisujeme o,, = {X € Es; | Xp| = |Xq|}.
Dalsi mnozina bodti, kterou budeme zkoumat, izce souvisi s osou rovinného
pasu. Jedna se o ekvidistantu primky.

2.4.1 Ekvidistanta primky

Jak napovida nazev, budeme nyni hledat mnozinu vsech bodiu, které maji od
dané ptimky p stejnou vzdalenost d.

Priklad 2.4.2

Na nésledujicim appletu na obr. je zobrazena primka p, bod S lezici
na primce p, kolmice k k primce p prochazejici bodem S a kruznice se stfedem
S a polomérem d. Body X, X5 jsou pruseciky kruznice a primky k. Pohybujte
bodem S nebo zapnéte animaci v levém dolnim rohu appletu. Jaky vznikne ttvar,
aby platilo |pX| = |d|?
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Obrazek 2.20: Applet - ekvidistanta primky

Mnozinou bodi, které maji od dané primky p stejnou vzdalenost d, je dvo-
jice dvou rovnobéznych piimek stejné vzdalenych od primky p. Jejich sjednoceni
nazyvame ekuvidistantou primky p.

Nejdrive ovérime podminky, které musi body hledané mnoziny bodi spliovat.

1. Ukézeme, ze kazdy bod X, ktery je bodem sjednoceni dvou pfimek rovno-
béznych s piimkou p, spliuje |pX| = |d|. Toto plyne pfimo z uréeni vzdélenosti
rovnobéznych primek, tj. kazdy bod X na jedné z rovnobéznych primek mé od
dané primky p stejnou vzdalenost. Tato vzdéalenost je v nasem pripadé d.

2. Déle ukazeme, ze kazdy bod Y, ktery na jedné z rovnobézek e, e; nelezi,
nespliuje podminku [pX| = |d|. Na obrazku jsou vyznaceny body Y] a Y5.
Bod Y] je od ptimky p vzdéaleny o délku tsecky P,Y7, plati tedy, ze
IpY1| = [Y1Z1|+|Z1 Py|. Velikost tsecky Z; Py je d, plati tedy, ze [pY:| = |Y1 21| +d.
Vzdalenost bodu Y; od primky p je tedy vétsi nez d.

Vzdélenost bodu Y, a piimky p je |pYa| = |PaZs| — |Z2Ys], kde |PyZs5| = d.
Plati tedy |pYa| = d — | Z,Y3|, proto je vzdélenost bodu Ys od piimky p mensi nez
d.

Definice 9. MnoZinu vsech bodu v roviné, které maji od dané primky p danou
vzdalenost d > 0, nazveme ekvidistantou primky p; znacime ji e; a es. Fkvi-
distantou je sjednoceni dvou primek rovnobeznich k primce p.

Symbolicky vySe uvedenou definici zapisujeme e; U ey = {X € Es; | Xp| = d},
viz obr. 2211

Jak bylo zminéno vyse, ekvidistanta primky skutecné souvisi s osou rovinného
pasu. V pripadé osy rovinného pasu hleddme mnozinu bodu, které jsou od dvou
rovnobézek p a q stejné vzdaleny. Vysledkem je jedna piimka - osa rovinného
pasu op,. Pokud bychom naopak hledali body stejné vzdalené od osy o,,, piivodni
pifmky p a ¢ by tvorily ekvidistantu piimky op,.

Dalsi méné castou ekvidistantou, se kterou se muzeme setkat, je ekvidistanta
usecky AB. Hledejme nyni mnozinu bodti, které maji od zadané tsecky AB stej-
nou vzdalenost d.
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Obréazek 2.21: Ekvidistanta ptimky p s vyznac¢enymi polohami bodti X, Y

Priklad 2.4.3

Na nésledujicim appletu na obr. je zobrazena usecka AB, kruznice se
sttedem A, resp. B, a polomérem d a dvé rovnobézné primky vzdéalené o d od
primky urcené body AB. Rozmyslete, jak vznika ekvidistanta tisecky a pozorujte,
jak se ekvidistanta tsecky e méni se zménou vzdalenosti d a se zménou polohy
krajnich bodu usecky AB.

Obrazek 2.22: Applet - ekvidistanta tsecky

Pri sestrojeni ekvidistanty tsecky AB vyuzivame znalosti:

« mnozina vSech bodu stejné vzdalenych od daného bodu (v tomto piipadé
od bodu A a B) je kruznice,

« mnozina vSech bodi stejné vzdalenych od piimky (v tomto pfipadé primka,
na které lezi usecka AB) je ekvidistanta primky.
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Ekvidistantu tsecky si potom lze predstavit jako sjednoceni dvou mnozin dané
vlastnosti, a to kruznice a ekvidistanty primky. Tento geometricky ttvar budeme
nazyvat ovdl.

V appletu na obr. 2.22] je vidét ,propojeni® ekvidistanty pfimky a kruZnice.
Ekvidistanta tsecky je tvorena témi body ekvidistanty primky, jejichz kolmy prii-
mét se zobrazi na tsecku AB. Z definice vzdalenosti bodu od usecky ale vime, ze
vzdalenost tsecky a bodu, jehoz kolmy priimét se zobrazi mimo tsecku, je rovna
vzdalenosti daného bodu a blizstho krajniho bodu této tsecky. V tomto pripadé
se tedy jednd mnozinu bodt, které maji od zadaného krajniho bodu tsecky kon-
stantni vzdalenost, tj. kruznice.

Déle lze pozorovat, ze pokud je vzdalenost d, kterou ma mit hledand mnozina
od tsecky, vyrazné vétsi v porovnani s délkou tsecky, vétsi ¢ast ekvidistanty tvori
pulkruhy. Oproti tomu, je-li délka tsecky vyrazné vétsi nez vzdalenost d, vétsi
cast ekvidistanty usecky je tvorena ekvidistantami primky.
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2.5 Osa mezikruzi

Méjme dany dvé sousttedné kruznice ki(S,71) a kao(S,72), kde r; < ry. Nyni
budeme hledat takovou mnozinu bodi, které maji od obou kruznic stejnou vzda-
lenost. Vyuzijeme pfi tom znalost pojmu vzdalenost bodu od kruznice.

Hledejme nyni body X tak, aby mély od obou kruznic k; a ko stejnou vzdale-
nost. Je pritom zrejmé, ze hledané body X budou lezet v mezikruzi vymezeném
kruznicemi ki a ky. Zvolime-li na kruznici ko libovolny bod A a sestrojime po-
lomér AS, pak bod B je prusecikem poloméru AS a kruznice k;. Je zfejmé, ze
stfed usecky AB spliuje pozadovanou vlastnost, viz obr.

A

Obrézek 2.23: Konstrukce bodu X

Priklad 2.5.1

Na appletu na obr. jsou zobrazeny dvé soustfedné kruznice ki, ko se
sttedem S a bod X, ktery je stfedem tsecky AB, kde A € k; a B € ky. Bod
X ma stejnou vzdalenost od obou kruznic. V appletu pohybujte bodem A nebo
zapnéte animaci v levém dolnim rohu appletu. Jakou mnozinu bodu vykresli
polohy stredu tsecky AB pfi zméné polohy bodu A na ky?

Z appletu na obr. vidime, Ze vznikne kruZmice se stfedem v bodé S.
Polomér hledané kruznice je vzdalenost bodu S a X, kterou lze vyjadrit jako

1 1 1
|SX|=r+ 5 |AB| =rl1+ 5(7‘2 —r) = 5(7“1 +173).
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Obrazek 2.24: Applet - osa mezikruzi

Zjistény poznatek dokazeme, nalezenou mnozinu boda oznacime o, viz obr.

1. Nyni ovérime, ze kazdy bod nalezené kruznice méa pozadovanou vlastnost, tj.
méa od obou kruznic stejnou vzdalenost. Z definice vzdélenosti bodu od kruznice
vime, ze vzdalenost bodu X od kruznice k; je |BX]| a vzdélenost bodu X od
kruznice ks je |AX|. Zéroven nalezend kruznice ma stied S a polomér 3(ry 4 r2).
Lze tedy rozepsat

1 1
|Xk1| = |AX| = |SX|—7“1=§(Tl+r2)—7“1=§(7’2—7“1),

Xkl = |BX| = s~ |SX] =2 = L (ry +72) = ;(rz — ).

Uvedené vztahy jsou shodné, tedy kruznice o ma od obou zadanych kruznic
stejnou vzdalenost.

2. Ukézeme, ze kazdy bod Y, ktery ma danou vlastnost, musi lezet na kruznici
o se stfedem S a polomérem “E2. Predpokladejme tedy, ze |Yki| = [Yks| (v obr-
jsou body Y zobrazeny pouze ilustracné, neodpovidaji tedy vzdalenosti od
kruznic ky, ko). Lezi-li bod Y v mezikruzi uréeném kruznicemi k; a ko, tj. Y = Y7,
1ze vzdélenost bodu Y; od kruznice k; vyjadrit jako ro — 1 — |Y1ks|. Dostaneme
tedy rovnici

ro —7T1 — |Y1k2| = |Y1k2|,

ze které po upravé dostaneme

1
‘Ylké‘ = 5(7’2 - 7“1)-
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Obrazek 2.25: Osa o mezikruzi s vyznacenymi body X, Y7, Y5, Y;3

Vzdalenost bodu Y3 od kruznice ks je tedy rovna poloviné |AB|, coz odpovida
bodim na kruznice se stredem S a polomérem % Z obr. M je zfejmé, ze
body Y, které lezi vné mezikruzi (napf. bod Y = Y3, ¢i Y = Yj3), nemohou mit
stejnou vzdalenost od obou kruznic. Lze tedy formulovat definici.

Definice 10. Mnozinu vsech bodi v roviné, které maji od danych kruznic ki(S,r1)
a kao(S,13), ™1 # ro stejnou vzddlenosti nazveme osou mezikruZi; znacime ji

o(S, —”;’"2).

Symbolicky danou mnozinu bodt zapisujeme
o(S,mF2) = {X € Ey; | XEy| = | Xko|}.

Poznamenejme, ze pokud by se rovnaly poloméry kruznic ry a 7y, vznikla by
jedind kruznice, tudiz nelze hovorit o ose mezikruzi.

2.5.1 Ekvidistanta kruznice

Obdobné jako v predchozi kapitole zabyvajici se osou rovinného pasu, i v pri-
padé osy mezikruzi 1ze hledet mnozinu vsech bodi, které maji stejnou vzdalenost
d od dané kruznice k, tj ekvidistantu kruznice.

Priklad 2.5.2

Na nésledujicim appletu na obr. je zobrazena kruznice k se stiedem S
a polomérem r, bod K, ktery lezi na kruznici k, a kruznice m se stredem K
a polomérem d. Pohybujte bodem K po kruznici £ a zkoumejte, jaky vznikne
utvar, aby platilo | Xk| = d . Pomoci posuvniku ménte polomér r a vzdélenost d
a pozorujte, jak se bude vysledny ttvar ménit pri zménach r a d.

7 appletu na obr. jsme zjistili, Ze mohou nastat celkem tri situace, viz
obr. V zévislosti na vzdélenosti d je ekvidistantou kruZnice:

e pror < d je to jedna kruznice e (S, r + d),
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Obrazek 2.26: Applet - ekvidistanta kruznice

e pror =d je to jedna kruznice e;(S,2r) a bod S,

e pror > d jsou to dvé kruznice e;(S,7 + d) a ez(S,r — d).

Zdtvodnéni vsech t¥i situaci by probihala obdobné jakou u osy mezikruzi, a to
s vyuzitim poloméri r a d.

Definice 11. Mnozinu vsech bodi v roviné, které maji od dané kruznice k(S,r)

danou vzdalenost d > 0, nazveme ekvidistantou kruzZnice k; znacime ji eq,
resp. €s.

Symbolicky vyse uvedenou definici zapisujeme e; Uey = {X € Ey; | X k| = d}.

r<d r=d r>d

€1 €1 €1

k k ek

Obrazek 2.27: Ekvidistanta kruznice k

V predchozi kapitole jsme se vénovali ekvidistanté tisecky neboli ovalu. Nyni
hledejme mnozinu bodi, kterd ma od dvou ovali stejnou vzdalenost, tj. osu ovdlu.
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Priklad 2.5.3

Na nésledujicim appletu na obr. jsou zobrazeny dva ovaly e; a es, které
vznikly jako ekvidistanty stejné tusecky AB. Pomoci Sipek v levém dolnim rohu
si zobrazte jednotlivé kroky reseni ulohy a pozorujte, jaky ttvar bude osou ovala
ey a ey. Vysvétlete.

I(@rs)

Obrazek 2.28: Applet - osa ovali

V appletu na obr. jsou jako prvni sestrojeny piimky p; a p,. Piimky
vznikly jako osy past daného primkami a; a ao, resp. az a a4, na kterych lezi
casti ovalti. Nasledné jsou sestrojeny osy mezikruzi kruznic, které tvori ,,boc¢ni
casti ovalu. V poslednim kroku je sestrojena osa o ovali e; a ey, ktera je také
ovalem.
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3. Rozsireni poznatku ze zakladni
skoly

3.1 Mnoziny bodi dané vlastnosti definované
pomoci stredd kruznic

Definice, které jsou uvedeny v predchozich kapitolach, nejsou jedinymi moz-
nymi definicemi danych mnozin bodi dané vlastnosti. VSechny dosud uvedené
definice vyuzivaly pojmu vzdalenosti. Dalsim zptisobem, jak 1ze mnoziny bodu
dané vlastnosti zkoumat, je pomoci zadaného bodu (resp. jiného utvaru), kterym
prochazi (resp. kterého se dotykaji) vsechny mozné kruznice.

3.1.1 Kruznice

Pripomenme si definici kruznice z kapitoly Kruznice a kruh.

Definice 12. MnoZina vsSech bodi v roviné, které maji od daného bodu S stej-
nou vzddlenost r > 0, se nazyvd kruzZnice k se stredem S a polomérem r;
znacime ji k(S,r).

Méjme zadany bod S a hledejme mnozinu sttedt vSech kruznic, které danym
bodem prochdzi a maji polomér r, viz obr. 3.1} Je zfejmé, Ze vSechny stiedy
kruznic budou od bodu S vzdaleny pravé o polomér r a z definice uvedené vyse
vime, ze mnozina vSech bodu, které maji od daného bodu stejnou vzdalenost, je
kruznice.

Obrézek 3.1: Kruznice jako mnozina stiredii kruznic

Definice 13. MnoZina stredu vsech kruznic o polomeru r, které prochdzi danym
bodem S, se nazyvd kruzZnice k se stredem S a polomérem r; znacime ji

k(S,r).
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3.1.2 Osa tsecky

Jiz. jsme definovali osu tsecky AB v kapitole Osa usecky nasledujicim
zpusobem.

Definice 14. MnozZina vsech bodu v roviné, které maji od danych bodu A, B,
A # B, stejnou vzddlenost, se nazjvd osa usecky AB; znacime ji oxp.

Nyni budeme hledat mnozinu stfedti kruznic, které prochézi krajnimi body
tsecky AB, viz obr.[3.2] Na rozdil od pfedchozi definice kruznice vSak tyto kruz-
nice nemusi mit stejny polomér.

Obrazek 3.2: Osa tisecky jako mnozina stredu kruznic prochazejicich body A, B

Vime, ze body A, B musi mit od hledanych stiredu stejnou vzdalenost, proto
tyto stfedy lezi na ose tsecky AB.

Definice 15. MnoZina stredu vsech kruznic prochdzejicich body A, B, A # B, se
nazyvd osa usecky AB; znacime ji 0ap.

3.1.3 Osa ruznobézek

V kapitole 2.3 Osa thlu jsme definovali osu ruznobézek nasledujicim zpiso-
bem.

Definice 16. Mnozina vsech bodi v rovine, které maji od danych riznobéZek p
a q stejné vzddlenosti, je sjednoceni dvou navzdjem kolmych primek; nazgvdme ji
osa ruznobézZek p,q a znacime o1 U 0,.

Nasim cilem je definovat osu rtiznobézek pomoci stredt kruznic. Vime, ze libo-
volny bod lezici na ose riznobézek ma od danych riznobézek stejnou vzdalenost,
viz obr. 3.3l Zamétime se nyni na prusecik primek p a ¢. Prisecik rtiznobézek
nemtze byt sttedem dotykajici se kruznice, jelikoz vzdalenost priaseciku od obou
primek je 0.

Definice 17. MnoZina stredi vsech kruznic, které se dotykaji dvou riznobézek p
a q, je sjednoceni dvou navzdjem kolmych primek bez jejich pruseciku.

36



Obrazek 3.3: Osa ruznobézek bez jejich pruseciku jako mnozina stied kruznic

3.1.4 Osa rovinného pasu a ekvidistanta primky
V kapitole Osa rovinného pdsu jsme uvedli nasledujici definici.

Definice 18. MnoZina vsech bodi v roviné, které maji od dangch rovnobezek p, q,
p # q, stejnou vzddlenost, se nazyjvd osa rovinného pdsu daného primkami
D, q; Znacime ji opg.

Osa rovinného pasu je primka, ktera je rovnobézna s danymi rovnobeézkami
a od obou mé stejnou vzdalenost. Neptekvapi nas proto, jak bude vypadat jeji
definice pomoci stredi kruznic. Stiedy vsech hledanych kruznic maji stejnou vzda-
lenost od danych rovnobézek, tj. lezi na jedné ptrimce tak, jak je zobrazeno na

obr. B4l

Obrazek 3.4: Osa rovinného pasu jako mnozina stiedt kruznic

Definice 19. MnoZina stredi vSech kruznic, které se dotykaji daniych rovnobézek
D.q, P 7 q, se nazyjvd osa rovinného pasu daného primkami p,q; znacime ji opq,.

37



V kapitole Osa rovinného pdsu jsme uvedli jesté mnozinu bodi, kterd
s osou rovinného pasu uzce souvisi, a to ekvidistantu primky. Pripomenme kla-
sickou definici pomoci pojmu vzdalenosti.

Definice 20. MnoZinu vsSech bodi v rovine, které maji od dané primky p danou
vzddlenost d > 0, nazveme ekvidistantou primky p; znacime ji e; a es.

I nyni se jedna o opacny problém k hledani osy rovinného pasu a pomoci
obr. [3.5 snadno odvodime definici ekvidistanty pfimky pomoci stfed kruznic.

Obrazek 3.5: Ekvidistanta pfimky jako mnozina stfedt kruznic

Definice 21. MnoZina stredi vsech kruznic o poloméru d > 0, které se dotykaji
dané primky p, nazveme ekvidistantou primky p; znacime ji e; U es.

3.1.5 Osa mezikruzi a ekvidistanta kruznice

Pripometime definici uvedenou v kapitole 2.5 Osa mezikruzi.

Definice 22. MnoZinu vSech bodi v roviné, které maji od dangch kruznic ki(S,r)
a ko(S, 1), 11 # 1o stejnou vzddlenosti nazveme osou mezikruzi ohraniceného
kruznicemi ky, ka; znacime ji o(S, BE2).

Na obr. [3.0] je zobrazeno, jakym zptsobem lze definovat osu mezikruzi pomoci
sttedti kruznic. Hledame stiedy takovych kruznic, které maji s jednou ze zadanych
kruznic vnitini dotyk a s druhou vnéjsi dotyk. Stiedy téchto kruznic tedy musi
mit stejnou vzdalenost od danych kruznic £y a k.

Definice 23. MnoZinu strediu vsech kruznic, které maji s jednou ze zadanych kruz-
nic k1(S,r1) a kao(S,re), 11 < 1o, vnitini dotyk a s druhou vnéjsi dotyk, nazveme
osou mezikruZi; znacime ji o(S, BE2).

Poznamenejme, ze podminku, aby kruznice s nalezenym stredem méla s jednou
ze zadanych kruznic vnitini dotyk a s druhou vnéjsi dotyk, nelze vynechat. Pokud
bychom pripustili vnitini dotyk s obéma zadanymi kruznicemi, mnozina stredi
téchto kruznic by od zadanych kruznic neméla stejnou vzdalenost.

Posledni mnozina, kterou zname z kapitoly Osa mezikruzi, je ekvidistanta
kruznice. V tomto pripadé se vSsak omezime pouze na situace, kde d > r.
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Obrézek 3.6: Osa mezikruzi jako mnozina stredi kruznic

Definice 24. MnozZinu vsech bodi v roviné, které maji od dané kruznice k(S,r)

danou vzddlenost d > r, nazveme ekvidistantou kruzZnice k; znacime ji eq,
resp. es.

Ekvidistantu kruznice 1ze definovat pomoci stfedi kruznic obdobnym zptiso-
bem jako u ekvidistanty ptimky, viz obr. [3.7]

Obrézek 3.7: Ekvidistanta kruznice jako mnozina stredi kruznic

Definice 25. MnoZina stredi vsech kruznic o poloméru d > r, které se dotykaji
dané kruznice k(S,r), nazveme ekvidistantou kruznice k; znacime ji eq, resp. es.
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Uloha 3.1.1

Jsou dény soustfedné kruznice mq(S,71), mo(S,r2), kde ro < 11, a piimka p,
pro kterou plati ro < |Sp| < ri. Sestrojte vSechny kruznice, které maji s kruznici
my vnitini dotyk a s kruznici my vnéjsi dotyk a dotykaji se primky p.

Rozbor

Obrazek 3.8: Ilustrace k feseni tlohy 3.1.1

Mnozinou stredu kruznic, které se soucasné dotykaji danych kruznic m (.S, )
a mo(S,ry) a lezi v mezikruzi kruznic m; a ms, je osa mezikruzi (v obr.
oznacena o). Polomér osy mezikruzi je roven %

Stied Sy hledané kruZnice k musi mit od obou danych kruznic vzdalenost =52,
Stejnou vzdalenost musi mit tedy i od pfimky p. Mnozina bodi, které maji od
pifmky p stejnou vzdalenost ™52 je rovnobézka ¢, pro kterou plati |gp| = ™52

Stred Sy hledané kruznice je prisec¢ikem kruznice o a primky ¢. Polomér kruz-
nice k je roven 52
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Konstrukce a zapis konstrukce

Doso(s, “212)
TET—T2
2)q; Ipq| = Ap g

2
3)Sk; S €oNg
="

4)k: k(S

)

Obrazek 3.9: Applet - konstrukce a zapis konstrukce tlohy 3.1.1

Zavér
Pti dodrzeni podminky 7o < |Sp| < r; nezavisi pocet feseni na poloze primky
p. Uloha 3.1.1 ma tedy 2 feseni, viz applet na obr.

Uloha 3.1.2

Jsou dany dvé rovnobézné primky p, ¢ a bod X, ktery lezi uvniti pasu daného
primkami p a q. Sestrojte vSechny kruznice, které se dotykaji primek p,qa X € k.
Rozbor

Obrazek 3.10: ITlustrace k feseni lohy 3.1.2

Mnozina stfedt kruznic, které se dotykaji dvou rovnobéznych piimek p a g
je osa rovinného pdsu daného piimkami p a ¢, na obr. je oznacend op,.

lpa|
2 )

o v o . v Ipql
k prisecikem osy rovinného pasu o,, a kruznice m(X, £F).

Polomér hledané kruznice musi byt roven proto je stfed S hledané kruznice
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Konstrukce a zapis konstrukce

1)AB;Ae gABeq NAB p
2)San

3)0pgi 0pg | DA Sap € 0pg
Dym;m(X,|ASap|)
5)S;5 € opyN'm
6)k; k(S,|SX])

Obrazek 3.11: Applet - konstrukce a zapis konstrukce tlohy 3.1.2
Zaver
Uloha 3.1.2 m4 2 Fedeni, viz applet na obr. |3.11] Pocet feSeni nezdvisi na
konkrétni poloze bodu X uvniti pasu, coz lze ovérit v appletu na obr. [3.11
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3.2 Kruznicové oblouky

Dalsi mnozina, kterou si rozebereme, se obvykle probira az na stfedni skole.
Jedna se o mnozinu bodi, z nichz vidime tsecku pod danym thlem «, kde
a € (0°180°).

Priklad 3.2.1

V nasledujicim appletu na obr. je zobrazena tsecka AB, kde A # B (tj.
tsecka nenulové délky), a posuvnik, pomoci kterého lze ménit zadany thel a.
Poloptrimka BX; svird s useckou AB tuhel § a poloprimka AX; svira s tseckou
AB thel 180° — a — . Tim je zajisténo, aby tthel AX;B byl roven a. Bod X,
je soumérné sdruzeny s bodem X; podle tisecky AB. V appletu ménte velikosti
thlu # pomoci posuvniku a sledujte, jakou mnozinu vykresluji polohy bodu X;
a Xs pro zvolené «. Poté zkoumejte, jak se méni tvar nalezené mnoziny bodi,
pokud zménite velikost thlu a.

““Ill-"..l..... o = 700

>

&
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1]
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sy
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.
ey
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(] .
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Obrazek 3.12: Applet - kruznicové oblouky

Uloha k zamysleni: Jaky geometricky ttvar vznikne?

Reseni: Z appletu na obr. se jevi, ze mnozina bod, z nichz vidime tsecku
AB pod danym thlem a € (0°;180°), je sjednoceni dvou kruznicovych oblouki.
Do mnoziny nepatii krajni body tsecky A a B a polomér kruznicovych oblouku
zavisi na thlu a.

Jelikoz mnozina bodi zavisi na thlu «, budeme nejdiive zkoumat vznikly
Utvar ve tfech ruznych situacich. Interval (0°;180°) rozdélime na tfi moznosti,
atoa € (0°90°),a = 90°aa € (90°180°).
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a € (0°,90°)

Pomoci appletu na obr. jsme zjistili, ze mnozinou bodu, ze kterych je
usecka AB vidét pod tthlem « jsou dva shodné kruznicové oblouky, jejichz polomér
a poloha stredu se méni podle thlu a.

Obrazek 3.13: Mnozina bodti, ze kterych je tisecka AB vidét pod thlem
a € (0°;90°)

Musime dokazat, ze kazdy bod X dané mnoziny ma pozadovanou vlastnost
a zaroven kazdy bod, ktery do dané mnoziny nepatii, pozadovanou vlastnost
nemé. Uhel AS, B, resp. AS>B na obr. je sttedovy tihel ptislusny ke kruzni-
covému oblouku AB, ktery v daném thlu lezi, a zaroven ZAX B je obvodovy thel
prislusny kruznicovému oblouku AB, ktery v daném thlu lezi. Je-li bod S, resp.
Sy, zkonstruovan tak, aby platilo |[£ZASB| = |£ASsB| = 2a, na zékladé vztahu
mezi stredovym a obvodovym tthlem prislusnych ke stejnému oblouku musi platit
|ZAXB| = a.

Nyni se podivame na bod Y7, ktery lezi vné kruznicového oblouku. V trojua-
helniku BX,Y] musi platit, ze soucet velikosti vnitinich hli je roven 180°. Tedy

|/BXoY1| + [£XoY1B| + | £Y1BX,| = 180°.
Zéaroven vsak vime, ze ZAX,B = « je vedlejsi k ZBX,Y;. Plati tedy
180° — av + |£ XY 1 B| + |[£Y1 BX,| = 180°,
coz lze upravit na
|£XY1B| + |£Y1BXs| = .
Z toho plyne, Ze velikost thlu X,Y B je mensi nez a. Zbyva dokazat, ze bod
Y, lezici uvnitt kruhového oblouku také danou vlastnost nespliuje. Obdobnou

uvahou lze zjistit, ze pro ABY3 X, plati

|£BX5Ys| + [£LXoYoB| + |£Y2 BX,| = 1807,
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a + |£XoYsB| + | £Y>BXo| = 180°.
Uhel X,Y,B je vedlejii k thlu AY,B, plati tedy

a + 180° — |LAY;B| + | £Y2 BX,| = 180°,

o+ |2YaBX,| = |ZAY,B.

Proto velikost tthlu AY; B musi byt vétsi nez a. Tim jsme zdivodnili nasledu-
jici tvrzeni.

Véta 9. Mnozinou bodi, ze kterijch je isecka AB widét pod ihlem o € (0°;90°),
jsou dva vétsi kruznicové oblouky AB kruznic ki(Sh,|AS1|) a ka(S2,|ASs]), které
jsou soumeérné sdruzené podle primky AB, vyjma bodi A a B. Pro body S a Sy
plati |LAS,B| = |LASyB| = 2« a zdroven lezi na ose usecky AB.

a = 90°

Snadno ovéritelnym pripadem je pravy thel. Jisté si uvédomime, Ze se jedna
o kruznici, ze které vylou¢ime body A a B. Tento tutvar jsme rozebrali v kapitole
2.1 Kruznice a kruh, jednd se o Thaletovu kruznici, viz obr. [3.14]

Véta 10. MnozZinou bodu, ze kterych je isecka AB videt pod ihlem 90°, je Tha-
letova kruznice nad prumérem AB.

Obrazek 3.14: Mnozina bodu, ze kterych je tsecka AB vidét pod tthlem 90°

a € (90°;180°)

V appletu na obr. bylo mozné ménit velikost thlu « i na hodnoty z in-
tervalu (90°; 180°). Lze tedy rovnou formulovat nasledujici tvrzeni.
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Véta 11. Mnozinou bodu v rovine, ze kterych je isecka AB wvidét pod thlem
a € (90°;180°), jsou dva mensi kruznicové oblouky AB kruznic ky(S1,|AS1]|)

a ko(Se, |ASs|), které jsou soumérné sdruzené podle primky AB, vyjma bodi A, B.
Pro body Sy a Sy plati |LAS1B| = |£ASsB| = 360° — 2« a zdroven leZi na ose
usecky AB.

Diikaz uvedeného tvrzeni plyne z dikazu pro thel a € (0°;,90°) a vyuzivaji
se v ném vlastnosti tétivového ¢tyruhelniku.

Obrazek 3.15: Mnozina bodi, ze kterych je tsecka AB vidét pod tihlem
a € (90°;180°)
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Rozsitujici uc¢ivo: Tvrzeni je obdobné jako pro tihel velikosti oo € (0°;90°). Lisi
se pouze v tom, kterou ¢ast oblouku uvazujeme (v které poloroviné vymezené
primkou AB, a v podmince, ktera musi platit pro thly AS;B a AS;B. Pro¢
je podminka pro velikost stfedovych thli uvedena ve tvaru 360° — 2«, ukazuje
nasledujici obr. [3.16] Zelenou barvou je znazornén thel a. Jelikoz primka p
byla zkonstruovana tak, aby s polopiimkou AY svirala pravy thel (tj. ¢ervené
vyznaceny thel), musi pro ZBAS; (tj. modie vyznaceny thel) platit

|/BAS;| = a —90°.

Trojuhelnik AS;B je rovnoramenny, musi tedy platit

180° = 2(a — 90°) + | LAS, B,

z ¢ehoz po tpravé plyne uvedend podminka |£AS; B| = 360° — 2a.

To, ze velikost thlu AS| B je rovna 360° — 2« lze zdtivodnit vlastnostmi tétivo-
vého ¢tytihelniku, kde soucet velikosti dvou protéjsich vnittnich thli je vzdy ro-
ven 180°. V obr. je zobrazen tétivovy ¢tyithelnik AY BX | kde bod X je vr-
cholem pozadovaného thlu a, a kruznice jemu opsan k;. Uhel AS; B je stedovy
uhel prislusny k oblouku kruznice ki, ktery v ném lezi, a ZAY B je obvodovy
thel prislusny stejnému oblouku kruznice k. Je-li bod S; zkonstruovan tak,
aby platilo |ZAS,B| = 360° — 2«a, musi platit rovnost 2 |ZAY B| = 360° — 2a,
kterou lze upravit na

|ZAY B| + a = 180°.
V tétivovém c¢tyriahelniku zaroven musi platit
|ZAY B| + |£ZAX B| = 180°.

Odtud je tedy videét, ze | ZAX B| = a. Obdobné bychom mohli provést diikaz pro
libovolny bod z dané mnoziny bodt. Druha c¢ast dikazu by probéhla obdobné
jako pro thel z intervalu (0°;90°).

0AB

Obréazek 3.16: Konstrukce stfedu S
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Priklad 3.2.2

7 uvedenych dukazi plyne konstrukce mnoziny bodi, ze kterych je danou
tisecku AB vidét pod thlem «. V appletu na obr. lze ménit velikost thlu o.
Sipkou v levém dolnim rohu zobrazte jednotlivé kroky konstrukce véetné zapisu.
Pro dalsi ¢ast vykladu je v appletu na obr. mozné velikosti thlu o ménit
az do velikosti 179° (pfi thlu velikosti 180° by nevznikl trojihelnik AX B). Na
zékladé appletu zdivodnéte spravnost konstrukce mnoziny bod dané vlastnosti
pro thly z intervalu (0°;90°).

1
2) > AY;|[{BAY| =

AB

pp —AY NA€Ep

e w

)

)

)

) 04

5) S1; S1 €oap Np
6) Sg, (AB): S — 5,

7) kruznicovy oblouk ki; k1(S1,|AS1])
8) kruznicovy oblouk kg; ka(Sa, |ASy|)

Obrazek 3.17: Applet - konstrukce kruznicovych oblouki

Konstrukce plyne ze zdtvodnéni tvrzeni |§| pro thel z intervalu (0°;90°). Uhel
AS1B je stredovy thel ptislusny ke kruznicovému oblouku AB, ktery v daném
uhlu lezi, a zaroven ZAXB je obvodovy tuhel prislusny kruznicovému oblouku
AB, ktery v daném thlu lezi. Jelikoz AABS; je rovnoramenny, musi byt thly
u vrcholi A a B shodné a zaroven musi platit |[£ZBAS;| = |[£ZABS;| = 90° — a.

Z toho plyne
180° = |LASB| + |£LABS,| + |£BAS,|,

180° = |LAS, B| + 90° — o + 90° — o = | LAS, B| + 180° — 20,

Konstrukce tedy skutecné byla provedena tak, aby thel AS;B byl roven 2a.
Obdobné by probéhl dikaz pro stred S, ktery je soumérné sdruzeny se stiedem

Sp podle osy AB.

Pro tplnost uvedeme dalsi moznosti velikosti ithlu «, a to a@ = 180° a o = 0°.
V téchto pripadech se vSak nejedna o kruznicové oblouky.
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o = 180°

Jako prvni lze zkoumat o = 180°. To nastane pouze tehdy, lezi-li bod X na
usecce AB. Pokud by vsak bod X byl shodny s bodem A nebo B, nevznikl by
thel, musime tedy tyto body z mnoziny vyloudit, viz obr. [3.18|

Véta 12. MnozZinou bodu, ze kterych je usecka AB videét pod ihlem 180°, je usecka
AB vyjma bodi A a B.

A
O, ©

Obrazek 3.18: Mnozinou bodi, ze kterych je tisecka AB vidét pod tithlem 180°
a=0°

Podobny, ne vsak stejny pripad je pro a = 0°. V takovém ptipadé musi bod X
lezet na primce AB, bez usecky AB. Zaroven musime opét vylouc¢it body A a B,
viz obr. B.19

Véta 13. Mnozinou bodu, ze kterych je isecka AB wvideét pod uhlem 0°, je primka
AB vyjma tusecky AB.

A
(+)
o/

O,

Obrazek 3.19: Mnozinou bodt, ze kterych je tisecka AB vidét pod thlem 0°

Nésledujici dvé ilohy jsou konkrétnim vyuzitim postupu uvedeném v appletu
na obr. |3.17, proto se v jejich feseni omezime pouze na c¢ast konstrukce a zapis
konstrukce.

Uloha 3.2.1

Je déna tsecka AB, |AB| = 5 cm. Sestrojte mnozinu bodu, ze kterych je
usecka AB vidét pod thlem 40°.
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Konstrukce a zapis konstrukce

pip —AY ANA€p

Obrazek 3.20: Applet - konstrukce a zapis konstrukce tlohy 3.2.1

Uloha 3.2.2

Je dana tsecka AB, |AB| = 6 cm. Sestrojte mnozinu bodu, ze kterych je
usecka AB vidét pod thlem 127°.
Konstrukce a zapis konstrukce

0AB

1)AB;|AB| =6 cm
2) s AY; |[{BAY| = 127°
3)p;p —AY NAep
4) oap

5) S1; S1 €oap Np

6) S9; O(AB) : S1 — Sy
7) kruznicovy oblouk ky; k1(S1, |AS1])
8) kruznicovy oblouk ko; ko(S, |ASs|)

v

Obréazek 3.21: Applet - konstrukce a zapis konstrukce tlohy 3.2.2
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Uloha 3.2.3

Je déna tsecka C'P, |C'P| = 6 cm. Sestrojte vSechny trojihelniky ABC', pro
které tsecka C'P je vyskou ke strané c¢ a zaroven plati § = 50° a ¢ = 4 cm.
Rozbor

Obrézek 3.22: Tlustrace k feseni ulohy 3.2.3

Jelikoz je dana tusecka C'P, musime pravé touto tseckou zacit. Strana c je
kolma k tsecce C'P, musi tedy lezet na primce p, ktera je kolméa k tsecce C'P
a prochazi bodem P. Hledany bod B lezi jednak na pfimce p, jednak je bodem
mnoziny boda M, ze kterych je tsecka C'P vidét pod thlem 50°, tj. nélezi sjed-
noceni kruznicovych obloukt &k a k.

Bod B je tedy priisec¢ikem primky p a mnoziny M. Strana ¢ méii 4 cm, proto
je bod A prisecikem piimky p a kruznice se stfredem v bodé B a polomérem 4 cm.
Konstrukce a zapis konstrukce

1) CP;|CP| =6 cm

2) M; M = {X € By, |[{CXP|=50°}
3)p;p CP ANPep
4)B;BepnNnM ANB #P

5) m;m(B,4 cm)

6)A;Aemnp

7y AABC

---------
. ~

NNNNN

Obrazek 3.23: Applet - konstrukce a zapis konstrukce tlohy 3.2.3

Zavér V konstrukei jsou vyznaceny i body Az a A4. Pokud bychom vsak zkon-
struovali trojihelnik A3BoC, resp. A4B,C, trojihelniky by nesplnovaly zadani,
jelikoz velikost @hlu B by potom nebyla 50°. Uloha 3.2.3 ma tedy 2 feSeni, viz
applet na obr. [3.23
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4. Kuzelosecky

4.1 Kuzelosecky jako mnoziny streda kruznic

Dalsimi mnozinami bodt, kterymi se budeme zabyvat, jsou kuzelosecky. Na
sttedni skole jste se zabyvali zejména kuzeloseckami regularnimi, tedy parabolou,
hyperbolou, kruznici a elipsou, a to zejména z pohledu analytické geometrie.
Zameérime se pouze na regularni kuzelosecky z pohledu planimetrie. Zopakujeme
zékladni vlastnosti kuzelosecek a nasledné zavedeme kuzelosecky jako mnoziny
stfedt kruznic dané vlastnosti.

Nésledujici kapitoly vénujici se parabole, elipse a hyperbole tedy vychazi
z predpokladu, Ze studenti ze stifedni skoly znaji zakladni pojmy, které s da-
nymi kuzeloseckami souvisi. Pojmy tedy nejsou kompletné zavedeny a odvozeny,
pouze zopakovany.

Kuzelosecky vzniknou tezem rotacni kuzelové plochy. Kuzelovou plochu si
jednoduse muzeme predstavit jako plast nekonecné vysokého dvojkuzele (tj. dva
shodné kuzely spojené vrcholem, viz obr. . Povedeme-li potom prislusny tez
kuzelové plochy rovinou, ziskame jednu z kuzelosecek - parabola, hyperbola, elipsa
(pripadné kruznice, které jsme se vénovali v kapitole Kruznice a kruh).

Obrazek 4.1: Dvojkuzel

Priklad 4.1.1

V nasledujicim appletu na obr. je zobrazena ¢éast kuzelové plochy a roviny
o a p. Rovina o je kolma k ose kuzelové plochy. Pohybujte bodem A pro zménu
odchylky rovin o a p a bodem B pro zménu pozice roviny p. Jak budou vypadat
jednotlivé kiivky, které vzniknou jako fez kuzelové plochy rovinou p?
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a = 88.63°

= 45°

Obrazek 4.2: Applet - fez kuzelem

Mohou nastat celkem tii situace. Je-li

o « < [, vznikne uzaviend kiivka podobna kruznici - elipsa,
o « = 3, vznikne neuzavrend ktivka na jedné c¢asti kuzelové plochy - parabola,

e « > 3, vznikne neuzaviena kfivka na obou ¢astech kuzelové plochy - hyper-
bola.

Vsimnéte si také, ze ¢im vice se velikost thlu « priblizuje 0°, tim vice se elipsa
podobé kruznici. Tuto skutecnost vice okomentujeme v kapitole [£.3] vénujici se
Elipse. Uvedené poznatky shrnuje obr. na kterém jsou schematicky zachyceny
t1i situace fezu kuzelové plochy rovinou dle vztahtt mezi velikostmi thli « a 5.

a < (:elipsa a < (3 : hyperbola

Q

Obrazek 4.3: Druhy kuzelosecek
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Vratme se nyni k appletu na obr. Kromé uvedenych regularnich kuzelose-
¢ek (elipsa, parabola, hyperbola, kruznice) mohou nastat dalsi specidlni pripady
- pokud rovina Tezu prochazi vrcholem kuzelu. Takovym kuzeloseckam se rika
singuldarni a jednd se o

e bod: rovina Tezu prochazi pouze vrcholem a zaroven a < 3,
e primka: rovina fezu prochazi vrcholem a zaroven a = f3,

o dvé riznobézné primky: rovina Tfezu prochazi vrcholem a zaroven a > f3.
Na kuzelové plose nelze tezem ziskat dalsi singularni kuzelosecku, a to dvé

rovnobézné primky. Ty vzniknou na valcové plose pfi fezu rovinou rovnobéznou
s osou valcové plochy.
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4.2 Parabola

S parabolou jste se setkali dfive v souvislosti s kvadratickou funkci, ktera ma
predpis

fry=az*+br+c,

kde a,b, c jsou redlnd ¢&isla a a # 0. Napifklad graf funkce f : y = 22 — 22 + 2
vypada nasledujicim zptisobem.

fry=a*—20c+2

Obrazek 4.4: Graf kvadratické funkce

3

Vice se o kvadratickych funkcich 1ze dozvédét na webu [2] vénujicim se Kva-
dratickym funkcim.

Jak bylo feceno v predchozi kapitole, parabolu znate jiz z [12] analytické
geometrie, jako mnozinu bodu definovanou pomoci pojmu vzdalenost.

Definice 26. MnozZina vsech bodi, které maji od daného bodu F a primky d,
F & d, stejnou vzdalenost, se nazgvd parabola; znacime ji p.

Symbolicky vySe uvedenou definici zapisujeme P = {X € Ey; | X F| = | Xd|}.

Z obr. je zfejmé, ze zobrazena parabola je osové soumérnd podle primky
o prochazejici vrcholem paraboly. Pripomeneme zakladni pojmy, souvisejici s pa-
rabolou:

e ohnisko paraboly: bod F,
e wvrchol paraboly: bod V,

ridici primka paraboly: primka d takova, ze F' ¢ d,

o parametr paraboly: vzdalenost bodu F' od tidici primky.

Vrchol paraboly pritom musi byt od ohniska stejné vzdédleny jako od tidici
primky, pricemz tato vzdalenost je rovna poloviné parametru paraboly.
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Obrazek 4.5: Parabola s vyznac¢enou piimkou p a body X, F’

4.2.1 Parabola jako mnozina stredi kruznic

Nésledujici text byl inspirovan publikaci [7].

V kapitole 3.1] MnoZiny bodi dané vlastnosti definované pomoci stredi kruznic
jsme se zabyvali jiz znamymi mnozinami bodi, avsak hledané body byly stredy
kruznic s pozadovanou vlastnosti. Obdobnym zptisobem je mozné se zabyvat
i parabolou. Stejné jako v predchozich ¢astech textu musime vyjit ze zadanych
prvki - tedy ohniska F' a ridici ptimky d.

Priklad 4.2.2

Urcéete mnozinu stredt kruznic, které se dotykaji primky d a prochazi bodem
F, F ¢ d. V appletu na obr. je uvedena konstrukce pozadované mnoziny
st¥edii kruznic. Sipkou v levém dolnim rohu zobrazte jednotlivé kroky konstrukce
vcetné zapisu. Po dokonceni konstrukce jedné kruznice splnujici dané podminky
meénte velikost poloméru r na posuvniku, ¢imz vykreslite pozadovanou mnozinu
bod.
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r=17 &
. L]

HF,d

:

[\

Y
£ Dkski(For)
£ 3pplld Alpdl=r
j HX; X €eknp
B 5)k; k(X,|XF|)

Obrézek 4.6: Applet - konstrukce stredii kruznic tvoricich parabolu

Uvedenou konstrukei v appletu na obr. skutecné vznikne parabola. Rov-
nobézka p ma vzdalenost r od hledaného bodu X a kazdy bod kruznice k; taktéz

Lze tedy definovat parabolu jako mnozinu stfedu kruznic, viz obr. .7

Definice 27. MnoZina vsech stredu kruznic, které prochdzi danym bodem F a do-
tykaji se primky d, F' ¢ d, se nazgvd parabola; znacime ji p

Obrazek 4.7: Parabola jako mnozina stredu kruznic

o7



4.3 Elipsa

Elipsa je geometricky utvar, o kterém jsme jisté uz mnohokrat slyseli. Pripo-
menme si napriklad prvni Kepleruv zakon, ktery rika, ze planety obihaji okolo
Slunce po elipsach malo odlisnych od kruznic, v jejichz spole¢ném ohnisku je
Slunce.

k planeta

Obrézek 4.8: Prvni Keplertv zakon

V obr. je zobrazen pohyb planety okolo Slunce, které se nachézi v oh-
nisku F elipsy e. Vidime, ze vzdélenost planety od Slunce, tj. vzdalenost x; se
vsak pri pohybu po elipse méni. Soucasné se vSsak méni i vzdalenost x,. Pripo-
menime definici elipsy, kterou zndme z [12] analytické geometrie, jako mnozinu
bodt definovanou pomoci pojmu vzdalenost.

Definice 28. M¢jme ddny dva rizné body E a F takové, Ze plati 2a > |EF|.
MnoZina vsech bodu, které maji od bodi E a F soucet vzddlenosti roven 2a, se
nazyvad elipsa; znacime ji e.

Symbolicky vyse uvedenou vlastnost zapisujeme
e={X € Ey; | XE|+|XF| = 2a}. Konstanta a je délka hlavni poloosy.
Na obr. [4.9 jsou zobrazeny dulezité charakteristiky elipsy:

e bod S: stred elipsy,

o primka EF': hlavni osa elipsy,

e body AB elipsy lezici na primce EF: hlavni vrcholy elipsy,

o primka kolma k hlavni ose prochazejici stredem: vedlejsi osa elipsy,

e body CD elipsy lezici na vedlejsi ose: vedlejsi vrcholy elipsy,

 tusecka spojujici hlavni vrchol elipsy a stfed, tj. AS, BS: hlavni poloosa,

o Usecka spojujici vedlejsi vrchol elipsy a stied, tj. C'S, DS vedlejsi poloosa,

« Ttsecka spojujici ohnisko elipsy a stied, tj. ES, F'S: excentricita, vystrednost.
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Obrézek 4.9: Elipsa s vyznacenymi délkami a, b, a e

Délku hlavni poloosy znacime a, vedlejsi poloosy b a vzdalenost ohnisek od
stfedu elipsy znacime e, viz obr. [£.9] Pro uvedené délky tsecek plati vztah

a’ = e’ + b

Jiz. v tivodu této kapitoly bylo zminéno, ze elipsa tzce souvisi s kruznici.
V appletu na obr.[4.9pohybujte ohnisky tak, aby vznikl itvar co nejblizsi kruznici.

Uloha k zamysleni: MuZe se z elipsy stat kruznice?

ReSeni: V definici elipsy jsme sice pozadovali, aby E # F , ale pravé pro
tuto polohu se stane z elipsy kruznice. Pokud bychom tedy podminku E #
F' vynechali, kruznice by byla specialni ptipad elipsy, kdy se ohniska rovnaji
a velikost hlavni i vedlejsi poloosy je rovna poloméru kruznice, jak je znazornéno

v appletu na obr.

Obrazek 4.10: Applet - kruznice jako specialni pripad elipsy

4.3.1 Priklad 4.3.1

V appletu na obr. je zobrazena hlavni poloosa elipsy, hlavni vrcholy A
a B a ohniska F a F. Bod Xi, resp. X, je prisecikem kruznic ki a ko tak, aby
ki1(E,|AR|) a ko( F)|BR|). Bod R lezi na usecce EF a lze s nim pohybovat. Pri
pohybu bodem R se vykresluje stopa bodu X, resp. X,. Na zakladé appletu
overte, ze vznikla mnozina bodi je skutecné elipsa.
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Obrazek 4.11: Applet - konstrukce elipsy

Vznikla mnozina bodi je elipsa, jelikoz bod X7, resp. X, vznikl jako prisecik
kruznic k; a ke.

Bod X7 ma od ohniska F vzdalenost rovnou poloméru kruznice k1 a od ohniska
F vzdélenost rovnou poloméru kruznice ko, tj. |X1E| = |AR| a | X, F| = |BR)|.
Bod R lezi na tsecce AB, jejiz délku oznac¢ime 2a, potom plati

| X 1E|+ | X, F|=|AR| + |RB| = |AB| = 2a,

coz spliuji vSechny body elipsy. Stejné vztahy plati pro bod Xs. Z konstrukce je
ziejmé, ze zadny jiny bod kromeé priseciki kruznic kq, ko tuto vlastnost nesplnuje.
Vznikly dtvar tedy skutecné je elipsa.

4.3.2 Elipsa jako mnozZina stredd kruznic

Nésledujici text byl inspirovan publikaci [7].
V predchozi kapitole jsme hledali parabolu jako mnozinu stfed kruznic, které
se dotykaji ridici primky a prochézi ohniskem. Nyni se budeme vénovat tkolu

Vv

Priklad 4.3.2

Méjme zadané dva rtzné body - ohniska E a F, a dvé kruznice ki(E, ),
ko(F,13), tak aby vzdalenost ohnisek byla mensi, nez soucet polomértu kruznic,
tj. |EF| < ri + ry. Hledejme nyni mnozinu stieda takovych kruznic k, které maji
s jednou z kruznic ky, nebo ky vnitini dotyk a s druhou dotyk vnéjsi.

Vyuzijte applet na na obr. [4.13] ve kterém lze pomoci bodu D ménit polomér
kruznice ks a polohu ohniska F'. Pohybujte bodem A po kruznici ks a pozorujte,
jaky utvar vykresli stfed kruznice k£ a jak se situace zméni pfi zméné polohy
bodi D a F. Zaskrtavacim polickem lze zobrazit, jakym zptisobem byl bod X
zkonstruovan.

60



Rozsirujici ucivo: Konstrukce bodu elipsy v tomto pripadé neni viubec jed-
noducha. Jedné se o jednu z tzv. Apolloniovych tloh, kdy ke dvou zadanym
kruznicim k; a ks a bodu A lezicim na jedné z nich hleddme kruznici, ktera se
zadanych kruznic dotyka a prochazi bodem A. V nasem pripadé navic pozadu-
jeme, aby hledana kruznice méla s jednou z kruznic vnéjsi a s druhou vnitini
dotyk. V appletu na obr. [£.12]si Sipkou v levém dolnim rohu zobrazte jednotlivé
kroky konstrukce véetné zapisu.

7 konstrukee je vidét, ze pokud bychom neméli podminku, aby hledana kruznice
méla s jednou z kruznic vnéjsi a s druhou vnitini dotyk, tloha by méla dveé
feseni. Druhé teseni, které pro nas neni v tuto chvili podstatné je v konstrukci
zobrazeno svétle sedou barvou.

E,F ki, ko, A

t;t je tetna ke ko v bode A
e;e tANEe€e
AiAcenk

pip = AA

T;Tepnk ANT#A

Ngqg t NAE€q

8)oar

9)S7S oar N q
e 10)k; k(S; |SA|)

Obrazek 4.12: Applet - konstrukce jednoho bodu elipsy

D Zobrazit konstrukci

Obrazek 4.13: Applet - elipsa jako mnozina stredu kruznic

V appletu na obr. vidime, Ze mnozina stfedu kruznic, které danou pod-
minku splnuji je zfejmé elipsa. Pti priblizovani ohnisek se elipsa vice podoba kruz-
nici, coz odpovida poznatku rozebranému vyse. Pokud se zvétsi polomér kruznice
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ko, zvetsi se i velikost hlavni a vedlejsi poloosy elipsy, a lezi-li kruznice kg uvnitt
kruznice kq, lezi i celd elipsa uvnitt kruznice k.

Déle si mtizeme vSimnou, ze nachézi-li se bod A uvniti kruznice k;, kruznice
k ma s kruznici k; vnitini dotyk a s kruznici £y vnéjsi dotyk, zatimco nachézi-li
se bod A vné kruznice kq, kruznice £ ma s kruznici k; vnéjsi dotyk a s kruznici
ko vnitini dotyk.

Dokazme nyni, Ze ttvar, ktery vznikl v appletu na obr. je skutecné elipsa.

Ky

Obrazek 4.14: Elipsa jako mnozina stfedit kruznic

Pro elipsu musi z definice platit vztah e = {X € Ey; | XE| + | XF| = 2a}.
V obr. jsou vyznaceny poloméry hledanych kruznic. Zaméiime se nyni na
bod X7, ktery je stredem kruznice, kterd je uvnitt kruznice k;. Vzdalenost X,
lze vyjadrit pomoci poloméru zadané kruznice nésledujicim zptisobem.

| X E| = |KGE| — |Kh Xy|=r —dy
Obdobnym zplisobem lze vyjadrit i vzdalenost X; F'.
|1 X F| =1+ dy
Jejich soucet je tedy
| XqiE|+ | X F|=r —dy+ro+dy =1 + 19,

coz je konstantni hodnota. Musi tedy platit rovnosti
1
2a=r1+1ry=>0a= 5(7’14—7’2).

Obdobnym zpisobem lze postupovat pro bod Xs, ktery je sttedem kruznice lezici
uvnitl kruznice ks.

| XoFE |+ | XoF | =rm+do+1ry—dy =114+ 13 =2a

Elipsu tedy lze definovat pomoci sttedt kruznic nasledujicim zptisobem.
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Definice 29. Méjme ddany dva ruzné body, tj. ohniska E a F', a dvée kruznice
ki(E,r), ko(F,re), tak aby platilo |EF| < ri+ry. MnoZina vsech stredi kruznic,
které se zadanou kruznici ki, resp. ko, maji vnitrni dotyk a s kruznici ks, resp. ky
wnéjsi dotyk, se nazyvd elipsa; znacime ji e.
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4.4 Hyperbola

Posledni kuzeloseckou, kterou se budeme zabyvat, je hyperbola. S hyperbolou
jsme se setkali jiz na zakladni skole, konkrétné pri hledani grafu neprimé tmeér-
nosti. Na stfedni skole se potom rozsifuje neptima timeérnost v linedrni lomenou
funkci, kterda ma predpis

£ _(m:—i-b
'y_cx+d’

kde a, b, ¢, d jsou realna ¢isla, ¢ # 0 a ad — be # 0.
Méjme napiiklad funkci danou predpisem f : y = 252,

tvar f:y =2+ #17 ze kterého lze urcit souradnice stiedu hyperboly. Graf dané

funkce tedy vypada nésledujicim zptsobem.

Predpis lze upravit na

Y
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Obrazek 4.15: Graf linearni lomené funkce

Vice o linedrni lomené funkci na webu [2] v tématu vénujicim se Linedrni
lomené funkci.

Pripomenme definici hyperboly, kterou zndme z z [12] analytické geometrie,
jako mnozinu bodu definovanou pomoci pojmu vzdalenost.

Definice 30. Méjme ddany dva body E a F, pro které plati |EF| > 2a. MnoZina
vsech bodu, které maji od bodi E a F absolutni hodnotu rozdilu vzddlenosti rovnu
2a, se nazyvd hyperbola; znacime ji h.

Symbolicky vyse uvedenou vlastnost zapisujeme
h={X € Ey;||XE| — |XF|| = 2a}. Konstanta a je délka hlavni poloosy.
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Obréazek 4.16: Hyperbola a jeji vlastnosti

Na obr. a jsou zobrazeny dulezité charakteristiky hyperboly:

bod S: stred hyperboly,

primka EF: hlavni osa hyperboly o1,

body AB hyperboly lezici na piimce EF': hlavni vrcholy hyperboly,
primka kolmé k hlavni ose prochéazejici sttedem: wvedlejsi osa elipsy oo,

usecka spojujici ohnisko hyperboly a stied, tj. ES, F'S: excentricita, vystred-
nost,

primky aq, as: asymptoty hyperboly,
usecka spojujici hlavni vrchol hyperboly a stred, tj. AS, BS: hlavni poloosa,

usecka spojujici bod E a bod A, tj. E'A: vedlejsi poloosa.

Z obr. [A.16] je také vidét, Ze mezi velikostmi poloos a excentricitou plati z
Pythagorovy véty rovnost e? = a? +b? a Ze hyperbola je stiedové soumérna podle

bodu S.
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Obrézek 4.17: Hyperbola

Na obr. je vidét nékolik vlastnosti hyperboly.

e hyperbola méa dvé navzajem kolmé osy soumérnosti o; a 0o,

o asymptoty a; a as nemusi byt vzdy navzajem kolmé,

e hyperbola je osové soumérna podle os uhli, které sviraji asymptoty,
e hyperbola je slozena ze dvou c¢asti, kterym fikame vetve hyperboly,

o stired S je stredem tsecky EF.

Rozsirujici ucivo: Co by se stalo, kdyby ohniska F a F' nebyla rizna?

ResSeni: Ohniska by splynula se stfedem hyperboly a z hyperboly by se staly
dvé primky shodné s jejimi asymptotami.

4.4.1 Priklad 4.4.1

V appletu na obr. je zobrazena hlavni poloosa hyperboly, hlavni vrcholy
A a B a ohniska F a F. Bod Xj, resp. X, je prusecikem kruznic k; a ko tak,
aby ki(E,|AR|) a ko(F,|BR|). Bod R lezi na piimce EF a lze s nim pohybovat.
Pti pohybu bodem R se vykresluje stopa bodu X, resp. Xs. Kruznice k; a ks
se protnou pouze, pokud se bod R nachéazi vné tsecky EF. Na zékladé appletu
oveérte, ze sestrojend mnozina bodu je skutecné hyperbola.
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Obrézek 4.18: Applet - konstrukce hyperboly

Zamyslime se nad tim, zda sestrojend mnozina bodu je skutecné hyperbola.
Bod X; mé od ohniska E vzdéalenost rovnou poloméru kruznice k; a od ohniska F
vzdalenost rovnou poloméru kruznice ko, tj. | X1 E| = |AR| a | X1 F| = |BR|. Bod
R musi lezet vné tsecky EF. Lezi-li bod R na opacné poloptimce k poloptimce
FE A lze vyjadrit polomeér kruznice k; jako soucet

|AR| = |AE| + |ER)|.
A polomér kruznice ky jako soucet
|BR| = |BS| + |SA| + |AE| + |ER].
Rozdil je tedy roven

|BR| — |AR| = |BS| + |SA| + |AE| + |[ER| — (|AE| + |ER|) =
= |BS|+ |SA| = |AB|.

Jiz vSak vime, ze vzdalenost bodii A a B miZeme oznacit 2a a dostavame
tedy vysledek

|BR| — |AR| = 2a.

Stejné vztahy plati pro bod X5. Pokud by se bod R lezel na poloprimce opacné k
polopiimce F'B, vypocet by probihal analogicky. Vznikly utvar tedy je hyperbola,
tedy plati absolutni hodnota rozdilu || X E| — | X F|| = 2a.

4.4.2 Hyperbola jako mnozina streda kruznic

Nésledujici text byl inspirovan publikaci [7].
V predchozi kapitole Elipsa jsme se mimo jiné zabyvali elipsou jako mno-
zinou stfedt kruznic dané vlastnosti. Pro nalezeni takové mnoziny jsme méli
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zadana dvé ohniska F a F, a dvé kruznice ki(E, 1), ko(F,75), tak aby platilo
|EF| <11+ 1ro.

Elipsa je potom mnozina stiedi takovych kruznic, které maji s jednou z kruz-
nic ky a ko vnitini dotyk a s druhou dotyk vnéjsi. Nyni se budeme obdobnym
zpusobem zabyvat hyperbolou a uvidime, ze nejde o tlohu vyznamné obtiznéjsi.

Priklad 4.4.2

V appletu na obr. jsou dany dva rtzné body E a F, a dvé kruZnice
ki(E,ry), keo(F,rs) tak, jak tomu bylo u elipsy. Kruznice k je konstruovéna tak,
aby s jednou z kruznic ky a ko vnitini dotyk a s druhou dotyk vnéjsi.

Pohybujte bodem A po kruznici ky a pozorujte, jaky utvar vykresli stred
kruznice k. Dale pohybujte body K;, Ky a F (tj. ménte polohu a poloméry
kruznic) a zkoumejte, kdy stfedy kruznice k (pfi pohybu bodem A po kruznici k)
zacnou vykreslovat hyperbolu. Co musi platit pro poloméry kruznic r; a ro, aby
hledanou mnozinou stredii byla hyperbola? Zaskrtavacim polickem lze zobrazit,
jakym zptsobem byl bod X zkonstruovan.

Obrazek 4.19: Applet - hyperbola jako mnozina stredt kruznic

Hyperbola s ohnisky E, F'vznikne, pokud kruznice k; a ky nemaji zadny spo-
leény bod nebo pokud maji jeden spoleény bod a zaroven jedna z kruznic neni
uvnitt druhé kruznice. Pro poloméry tedy musi platit r +ry < |EF)|.

Dokazme nyni, ze skuteéné uvedenym zptsobem vznikne hyperbola. Na obr.
jsou zobrazeny dva stiedy S;, S, kruznic, které maji s kruznicemi k; a ko
vnejsi nebo vnitini dotyk, kazdy na jedné vétvi hyperboly.

Zamérime se nyni na bod S;. Vyjadiime absolutni hodnotu rozdilu vzdalenosti
bodu S; od ohnisek hyperboly, tj. ||ES1| — [F'Si||. Oznaéime-li polomér hledané
kruznice se stiedem S; pismenem d;, muzeme vzdédlenost |ES;| vyjadrit jako
dy — 1. Obdobné |F'S;| lze vyjadrit jako dy + ro. Tedy

[|ESi] = [FSi|| = |di =71 — (dy +71)| = | =71 — 12| =71 + 70
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Obrazek 4.20: Hyperbola jako mnozina sttedt kruznic

Vyuzili jsme toho, Ze poloméry kruznic r; a 79 jsou nezaporna ¢isla. Soucet
r1 + 1o je konstantni, musi tedy platit

1
2a:r1+r2:a:§(rl+7"2).

Obdobnym zptisobem lze postupovat pro bod S; na druhé vétvi hyperboly.
Oznacime-li polomeér hledané kruznice se stredem S, pismenem do, muzeme psat

[[ESo] — [F'So|| = |r1 +dy — (da +11)| = |r1 + 72| =71 + 72

1
2a:r1+r2:>a:§(r1+r2).

Hyperbolu pak pomoci stiedt kruznic lze definovat nasledujicim zptisobem.

Definice 31. Méjme dany dva riuzné body, ohniska E a F, a dve kruznice
ki(E,ry), ko(F,rs) tak, aby platilo ry +ry < |EF|. MnoZina vSech stredi kruznic,
které se zadanou kruznici ky, resp. ks, maji vnitrni dotyk a s kruznici ko, resp.
k1, vnéjsi dotyk, se nazyvd hyperbola; znacime ji h.
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4.5 Ulohy

Nésledujici tlohy byly inspirovany sbirkou tloh [5].

Uloha 4.5.1

Méjme zadanou kruznici k(A, r) a bod B uvnitt kruznice k. VySetfete mnozinu
stfedtt vSech kruznic, které se dotykaji kruznice k£ a prochézi bodem B.

V appletu na obr. je zobrazena kruznice k(A,r) a bod B uvnitt kruznice
k. Na kruznici k je zvolen libovolny bod T', kterym lze pohybovat. Stred kruznice,
ktera se dotyka kruznice k£ v bodé T" a prochazi bodem B lezi na ose usecky T'B.
Zaroven stied kruznice, ktera se dotyka kruznice £ v bodé T, lezi na poloméru
AT'. Hledany stred kruznice je tedy prusecikem osy ogr a tsecky AT. Pohybujte
bodem T nebo zapnéte animaci v levém dolnim rohu a pozorujte, jakou mnozinu
vykresluji polohy bodu X.

Obrazek 4.21: Applet - ilustrace k feSeni tlohy 4.5.1

7 appletu se zda, ze hledanou mnozinou stredt kruznic je elipsa s ohnisky
A, B. Abychom dokazali, ze vyslednou mnozinou je elipsa s ohnisky A, B, musi
pro kazdy jeji bod X platit, ze soucet jeho vzdalenosti od ohnisek je konstantni,
tj. |AX| = |BX| = konst.

Bod X lezi na ose tsecky BT, proto plati |[T'X| = |BX|. Vzdalenost AX lze
vyjadrit jako

|AX| =r—|TX]|
a vzdalenost BX lze vyjadrit jako
BX| = |TX|

Plati tedy |AX|+ |BX| =r — |TX|+ |TX| = r. Polomér r je ale konstantni.
Mnozinou stfedt vSech kruznic, které se dotykaji primky k a prochazi bodem B,
je tedy elipsa s ohnisky A, B.
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Uloha 4.5.2

Méjme zadanou kruznici k(A,r) a bod B vné kruznice k. VySetfete mnozinu
stfedt vSech kruznic, které se dotykaji kruznice k a prochazi bodem B.

V appletu na obr. je zobrazena kruznice k(A,r) a bod B vné kruznice k.
Na kruznici k je zvolen libovolny bod 7', kterym lze pohybovat. Stied kruznice,
ktera se dotyka kruznice k£ v bodé T" a prochazi bodem B lezi na ose usecky T'B.
Zéaroven stied kruznice, kterd se dotyka kruznice k v bodé T, lezi na poloméru
AT'. Hledany stied kruznice je tedy prusecikem osy ogr a tsecky AT. Pohybujte
bodem T nebo zapnéte animaci v levém dolnim rohu a pozorujte, jakou mnozinu
vykresluji polohy bodu X.

Obrazek 4.22: Applet - ilustrace k feseni tlohy 4.5.2

Z appletu se zda, ze hledanou mnozinou stredti kruznic je hyperbola s ohnisky
A, B. Tuto hypotézu lze opét dokazat s vyuzitim definice hyperboly, tj. plati
|| XAl — | X B|| = konst.

Bod X lezi na ose T'B, tedy plati |TX| = |XB].

Vzdélenost T'X lze rozepsat nasledovneé.

|TX|=|BX|=|TA|+|AX]|
Usecka T'A je polomérem r kruznice k, tedy
|BX| =r+ |AX|
Odtud dostaneme rozdil
|BX| — |AX|=r.
P11 jinak zvolené poloze bodu T bychom dostali |AX|— |BX| = r , plati tedy
||AX| — |BX|| = r, coz odpovida definici hyperboly.

Mnozinou stfedti vSech kruznic, které se dotykaji primky £ a prochazi bodem
B, je tedy hyperbola s ohnisky A, B.
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Z.aver

V ramci diplomové prace vznikly webové stranky pro podporu vyuky mnozin
bodi dané vlastnosti na zakladnich a stfednich skoldch. Po obhajobé této prace
budou stranky zverejnény na Portdlu stredoskolské matematiky, ktery vytvari
Katedra didaktiky matematiky MFF UK. V prvni ¢asti prace jsou zopakovany
poznatky o mnozinach boda dané vlastnosti, které by zaci méli znat ze zakladni
skoly, doplnéné o dikazy vét, které se obvykle vyucuji az na skolach strednich.
Déle je prace rozsitena kapitolou vénujici se ¢isté stredoskolskému ucivu — kruz-
nicové oblouky, ve které je rozebrano i nékolik vzorové vyresenych tloh.

Kromé stredoskolského uciva prace pokryva i mnoziny bodu dané vlastnosti a
kuzelosecky definované pomoci stfedt kruznic. V kapitole Kuzelosecky vychazime
z predpokladu, zZe se studenti s kuzeloseckami jiz setkali v analytické geometrii a
rozsifujeme tyto znalosti rozsitujici latkou.

Vétsina kapitol je uvedena pomoci prikladu doplnéného appletem vytvore-
ného v programu GeoGebra. K lepSimu pochopeni textu jsou v praci zahnuty i
ilustracni obrazky taktéz tvorené v GeoGebre.
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