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Uvod

Tyto webové stranky vznikly jako diplomova prace na Katedre didaktiky matematiky Mate-
maticko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy v Praze v letech 2022-2023. Bakalarska prace z
roku 2020 byla rozsifena o zminku o deltaedrech a romboedrech v podkapitole [Mnohostény}
o podkapitoly [Archimédovska télesal a |[Obla télesal a o tii celé kapitoly tykajici se oblych
téles — Valce, Kuzele a Koule. Prace ma slouzit jako podptirny a doplinkovy material k vyuce
geometrie na strednich a zakladnich skolach, ktery bude vyuzivan jak studenty, tak jejich
pedagogy k hlubsimu ponoreni do kras stereometrie. Stereometrie jako soucast skolské ma-

Vv

predstavivost. Tato schopnost nam byva ndpomocna i k lepSimu vnimani svéta okolo nas
v bézném zivoté.

V této praci se budeme zabyvat télesy, jejich objemy a povrchy. Webové stranky jsou uspora-
dany do osmi hlavnich kapitol, z nichz kazda je dale rozdélena na dalsi podkapitoly. V prvni
kapitole si uvedeme nazorné piiklady ze svéta kolem nds, kde vsude miuZeme télesa
hledat, a pokusime se struc¢né nastinit historicky vyvoj oblasti geometrie souvisejici hlavné
s objemy a povrchy téles. V druhé kapitole [Zakladni pojmy| si nejprve charakterizujeme
potiebné pojmy, na kterych budou stavét nasledujici kapitoly. Predmétem vykladu budou
predevsim konvexnimnohostény|aobla télesal Konvexni mnohostény dale rozcélenime na hra-
noly a jehlany, kterym je postupné vénovana treti a ¢tvrta kapitola. Pata kapitola [Objemy]
la_povrchy nekonvexnich mnohosténul je vénovana tlohdm s krokovanym odkryvacim rese-
nim na vypocet objemil a povrchli nekonvexnich mnohosténti. Obla télesa dale rozclenime
na valce, kuzele a koule, kterym je postupné vénovana sSesta, sedma a osméa kapitola.

Ve stézejnich kapitolach [Hranoly] |[Jehlany], Vélce, Kuzele a Koule si postupné tato télesa
zavedeme, klasifikujeme je podle riznych kritérii, odvodime si vzorce pro jejich objemy a po-
vrchy a predstavime si fesené piiklady. V podkapitoléch [Ulohy I, [Ulohy 11| (Ulohy IIIj [Ulohy|
, Ulohy V si uvedeme krokovans odkryvaci fesen{ jednotlivych tloh na procvicen{ daného
tématu. Devata kapitola nabizi moznost ovérit si nabyté védomosti v [souhrnném testu|o de-
viti ilohéach.

Ucebni text je doplnén o radu fotografii a obrazkovych ilustraci prevazné zobrazenych v pra-
vouhlé axonometrii tak, aby tyto ilustrace odpovidaly co nejvice realité. Nékteré ilustrace
jsou zobrazeny v kosouihlém promitani. Webova stranka navic obsahuje applety, které jsou
vytvoreny v programu dynamické geometrie jménem GeoGebral

Webova verze se od tisténé lisi v nékolika bodech. V tisténé verzi bakalarské prace jsou
applety prevedeny do formy obrazki, neodpovidé ¢islovani obrazki, tlohy s krokovanym re-
Senim maji rovnou uvedené feseni, rozsirujici ucivo je zafazeno mezi vyukovy text a rejstiik
pojmu je vynechan.

Webova stranka je doc¢asné dostupnd na adrese https://www.karlin.mff.cuni.cz/~rakusanova
/objemyaobsahy. Po obhajobé bakalarské prace budou stranky zvefejnény na portale stie-
doskolské matematiky, ktery vytvari Katedra didaktiky matematiky MFF UK. Pro nejlepsi
zobrazeni stranek se doporucuje pouzit néktery z téchto prohlizecti: Google Chrome, Mozilla
Firefox, Opera, Safari.


http://www.geogebra.org
https://www.karlin.mff.cuni.cz/~rakusanova/objemyaobsahy/index.php?page=title
https://www.karlin.mff.cuni.cz/~rakusanova/objemyaobsahy/index.php?page=title




1. Motivace

1.1 Télesa kolem nas

Kazdy z nas ma jisté urcitou predstavu o pojmu téleso, protoze se s nimi setkavame jiz od
rané¢ho détstvi. Od doby, kdy nase smysly zac¢inaji vnimat tento svét, pozorujeme tyto pro-
storové utvary. At uz to jsou dily détské stavebnice, pozemni stavby, obaly na potraviny nebo
kola automobilu. S télesy se setkdvame jak u predméti bézného zivota, tak i v technickych,
prirodnich a uméleckych oborech, zejména v architekture a stavitelstvi, v femeslné vyrobé,

ve strojirenstvi a v 1ékafstvi (obr. 1.1-1.4).

=

Obréazek 1.1: Cheopsova pyramida — model pravidelného ¢tyrbokého jehlanu |[1]]

Na obr. 1.1 je zobrazena znaméa Cheopsova pyramida v Egypté, kterd odpovidéd pravidelnému
¢tyrbokému jehlanu. Podstava jehlanu je ¢tverec a stény jsou tvoreny ¢tyrmi shodnymi rov-
noramennymi trojihelniky. Tato stavba je prvni a soucasné jedina do dnesni doby zachovana

stavba ze 7 klasickych divii svéta.

Obrazek 1.2: Stanice metra Luziny, Praha — modely osekané¢ho dvacetisténu a hranoli



Na obr. 1.2 je uprostied zachycen osekany dvacetistén v proskleném provedeni. Radime jej
mezi polopravidelna neboli Archimédova ¢i archimédovska télesa. Jeho stény jsou tvoreny
dvanacti pravidelnymi pétithelniky a dvaceti pravidelnymi Sestitthelniky. Podstavec oseka-
ného dvacetisténu ma tvar pravidelného pétibokého hranolu a je obklopen lavici pétithelni-
kového ptdorysu. Po obou stranach nastupisté je umisténa rada sloupti ve tvaru ¢tyrbokych
hranolil — kvadri.

"””wﬁfwﬁ“"

Obrézek 1.3: Remeslné vyroba — model sité pravidelného ¢tyfbokého jehlanu a model valce

Obr. 1.3 ilustruje postupy v femeslné vyrobé v podobé animace — slozenim sité dostavame
pravidelny ¢tyrboky jehlan. Déle pozorujeme Spulku bavinéné prize, kterd ma tvar valce
s kruhovou podstavou. Vélce Ize modelovat pomoci n-bokych hranolt.

Ve
N

v

>

Obréazek 1.4: Kapsida viru — model dvacetisténu



Na obr. 1.4 vidime model kapsidy viru, tj. proteinového plasté virové ¢astice. Tvar modelu
pripomina pravidelny dvacetistén, ktery se fadi mezi Platonova ¢i platénskd télesa. Jeho
plast je tvoren dvaceti shodnymi rovnostrannymi trojihelniky:.

Navic i v samotné prirodé nachézime télesa naptiklad ve formé krystalti mineral nebo
jako schranky zivoéichu (obr. 1.5 a obr. 1.6).

Obrazek 1.5: Krystaly pyritu — modely krychle [[4]}

Tvar mineralu je dan jeho vnitini stavbou — krystalovou strukturou, ktera vznika zédkonitym
trojrozmérnym opakovanim atomii, iont nebo molekul, z nichz je mineral slozen. Na obr. 1.5
se nachazi pyrit neboli disulfid Zeleznaty. Halit (stl kamennd) také tvori krystaly ve tvaru
krychle, tento tvar mohou mit také krystaly médi, diamantu ¢i stiibra.

Obrézek 1.6: Schranka motského plze — modely desetibokych jehlanu |5

Na poslednim obrazku 1.6 jsou vyobrazeny schranky vézule obecné, které maji priblizné tvar
kuzele. Kuzele 1ze modelovat pomoci n-bokych jehlani.
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1.2 Poznamky z historie

Geometrie pracuje se vzdalenostmi, objemy a povrchy geometrickych utvara. Slovo geome-
trie vzniklo ve starovéku a je odvozeno z teckych slov gé (,zemé") a metria (,méfeni®).
Postupné se vyc¢lenovala na planimetrii (geometrii v roviné, rovinnou geometrii) a stereome-
trii (geometrii v prostoru, prostorovou geometrii). Slovo stereometrie (z feckych slov stereos
~prostor” a metria) bylo zavedeno staroreckym filozofem Aristotelem (4. stol. pt. n. 1.), za-
timco slovo planimetrie (z latinského slova planum ,rovina“ a feckého metria) vzniklo az ve
sttedovéku po vzoru stereometrie. Rozvoj geometrie vychéazel z pozadavki tehdy existujici
spolecnosti a souvisel se vznikem architektury, astronomie, optiky, perspektivy, kartografie,
balistiky a dalsich odvétvi.

Ve starovéku se nékteré z vibec prvnich geometrickych vypocti pravdépodobné vztaho-
valy ke stavbam budov, vymérovani pozemkt, dodavek potravin nebo vyrobé artefakt pro
nabozenské tucely. Ve starovékych mezopotamskych a egyptskych textech se objevuji za-
pisy o vypoctech objemt. Starovéky egyptsky Rhinduv papyrus z prvni poloviny 2. tisicileti
pf. n. 1. zahrnuje tulohy na vypocet objemu obilnych sypek tvaru kviadru (popripadé krychle)
a valce s kruhovou podstavou. Moskevsky papyrus také z prvni poloviny 2. tisicileti pr. n. I.
zahrnuje navod na vypocet objemu komolého jehlanu.

Ze staroveéké Mezopotamie (obdobi Starobabylénské tise z obdobi prvni poloviny 2. tisi-
cileti pf. n. 1.) se dale dochovaly hlinéné tabulky obsahujici praktické tlohy na vypocet
objemt nebo rozméru ruznych staveb (domu, néspu, prehrad, kanali, opevnéni apod.). Po-
dobné tlohy o vypoctech objemu téles ze stavebni praxe nalezneme ve starocinské knize
Matematika v deviti kapitolach (z 1. stol. pf. n. L.).

Me¢ '_r./,v‘{:(,,),i‘{'/ /,e'xr[/"" ]:)"e’ diktatu.
Asyrsky pise na hlinénou tabulku,
aramejsky na pergamen. (J. Klima)

Obrazek 1.7: Pisari ve starovéku [@]

Jednim z nejvétsich matematikt helénistického obdobi byl Eukleidés (2. pol. 4. stol.—1. pol.
3. stol. pf. n. 1), ktery se soustavné zabyval nejen planimetrii, ale také stereometrii. Do této
doby zndmé stereometrické poznatky byly sepsany v poslednich t¥ech kapitolach (jedenécté,
dvandcté a tiinacté) Eukleidovich ZAKLADU. Posledni t¥inictd kapitola také obsahuje po-
jednani o pravidelnych mnohosténech, kde Eukleidés prinasi diikaz, pro¢ neexistuje vice nez
pét pravidelnych mnohostént (podle filozofa Platéna z 5.—4. stol. pf. n. 1. zvanych Platénova
¢i platonska télesa). Dalsi vyznamny fecky matematik byl Archimédés ze Syrakis (3. stol.
pt. n. 1), ktery odvodil pravidla pro vypocet povrchu a objemi riznych téles (napt. koule,
elipsoidu, tsece rota¢niho paraboloidu a pruniku dvou vélet). Jeho objevy jsou zacatkem
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myslenek, na kterych byl po dvou tisicich letech budovan integralni pocet. Integralni pocet
je vyuzivan jako obecny nastroj pro vypocet objemu a povrchu téles (soucdst vysokoskol-
ské matematiky). Archimédés se zabyval polopravidelnymi konvexnimi mnohostény, proto se
dnes nazyvaji Archimédovymi ¢i archimédovskymi télesy.

V timském impériu pattili mezi nejvyznamnéjsi alexandrijské matematiky v oblasti geo-
metrie Hérén (1. stol. n. 1.) a Pappos (2. pol. 3. stol.—1. pol. 4. stol. n. 1.). Hérénovo dilo
Stereometrie se zabyva kromé méreni objemt geometrickych téles i mérenim napiiklad ob-
jemu staveb, divadel, amfiteatrii, plaveckych bazénii, studni, lodi a vinného sudu. Pappova
Matematickd sbirka ma podobu struéné a jasné prirucky nejen geometrie s historickymi po-
znamkami, zlepSenimi a obménami existujicich vét a dikazi. Mnohé vysledky starovékych
autoru se zachovaly jen diky této sbirce. Mimo jiné vyslovil obecné pravidlo pro vypocet
objemt rotacnich téles, rovnéz znamé jako Pappos—Guldinovy véty.

V novovéku to byl pravé Johannes Kepler (prazsky hvézdar a matematik némeckého pu-
vodu), ktery znovu objevil Pappova a Héronova dila v prubéhu 16. a 17. stoleti a ddle s nimi
pracoval. V 18. stoleti vyslovuje svycarsky matematik Leonhard Euler pro konvexni mno-
hostény vétu o vztahu mezi po¢tem vrcholtl, stén a hran mnohosténu (tzv. Eulerovu vétu).

Tento historicky vytah vychazi z [Polak (2014) s. 285, 331], z [Pomykalova| (2009) s. 122]
a z [Rooney| (2017) s. 61, 69].
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2. Zakladni pojmy

2.1 Télesa

Jiz vime, Ze planimetrie neboli rovinnad geometrie se zabyva rovinnymi geometrickymi ob-
jekty, tj. rovinnymi utvary. Stereometrie neboli prostorova geometrie se zabyva prostorovymi
geometrickymi objekty, tj. prostorovymi utvary. Nejdiive si v této kapitole zavedeme pojem
téleso. Tento pojem je obtizné definovat bez vysokoskolskych poznatkii. Pro potteby vyuky
nebudeme v celé praci zavadét exaktni definici télesa ani plochy jako hranice, nebof tim
bychom presahovali rdAmec uciva stfednich skol. Vyuzijeme nésledujici definici, ktera vychazi
ze sttedoskolskych ucebnic [Polak| (2014)) s. 328] a z [Pomykalova (2009) s. 123].

Definice

Geometrickym télesem (zkracené télesem) se nazyva prostorovy omezeny souvisly
geometricky utvar. Tedy tento utvar je ohraniceny uzavienou plochou, kterd je jeho
soucasti a kterou oznacujeme jako hranice, resp. povrch.

\. J

Prostorové tutvary (télesa), stejné jako rovinné ttvary, muzeme klasifikovat podle uréitych
kritérii. K zdkladnimu rozdéleni patii déleni na télesa konvexni a nekonvexni [VYSIN
(1964), s. 5].

Definice

Geometricky prostorovy utvar U nazyvame konvexnim, pokud tsecka spojujici kte-
rékoli jeho dva body také nalezi tomuto utvaru U. V opa¢ném pripadé je dany utvar
nekonvexni.

Konvexni prostorové ttvary kolem nas poznavame nasledovné.

7~

Poznamka

Predstavme si tovarni halu ve tvaru kvadru, jehoz vSechny body mizeme po dvojicich
spojit napjatym dratem (aniz by byl drat nékde ohnuty). Tovarni hala predstavuje
konvexni utvar U v prostoru, napjaty drat predstavuje spojnici bodu X, Y cili tiseCku
XY. Predstavme si tovarni halu s padorysem ve tvaru podkovy, tak kvili jejimu ,,ote-
vienému dvoru“ by tato tovarni hala predstavovala utvar nekonvexni, protoze existuji
dvojice bodl spojené dratem, ktery lezi ¢astecné nebo tplné vné haly.
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Na nésledujicim obr. 2.1 se nachazi dva rovinné utvary — konvexni ¢tytthelnik U; a nekon-
vexni pétithelnik Us.

XI X2

U; Uz

Obrazek 2.1: Konvexni ¢tyfthelnik U; a nekonvexni pétithelnik Us v roviné

Na nésledujicim obr. 2.2 se nachazi dva prostorové utvary — konvexni ¢tyrboky hranol U
a nekonvexni pétiboky hranol Us.

UI U2

Obrazek 2.2: Konvexni ¢tyrboky hranol U; a nekonvexni pétiboky hranol U, v prostoru

Vzhledem k mnozstvi geometrickych téles si zavedeme jen néktera télesa, vytvorime si prehled
téch téles, ktera se pouzivaji ve skolské matematice, a uvedeme si k nim konkrétni priklady
na vypocet jejich objemtl a povrchii. Skolska télesa miizeme rozdélit do dvou zéakladnich
skupin na mnohostény a obla télesa (obr. 2.3).
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Obrazek 2.3: Skupina téles v prostoru (mnohostény a obla télesa)

Mnohostény 1ze ¢lenit do podskupin na hranoly a jehlany. Obla télesa rozdélujeme do

podskupin na valce, kuzele a koule (obr. 2.4). V kapitolach této prace se budeme zabyvat
mnohostény.

| ]
[ ] [ |

KUZELE

Obrézek 2.4: Hierarchické schéma téles

V souladu s obsahem vyuky matematiky na druhém stupni zdkladnich skol a na skolach
stfednich se bude tato prace vénovat konvexnim mnohosténtim, ale v Sesté kapitole Objemy
a povrchy nekonvexnich mnohosténti si ukazeme priklady s fesenim a krokované tlohy na
vypocet objemtl a povrchii nekonvexnich mnohosténii.
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2.2 Mnohostény

Pfipomeneme si pojem mnohothelniku, ktery zndme z planimetrie [Kadlecek (1996) s. 122].

~ )

Definice

Mnohothelnik (polygon) je obrazec ohranifeny uzavienou lomenou carou, ktera
sama sebe neprotind.

Kromé obecného mnohotihelniku zavadime také pravidelny mnohothelnik.

Definice

Za pravidelny mnohouhelnik je povazovan takovy, jenz ma vSechny strany i vnitini
thly shodné.

\.

Mnohotuhelniky také nazyvame n-thelniky, kde n € N udava pocet vrcholit mnohothelniku.
7, definice pravidelného mnohothelniku vyplyva, Ze nemizeme mezi né radit napriklad ne-
konvexni hvézdicovité mnohothleniky (obr. 2.5).

Obrazek 2.5: Nekonvexni hvézdicovité mnohothelniky (péticipy, Sesticipy a sedmicipy)

Mnohostény v prostoru jsou analogii mnohotuhelnika v roviné. Nésledujici zavedeni mno-
hosténu vychéazi z [Kadlecek (1996)) s. 147] a z [Pomykalovd (2009) s. 127].

Definice

Mnohostén (polyedr, n-stén) je kazdé téleso, jehoz hranice, resp. povrch je sjedno-
cenim n mnohothelniki (stén) takovych, ze strana kazdého z nich je zaroven stranou
sousedniho mnohothelniku a zadné dva sousedni mnohouhelniky nelezi ve stejné ro-
viné. Souéasti mnohosténu (jako kazdého télesa) je i jeho vnittek.

.

Na néasledujicim obr. 2.6 s mnohostény se nachazi nekonvexni pétiboky kolmy hranol, nepra-
videlny Sestiboky jehlan a pravidelny dvanactistén.

16



Obrazek 2.6: Skupina mnohostént v prostoru

Z definice mnohosténu plyne, zZe jeho stény tvori mnohothelniky. Zavadime nasledujici po-
jmy ilustrované na obr. 2.7:

Definice

o Strany téchto mnohouhelniki (prusecnice stén) oznacujeme jako hrany mno-
hosténu.

e Body, v nichz se hrany sbihaji (vrcholy mnohotihelniki) jsou zaroven vrcholy
mnohosténu.

o Usecka, kterd spojuje dva vrcholy mnohosténu lezici v jedné jeho sténé a ktera
neni hranou prislusného mmnohosténu, se nazyva sténova tuhlopricka mno-
hosténu.

o Usecka, kterd spojuje dva vrcholy mnohosténu a ktera nelezi v téze sténé, se
nazyva télesova thlopricka mnohosténu.

\ vrchol

télesova nhlopiicka

sténova nhlopiicka

Obrazek 2.7: Obecny jedenactiboky mnohostén
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[ Poznimka )

o Stény, které maji spolecnou hranu, se nazyvaji sousedni stény.

o Vrcholy, které lezi na stejné hrané, se nazyvaji sousedni vrcholy.

Umisténim vsech stén mnohosténu do vhodného uskupeni v jedné roviné tak, aby vznikl
jeden rovinny obrazec, ziskdme sit mnohosténu (obr. 2.8).

Poznamka

Nezapominejme, ze kazd4 sestava vsech stén mnohosténu sit nutné tvorit nemusi. Stény
musi byt vhodné umistény tak, aby bylo mozné tuto sit slozit pouhym ohybanim papiru
(v ptipadé vyrobeného papirového modelu).

Obrazek 2.8: Sit mnohosténu (pravidelného dvacetisténu)

Néazvy mnohostént souvisi s po¢tem jejich stén.

~ )

Poznamka

Mnohostény jsou pojmenovavany podle poctu stén (Ctyii a vice). Jejich cizojazycéné
nazvy pochazeji z tectiny. Tedy dostdvame nasledujici nazvy mnohosténii: ¢tyrstén
(tetraedr), pétistén (pentaedr), Sestistén (hexaedr), sedmistén (heptaedr), osmistén
(oktaedr), devitistén (nonaedr), desetistén (dekaedr), jedenactistén (undekaedr), dva-
nictistén (dodekaedr), dvacetistén (ikosaedr) atd. Pro bézné pouzivané mnohostény
mame samostatna oznaceni, jako je krychle a kvadr (pfipady Sestisténu), jehlan apod.
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Kromé obecného mnohosténu zavadime také pravidelny mnohostén.

7

Definice

Pravidelnym mnohosténem nazyvame konvexni mnohostén, jehoz vsechny stény
jsou navzajem shodné pravidelné n-thelniky (n > 3, n € N) a zaroven z kazdého
vrcholu vychézi stejny pocet hran ¢ (¢ > 3, g € N).

\.

Pravidelné konvexni mnohostény nazyvame Platénovymi ¢i platénskymi télesy. Témto
télesim se budeme vénovat v samostatné kapitole.

Poznamka

Pokud v definici pravidelného mnohosténu vynechame podminku konvexnosti télesa,
tak mezi pravidelné mnohostény miizeme zatradit i nekonvexni Kepler-Poinsotovy mno-
hostény. Ctyii Kepler-Poinsotova télesa patii do skupiny tzv. hvézdicovitych mno-
hostént, které vznikaji z platonskych téles. Na obr. 2.9 jsou vyobrazena Keplerova
télesa — maly a velky hvézdicovy dvanactistén. Na obr. 2.10 jsou vyobrazeny Poison-
tova télesa — velky dvacetistén a velky dvanactistén.

Obrézek 2.9: Keplerova télesa

Obrazek 2.10: Poisontova télesa
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Kromé konvexniho obecného a pravidelného mnohosténu zavadime také polopravidelny kon-
vexni mnohostén.

Polopravidelné konvexni mnohostény nazyvame Archimédovymi ¢i archimédovskymi
télesy. Témto télestim se budeme vénovat v [samostatné kapitole]

Déle si uvedeme skupiny konvexnich mnohosténii, jejichz stény jsou sice navzajem shodné,
ale nemuzeme je vSechny fadit mezi pravidelné mnohostény (pouze nékteré z nich jsou pra-
videlnymi mnohostény), protoZe pocet jejich hran vychézejici z kazdého vrcholu neni vzdy
stejny:

o Deltaedry, neboli n-stény, jsou konvexni mnohostény, jejichz sténami jsou navzajem
shodné rovnostranné trojihelniky. Existuje osm konvexnich deltaedrtu (n = 4,6, 8,10, 12)]
14,16, 20), z nichz tii fadime mezi platonska télesa (CtyTstén, osmistén a dvacetistén —
splnuji podminku stejného po¢tu hran vychézejicich z kazdého vrcholu). Na obr. 2.11
je vyobrazen desetiboky deltaedr (pétiboky dvojjehlan).

Obrazek 2.11: Desetiboky deltaedr - pétiboky dvojjehlan

« Romboedry jsou konvexni mnohostény, jejichz sténani jsou navzajem shodné koso-
Ctverce. Tyto kosoétverce maji délky dhlopiicek v poméru 1 : /2. Mezi romboedry
fadime kosoctverecny dvanactistén, kosoctverecny dvacetistén nebo kosoctverecny tri-
cetistén, které nesplnuji podminku stejného poctu hran vychézejicich z kazdého vrcholu
(na obr. 2.12 vidime dva typy vrcholt - se tfemi a ¢tyfmi hranami). I kosy hranol jmé-
nem klenec muzeme zaradit do této skupiny.
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Obrazek 2.12: Romboedr - kosoc¢tvereény dvanactistén

Mineral ze skupiny granatu, tzv. andradit, tvori krystaly ve tvaru kosoctvere¢ného dvanac-
tisténu (obr. 2.13)

Obréazek 2.13: Krystal andraditu ve tvaru koso¢tverecného dvanactisténu [71]

Nasledujici véta zvana Eulerova véta je uzitecnym nastrojem pro zkoumani poctu stén,
vrcholil a hran jednotlivych konvexnich mnohosténii.
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Véta

Soucet poctu vrcholt a stén konvexniho mnohosténu je roven poctu jeho hran zvét-
senému o dvé. Oznacime-li s pocet stén, h pocet hran, v pocet vrcholi konvexniho
mnohosténu, pak plati:

s+v=h+2.

Rozsirujici pozndmka. Diikaz této véty jde nad ramec stredoskolskych znalosti a 1ze ho nalézt
zde: https://kdm.karlin.mff.cuni.cz/50 /slavik.pdf.

V souladu s ramcovymi vzdélavacimi programy matematiky pro druhy stupen zakladni skoly
a pro skoly stfedni se budeme zabyvat zejména mnohostény konvexnimi. V této praci se z
konvexnich mnohosténti zabyvame predevsim hranoly a jehlany.

2.3 Platonska télesa

V této samostatné kapitole se budeme zabyvat Platénovymi ¢i platonskymi télesy, protoze
jejich ,,dokonalé® struktute byla vzdy vénovana velka pozornost a tato télesa nasla uplatnéni
jak v architektufe nebo designu, tak tfeba i v nanotechnologiich [Ashrafi a Diudea (2016) s.
61-81].

7

Definice

Platénovo ¢i platonské téleso je konvexni pravidelny mmnohostén, jehoz vsechny
stény jsou shodné pravidelné mnohothelniky a zaroven z kazdého vrcholu vychézi
stejny pocet hran.

Pokud uvazujeme v roviné vsechny pravidelné n-tihelniky, tak jich existuje nekoneé¢né mnoho
(n € Nyn > 3), zatimco pravidelnych konvexnich n-sténti v prostoru existuje pravé pét
(obr. 2.14-2.18).

Pravidelny ctyrstén

Stény pravidelného ¢tyrsténu jsou tvoreny ¢tyimi shodnymi rovnostrannymi trojuhelniky.
Toto téleso ma ctyti vrcholy a Sest hran, viz obr. 2.14.

Obréazek 2.14: Pravidelny c¢tytstén
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Pravidelny Sestistén

Pravidelnym Sestisténem je krychle. Jeho stény jsou tvoreny Sesti shodnymi ctverci. Toto
téleso ma osm vrcholl a dvanact hran, viz obr. 2.15.

Obrazek 2.15: Pravidelny Sestistén

Pravidelny osmistén

Stény pravidelného osmisténu jsou tvoreny osmi shodnymi rovnostrannymi trojihelniky.
Toto téleso si muzeme predstavit jako sjednoceni dvou shodnych téles, a to pravidelnych
¢tyrbokych jehlant se spolecnou podstavou. Toto téleso ma Sest vrcholi a dvanact hran, viz
obr. 2.16.

Obréazek 2.16: Pravidelny osmistén
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Pravidelny dvanactistén

Stény pravidelného dvanéctisténu jsou tvoreny dvanacti shodnymi pravidelnymi pétithel-
niky. Toto téleso ma dvacet vrcholi a tricet hran, viz obr. 2.17.

——

4

Obréazek 2.17: Pravidelny dvanactistén

Pravidelny dvacetistén

Stény pravidelného dvacetisténu jsou tvoreny dvaceti shodnymi rovnostrannymi trojihelniky.
Toto téleso ma dvanéct vrchold a tficet hran, viz obr. 2.18.

Obrazek 2.18: Pravidelny dvacetistén

Nésledujici véta uvadi pocet konvexnich pravidelnych mnohostént.
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Véta

Existuje pravé pét konvexnich pravidelnych mnohostént.

Predvedeme si dikaz, proc¢ existuje pravé pét konvexnich pravidelnych mnohosténua. Plast
pravidelného mnohosténu je tvoren shodnymi pravidelnymi mnohothelniky a zadné dva pra-
videlné mnohothelniky nelezi ve stejné roviné. Soucet velikosti vnitinich 1hli ve sténach
u jednoho vrcholu, ve kterém se sbihaji hrany, musi byt mensi nez 360° (v opacném pri-
padé by stény incidujici s danym vrcholem lezely v jedné roviné) a zaroven kazdy vrchol
mnohosténu inciduje alespon se tfemi sténami, aby mohlo vzniknout prostorové téleso.

e Sténami mnohosténu jsou rovnostranné trojihelniky

Velikost vnitinich ihli rovnostranného trojuhelniku je 60°. Na zakladé této skutecnosti
se mohou v jednom vrcholu pravidelného mnohosténu stykat stény t¥i (Ctyrstén), étyii
(osmistén) nebo pét (dvacetistén), kde soucty velikosti thli u vrcholu budou poporadé
3-60° = 180°, 4 - 60° = 240° nebo 5 - 60° = 300°, viz obr. 2.19. V pripadé poctu stén
vyssiho nez pét bychom jiz presahli omezujici podminku (6 - 60° = 360°).

Awoo ' Dz40<> o @300°

A60°

Obrézek 2.19: Soucet velikosti 1hli u jednoho vrcholu pravidelného ¢tytsténu, osmisténu a
dvacetisténu

o Sténami mnohosténu jsou pravidelné ctyruhelniky — ¢tverce Velikost vnitinich
uhli pravidelného ¢tyrihelniku je 90°. Na zakladé této skutecnosti se mohou v jednom
vrcholu pravidelného mnohosténu stykat pouze t¥i stény (krychle), kde soucet velikosti
uhli u vrcholu bude 3 - 90° = 270°, viz obr. 2.20. V pripadé poctu stén vyssiho nez tti
bychom jiz presahli omezujici podminku (4 - 90° = 360°).
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90°

<

Obrazek 2.20: Soucet velikosti thl u jednoho vrcholu krychle

e Sténami mnohosténu jsou pravidelné pétithelniky

Velikost vnitinich 1hli pravidelného pétitihelniku je 108°. Na zdkladé této skutecnosti
se mohou v jednom vrcholu pravidelného mnohosténu stykat pouze tfi stény (dvanacti-
stén), kde soucet velikost{ ihli u vrcholu bude 3-108° = 324°, viz obr. 2.21. V piipadé
poctu stén vyssiho nez tii bychom jiz presédhli omezujici podminku (4 - 108° = 432°).

324°

108°

Obrazek 2.21: Soucet velikosti thlt u jednoho vrcholu dvanactisténu

o Sténami mnohosténu jsou pravidelné Sestithelniky
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Velikost vnitinich thli pravidelného Sestitthelniku je 120°. Pokud se budou stykat tri
stény v jednom vrcholu, tak soucet velikosti tthli u vrcholu bude 3 - 120° = 360°.
Tim jsme presdhli omezujici podminku a stény incidujici s danym vrcholem lezi v
jedné roviné, proto neexistuje pravidelny konvexni mnohostén, ktery by mél za stény
Sestitthelniky, viz obr. 2.22.

360°

120°

Obréazek 2.22: Sestitthelniky incidujici s danym vrcholem lezici v jedné roviné

Obdobné toto tvrzeni plati pro pravidelné n-tthelniky s vys$sim poc¢tem vrcholi nez Sest.
Timto jsme ukazali, Ze pravidelnych konvexnich mnohostént je pravé pét. [

Obdobné jako pravidelnym mnohothelnikiim vepisujeme a opisujeme kruznici, tak kazdému
pravidelnému konvexnimu mnohosténu (platénskému télesu) je mozné sestrojit vepsanou
a opsanou kulovou plochu.

» Vepsana kulova plocha se dotyka vsech stén platonského télesa v jejich stredech.

e Opsana kulova plocha obsahuje vsechny vrcholy platonského télesa. Stredy téchto
dvou kulovych ploch splyvaji v jednom bodé.

2.3.1 Dualita platénskych téles

Nésledujici definice je prevzata z [Dohnalova (2016) str. 41].

Definice

Ke kazdému pravidelnému mnohosténu existuje mnohostén jemu dudlni, jehoz vrcholy
lezi ve stredech stén mmnohosténu ptvodniho.

\.

Tedy stredy jednotlivych stén platénského télesa tvori vrcholy dalsiho platonského télesa.
Hrany nového mnohosténu tvori tisecky spojujici vrcholy v sousednich sténach. Takto ziskany
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mnohostén se nazyva dualni mnohostén k mnohosténu vychozimu. Tuto vlastnost pojmeno-
vavame jako dualita platénskych téles. Pravidelny ¢tyfstén je dudlni sém se sebou (obr. 2.23).
Pravidelny Sestistén je dudlni s pravidelnym osmisténem a naopak (obr. 2.24-2.25). Pravi-
delny dvandctistén je dudlni s pravidelnym dvacetisténem a naopak (obr. 2.26-2.27).

Obrazek 2.23: Dualni mnohostén k ¢tyfsténu — ¢tytrstén

Obrazek 2.24: Dualni mnohostén ke krychli — osmistén
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Obrazek 2.25: Dualni mnohostén k osmisténu — krychle

Obrazek 2.26: Dualni mnohostén k dvandctisténu — dvacetistén
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Obrazek 2.27: Dualn{ mnohostén k dvacetisténu — dvanactistén

Platonska télesa nachézeji uplatnéni v riiznych oblastech lidské ¢innosti, napriklad z herniho
svéta jsou zndmé hraci kostky vyobrazené na obr. 2.28. Na jejich sténach se postupné na-
chazeji ¢isla od 1 do 6. V nékterych stolnich hrach (Dungeons & Dragons) se hraje i s jinymi
tvary kostek (obr. 2.29), ale vzdy kostky budou mit tvar pravidelného mnohosténu, protoze
pravdépodobnost dopadu na jednotlivé stény by méla byt stejna.

Obréazek 2.28: Hraci kostka ve tvaru krychle [@]
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Obrézek 2.29: Hraci kostky ze hry D&D ve tvaru pravidelnych mnohosténi [[10]

2.4 Archimédovska télesa

V této samostatné kapitole se budeme zabyvat Archimédovymi ¢i archimédovskymi té-
lesy, protoze jejich ,polodokonalé” strukture byla vzdy vénovana pozornost a tato télesa
nasla uplatnéni jak v architekture nebo designu, tak tfeba i v nanotechnologiich , s. 69].
Patii mezi polopravidelné mnohostény a vznikaji riznymi zpusoby osekavani nebo natoceni
z téles platonskych.

Definice

Polopravidelnym mnohosténem (nebo téz archimédovskym ¢i Archimédovym té-
lesem) nazyvame konvexni mnohostén, jehoz vSechny stény jsou pravidelné n-tihelniky
(n > 3,n € N) dvou, nebo vice typi (z hlediska poctu jejich stran) a zéroven v kazdém
vrcholu se setkdvéd ve stejném poradi stejny pocet stén téhoz typu) [ [17] [4] ]

Tyto mnohostény jsou jednoznac¢né urcené posloupnosti ¢isel, kterd udava poradi a oznacuje
typy jednotlivych mnohothelniki, které se stykaji v jednom vrcholu. Piikladem je osekany
Ctytstén, ktery je uréeny posloupnosti (3,6,6). To znamend, Ze se v kazdém vrcholu daného
télesa styka vzdy po radé jeden rovnostranny trojihelnik a dva shodné pravidelné Sestiu-
helniky. Tento osekany cCtyfstén vznikl z pravidelného ctytsténu, tj. z platonského télesa,
osekanim, viz obr. 2.30. Takovychto archimédovskych téles existuje trinact. s. 7).

Rozsirugjici poznamka. Vice o archimédovskych télesech muzete najit zde:
http://hdl.handle.net/20.500.11956 /78442 :
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Obrazek 2.30: Applet — osekany ¢tyistén (3,6,6)

Poznamka

Vyse uvedend definice polopravidelnych mnohosténii je také platnd pro rovnostranné
hranoly, jejichz vSechy hrany jsou stejné dlouhé. Pro tuto vlastnost byvaji nékdy k
polopravidelnym, tj. archimédovskym mnohosténim také zatazeny. Timto zptisobem
jsme schopni zavést nekonecné mnoho polopravidelnych mnohostént. Napriklad n-
boky rovnostranny hranol se nazyva n-boka prizma; jeho vyska je rovna délce strany
pravidelnych n-ihelnikt tvoricich podstavy. Pokud pooto¢ime horni podstavu hranolu
o thel % a spojime protéjsi vrcholy, dostaneme téleso, které také splnuje definici
polopravidelného mnohosténu; toto téleso se nazyva n-boky antihranol (obr. 2.31).

s. 7]

Obrézek 2.31: Pétiboky rovnostranny hranol a pétitihelnikovy antihranol

Predstavitelem archimédovského télesa v bézném zivoté je fotbalovy mic, ktery se tvarem
blizi osekanému dvacetisténu, ktery je uréen posloupnosti (5,6,6). Jeho stény se skladaji z
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dvanéacti pravidelnych pétithelniki a dvaceti pravidelnych Sestitithelnikt — v klasické podobé
jsou pétithelniky z cerné kiize a Sestitthelniky z bilé, viz obr. 2.32.

~g—

Obrazek 2.32: Osekany dvacetistén (vlevo) pripominajici fotbalovym mi¢ (vpravo) [73]

Vzhled rakouské meteorologické stanice nad Innsbruckem byl inspirovan osekanym dvacetis-
ténem (2.33).

Obrézek 2.33: Meteorologickd stanice ve tvaru osekaného dvacetisténu (Patscherkofel, Ra-
kousko) [72]

Archimédova télesa nachazeji uplatnéni v riznych oblastech lidské Cinnosti, naptiklad ve
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svété chemie. V 70. letech 20. stoleti intenzivné probihal vyzkum molekuly uhliku Cgg, je-
jichz atomy tvori vrcholy osekaného dvacetisténu (obr. 2.34). Molekula Cgy patii mezi tzv.
fullereny, které byly pojmenovany podle architekta architekta R. B. Fullera, ktery projek-
toval tzv. geodetické kopule. Fullereny nachazeji uplatnéni v biofarmaceutice, optice nebo
elektronice [19].

Obrazek 2.34: Molekula atomu uhliku ve tvaru osekaného dvacetisténu — fulleren Cgg

Pouziti fullerenu Cyg v architekture muzeme vidét u nés v Praze ve stanici metra Luziny
(obr. 1.2) i ve svété v dilech architektt Alfreda Neumanna a Zvi Heckera (obr. 2.35 — 2.36).
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Obrazek 2.35: Synagoga podle ndvrhu architekti A. Neumann a Z. Hecker (Negev, Izrael)
[[[T7]} s. 86, obr. 23]

Obrazek 2.36: Komplex budov ve ¢tvrti Ramot Polin podle ndvrhu architekti A. Neumann
a Z. Hecker (Jeruzalém, Izrael) [75]
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2.5 ODbla télesa

Vedle vyznamné skupiny téles zvané mnohostény, jez miizeme nazvat télesy ,hranatymi®,
nachazime dalsi skupinu téles, a to télesa obla. Ve skolské matematice se hlavné zabyvame
valci, kuzely a koulemi, mezi kterymi se také vyskytuji télesa vznikla rotaci, tzv. rotacni
télesa.

Definice

Rotac¢nim télesem rozumime téleso, které vznikne rotaci rovinného obrazce kolem
dané primky, tzv. osy rotac¢niho télesa.

Poznamka

Rovinnym obrazcem rotujicim kolem osy rotac¢niho télesa miize byt napriklad ¢tverec,
obdélnik, kruh, ale i jednoduché rovinna nebo prostorova ktivka. Rotaci kiivky okolo
osy vznika rotacni plocha, ktera ohranicuje rotacni téleso (obr. 2.37).

Obrazek 2.37: Rota¢ni plocha vznikla rotaci jednoduché krivky okolo osy

Keramicka vaza vznikla na hrné¢itském kruhu pripomina tvar rotac¢ni plochy, kdy okolo svislé
osy rotujeme jednoduchou rovinnou krivku, viz obr. 2.38.
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Obrazek 2.38: Keramickd vaza ve tvaru rotacni plochy [76]

S objekty pripominajicimi rotacni télesa se muzeme setkavat v bézném zivoté. Rozhledna
Doubravka v prazském lesoparku v Kyjich se skladd ze tf{ rotacnich téles (obr. 2.39).

Obrazek 2.39: Rozhledna Doubravka skladajici se z rota¢nich téles (Praha 14, CR)

V singapurském parku Gardens of the bay se nachazeji solarni ,superstromy*“ majici tvar
rotacnich téles pripominajici trumpetu (obr. 2.40).

37



Obrazek 2.40: Solarni ,superstromy* ve tvaru rotacnich téles (Singapur, Singapurska repub-
lika) [78]

Motivy zndmych oblych téles se objevuje i v architektute. Stfecha budovy Sydney Opera
House je tvorena ¢astmi kulovych ploch. (obr. 2.41).

Obrézek 2.41: Strecha budovy Sydney Opera House tvorend ¢astmi kulovych ploch (Sydney,
Austrélie) [79]

Chladici véze temelinské jaderné elektrarny jsou postaveny ve tvaru jednodilného rotacniho
hyperboloidu, ktery vzniké rotaci jedné mimobézky kolem druhé (obr. 2.42).
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Obréazek 2.42: Chladici véze jaderné elektrarny Temelin ve tvaru jednodilného rotacniho
hyperboloidu (Temelin, CR) [80]

Primorsky majak na Ukrajiné Stanislav Range Front Light je vybudovan rovnéz ve tvaru
jednodilného rotacniho hyperboloidu (obr. 2.43).

Obrézek 2.43: Primorsky majak Stanislav Range Front Light ve tvaru jednodilného rotac¢niho
hyperboloidu (Chersonska oblast, Ukrajina) [81]

[ Poznamka

Ve stfedoskolské matematice rozdélujeme probirand obld télesa na VALCE, KU-
ZELE a KOULE, kterymi se budeme v této praci zabyvat v dalsich kapitolach.
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2.6 Objem a povrch
Nejprve si polozme nékolik otazek z riznych oblasti lidské ¢innosti.

o Kolik ¢tyricetikilovych kbeliki bilé malifské barvy bude zapotiebi na jeden natér kan-
celafského komplexu, jestliZe celkovd plocha natéru je 1 850 m?? Vydatnost/kryvost
jedné vrstvy je 8 m?/kg (obr. 2.44).

Obréazek 2.44: Ctyficetikilova malifska barva

e V bazénu pro slony v zoologické zahradé se musi ¢tytikrat mésiéné vymeénit polovina
vody. Kolik korun ¢ini mési¢éni naklady na vodu, jestlize cena vodného a stocného
(dohromady) je 94 K¢/m? a bazén m4 tvar kvadru o rozmérech 4 m, 5 m a 6 m?

K vyTeseni téchto tloh potifebujeme umét urcit objem a povrch téles. Tyto pojmy si nyni
vysvétlime.

2.6.1 Objem

Vypocet objemu télesa lze pokladat za jedno z nejstarsich vyuziti geometrie v praktickém
zivoté. Objem télesa se ve Skolské matematice zavadi obvykle takto [Pomykaloval (2009) s.

149), [Poldk| (2014) s. 328], [Kadlecek] (1996) s. 212]:

Definice

Objem V télesa T' je kladné ¢islo, pritazené télesu tak, ze plati:

1. Shodna télesa maji sobé rovné objemy.

2. Jestlize je téleso slozeno z nékolika nepronikajicich se téles, je jeho objem roven
souctu objemu dil¢ich téles (aditivita objemu).

3. Objem krychle, jejiz hrana ma délku 1 (mm, cm, m ...), je roven 1 (mm3, cm?,

m?...).
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Objem se znaci pismenem V' (pocatecni pismeno latinského slova volumen znamenajici pravé
objem).

Tedy objem V' télesa udava, jakou ,,Cast prostoru toto téleso zabird® ve srovnani s jednotko-
vou krychli (krychle s hranou jednotkové délky). Zaroven objem V je fyzikalni veli¢ina, ke
které je prifazena ¢iselnd hodnota a jednotka. Ciselnd hodnota je zévisld na volbé jednotky.
Méi{ci jednotkou objemu je metr krychlovy (znacka m?). Z m? jsou odvozeny jeho nasobky
nebo dily pomoci dekadickych pfedpon (mm?, cm?, dm?, km?3). Pro specializované oblasti se
pouzivaji vedlejsi jednotky — objem je mozné také udavat v litrech (1) nebo hektolitrech (hl).

Nésleduje obr. 2.45 s tabulkou pfevodnich vztaht pro milimetr krychlovy (mm?), centi-
metr krychlovy (cm?), decimetr krychlovy (dm?), metr krychlovy (m?) a kilometr krychlovy
(km?).

1mm® = 0,001 cm® = 0,000 001 dm* = 0,000000 001 m*

1 000 mm?* = = lem® = 0,001 dm*® = 0,000 001 m?

1 000 000 mm? = = 1000 cm® = ldm® = 0,001 m?

1 000 000 000 mm* = = 1000000 cm® = 1000 dm® = l m?
Im?* = 0,000000 001 km?
1 000 000 000 m* = = 1 km?®

Obrazek 2.45: Tabulka prevodnich vztahti jednotek objemu

Objem se casto vyjadiuje v jednotkach odvozenych od litru (vedlejsi jednotka).

Definice

11=1dm?
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Nasleduje obr. 2.46 s tabulkou prevodnich vztaht pro mililitr (ml), centilitr (cl), decilitr (dl),
litr (1) a hektolitr (hl).

- = 0,1lcl: =:0,01dl  =0,0011
10mll = - = 01d = 0,011

IOOml. = el = - = 0,11
IOOOml: =100 ¢lii = 1odl = -

11 = 0,01 hl

Obrazek 2.46: Tabulka prevodnich vztaht vedlejsich jednotek objemu

Poznamka

Jedna ze zdkladnich vlastnosti objemu télesa (aditivni vlastnost — aditivita ob-
jemu) se vyuziva pii uréovani objemu téles, kterd se daji rozlozit na koneény pocet
nepronikajicich se téles s objemy Vi, Vs, ..., V,, a plati:

V=Vi+Vo+... +V,.

[lustrace této vlastnosti objemu jsou na obr. 2.47-2.48.

V = V1+ V2+ V_'g

Obrazek 2.47: Téleso slozené ze t¥i rtiznych téles
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Obrazek 2.48: Téleso slozené z dvanacti krychli

Nézorné lze urcovat objem nékterych téles tak, ze je rozlozime na konecny pocet nepronika-
jicich se jednotkovych krychli a objem télesa je ¢iselné roven pocétu téchto krychli. Na obr.
2.49 mame zndzornény kvadr s rozméry 6 cm, 5 cm a 4 cm, jehoZ objem je 120 cm?, nebot
se da rozlozit na 120 krychlicek o hrané 1 cm. Objem tohoto kvadru je dan souc¢inem jeho
ti rozmeért.

4cm

6 cm

Obrézek 2.49: Kvadr rozlozeny na 120 jednotkovych krychli
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Dalsi z nastroji pro urceni objemu téles je tzv. Cavalieriho princip [[[3], s. 263].

Véta

Jsou-li dana télesa 17,75 a rovina « takova, ze pro kazdou rovinu s ni rovnobéznou je
obsah jejiho priniku s télesem 7T roven obsahu jejitho priniku s télesem 75, maji obé
télesa stejny objem.

V nasledujicim obr. 2.50 jsou zobrazena dvé télesa 17, Th. Obsah Tezii Sp, a Sp, rovinami
rovnobéznymi s rovinou, na které jsou télesa umisténa, je stale stejny.

Obrazek 2.50: Ilustrace Cavalieriho principu

Poznamka

Tento zptisob urceni objemu je pojmenovan po italském matematikovi jménem Bona-
ventura Cavalieri (1598-1647), ktery byl zakem Galilea Galileiho.
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Cavalieriho princip 1ze nazorné vymodelovat pomoci sloupecku minci, karet nebo ruletnich
zetontl. Sloupec zeton ma tyz objem pti zachovani vysky sloupecku, at zetony tvori svisly ¢i
sikmy sloupec. Na obr. 2.51 se nachazeji dva svislé sloupce zetont, které predstavuji model
valce a kvadru. Na obr. 2.52 se nachazeji dva sikmé sloupce zetonti.

Obrazek 2.51: Svisly sloupec zetont

Obrazek 2.52: Sikmy sloupec Zetoni

Poznamka

Ve stredoskolské matematice Cavalieriho princip nedokazujeme, nebot dikaz vychazi
ze znalosti integralniho poctu.
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2.6.2 Povrch
Obsah rovinného obrazce se ve skolské matematice zavadi obvykle takto [|9bl s. 65-66]:

Definice

Obsah S obrazce je kladné ¢islo, pritazené obrazci tak, ze plati:
1. Shodné obrazce maji sobé rovné obsahy.
2. Jestlize je obrazec slozen z nékolika nepronikajicich se obrazct, je jeho obsah roven
souctu obsahu dil¢ich obrazcu (aditivita obsahu).
2 2

3. Obsah ¢tverce, jehoz strana ma délku 1 (mm, cm, m ...), je roven 1 (mm?, cm?
m? . ..).

Povrch télesa je zaveden v nasledujici definici, kterd vychazi z |[Kadlecek| (1996) s. 227]

a z [Pomykalova) (2009) s. 150]:

Definice

Povrchem S télesa T' se rozumi obsah plochy, ktera je hranici télesa 7.

Povrch se znaéi pismenem S (pocateéni pismeno latinského slova superficie znamenajici pravé
povrch/obsah).

Poznamka

Je-1i hranice télesa slozena z jednoduchych rovinnych obrazci (napf. mnohouihelniki
u mnohosténii) nebo je-li ,rozvinutelna“ do rovinné sité (napt. u rotacniho valce ¢i
kuzele viz obr. 2.53), pak povrch télesa je roven souctu obsahu rovinnych obrazct, z
nichz se hranice (resp. sit hranice) sklada.

Obrazek 2.53: Sit kuzele
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Polozme si otazku, v jakych ptripadech nelze hranici télesa rozvinout do rovinné sité. Vzpo-
menme si na ¢ast kiry z oloupaného pomerance nebo na odtrzeny kus mice, u kterych se
nam nepodaii jejich fragmenty ,rozvinout® ¢ili ,narovnat® do roviny (obr. 2.54). Sit koule
tedy neexistuje.

Obrazek 2.54: Pomerancova kira nerozlozitelnd do rovinné sité

V pripadé, ze bychom chtéli urcit povrch télesa, jehoz hranici neumime rozvinout do rovinné
sité, lze povrch télesa pokryt tenkou vrstvou materidlu (napriklad alobalu) a na zdkladé
jeho hustoty a hmotnosti urcit objem télesa. Zvazime material, kterym jsme pokryli téleso.
Hmotnost m pouzitého materialu je

m=p- V>

kde p je hustota materidlu a V' je objem materidlu. Vyjadiime objem materialu, ktery je

m
V=—.
p
Pak muzeme priblizné urcit povrch télesa
v
S=—,
d

kde d oznacuje tloustku materidlu. Cim bude vrstva pouzitého materidlu tenci, tim bude
povrch urcen presnéji. Pro presnou geometrickou tivahu, pomoci niz lze definovat povrch
i takovychto téles, jejichz hranice se neskldada jen z rovinnych obrazcti, je tfeba znat limitni
pocet.

Povrch S je také fyzikalni veli¢ina, ke které je pfifazena ¢selnd hodnota a jednotka. Ciselna
hodnota je zavisla na volbé jednotky. Méfici jednotkou povrchu je metr ¢tverecni (znacka
m?). Z m? jsou vyjadieny nasobky nebo dily pomoci dekadickych piedpon (mm?, cm?, dm?
km?). Pro specializované oblasti se pouzivaji vedlejsi jednotky. Vyméra pozemki se udava
v arech (ar) nebo hektarech (ha). Za nestandardni jednotku povrchu se povazuje napiiklad
akr (anglo-americkd mérnd jednotka, 1 akr = 0,404 685 hektaru).
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Nésleduje obr. 2.55 s tabulkou ptfevodnich vztaht pro milimetr krychlovy (mm?), centimetr
krychlovy (cm?), decimetr krychlovy (dm?), metr krychlovy (m?), kilometr krychlovy (km?),
ar (ar) a hektar (ha).

Il mm? = 0,0l cm*> = 0,000 1 dm?> = 0,000001 m?

100 mm?* = lem? = 0,01 dm* = 0,000 1 m?

10 000 mm? = 100 cm? = 1dm? = 0,01 m?
1000 000 mm* = 10000cm?* = 100 dm* = N — 0,0lar = 0,0001ha = 0,000001 km*
100 m* = lar = 0,0l ha = 0,000 1 km?
10000 m* = 100 ar = lha = 0,01 km?
1000000m*> = 10000ar = 100 ha = 1 km?

Obrézek 2.55: Tabulka prevodnich vztahii jednotek obsahu
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3. Hranoly

3.1 Hranoly

V této kapitole se budeme zabyvat typem télesa vyuzivaném také v praktickém zivoté. Za-
mysleme se, co by si takovy truhlar nebo tesar pocal bez opracovanych dubovych trami,
smrkovych prken a foSen? Na obr. 3.1 se nachazeji dubové tramy; tak jako vétSina reziva se
vyrabéji na pilach se stavebnim rezivem a my si je mizeme koupit jako hranol o pozadované
délce.

Obrazek 3.1: Dubové tramy ve tvaru hranolt

Hranoly rovnéz nachazime v podobé soucdstek ruznych pristroji. Takovy periskop je opticky
pristroj, ktery umoznuje posadce ponotené ponorky sledovat objekty na hladiné. Moderni
periskopy jsou namisto zrcadel vybaveny optickymi hranoly. Pres fadu ¢ocek a teleskopti se
obraz diky témto hranoltim odrazi do okularu. Na obr. 3.2 vidime opticky hranol rozkladajici
bilé svétlo na duhové spektrum.

Obrézek 3.2: Opticky trojboky hranol — rozklad svétla pomoci hranolu [@]
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Navic i ve svété umeéni, respektive hudby nachazime trojboky opticky hranol, presnéji jeho
motiv. Tento motiv pouzila kapela Pink Floyd na obal svého studiového alba The Dark Side

of the Moon (obr. 3.3).

Obrazek 3.3: Motiv optického hranolu — obal vinylové desky The Dark side of the moon
Motiv hranolu se objevuje i v architektute. Vyskova budova Flatiron Building byla postavena

na zacatku 20. stoleti ve tvaru trojbokého hranolu.

W AW

gy« il

AN
P S

Obréazek 3.4: Flatiron Building ve tvaru trojbokého hranolu (USA, New York City) [[10]
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[ Poznamka )

Z gastronomie zname hranolky. Slovo hranolky je skute¢né odvozeno od slova hranol.
Jedna se o zdrobnélinu mnozného ¢isla slova hranolek. Tudiz pti objednédvani smaze-
ného syra fikame jediné s hranolky, nikoli nespravné s hranolkami.

3.2 Zavedeni téles hranolového typu

Méjme dan n-tthelnik A;As ... A, v roviné p a primku s, kterd je s rovinou p rtiznobézna.
Tento mnohothelnik A; A, ... A, nazveme Fidici mnohouhelnik. Jako n-boky hranolovy
prostor oznacime sjednoceni vsech primek, které jsou rovnobézné s primkou s a které proti-
naji ridici mnohothelnik A; A, ... A,,. Kazdou primku rovnobéznou s primkou s pokladame
za smérovou primku hranolového prostoru.

Na nasledujicim obr. 3.5 se nachézi fidici n-tthelnik A; A, ... A,, v roviné p a smérova piimka s,
které urcuji n-boky hranolovy prostor.

Obrézek 3.5: Hranolovy prostor n-boky

Jako n-bokou hranolovou plochu oznacujeme sjednoceni vSech primek, které jsou rov-
nobézné s primkou s a které protinaji obvod fidictho mnohothelniku. Hranolovou plochu
pokladame za hranici hranolového prostoru.
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Na néasledujicim obr. 3.6 je zobrazen obvod fidiciho n-tthelniku A; A, ... A, v roviné p a smé-
rova primka s, které dohromady urcuji n-bokou hranolovou plochu.

44-.11—1

1~l|||||||

Obréazek 3.6: Hranolova plocha n-boka

Definice

Prinikem n-bokého hranolového prostoru a prostorové vrstvy, jejiz hraniéni roviny
nejsou rovnobézné s primkou s, ziskame téleso, které nazyvame n-boky hranol.

Na nésledujicim obr. 3.7 je zobrazen prunik n-bokého hranolového prostoru a prostorové
vrstvy, kterd je ohranicend dvéma riznymi rovnobéznymi rovinami. Vznikne tak n-boky
hranol.

L L/
r ]
1 )/
1 L/
b 1

A’

.11 1A :’ / y
ey

Obrézek 3.7: Hranol n-boky
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Poznamka

Pojmenovavani hranolt je odvozeno od typu fidiciho mnohotihelniku. Naptiklad hra-
nol, jehoz podstavou je Sestitthelnik, je oznacovan jako Sestiboky hranol.

Definice

Za podstavy hranolu jsou oznacovany mmnohothelniky, které tvori fezy hrani¢nich
rovin vrstvy s hranolovym prostorem. Rovnobézniky, jez nejsou podstavami hranolu,
oznacujeme jako boéni stény hranolu a dohromady tvorii plast hranolu. Za vrcholy
hranolu povazujeme vrcholy stén. Strany podstav hranolu oznacujeme jako podstavné
hrany, ostatni hrany oznacujeme jako boéni hrany hranolu.

Na nasledujicim obr. 3.8 jsou tyto pojmy ilustrované.

podstavnd hrana

T vrchol

vrchol

podstavna hrana

Obrézek 3.8: Vrcholy, hrany a stény hranoli

Definice

Vzdalenost podstav hranolu se nazyva télesova vyska nebo také vyska hranolu.
Vzdalenost podstavnych hran ve stejné boc¢ni sténé se nazyva sténova vyska. Bo¢ni
stény hranolu tvori rovnobézniky, jejich thlopricky se nazyvaji sténové dhlopricky
hranolu. Usecka, kterd spojuje dva vrcholy hranolu nelezici ve stejné sténé, se nazyva
télesova uhlopricka.

Tyto pojmy jsou ilustrované na nésledujicim obr. 3.9.
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sténovd vyska

sténovd ithlopii¢ka

télesovd tihlopiicka

télesova vyska

Obréazek 3.9: Vysky a thlopricky hranolu

V Ceské republice miizeme pozorovat zajimavé pifrodni tkazy ve tvaru hranolu. Cedicové
kamenné varhany nazyvané Panska skéla jsou tvoreny Sestibokymi hranoly a jsou chranénou
geologickou paméatkou (obr. 3.10). Ze svétovych podobnych piirodnich tkazu stoji za to
zminit Obrav chodnik v Severnim Irsku tvoreny hranoly s podstavami ve tvaru pétithelniku

(obr. 3.11) nebo skalni ttvary v okoli vodopadi Svartifoss na Islandu pripominajici hranoly
(obr. 3.12).

Obrézek 3.10: Cedicové varhany Panskd skala tvoreny sestibokymi hranoly (Ceskolipsko)
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Obrazek 3.12: Vodopady Svartifoss (Island) [[13]]
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3.3 Klasifikace hranolu

Hranoly mizeme klasifikovat podle rtiznych kritérii.

3.3.1 Konvexni a nekonvexni hranoly

Hranoly, obdobné jako jiné typy téles, lze délit na konvexni a nekonvexni. Tyto pojmy
jsme si jiz zavedli v predchézejici kapitole. Zda je hranol konvexni, resp. nekonvexni, souvisi
s tim, zda jsou konvexni, resp. nekonvexni jeho podstavy. Na obr. 3.13 jsou zobrazeny dva
konvexni a jeden nekonvexni hranol.

Obrazek 3.13: Konvexni pétiboky hranol a trojboky hranol, nekonvexni sedmiboky hranol

3.3.2 Kolmé a kosé hranoly

Dalsim kritériem, podle kterého lze klasifikovat hranoly, je odchylka smérové piimky hra-
nolového prostoru a roviny podstavy. Hranol, jehoz boc¢ni stény jsou kolmé k podstavé (¢ili
smérova primka je kolmé k roviné podstavy), se nazyva kolmy n-boky hranol, v opaéném
pripadé jde o kosy n-boky hranol (ilustrace téchto pojmu viz obr. 3.14-3.15).

¥ 4

Obrézek 3.14: Konvexni kolmy pétiboky hranol a konvexni kosy trojboky hranol
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Obrézek 3.15: Nekonvexni kolmy pétiboky hranol a nekonvexni kosy ¢tytboky hranol

3.3.3 Pravidelné a nepravidelné hranoly

Kolmy hranol, jehoz podstavami jsou shodné pravidelné n-tithelniky, se nazyva pravidelny
n-boky hranol, v opa¢ném piipadé jde o nepravidelny n-boky hranol. Na nésledujicim
obr. 3.16 se nachazi skupina péti pravidelnych kolmych hranolt.

Poznamka

Pravidelné tedy mohou byt pouze konvexni kolmé hranoly. Potom je mozné v nazvu
hranolu vynechat slovo kolmy a slovo konvexni.

Obrazek 3.16: Zleva (horni rada): pravidelny trojboky hranol, pravidelny ¢tyiboky hranol,
pravidelny pétiboky hranol; zleva (dolni fada): pravidelny sestiboky hranol a pravidelny
sedmiboky hranol
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Uloha 3.3.1 Nasledujici obr. 3.17-3.20 obsahuji tlohy na ovéfeni znalosti z klasifikace
hranolt. V kazdé tloze je jedna a vice moznych spravnych tvrzeni o prislusnych hranolech.
Bod S je tézistém podstavy. Jakmile vyplnite ve webové verzi vSechny spravné odpovedi,
celé okénko moznosti zezelena.

B xonvexni
[_) nekonvexni
B kolmj

] kosy

[ pravidelny
B nepravidelny
|| osmiboky

B sedmiboky

Obrézek 3.17: O jaky hranol se jedna?

[ konvexni
B nekonvexni
B kolmj

[ kosy

\:I pravidelny
B nepravidelny
(| pétiboky

B desetiboky

Obrézek 3.18: O jaky hranol se jedna?

58



B konvexni
[] nekonvexni
[ kolmy

B kosy

[] pravidelny
B nepravidelny
[] &tyfboky

@ pétiboky

Obrazek 3.19: O jaky hranol se jedna?

B konvexni
[] nekonvexni
[ kolmy

B kosy

[ ] pravidelny

B nepravidelny
[ trojboky
B ctyiboky

Obrézek 3.20: O jaky hranol se jedna?
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3.4 Dalsi typy hranola

Ve skolské matematice Casto pracujeme s nésledujicim typem hranolt, a to rovnobéznosténti,
které si postupné predstavime.

3.4.1 Rovnobéznostény

Ctytboky hranol, jehoZ podstavami jsou shodné rovnobé&zniky, se nazjvi rovnobéznostén
(obr. 3.21). Stény rovnobéznosténu tvori tii dvojice navzajem rovnobéznych a shodnych
rovnobézniki. Za podstavy mizeme povazovat jakoukoli dvojici téchto rovnobéznych stén.
Télesové thlopricky rovnobéznosténu se protinaji v jednom bodé, ktery je stfedem téchto
uhlopricek.

Obrazek 3.21: Obecny rovnobéznostén

Kvédr, krychle nebo ttvar zvany klenec jsou ptiklady rovnobéznosténu (obr. 3.22). Za kvadr
oznacujeme kolmy hranol, jehoZ podstavy jsou obdélniky (ptipadné ¢étverce). Délky ti{ hran,
které vychézi z jednoho vrcholu hranolu, se nazyvaji rozméry kvadru - délka, sirka
a vyska kvadru. Krychle je specidlni pripad kvadru, jehoz délka, sitka a vyska jsou stejné.
Klenec (neboli romboedr) je rovnobéznostén, jehoz vSech Sest stén jsou navzajem shodné
kosoctverce.

Obrézek 3.22: Zleva: kvadr, krychle a klenec
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Znéte kostkovy cukr? Jesté ve 20. letech 19. stoleti se cukr v habsburské monarchii prodaval
ve tvaru cukrovych homoli. Pfi odsekavani cukru z homole se idajné kolem roku 1843 zranila
manzelka majitele dac¢ického cukrovaru. A tak poprosila manzela, aby s tim néco udélal. Ten
o par tydnl pozdéji prisel s krabici plnou kostek cukru, viz obr. 3.23.

Obréazek 3.23: Kostky cukru ve tvaru krychle

3.5 Anti-modely hranoli

Predtim, nez ptrejdeme k samotnému zavedeni vzorcti pro vypocet objemt a povrchii hra-
nolt, si ovérime pochopeni predchozich pojmi z této kapitoly. Uvedeme si tzv. anti-modely
hranoli.

Anti-modelem hranolu zde budeme rozumét takové téleso, které na prvni pohled sice hranol
pripomind, ale pri podrobnéjsim zkoumani zjistime, Ze se o hranol nejedna. Prvnim pri-
kladem je téleso s ndzvem prismatoid. Jeho rovnobézné podstavy jsou sice mnohothelniky
(nemuseji byt shodné), avsak bo¢ni stény maji tvar lichobézniku ¢ trojihelniki. Na obr. 3.24
se nachazi mrakodrap One World Trade Center postaveny ve mésté New York. Podstavec
ma tvar kolmého ¢tyrbokého hranolu a horni ¢ast budovy zase tvar prismatoidu.
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Obrazek 3.24: One World Trade Center (USA, New York City) [[14]

Dalsim prikladem anti-modelu hranolu je téleso oznac¢ované nazvem antihranol vyobrazené
na obr. 3.25. Rad{ se mezi mnohostény, dokonce i mezi Archimédovska télesa, a je to speci-
alni ptipad prismatoidu. Tento antihranol ma, obdobné jako vSechny hranoly, dvé podstavy
navzajem rovnobézné (navic shodné), avSak jeho bo¢ni stény nejsou rovnobézniky, nybrz
rovnostranné trojuhelniky:.

Obrazek 3.25: Ctvercovy antihranol
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V podobé ¢tvercového antihranolu je z betonu odlit obal na kvétinac¢ (obr. 3.26). Forma pro
odlitek je vytvorena ze sité télesa tak, jak vidime na obr. 3.27.

Obrazek 3.26: Obal na kvétinaé ve tvaru ¢étvercového antihranolu

b

A

Obréazek 3.27: Forma pro odlitek ¢tvercového antihranolu rozlozend v jeho sit

Tretim prikladem anti-modelu je téleso zvané klin, jehoz jedna podstava je mnohotihelnik,
zatimco ,,druhd podstava® klinu prechazi v pouhou tsecku zvanou ostfi. Klin nachazime
napiiklad v podobé valbové stiechy tzv. Reznické véze v némeckém mésté Ulm (obr. 3.28).
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Obrézek 3.28: Reznickd véZ s valbovou stfechou ve tvaru klinu (Ulm, Némecko)

3.6 Objem hranolu

V této kapitole si predstavime, jak se poc¢itda objem hranolu. Pfi odvozeni vzorce pro objem
hranolu vychazime ze vzorce pro objem kvadru o hranach délky a,b, ¢, ktery zname ze
zékladni skoly. Na zdkladni skole kvadr rozfezame na krychlicky s hranou jednotkové délky.
Krychlicka s hranou jednotkové délky ma jednotkovy objem. Potom objem kvadru odpovida
poctu krychli¢ek vyndsobenému (jednotkovym) objemem krychlicky.

Tedy objem V' kvadru o rozmérech a, b, ¢ je

V = abe.

Na nésledujicim obr. 3.29 se nachazi ilustrace vztahu mezi rozméry kvadru a, b, ¢ v centime-
trech a jeho objemem. Délka hrany jednotkové krychle v obrazku je 1 cm.
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V=abc= 8cm X6cmXx7cm= 336 cm®

Obrazek 3.29: Objem kvadru je roven celkovému poctu jednotkovych krychli

Odvozeni vzorce pro objem n-bokého hranolu

Nejdrive odvodime vzorec pro konvexni kolmé hranoly, potom pro konvexni kosé hranoly a
nakonec platnost vztahu pro objem hranolu zobecnime na libovolny nekonvexni hranol.

Kvadr o podstavnych hranach délky a,b mtzeme rozriznout rovinou kolmou k podstavam
a obsahujici télesovou thlopricku na dva shodné kolmé trojboké hranoly, které maji za pod-
stavy pravouhlé trojihelniky (obr. 3.30). Podle prvni vlastnosti objemu se jejich objemy
rovnaji a podle druhé vlastnosti objemu objem kvadru dostaneme souctem objemt obou
kolmych trojbokych hranol. Tedy objem V' kolmého trojbokého hranolu, jehoz podstavy
jsou shodné pravouhlé trojuhelniky, je roven poloviné objemu ptuvodniho kvadru.

Obrézek 3.30: Kvadr rozdéleny na dva kolmé trojboké hranoly
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7, predchoziho tvrzeni vyplyva, ze pokud jsou rozméry ptvodniho kvadru a,b,c, pak pro
objem V' dil¢iho kolmého trojbokého hranolu, jehoz podstavy jsou pravouhlé trojuhelniky,
plati

1 1
V = §abc = (iab)c.

Vyraz %ab urcuje obsah trojuhelnikové podstavy, oznacime ho S, vyska hranolu v = c. Pro
objem kolmého trojbokého hranolu, jehoz podstava je pravouhly trojihelnik, plati

V = Swv.

V pripadé, ze podstavou kolmého trojbokého hranolu je obecny trojuhelnik, vime, Ze nejvyse
jeden jeho vnitini thel je tupy. Diky tomu lze trojihelnik vzdy rozdélit jednou jeho vyskou
na dva pravouhlé trojuhelniky. Vime tedy, ze 1ze rozdélit kazdy kolmy trojboky hranol, jehoz
podstavy nejsou pravouhlé trojihelniky, na dva kolmé trojboké hranoly stejné vysky, jejichz
podstavy pq, ps jsou pravouhlé trojihelniky (obr. 3.31).

v v
- e
o -
- = £ > e
L a== 90 / 2907 e,
™m P2

Obréazek 3.31: Kolmy trojboky hranol rozdéleny na dva kolmé trojboké hranoly

Oznac¢me Vi a V; jejich objemy, S, a Sy, obsahy jejich podstav. Potom pro obsah podstavy
S, daného hranolu plati S, = (S,, +.5,,). Oba dil¢i kolmé trojboké hranoly maji stejné vysky
jako dany hranol. Podle druhé vlastnosti objemu je objem daného hranolu

V=Vi+Vy =550+ 55,0 = (Sp + Sp,)v = Spv.
Konvexni kolmy n-boky hranol jsme schopni rozlozit na n kolmych trojbokych hranolt se
stejnou vyskou v (obr. 3.32). Soucet obsahu S,,,S,,, ..., Sp, jejich podstav se rovna obsahu

S, podstavy dané¢ho hranolu a vysky jsou stejné. Podle druhé vlastnosti objemu je objem
daného hranolu

V=Vi+Vat . . +V, =80+ S,v+..+S,0v=_(Sy, + Sp + ... +5p,)v=5pv.
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Obrazek 3.32: Kolmy hranol rozdéleny na n kolmych trojbokych hranoli

Pomoci Cavalieriho principu lze dokazat platnost stejného vzorce i pro objem libovolného
kosého hranolu. Uvazujme kolmy a kosy hranol o stejné vysce, jejichz podstavy lezi ve stejné
roviné a maji stejny obsah. Rezy kolmym i kosym hranolem vedené rovnobézné s rovinou
jejich podstav v libovolné vysce jsou vzdy shodné s podstavou, protoze rovina fezu je s ni
rovnobéznd; obsahy rezu kolmého i kosého hranolu jsou shodné. Tudiz objemy téchto hranoli
jsou si rovny. Na obr. 3.33 se nachazi kolmy ¢étyrboky hranol s podstavou ve tvaru ¢tverce
o strané a a kosy ¢tyrboky hranol s podstavou ve tvaru obdélniku o stranéch b, c, jejichz
podstavy maji stejny obsah (veli¢iny jsou uvedeny bez jednotek).

Obrézek 3.33: Vyuziti Cavalieriho principu pro kolmy a kosy hranol se stejnymi .S, a v
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S vyuzitim Cavalieriho principu lze rovnéz dokazat platnost stejného vzorce i pro objem
libovolného nekonvexniho hranolu. Uvazujme konvexni a nekonvexni hranol o stejné vysce,
jejichz podstavy lezi ve stejné roviné a maji stejnj’ obsah. Rezy konvexnim i nekonvexnim
hranolem vedené rovnobézné s rovinou jejich podstav v libovolné vysce jsou vzdy shodné
s podstavou, protoze rovina fezu je s ni rovnobéznd; obsahy fezu konvexniho i nekonvexniho
hranolu jsou shodné. Tudiz objemy téchto hranolt jsou si rovny. Na obr. 3.34 se nachazi
konvexni ¢tyrboky hranol a nekonvexni pétiboky hranol, jejichz podstavy maji stejny obsah
(veli¢iny jsou uvedeny bez jednotek).

! 1 ’ ’ r
: 1 o 1 1 ¥ L : r rS,, =148
i - r
s, =148 : . y
H¢ s ] ’
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: ! : C i, ’ 4 ,'
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S,, =148 5,, =148

Obrézek 3.34: Vyuziti Cavalieriho principu pro konvexni a nekonv. hranol se stejnymi S, a v

Predchozi ivahy miizeme nyni shrnout.

Véta

Objem V libovolného hranolu vypocitame tak, Ze obsah podstavy S, vynasobime

jeho vyskou v, plati
V =Suv.
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Priklad 3.6.1 Vypocitejte objem V pravidelného pétibokého hranolu ABCDEFGHIJ.
Jeho bocni stény jsou tvoreny shodnymi ¢tverci o strané délky a = 5 cm. Vysledek zao-
krouhlete na dvé desetinnd mista.

Obrazek 3.35: Ilustrace Prikladu 3.6.1
Reseni

« Pro objem V hranolu plati V' = Syv, tedy potfebujeme znat obsah podstavy S,
a jeho vysku v.

o Podstavami hranolu ABCDFEFGHJ jsou pravidelné pétitithelniky o strané a = 5 cm.
Pravidelny pétithelnik rozlozime na pét shodnych rovnoramennych trojihelnik
(obr. 3.35); Saapr = %=. Z AASABT vyjadiime vy;

v, = cot36° -3 = 1,376-2,5 cm = 3,441 cm.
Tedy Saapr = % cm? = 8,603 cm?.

« Pro obsah podstavy S, plati: S, = 5-Saapr = 5-8,603 cm? = 43,015 cm?.

o Jelikoz jsou bocni stény pravidelného pétibokého hranolu tvoreny shodnymi ¢tverci,
tak télesova vyska v ma stejnou velikost jako podstavna hrana; v = a = 5 cm.

e Pro objem hranolu plati: V. = Spv = 43,015-5 cm® = 215,08 cm?.

e Objem daného pravidelného pétibokého hranolu je po zaokrouhleni 215,08 cm?.
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Priklad 3.6.2 Je dan kosy sSestiboky hranol GHIJKLMNOPQR, jehoz podstavy jsou
pravidelné Sestitthelniky o strané a = 4 dm. Jeho télesova vyska vy, = 6 dm. Jaky je
objem V' tohoto hranolu? Vysledek zaokrouhlete na dvé desetinna mista.

LY y H
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Obrazek 3.36: Ilustrace Piikladu 3.6.2

Reseni

Pro objem V hranolu plati V' = S,v, tedy potifebujeme znat obsah podstavy S,
a jeho vysku v,.

Podstavami hranolu GHIJK LM NOPQR jsou pravidelné sestitthelniky o strané

a = 6 dm. Pravidelny Sestitthelnik rozlozime na Sest shodnych rovnostrannych troj-
thelnikt (obr. 3.36); Sagrs = %*. Z ASguHS vyjadiime vg;

v, = cot30° -5 = 1,732-2 dm = 3,464 dm.

Tedy Sagus = 2% dm? = 6,928 dm?.

Pro obsah podstavy S, plati: S, = 6-Sagus = 66,928 dm?* = 41,892 dm?.
Télesova vyska v; = |P,N| =6 dm.
Pro objem hranolu plati: V' = Spv, = 41,8926 dm® = 251,35 dm?.

Objem daného kosého sestibokého hranolu je po zaokrouhleni 251, 35 dm?.
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Priklad 3.6.3 Je dan kolmy ¢tyrboky hranol RTUVW XY Z, jehoz podstavou je rovno-

ramenny lichobéznik o zdkladnach délky a = 8 ma ¢ = 4,5 m. Vyska v, lichobézniku je
4 m, pro télesovou vysku hranolu plati vy = 5 m. Vypocitejte objem V' tohoto hranolu.
Z Y
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Obréazek 3.37: Ilustrace Piikladu 3.6.3
Reseni

e Pro objem V hranolu plati V' = Syv, tedy potfebujeme znat obsah podstavy S,
a jeho vysku v;.

e Podstavami hranolu RTUVW XY Z jsou shodné rovnoramenné lichobézniky o zédklad-
nach délky a = 8 mac = 4,5 m (obr. 3.37). Vypocitame obsah S, jedné podstavy,
tedy obsah rovnoramenného lichobézniku;

Sp = SRTUV = (a+;)~vp = (8+é’5)'4m2 = 25H12

e« Pro objem hranolu plati: V' = Sppo = 25-5m® = 125 m®.

o Objem kolmého ¢tyibokého hranolu RTUVW XY Z je 125 m?3.
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Priklad 3.6.4 Vyjadrete objem nekonvexniho pétibokého kolmého hranolu

A1 A2S51A3AL A5 Ag Sy A7 Ag, ktery vznikl z pravidelného ¢tyrbokého hranolu

A1 Ay A3 Ay A5 Ag A7 Ag 0 podstavné hrané a a vysce v odseknutim kolmého trojbokého hranolu
o stejné vysce v, jehoz dolni podstavou je AAsA3S;, kde S je stfed c¢tvecové podstavy
A1A2A3A4.

A 8 : A oy

I o
|
]
|
T
Aj :
1
]
1
[ |
]
]
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[ |
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1
[ |

4 A 7
» P
a ' nd
‘/"‘ - T". SA2A5

Ay
Obrazek 3.38: Ilustrace Prikladu 3.6.4

ResSeni

e Proobjem V hranolu plati V' = S,v, tedy potiebujeme znat obsah podstavy .S, a jeho
vysku v.

o Podstavami hranolu A;A3S;A3A4A5A552A7Ag jsou shodné nekonvexni pétithelniky

vzniklé ze Ctverce Ay A A3 Ay odseknutim rovnoramenného AAyA3S; s viskou v, = §
(obr. 3.38). Vyjadiime obsah S, jedné podstavy, tedy obsah nekonvexniho pétithelniku
) a- g a? a?
A1A251A3A4;Sp:a2—7a2“ = a®— 22 ZGZ—IZST.
e Pro objem hranolu plati: V. = Spv = %.

e Objem kolmého ¢tyrbokého hranolu Ay AsS1A3A4A5AgS2 A7 Ag je 3“: L.
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3.7 Povrch hranolu

Tak jako u povrchu télesa je i povrch hranolu roven souctu obsahu vsech jeho stén, tedy
obsahu jeho sité, viz obr. 3.39. Sit hranolu je tvorena dvéma shodnymi podstavami a jeho
plastém, viz obr. 3.40.

r

Véta

Povrch § hranolu je roven souc¢tu obsaht S, jeho dvou podstav a obsahu jeho
boc¢nich stén, tj. plasté Sy, plati:

S =28, + S,.

Obrazek 3.39: Sit Sestibokého kosého hranolu

horni podstava

dolni podstava
Obrazek 3.40: Povrch sestibokého kosého hranolu - plast a podstavy
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Nyni vypocitdme povrch hranolu z Prikladu 3.6.1.

Priklad 3.7.1 Vypocitejte povrch S pravidelného pétibokého hranolu ABCDEFGHIJ.

Vviev

I

Obrazek 3.41: Tlustrace Prikladu 3.7.1

ResSeni

Pro povrch S hranolu plati S = 25, + Sy, tedy potiebujeme znat obsahy podstav S,
daného hranolu a obsah jeho plasté S.

Podstavami hranolu ABCDEFGHIJ jsou pravidelné pétithelniky o strané délky
a = 5 cm. Pravidelny pétithelnik rozlozime na pét shodnych rovnoramennych troju-
helniki (obr. 3.41); Saapr = %= Z AAS,pT vyjadiime vg;

Vg = cot36° - £ = 1,376 -2,5 cm = 3,441 cm. Tedy Saapr = 224 cm? = 8,603 cm?.
Pro obsah podstavy S, plati: S, =5 Saas,,r = 58,603 cm? = 43,015 cm?.

Pro urceni obsahu plasté S, hranolu, si uvédomime, Ze jeho plast je tvoien péti shod-
nymi ¢tverci o strané délky a =5 cm: ABGF, BCHG, CDIH, DEJI, EAFJ.
Uréime obsah c¢tverce ABFG.

Saprc = a® =25 cm?; Sy =5 Sapre = 125 cm?.
Pro povrch hranolu plati S = 25, + Sy, = 243,015 cm? 4 125 cm? = 211,03 cm?.

Povrch daného pravidelného pé&tibokého hranolu je po zaokrouhleni 211,03 cm?.
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Nyni vypocitdme povrch hranolu z Prikladu 3.6.2.

Priklad 3.7.2 Je dan kosy sSestiboky hranol GHIJKLMNOPQR, jehoz podstavy jsou
pravidelné Sestitthelniky o strané a = 4 dm. Jeho télesova vyska v; = 6 dm. Vyska v; koso-
délniku LGM R je 6,11 dm. Vyska vy kosodélniku GHN M je 7,23 dm. Vyska vs kosodélniku
HION je 7,95 dm. Jaky je povrch S tohoto hranolu? Vysledek zaokrouhlete na dvé desetinna
mista.

G "“P”l {’(‘;I P,,.,H

Obrazek 3.42: Ilustrace Piikladu 3.7.2

Reseni

Pro povrch S hranolu plati S = 25, + Sy, tedy potiebujeme znat obsah podstavy S,
a obsah jeho plaste Sp.

Podstavami hranolu GHIJK LM NOPQR jsou pravidelné Sestitthelniky o strané délky
a = 6 dm (obr. 3.42). Pravidelny Sestithelnik rozlozime na Sest shodnych rovnostran-
nych trojthelnikl; Sagus = “5*. Z ASqrHS vyjadiime v,;

Vg =cot30° - % =1,732-2 dm = 3,464 dm. Tedy Sagus = =22 dm? = 6,928 dm?.

Pro obsah podstavy S, plati: S, =6 - Sagrs = 6 - 6,928 dm? = 41,892 dm?.

Plast hranolu je tvoren tremi dvojicemi navzdjem shodnych kosodélnikt
Spi =2-Sramr + 2 Saganm + 2 Suion-

Vyska vy kosodélniku LGM R je rovna vysce kosodélniku IJPO; v; = 6,11 dm.
Vyska vy kosodélniku GHNM je rovna vysce kosodélniku JKQP; vy = 7,23 dm.
Vyska vs kosodélniku HION je rovna vysce kosodélniku K LRQ); vs = 7,95 dm.

Vypocitame obsahy jednotlivych stén — kosodélnikii;
SLGMR =a-V1 = 4- 6, 11 dm2 = 24,440 dmz,
SLG’MR = Qa-Vy = 4. 7, 23 d.IIl2 = 28,920 dm2,
Srevr =a-v3=4-7,95 dm? = 31,800 dm?.

Dosadime hOanty; Spl =2- SLGMR +2- SGHNM +2- SHION =
=2.24,440 dm? +2- 28,920 dm?+ 231,800 dm? = 170,320 dm?.

Pro povrch hranolu plati S = 25, + 5, = 2-41,892 dm? + 170, 320 dm? = 254,10 dm?.

Povrch daného kosého Sestibokého hranolu je po zaokrouhleni 254, 10 dm?.
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Nyni vypocitadme povrch hranolu z Prikladu 3.6.3.

Priklad 3.7.3 Je dan kolmy ctytboky hranol RTUVW XY Z, jehoz podstavou je rovnora-
menny lichobéznik o zdkladnach délky a = 8 m, ¢ = 4,5 a dvéma rameny délky b = 4,3 m.
Vyska v, lichobézniku je 4 m a pro délku télesové vysky plati v, = 5 m. Vypocitejte povrch S
tohoto hranolu. Vysledek uvedte na jedno desetinné misto.

Z Y
I ”""‘9
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1 o I 1
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1 I 1
1 1 1
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» 7
R a T

Obrazek 3.43: Ilustrace Prikladu 3.7.3

Reseni

Pro povrch S hranolu plati S = 25, + S, tedy potiebujeme znat obsah podstavy S,
a obsah jeho plasté S,.

Podstavami dané¢ho hranolu jsou shodné rovnoramenné lichobézniky o ramenech délky
a=8m, ¢c=4,5m (obr. 3.43). Vypocitdame obsah S, jedné podstavy, tedy obsah

o N . 8 + 45) - 4
rovnoramenného lichobézniku; S, = Spryv = (e + g) v — B+ 5 )4 M2 = 25 m2.

Plast hranolu je tvoren ¢tyimi obdélniky, a to RTXW, VUY Z a jednou dvojici na-
vzajem shodnych obdélniki RVZW, TUY X.

Vypocitame obsahy jednotlivych stén — obdélnikii;
Srrxw =a-v, =85 m? =40 m?,

SVUYZ = C-* Ut :4,55 H12 = 22,50 m2,

SRVZW = b'Ut :4,3'5 m2 = 21,50 IIl2.

Dosadime; S, = Sgrxw + Svuyz +2 - Spvzw =
— 40 m2 422,50 m2 + 2 - 21,50 m2 = 105, 50 m?.

Pro povrch hranolu plati S = 25, + Sy = 2 - 25 m? + 105, 50 m? = 155, 5 m?.
Povrch kolmého étyibokého hranolu RTUVW XY Z je 155,5 m3.
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Nyni vypocitdme povrch hranolu z Prikladu 3.6.4.

Priklad 3.7.4 Vyjadrete povrch nekonvexniho kolmého pétibokého hranolu

A1 A3 S1 A3 AL A5 ASs Ay Ag, ktery vznikl z pravidelného ¢tyrbokého hranolu

A1 Ay A3 Ay A5 Ag A7 Ag 0 podstavné hrané a a vysce v odseknutim kolmého trojbokého hra-
nolu o stejné vysce v, jehoz dolni podstavou je AAyS1 Az, kde S; je stfed ¢tvercové pod-
stavy A1 A A3zAy.

A 8 A e
1 o
1 |
1 |
| |
A 5 1 : A 6
- I
! I
] I v
' I
' I
' I
' I
' I
' I
' I
' A4 I As
Voow ow aw am am am o oaw
"’ I -
a ,4 I - o
- = 1
8,05 5 - S
.tt'. "‘_v
A 1 a A2

Obrazek 3.44: Ilustrace Piikladu 3.7.4

Reseni

Pro povrch S hranolu plati S = 25, + Sy, tedy potiebujeme znit obsah podstavy S,
a obsah jeho plasté S,.

Podstavami hranolu A; A5S7 A3 A3 A5 AeS2 A7 Ag jsou nekonvexni pétithelniky vzniklé ze
ctverce Ay Ay A3 Ay odseknutim rovnoramenného AAyS; A3 s vyskou v, = § (obr. 3.44).
Vyjadifme obsah S, jedné podstavy, tj. obsah nekonvexniho pétithelniku A; A»S; AgAy;
S,=a?—9te—g2_2 3 _g2_&_ 3

2 T T T =

Plast je tvoren jednou trojici navzajem shodnych obdélnikt Ay AsAgAs, AsAyAgA7,
A4 A1 A5 Ag a jednou dvojici navzajem shodnych obdélnikt AsS7S55Ag, S1A3A7S,.

Vyjadrime obsahy jednotlivych stén — obdélnikil; Sa, a, 4,45 = AV, Says,8,4 = |A2S51|-v,
kde Pythagorovou vétou vyjadiime délku tsecky A,S7;

[A281] = /(57 + (a)2 = (32 + (22 = /25 = V2 - &.

Tedy SA25152A6 = \/i % -V = @.

Dosadime; Sy = 3-54, 4, 4545 +2- 5458, 5,4 = 3-av+2-@ = 3av+v2av = av-(3+/2).

Pro povrch hranolu plati
2 2
S=28,+85y=2-%tav-3+v2) =% 4av-B3+v2)=a-(32+v-(3+V2)).

Povrch daného nekonvexniho kolmého pétibokého hranolu je a - (32 + v - (3 + /2)).
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3.8 Objemy a povrchy dalsich typt hranoli

3.8.1 Kvadr

Za kvadr povazujeme kolmy hranol, jehoz podstavou je obdélnik nebo c¢tverec. Tudiz se
jednd o ctyrboky hranol. V pripadé, Ze podstavy kvadru jsou étverce, jednd se o pravi-
delny ¢tyrboky hranol. Stény kvadru lezici naproti sobé jsou shodné obdélniky nebo ¢tverce.
Za rozméry kvadru oznacujeme délky a,b,c tii hran vychazejicich ze stejného vrcholu
(obr. 3.45). Sténové uhlopricky v protéjsich sténdch kvadru maji stejnou délku a zdroven
vSechny télesové thlopricky kvadru maji stejnou délku.

a

Obrazek 3.45: Kvadr s vyznacenymi rozméry a, b, ¢ zobrazen v levém nadhledu

Sit kvadru se skldda ze vSech jeho Sesti stén (obr. 3.46).

Obrazek 3.46: Sit kvadru skladajici se ze Sesti stén

Objem V kvadru o rozmérech a, b, ¢ je

V = abe.

Povrch S kvadru o rozmérech a, b, ¢ je
S = 2ab+ 2(ac + be) = 2(ab + ac + be).
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Priklad 3.8.1 Kolikrat se zvétsi objem a povrch kvadru, jestlize vSechny jeho rozméry
zvétsime Ctyrikrat?

Obrézek 3.47: Nustrace Prikladu 3.8.1

ResSeni

o Oznacme si rozméry puvodniho kvadru a, b, ¢ (obr. 3.47). Pro objem ptvodniho kvadru
plati V' = abe; pro povrch puvodniho kvadru plati S = 2(ab + ac + be).

o Rozméry kvadru zvétsené ctyrikrat (nového kvadru) jsou 4a, 4b, 4c.
e Objem nového kvadru je Vi = 4a - 4b - 4c = 64 - abc.

o Povrch nového kvadru je
Sy =2(4a - 4b+4a - 4c+4b - 4c) = 2 - 16(ab + ac + be) = 32(ab + ac + be).

o Jestlize vSechny rozméry kvadru zvétsime ctyrikrat, objem se zvétsi sedesatcétyrikrat
a povrch se zvétsi tricetdvakrat.

3.8.2 Krychle

Krychle je specialni pfipad kvadru, jehoz rozméry se rovnaji (a = b = ¢); nebo-li vyska
krychle je rovna délce podstavné hrany. Na obr. 3.48 je vidét, ze vSechny jeji stény jsou
shodné ¢tverce. Krychle je pravidelnym Sestisténem. Sténové tthlopricky krychle jsou navza-
jem shodné, totéz plati i pro télesové hlopricky krychle.
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Obrazek 3.48: Krychle zobrazena v levém podhledu

Sit krychle (obr. 3.49) se sklada ze Sesti shodnych ¢tverct.

Obrazek 3.49: Sit krychle skladajici se ze Sesti shodnych stén

Objem V krychle o podstavné hrané a je
V =ad’.
Povrch S krychle o podstavné hrané a je

S = 6a>.

80



Priklad 3.8.2 Soucet délek vsech hran krychle je 132 mm. Jaky je objem a povrch této
krychle?

Obrézek 3.50: Ilustrace Prikladu 3.8.2

Reseni

e Vzhledem k zadani potfebujeme pro vypocet objemu V' i povrchu S uré¢it pocet hran.
Krychle ma dvanact hran (obr. 3.50).

e Pro délku jedné hrany plati 132 : 12 mm = 11 mm.
« Pro objem krychle plati: V = ¢® = 113 mm?® = 1 331 mm?.
« Pro povrch krychle plati: S = 6a? = 6 - 112 mm? = 726 mm?.

e Objem krychle je 1 331 mm? a povrch krychle je 726 mm?.
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Priklad 3.8.3 Vnitrni povrch nadrze na destovou vodu ve tvaru krychle bez horni podstavy
je 245 m?. Kolik hektolitri vody nadrZ pojme tak, jestlize hladina vody bude splyvat s horni
podstavou?

Obrazek 3.51: Ilustrace Piikladu 3.8.3

Reseni

o V tomto pripadé se povrch krychlové nadrze sklddd z dolni podstavy a ¢tyr bocnich
stén (5 shodnych ¢tverctt); 245 m?/5 = 49 m? (obr.3.51).

Délku a hrany krychle dostaneme takto: @ = v/49 m = 7 m.

K vypoctu objemu vody, kterou nadrz pojme, je potfeba urcit objem krychle o hrané
7Tm; V =a®=7 m?= 343 m>.

Pfevedeme 343 m? na hl: 1 m® = 10 hl; 343 m® = 3 430 hl.

Nadrz pojme 3 430 hektolitra vody.
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3.9 Ulohy I

Uloha 3.9.1 Vypoctéte objem V kvadru K LM NOPQR, jeho? podstavy jsou obdélniky
o rozmérech a = 8 m a b = 5 m. Vyska v kvadru je rovna trojnasobku délky kratsiho rozméru
podstavy.

I Q

K a L
Obréazek 3.52: Ilustrace Ulohy 3.9.1

ResSeni

o Kvadr fadime mezi hranoly. Pro objem V' hranolu plati: V' = S,v. Vysku v kvadru
zndme: v =3-b=3-5m =15 m.

e Obsah podstavy S, kvadru je roven obsahu obdélniku K'LM N:
S,=a-b=8m-5m =40 m? (obr. 3.52).

« Dosadime S,: V = S,v =40 m? - 15 m = 600 m?.

« Ulohu lze fesit také s vyuzitim vzorce pro objem kvadru
V =abv =ab-3b=3ab?*=3-8-25m3 = 600 m3.

e Objem V kvadru KLMNOPQR je 600 m?.
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Uloha 3.9.2 Vypoététe povrch S kosého ¢tyfbokého hranolu K LM NOPQR, jehoz pod-
stavy jsou obdélniky o rozmérech a = 8 m a b = 5 m. Sténova vyska v,, stény K LPO méri
15,3 m a sténova vyska v, stény LM QP méii 15,6 m. Vysledek uvedte na jedno desetinné
misto.

R

Obrézek 3.53: Tlustrace Ulohy 3.9.2

ReSeni
« Pro povrch S hranolu plati S = 25, + Sy;.

« Obsah podstavy S, hranolu je roven obsahu obdélniku K LM N:
S,=a-b=28-5m?=40 m? (obr. 3.53).

o Obsah plasté S, kosého ctyibokého hranolu je roven souctu obsaht vSech bocnich
stén. U tohoto hranolu jsou boéni stény tvoreny ¢tyimi rovnobézniky K LPO, LMQP,
MNRQ a NKOR, z nichz kazdé dvé protéjsi stény jsou shodné: KLPO = MN RQ)
a LMQP = NKOR. Tedy Sy = 2Skrpro + 25Lmqp-

« Vypocitdme obsah rovnob&Zniku K LPO; Sigrpo = a - vs, = 8- 15,3 m? = 122,40 m?.
 Vypocitdme obsah rovnob&miku LMQP; Spygp = b - vs, =5+ 15,6 m? = 78,00 m?.

o Vypocitame obsah plasté hranolu
Spl = QSKLPO + QSLMQP =2 122,40 m2 +2- 78,00 m2 = 400, 80 m2.

o Vypocitame povrch hranolu
S =25, 4 Sy =240 m? 4 400,80 m? = 480, 8 m?.

o Povrch S kosého ¢tyibokého hranolu K LM NOPQR je 480, 8 m?.
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Uloha 3.9.3 Urdete v centimetrech tloustku (vysku) v pracovni kuchynské desky z mra-
moru, kterd ma obdélnikovy ptidorys a jeji hmotnost je 70 kg. Hustota p mramoru je
2 800 kg/m?, obsah pracovni plochy je 4 m?.

ReSeni
« Pracovni deska ma tvar kvadru, pro jehoz objem V plati V' = Syv. Obsah podstavy
zname; S, = 4 m?

e Vysku v hranolu vyjadiime ze vzorce pro objem hranolu; v = SL
P

e Objem V hranolu vyjadiime ze vztahu mezi hmotnosti m a hustotou p;
V=" =5 m® = 0,025 m®.

e Vyjadiime nezndmou v; v = SL = %425 m = 0,062 5 m.
P

o Délku vysky v ¢ili tloustku mramorové desky prevedeme na centimetry:
v=20,062 5 m = 6,25 cm.

o Tloustka mramorové pracovni kuchynské desky je 6,25 cm.
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Uloha 3.9.4 Vypoététe objem V a povrch S rovnobé&znosténu ABCDEFGH zvaného
klenec. Sténové uhlopticky ui,us v kazdé sténé méii 6 dm a 32 cm. Vyska klence méri
2,82 dm. Vysledky zaokrouhlete na dvé desetinna mista a uvedte vysledky v decimetrech
krychlovych a ¢tverec¢nich.

Obrézek 3.54: Ilustrace Ulohy 3.9.4

Reseni

Klenec fadime mezi kosé hranoly, jeho stény jsou navzajem shodné kosoctverce (obr.
3.54). Pro jeho objem V plati V' = S,v. Vysku klence zndme; v = 2,82 dm.

Obsah podstavy S, je roven obsahu kosoctverce S, = a - v. Vysku kosoctverce zname
(je zaroven rovna vysce klence): v = 2,82 dm.

Stranu a kosoctverce vyjadiime naptiklad pomoci Pythagorovy véty z pravothlého
AABT (tthlopiicky kosoctverce jsou k sobé kolmé); délka [AT| = Ju; = 3 dm; délku
uy prevedeme na decimetry; |BT| = %u2 =1,6 dm;

a=/3%+(1,6)2 dm = \/(11,56) dm = 3,4 dm.

Vypocitdme obsah podstavy S, = a-v = 3,4-2,82 dm? = 9,588 dm?.
Vypocitdme objem klence V = S,v = 9,588 - 2,82 dm?® = 27,04 dm?.

Pro povrch S hranolu plati S = 25, + S,;. Jelikoz je sit klence tvofena Sesti shodnymi
kosoctverci a jiz jsme vypocitali obsah jedné stény (podstavy S,), pro povrch S klence
plati S =65, =6-9,588 dm? = 57,53 dm?.

Objem V klence ABCDEFGH je po zaokrouhleni 27,04 dm? a jeho povrch S je po
zaokrouhleni 57,53 dm?.
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4. Jehlany

4.1 Jehlany

V této kapitole se budeme zabyvat dalsimi télesy, a to jehlany. Pokud bychom se zamysleli,
kde se nachazeji objekty ve tvaru jehlant, tak nds napadaji starovéké pyramidy nebo moderni
sklenéna pyramida slouzici jako hlavni vchod do Paldce Louvre v Parizi (obr. 4.1).

Obrazek 4.1: Sklenénd pyramida na nadvoii Palace Louvre ve tvaru ¢tyrbokého jehlanu [[16]

Ze starovekého Egypta rovnéz zname monolitické pamatniky symbolizujici paprsky slunce —
obelisky majici tvar ¢tyrbokého hranolce, na jehoz horni podstavé je umistén pravé ¢tyrboky
jehlan. U nas ho mizeme najit na tfetim nadvori Prazského hradu (obr. 4.2).

Obrazek 4.2: Obelisk se zakoncenim ve tvaru ¢tyrbokého jehlanu na Prazském hradé
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Ve tvaru osmibokého jehlanu je postavena rozhledna nachézejici se na Moravé u obce Oc-
manice (obr. 4.3).

Obrazek 4.3: Patnactimetrova rozhledna ve tvaru osmibokého jehlanu (Ocmanice) [[17]]

Poznamka

Obdobné k nazvu pro skupinu mnohosténti — télesa hranolového typu, zde zavedeme
nazev pro dalsi skupinu mnohosténi — télesa jehlanového typu.

4.2 Zavedeni téles jehlanového typu

Tak, jako hranolovy prostor, hranolovou plochu a hranol, zavadime jehlanovy prostor, jehla-
novou plochu a jehlan. Méjme dan tidici n-tthelnik A; Ay ... A, ktery lezi v roviné p, a dale
bod V', ktery v této roviné nelezi, potom jako n-boky jehlanovy prostor oznacujeme sjed-
noceni vSech primek, které prochazeji bodem V a které protinaji mnohothelnik A A, ... A,.

Na nasledujicim obr. 4.4 se nachazi ridici n-thelnik A;As ... A, v roviné p a bod V', které
urcuji zobrazeny n-boky jehlanovy prostor.
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Obrézek 4.4: Jehlanovy prostor n-boky

Jako m-bokou jehlanovou plochu oznacujeme sjednoceni vsech primek, které prochézeji
bodem V' a které protinaji obvod fidictho mnohothelniku. Jehlanovou plochu pokladame za
hranici jehlanového prostoru. Bod V nazyvame vrcholem jehlanové plochy ¢i jehlanového
prostoru. Kazdou primku prochazejici bodem V' pokladame za vrcholovou primku.

Na obr. 4.5 se nachéazi obvod fidictho n-tthelniku Ay Ay ... A, v roviné p a bod V, které
dohromady urcuji n-bokou jehlanovou plochu.

Obrézek 4.5: Jehlanova plocha n-boké
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[ Definice )

Prinikem n-bokého jehlanového prostoru a prostorové vrstvy, jejiz jedna hrani¢ni ro-
vina mé s danym prostorem pouze jediny spole¢ny bod, kterym je vrchol V' jehlanového
prostoru, ziskdme téleso, které nazyvame n-boky jehlan.

Na obr. 4.6 je zobrazen priinik n-bokého jehlanového prostoru a prostorové vrstvy. Vznikne
tak n-boky jehlan.

Obrazek 4.6: Jehlan n-boky

Poznamka

Nézvoslovi jehlani je odvozeno od typu tidictho mnohothelniku. Naptiklad jehlan,
jehoz podstava je Sestitthelnik, je oznacovan jako Sestiboky jehlan.

Definice

Vrchol jehlanového prostoru bod V' se stavd hlavnim vrcholem jehlanu. Ridici
mnohotuhelnik, ktery lezi v roviné p, oznacujeme jako podstavu jehlanu. Jeho vrcholy
nazyvame vrcholy podstavy. Stény jehlanu obsahujici hlavni vrchol oznac¢ujeme jako
boc¢ni stény jehlanu a dohromady tvori plast jehlanu. Kazda bo¢ni sténa jehlanu mé
tvar trojihelniku. Strany fidiciho mnohothelniku (podstavy) jehlanu oznac¢ujeme jako
podstavné hrany, ostatni hrany oznacujeme jako bo¢ni hrany jehlanu.

Uvedené pojmy jsou ilustrovany na obr. 4.7.
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/ hlavni vrchol \

vrchol podstavy,

podstavnd hrana.

podstava

Obrézek 4.7: Vrcholy, hrany a stény jehlant

Vzdalenost roviny podstavy a hlavniho vrcholu V' se nazyva télesova vyska nebo také
vyska jehlanu. Vzdalenost hlavniho vrcholu od podstavné hrany v bocni sténé je sténova

vyska jehlanu. Tyto pojmy jsou ilustrované na nasledujicim obr. 4.8.

sténova vyska

télesovi vySka

Obrazek 4.8: Télesova a sténova vyska jehlanu

4.3 Klasifikace jehlant

Jehlany mtzeme klasifikovat podle riznych kritérii.
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4.3.1 Konvexni a nekonvexni jehlany

Jehlany, obdobné jako jiné typy téles, 1ze délit na konvexni a nekonvexni. Tyto pojmy jsme
si jiz zavedli v predchazejici kapitole. Zda je jehlan konvexni, resp. nekonvexni, souvisi s tim,
zda je konvexni, resp. nekonvexni jeho podstava. Na obr. 4.9 jsou zobrazeny dva konvexni
a jeden nekonvexni jehlan.

Obrazek 4.9: Konvexni pétiboky jehlan a trojboky jehlan, nekonvexni sedmiboky jehlan

4.3.2 Pravidelné a nepravidelné jehlany

Poznamka

Jehlany nerozdélujeme na kolmé a kosé, tak jako hranoly v predchazejici kapitole,
nebof u jehlanu nemame primku urcujici smér jehlanového prostoru.

Jehlan, jehoz podstavou je pravidelny n-thelnik a jehoz pata télesové vysky se nachdazi
n-uhelniku opsané a vepsané), se nazyva pravidelny n-boky jehlan (obr. 4.10), v opac-
ném pripadé jde o nepravidelny n-boky jehlan. Stény pravidelného n-bokého jehlanu jsou
vzdy navzajem shodné trojuhelniky. Napriklad podstavou pravidelného pétibokého jehlanu
je pravidelny pétitithelnik a boéni stény jsou navzijem shodné rovnoramenné (piipadné rov-
nostranné) trojtihelniky.
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Obrazek 4.10: Zleva (horni rada): pravidelny trojboky jehlan, pravidelny c¢tyfboky jehlan,
pravidelny pétiboky jehlan; zleva (dolni fada): pravidelny sestiboky jehlan a pravidelny sed-
miboky jehlan

Poznamka

Jehlan, jehoz podstavou je pravidelny n-tihelnik a pata jeho télesové vysky se nenachazi

Vvev

(obr. 4.11). Jehlan, jehoz podstavou je nepravidelny n-thelnik, bez ohledu na umisténi
paty jeho télesové vysky rovnéz neni pravidelny (obr. 4.12).

Obréazek 4.11: Nepravidelny jehlan s podstavou ve tvaru pravidelného Sestitthelniku
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Obrazek 4.12: Nepravidelny jehlan s podstavou ve tvaru nepravidelného sestitthelniku

S pravidelnymi jehlany se mtizeme setkat v architekture. Naptiklad jde o stfechu mauzolea
v tureckém Divrigi, kterd ma tvar pravidelného Sestibokého jehlanu (obr. 4.13).

Obrazek 4.13: Stfecha mauzolea ve tvaru pravidelného Sestibokého jehlanu (Divrigi) |[18]

94



Uloha 4.3.1 Nasledujici obr. 4.14-4.17 obsahuji tlohy na ovéfeni znalosti z klasifikace
jehlant. V kazdé tloze je jedna a vice moznych spravnych tvrzeni o prislusnych jehlanech.

Vvev

celé okénko moznosti zezelena.

konvexni
[ | nekonvexni
| pravidelny
nepravidelny
] osmiboky

sedmiboky

Obrazek 4.14: O jaky jehlan se jedna?

[ | konvexni
nekonvexni
[ | pravidelny
nepravidelny
[ | pétiboky

desetiboky

Obréazek 4.15: O jaky jehlan se jedna?
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konvexni
[ nekonvexni
[ ] pravidelny
nepravidelny
Ctyrboky

[ ] Zestiboky

Obrazek 4.16: O jaky jehlan se jednd?

konvexni
[ nekonvexni

[ ] pravidelny

nepravidelny

[ trojboky

Sestiboky

Obréazek 4.17: O jaky jehlan se jedna?
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4.4 Dalsi typy jehlant

Ve skolské matematice pracujeme s nasledujicimi typy jehlant, které si postupné predsta-
vime.

4.4.1 Ctyfstén

Trojboky jehlan, coz je jehlan s nejmensim poctem stén ¢tyfi, nazyvame Cty¥Fstén (obr. 4.18).
Jsou-li jeho stény tvoreny ¢tyrmi navzajem shodnymi rovnostrannymi trojihelniky, jedna se
o pravidelny Ctyistén (pravidelny tetraedr, viz obr. 4.19, ktery radime mezi Platénska
télesa). Za téZnici ¢tyrsténu je pokldddna spojnice libovolného vrcholu ¢tyfsténu s tézis-
tém protéjsi stény. Tézisté ctyrsténu je bod,ve kterém se vSechny Ctyri téznice Ctyrsténu
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Béhem 2. svétové valky vznikly Zelezobetonové protitankové zatarasy tzv. ,draci zuby“ ve
tvaru pravidelného ctytsténu (obr. 4.20-4.21). Ty byly pouzivany k zamezeni prujezdu tanku.
7, praktického hlediska bylo velmi vyhodné vyuzit pravé tvar pravidelného ¢tyrsténu pro
instalaci zataras, jelikoz at dopadla na jakoukoli sténu, pozice zabrany zustala vzdy stejna.
Dnes tyto zatarasy nachazeji vyuziti ke stabilizaci dna pod jezem nebo k docasné uzavirce
cesty.

=

Obrézek 4.20: Zelezobetonové protitankové zatarasy ve tvaru étyfsténu (SLO, Pivka)

Obrézek 4.21: Zelezobetonové protitankové zatarasy ve tvaru ctyisténu (CZ, Nové Udoli)
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4.4.2 Komoly jehlan

Jehlany narozdil od hranolii jsou télesa majici hlavni vrchol. Pokud jehlan sefizneme rovinou
rovnobéznou s podstavou, vznikaji dvé télesa. Jedno téleso je opét jehlan s hlavnim vrcho-
lem V', jeho télesova vyska je mensi nez vyska ptuvodniho jehlanu. Druhé téleso oznacujeme
jako komoly jehlan, ktery ma dvé podstavy lezici v rovnobéznych rovinach (obr. 4.22).

Obréazek 4.22: Vznik komolého jehlanu

Pokud jsou podstavami komolého jehlanu navzajem podobné pravidelné n-ithelniky a bocni
stény jsou tvoreny shodnymi rovnoramennymi lichobézniky, pak se jednd o pravidelny
komoly jehlan (obr. 4.23).

Obrazek 4.23: Pravidelny komoly Sestiboky jehlan

Podstavy komolého jehlanu jsou dva podobné mnohotihelniky a boéni stény jsou lichobézniky:.
Télesova vyska neboli vyska komolého jehlanu je rovna vzdalenosti rovin jeho podstav
a sténova vyska je vzdalenost podstavnych hran lezicich ve stejné boc¢ni sténé (obr. 4.24).
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Obrazek 4.24: Stény a vysky komolého Sestibokého jehlanu

V Estonsku nachazime drevéné megaphony k poslouchani zvuk lesa. V nejsirsim misté méri

tTi metry a byly vytvoreny studenty uméleckoprimyslové skoly ve tvaru plasté devitibokého
komolého jehlanu (obr. 4.25).

Obrazek 4.25: Lesni megaphony ve tvaru devitibokého komolého jehlanu (EST, Véru) [20]
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4.5 Anti-modely jehlanu

Predtim, nez prejdeme k zavedeni vzorci pro vypocet objemu a povrchu jehlant, si ovérime
pochopeni predchozich pojmi. Uvedeme si tzv. anti-modely jehlant.

Anti-modelem jehlanu zde budeme rozumét takové téleso, které na prvni pohled sice jehlan
pripomind, ale pti podrobnéjsim zkoumani zjistime, ze se o jehlan nejedna. Prvnim prikladem
je téleso nazjvané v architektufe dvojjehlan vyobrazené na obr. 4.26. Radi se mezi mno-
hostény a vznika sjednocenim dvou jehlanti se shodnymi podstavami. Ctyiboky dvojjehlan
oznacujeme jako osmistén. Pravidelny osmistén fadime mezi Platonska télesa.

Obrazek 4.26: Stojan na kvétinu ve tvaru ¢tyrbokého dvojjehlanu (osmisténu)

Jako druhy ptiklad anti-modelu jehlanu si uvedeme téleso zvané trapezoedr. Je ohranicen
sudym poctem stén majicich tvar ¢tyrihelnikii — deltoidi. Na obr. 4.27 jsou vyobrazeny
desetiboké hraci kostky ze hry Dungeons & Dragons, jez maji tvar pétibokého trapezoedru.

Obrazek 4.27: Hraci kostky ze hry D&D ve tvaru pétibokého trapezoedru [[21]
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Ttetim prikladem anti-modelu jehlanu je téleso zvané hranolec. Jednd se o prismatoid
vznikly osekdnim krychle. Podstavy tvaru obdélniku (lezici v rovnobéznych rovindch) si
nejsou podobné, viz obr. 4.28, kde ¢ # %. Pokud by byly podstavy hranolce podobné obdél-
niky (pripadné ¢tverce), jednalo by se o ¢tyrboky komoly jehlan.

Obrazek 4.28: Hranolec

4.6 Objem jehlanu

V této kapitole si predstavime, jak se poc¢ita objem jehlanu. Pro odvozeni vzorce pro objem
jehlanu vychazime z objemu krychle o hrané délky a.

Tedy objem V' krychle o hrané délky a je

V =a.

Vzorec pro objem jehlanu mizeme nastinit rozdélenim krychle na Sest shodnych ¢tyrbokych
jehlant (obr. 4.29). Jelikoz podstava kazdého ze Sesti ¢tyrbokych jehlant je zaroven jednou
sténou krychle, bude se jednat o pravidelné c¢tyrboké jehlany. Maji jediny spoleény bod —

Vvev

s .a
Jei.

Obrazek 4.29: Krychle rozdélena na Sest shodnych pravidelnych ¢tyrbokych jehlant
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Krychli Ize tedy slozit z Sesti shodnych pravidelnych ¢tyrbokych jehlant o podstavné hrané a,
télesové vysce 5. Miuzeme tedy vyjddrit objem V; jednoho jehlanu pomoci objemu V;, krychle
o hrané a, tedy

Vk a3

V; .
76 6

Pro objem V; dil¢itho pravidelného jehlanu, jehoz podstava je ¢tverec o strané a (S, = a?)
a jehoz vyska v je g, plati

Odvozeni vzorce pro objem n-bokého jehlanu

Pomoci krychle si také odvodime objem trojbokého jehlanu. Nejprve si jesté ukazeme, ze
objem ¢tyrbokého jehlanu, ktery neni pravidelny, 1ze odvodit obdobné jako pro pravidelny
¢tytboky jehlan. Krychli ABCDEFGH rozdélime na tii shodné nepronikajici se jehlany
CDABH, GCBFH a BAEFH se c¢tvercovou podstavou o strané a a télesovou vyskou
rovnéz délky a (obr. 4.30). Podle prvni vlastnosti objemu se jejich objemy rovnaji a podle
druhé vlastnosti objemu plati, Zze objem krychle je souc¢tem objemu téchto tii ¢tyrbokych
jehlant. Tedy objem V' tohoto ¢tyrbokého jehlanu se ¢tvercovou podstavou je roven tretiné
objemu ptvodni krychle.

H

G C

Obrazek 4.30: Krychle rozdélend na tii ¢tyrboké jehlany CDABH, GCBFH a BAEFH
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Z predchoziho tvrzeni vyplyva, ze pokud podstava je ¢tverec o strané a (S, = a?) a télesova
vyska je téz délky a, tak pro objem uvedeného ¢tyrbokého jehlanu plati

1
V= ga?’ = gaQ-a = gspv.

Nyni zvolime kolmy trojboky hranol K LM NOP namisto krychle a pomoci ného odvodime
vzorec pro objem trojbokych jehlant. Tento kolmy trojboky hranol H rozdélime na tii ne-
pronikajici se trojboké jehlany KLMN, NOPL a LMPN (obr. 4.31). Vime podle druhé
vlastnosti objemu, ze objem celého kolmého trojbokého hranolu je roven souc¢tu objemu tii
trojbokych jehlani:

V(H) = V(KLMN) + V(NOPL) + V(LMPN).

Nyni budeme zjistovat, zda tii nepronikajici se trojboké jehlany KLMN, NOPL a LM PN
maji stejné objemy. Nejdrive dokazeme rovnost objemi trojbokych jehlana K LM N, NOPL.
Objemy jehlanit K LM N a NOPL se rovnaji, nebot jehlany jsou shodné, jelikoz podstavami
obou jehlant jsou shodné trojuhelniky K LM a NOP a jehlany maji zaroven shodné vsechny
boc¢ni stény. Vychazime z prvni vlastnosti objemu, kterd uvadi, Ze shodna télesa maji sobé
rovné objemy a plati

V(KLMN) =V(NOPL).

Déle potifebujeme dokazat rovnost objemt trojbokych jehlant NOPL a LM PN. Trojboky
jehlan NOPL s podstavou NOP a hlavnim vrcholem v bodé L preklopime na trojboky
jehlan s podstavou LOP a hlavnim vrcholem v bodé N.

Objemy jehlant LOPN a LM PN se rovnaji, nebof plati Cavalieriho princip, jelikoz podsta-
vami obou jehlant jsou shodné trojuhelniky LOP a LM P (protoze rovnobéznik LMOP je
rozdéleny sténovou uhloprickou LP na dva shodné trojihelniky — podstavy LOP a LM P);
déle maji stejnou télesovou vysku (protoze tyto dva trojboké jehlany dohromady tvoii ¢tyr-
boky jehlan LMOPN s podstavou LM OP a hlavnim vrcholem v bodé N). Plati

V(LOPN) = V(LMPN).

Tim jsme dokéazali, ze tii trojboké jehlany K LM N, NOPL a LM PN maji stejny objem.
Jelikoz se jejich objemy rovnaji, tak pro trojboké jehlany plati



L

K L
Obrézek 4.31: Trojboky hranol H rozdéleny na tfi trojboké jehlany

Pro urceni objemu n-bokého jehlanu (n € N,n > 3) vyuzijeme Cavalieriho princip. Méjme
dan trojboky nebo ¢tyrboky jehlan se ¢tvercovou podstavou a dalsi n-boky tak, ze podstavy
danych jehlant maji stejny obsah podstavy S, a stejnou vysku v. Umistime je do roviny p.
Mnohothelniky vzniklé fezem jehlant rovinou o, o || p, jsou stejnolehlé s podstavami jehlant,
a tedy podobné. Stredy stejnolehlosti jsou umistény v hlavnich vrcholech téchto jehlani.
Koeficient podobnosti je u téchto rezu stejny, plati

kZ_?

Rozsirujici pozndmka. Stejnolehlost — Definice je prevzata z [[10]} s. 59].

7

Definice

Stejnolehlost H(S,k) (neboli homotetie) ur¢ena bodem S a nenulovym realnym
¢islem k je zobrazeni v prostoru, ve kterém se zobrazi bod S na bod S’ = S a kazdy
bod X # S na bod X' tak, ze | X'S| = |x| - | XS5]|.

Pro k > 0 lezi bod X’ na polopifimce SX;
pro k < 0 lezi bod X’ na polopfimce opacné k polopiimce SX.

Bod S nazyvame stredem stejnolehnosti, cislo « nazyvame koeficientem
stejnolehlosti.

Bod X’ je obrazem bodu X ve stejnolehlosti se stfedem S a koeficientem k;
zapisujeme takto: H(S, k) : X — X'
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kde v je vzdéalenost hlavnich vrcholi jehlant od roviny p jejich podstav a vy je vzdalenost
hlavnich vrcholt jehlant od roviny rezu o. S vyuzitim stejnolehlosti dostdvame vztah mezi
obsahem fezu S a obsahem podstavy Sy:

S = k285,

Diky rovnosti obsahti podstav a stejnému koeficientu podobnosti k£ u obou jehlant plati
i rovnost pro obsahy fezii. Z Cavalieriho principu vyplyva, ze tyto jehlany maji stejny objem,
tj. i pro n-boky jehlan plati

1
V == gSpU.

Uvazujme konvexni pravidelny trojboky, konvexni nepravidelny ¢tyrboky a nekonvexni péti-
boky jehlan o stejné vysce, jejichz podstavy lezi ve stejné roviné a maji stejny obsah (veli¢iny
jsou uvedeny bez jednotek), viz obr. 4.32. Rezy témito tfemi jehlany vedené rovnobézné s ro-
vinou jejich podstav v libovolné vysce jsou vzdy podobné s podstavou, protoze rovina rezu
je s ni rovnobézna. Tudiz objemy téchto jehlant jsou si rovny.

Obrazek 4.32: Vyuziti Cavalieriho principu a stejnolehlosti pro tii jehlany se stejnymi obsahy
podstav .S, a se stejnymi vyskami v

Predchozi ivahy mtzeme nyni shrnout.

Véta

Objem V libovolného jehlanu s télesovou vyskou v a obsahem podstavy S, je dan

vztahem ]
V = g SpU.

106



Priklad 4.6.1 Vypocitejte objem V; pravidelného ¢tyrbokého jehlanu ABC'DV'. Jeho boéni
stény jsou tvorené shodnymi rovnostrannymi trojuhelniky o strané délky a = 5 cm, bod T
je sttedem jeho podstavy. Vysledek zaokrouhlete na jedno desetinné misto.

\4

Obrazek 4.33: Ilustrace Prikladu 4.6.1

ResSeni

Pro vypocet objemu V; jehlanu potiebujeme znat obsah podstavy S, a jeho vysku v;.

Jsou-li bo¢ni stény pravidelného c¢tyrbokého jehlanu navzajem shodné rovnostranné
trojihelniky, tak podstavou jehlanu je ¢tverec ABC'D o strané a = 5 cm (obr. 4.33).

Obsah ¢tvercové podstavy S, = a* = 25 cm?.

Télesovou vysku v; uré¢ime napriklad pomoci rovnoramenného ASgeSapV. Vyjadrime
délku jeho stran; [SpcSap| = a; |TSpc| = La.

Pro délku sténové vysky vs (vs = |SpcV|) kazdé bocni stény plati vy = a?. Tuto
hodnotu vypocitame Pythagorovou vétou napriklad z rovnostranného ABCYV, ktery
rozdélime pomoci v na dva pravouhlé trojuhelniky:.

Z pravotuhlého AVTSpe pomoci Pythagorovy véty vyjadiime délku vy;

o= (@)~ () =2 = em

Pro objem jehlanu plati: V; = $S,v, = 5 - 25 - % cm?® = % em?® = 29,5 cm?.

Objem pravidelného ¢tyibokého jehlanu ABC'DV je po zaokrouhleni 29,5 cm?®.
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Priklad 4.6.2 Vypocitejte objem V; pravidelného ¢tyrbokého jehlanu ABC'DV'. Jeho bo¢ni
stény jsou tvorené shodnymi rovnoramennymi trojihelniky se zékladnami délky a = 41/6 cm
a rameny délky ¢ = 7 cm.

Obrazek 4.34: Ilustrace Piikladu 4.6.2

ReSeni
« Pro vypocet objemu V; jehlanu potfebujeme znat obsah podstavy S, a vysku v;.

» Jsou-li bo¢ni stény pravidelného ¢tyrbokého jehlanu tvoreny rovnoramennymi trojihel-
niky se zakladnou délky a = 4y/6 cm a rameny délky ¢ = 7 cm, tak podstava jehlanu
ABCD je ctverec o strané délky a (obr. 4.34).

e S, =a®=(4v6)? cm? = 96 cm?.

o Télesova vyska v; jehlanu je zaroven vyskou k zdkladné rovnoramenného AS pSpcV .
Zakladna tohoto trojihelniku je rovna a = |SspSpc| = 4v/6 cm.

o Ramena rovnoramenného AS,pSpcV vypocitame z pravouhlého ASpcoCV, kde po-
moci Pythagorovy véty uréime v,;

1SapV| = |V Spe| =va = /@? — (5)2 = \/T* = (%)2 cm = /25 cm = 5 cm.

o Délku télesové vysky v, vypocitame z pravothlého AVT Spe, kde pomoci Pythagorovy
véty uréime wvy;

VT = v = /(va)? — (2)2 = /52 — (2%)2 cm= /T cm= 1 cm.

« Pro objem jehlanu plati: V; = £S,v; = 3 - 96 - 1 cm® = 32 cm?.

« Objem pravidelného ¢étyfbokého jehlanu ABC' DV je 32 cm?.
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Priklad 4.6.3 Je dan ¢tyrboky jehlan RSTUV , jehoz podstavou je rovnoramenny lichobéz-
nik o zakladnach délky a = 8 dm, ¢ = 4,5 dm a dvéma rameny délky b = 4,3 dm. Pro vysku
v, rovnoramenného lichobézniku plati v, = 4 dm. Vyska jehlanu méii 4,97 dm. Vypocitejte
objem Vj tohoto jehlanu. Vysledek uvedte na dvé desetinnd mista.

Obrazek 4.35: Ilustrace Prikladu 4.6.3

ReSeni
» Pro vypocet objemu V; jehlanu potfebujeme znat obsah podstavy S, a jeho vysku v;.

« Pro obsah podstavy .S, ve tvaru lichobézniku plati

Sy =g e = BEAD A g2 = 95 dm?.

» Vyska jehlanu v; = 4,97 dm (obr. 4.35).
« Pro objem jehlanu plati: V; = $S,v, = 1 - 254,97 dm?® = 41,42 dm?.

e Objem ¢tyibokého jehlanu RSTUV je po zaokrouhleni 41,42 dm?.
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Priklad 4.6.4 Je dan pétiboky jehlan K LM NOV, jehoz podstavou je pravidelny pétit-
helnik o strané¢ a = 10 m. Vyska v, jehlanu méif 8,42 m. Urcete jeho objem Vj. Vysledek
zaokrouhlete na dvé desetinnd mista.

Obrazek 4.36: Ilustrace Piikladu 4.6.4

Reseni

« Pro vypocet objemu V; jehlanu potfebujeme znat obsah podstavy S,
a jeho vysku v; = 8,42 m.

» Podstavou daného jehlanu je pravidelny pétithelnik o strané a = 10 m. Pravidelny
pétithelnik rozlozime na pét shodnych rovnoramennych trojihelnikia (obr. 4.36);

avg

SaLms = 5.
Z ASSpy M vyjadiime vg; v, = cot 36° - § = 1,376 -5 m = 6,882 m.
Tedy Sapms = 252 m? = 34,410 m?; S, = 5-Sarms = 534,410 m? = 172,050 m?.

o Vyska jehlanu v; = 8,42 m.
e Pro objem jehlanu plati: V; = %Spvt = % 172,050 - 8,42 m? = 482, 89 m3.

e Objem pétibokého jehlanu K LM NOV je po zaokrouhleni 482,89 m?3.
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Priklad 4.6.5 Je ddn nekonvexni desetiboky jehlan K ELAM BNCODYV . Podstavou to-
hoto jehlanu je pentagram, tj. péticipy nekonvexni hvézdicovity mnohothelnik se stranami
stejné délky. Pentagram vznikl z pravidelného konvexniho pétithelniku o strané ¢ = 5 m.
Vyska v, jehlanu je 8,55 m. Urcete jeho objem V. Vysledek zaokrouhlete na dvé dese-
tinna mista.

Obrazek 4.37: Ilustrace Prikladu 4.6.5

ResSeni

» Pro vypocet objemu V; jehlanu potfebujeme znit obsah podstavy S, a jeho vysku
vy = 8,55 m.

« Obsah podstavy S, ve tvaru pentagramu (obr. 4.37) vypocitame tak, ze od obsahu Sy
konvexniho pravidelného pétithelniku K LM NO odecteme pétinasobek obsahu rovno-
ramenného ALM A o zakladné ¢ = 5 m a ramenech b,

Sp =51 —5-Sarma. Je tieba vypocitat Sarara.

a

» Vyjaditme Sarnma = “*. Je tieba vypocitat vg.

o 7 pravouhlého ASy M A pomoci Pythagorovy véty vyjadiime délku vg;
Va = \/’AMP — |SpuM|? = \/b2 — (§)2. Je tfeba vypocitat |AM| = b.

« Pfepona |AM| = b pravoihlého ASpyMA je zaroven ramenem rovnoramenného
ANLM A; a také ¢ast thlopticky K M konvexniho pravidelného pétithelniku K LM NO.
Uhlopficky konvexniho pravidelného pétithelniku jsou viechny stejné dlouhé a kazdé
dvé se vzajemné déli v poméru ¢ nazyvaném zlaty tez; ¢islo ¢ je zlatym cislem;
Y= 1*—2‘/5 V tomto pripadé se thlopricky K M, N L konvexniho pravidelného pétithel-
niku K LM NO protinaji v bodé A. Tedy pomoci zlatého fezu vyjadiime pomér mezi
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IKM| KAl 14V
KA — |AM] — P = "2

koz AKAN ~ AKNO a tvoif kosottverec KANO; |KA| = a. Ze vztahu % =
vyjadifme |AM| = b; |[AM| = AL tedy [AM| = 2 = 522 m = 3,090 m.

1+V5
2

tiseCkami: . Vyjadiime délku tsecky |[KA| = a = 5 m, jeli-

o Vypoditame v,; v, = \/b2 —(5)?= \/3, 0902 — (%)2 m = 1,816 m.

« Obsah ALMA je Sapaa = %o = 221818 m = 4,540 m?.

e Vypocéitame obsah S; konvexniho pravidelného pétitthelniku K LM NO o strané
a = 5 m. Pravidelny pétithelnik rozlozime na pét shodnych rovnoramennych troju-
helnikit; Sazarp, = “2ul 7 AP, SparM vyjaditme visku [Py, Spal;

P, Spar] = cot36° - & =1,376-2,5 m = 3,441 m.

Tedy Sarmp, = 5% m? = 8,606 m?.
Tedy S1 =5 Sarup, =5-8,606 m? = 43,030 m?.

« Pro obsah podstavy plati S, = S1 —5-Sarma = 43,030 m? —5-4, 540 m? = 20, 330 m?.
« Pro objem jehlanu plati V; = $S,0, = 5 - 20,330 - 8,55 m® = 57,94 m?®.

« Objem daného nekonvexniho desetibokého jehlanu je po zaokrouhleni 57,94 dm?.
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4.7 Povrch jehlanu

Tak jako u povrchu télesa je i povrch jehlanu roven souctu obsaht vsech jeho stén, tedy ob-
sahu jeho sité (obr. 4.38). Sit jehlanu je tvorena jednou podstavou a jeho plastém (obr. 4.39).

Véta

Povrch S jehlanu je souc¢tem obsahu jeho podstavy S, a obsahu jeho bo¢nich stén,
tj. plaste Sp; tedy plati

S =8, + 5.

Obrézek 4.38: Sit ¢tyrbokého jehlanu

plast jehlanu

podstava jehlanu

Obrazek 4.39: Plast a podstava ¢tyrbokého jehlanu zobrazeného v levém podhledu
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Nyni vypocitdme povrch jehlanu z Prikladu 4.6.1.

Priklad 4.7.1 Vypocitejte povrch S pravidelného ¢tyrbokého jehlanu ABC DV'. Jeho boc¢ni
stény jsou tvorené rovnostrannymi trojuhelniky o strané délky a = 5 ¢m, bod T je stredem
jeho podstavy. Vysledek zaokrouhlete na jedno desetinné misto.

\4

Obrazek 4.40: Ilustrace Prikladu 4.7.1
Reseni

« Pro vypocet povrchu jehlanu potifebujeme znat obsah podstavy .S,
a obsah jeho plaste S,.

o Jsou-li bo¢ni stény pravidelného c¢tyrbokého jehlanu navzajem shodné rovnostranné
trojuhelniky, tak podstava jehlanu ABCD je c¢tverec se stranou délky a = 5 cm
(obr. 4.40).

. Sp:a2:25 cm?.

o Plast jehlanu je tvoren ¢tyfmi shodnymi rovnostrannymi AABV, ABCV, ACDV
a ADAV. Uréime obsah ABCYV.

» Pro obsah tohoto trojuhelniku plati S = “¢, kde a je délka zdkladny a v, je vyska

k zakladné. Tedy a = 5 cm; v, = v, kde v je sténova vyska jehlanu. Tu jsme jiz urcili

v piikladu 3.6.1, tj. v, = a2

. 25\/§
¢ Obsah ABCV je Sapoy = %* = %= =

. - cm? = 25% cm?.
« Pro obsah plasté jehlanu plati S, = 4Sapey = 25v/3 em? = 43,30 cm?.
« Pro povrch S jehlanu plati S = S, + S, = 25 cm? + 43,30 cm? = 68,3 cm?.

« Povrch pravidelného ¢tyibokého jehlanu ABC DV je po zaokrouhleni 68,3 cm?.
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Nyni vypocitdme povrch jehlanu z Prikladu 4.6.2.

Priklad 4.7.2 Vypocitejte povrch S pravidelného ¢tyrbokého jehlanu ABC' DV . Jeho boc¢ni
stény jsou tvofené shodnymi rovnoramennymi trojihelniky se zékladnami délky a = 4v/6 cm
a rameny délky ¢ = 7 cm. Vysledek zaokrouhlete na dvé desetinnd mista.

Obrazek 4.41: Ilustrace Prikladu 4.7.2

Reseni

Pro vypocet povrchu jehlanu potfebujeme znat obsah podstavy S,
a obsah jeho plaste Sp.

Jsou-li bo¢ni stény pravidelného ¢tyrbokého jehlanu tvoreny rovnoramennymi trojihel-
niky se zékladnou délky a = 44/6 cm a rameny délky ¢ = 7 cm, tak podstava jehlanu
ABCD je ¢tverec o strané délky a.

S, = a? = (41/6)% cm? = 96 cm?.

Plast jehlanu je tvoren ¢tyimi shodnymi rovnoramennymi AABV, ABCV, ACDV
a ADAV . Uréime obsah ABCV'.

Pro obsah S trojuhelniku plati S = “*, kde a je délka zékladny a v, je vyska k za-
kladné. Tedy a = 4v/6 cm.

Z pravotuhlého ASpcCV pomoci Pythagorovy véty urcime v,;

Vg = 1/q? — (5)2=\/T* — (#)2 cm= /25 cm= 5 cm.

Obsah bocni stény BCV je ddn vztahem Sapcoy = ¢ = 10v/6 cm?.

Pro obsah plésté jehlanu plati S, = 4Sapcv = 404/6 cm? = 97,979 cm?.

Pro povrch jehlanu plati S = S, + Sy = 96 cm? + 97,979 cm? = 193,98 cm?.

Povrch pravidelného étyfbokého jehlanu ABCDV je po zaokrouhleni 193,98 cm?.
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Nyni vypocitdme povrch jehlanu z Prikladu 4.6.3.

Priklad 4.7.3 Je dan ¢tyrboky jehlan RSTUV | jehoz podstavou je rovnoramenny lichobéz-
nik o zakladnach délky a = 8 dm, ¢ = 4,5 dm a dvéma rameny délky b = 4,3 dm. Pro vysku
v, lichobézniku plati v, = 4 dm. Pro délky sténovych vysek plati v, = 5,3 dm, v, = 5,8 dm,

Ve =

5,4 dm. Vypocitejte povrch S tohoto jehlanu. Vysledek zaokrouhlete na dvé dese-

tinnd mista.

Obrézek 4.42: Iustrace Prikladu 4.7.3

ResSeni

Pro vypocet povrchu jehlanu potfebujeme znat obsah podstavy S,
a obsah jeho plasté S,;. Pro obsah podstavy tvaru lichobézniku plati

S, =etd mw — B0 4 412 — 95 dm? (obr. 4.42).

Plast jehlanu RSTUYV je tvotren ¢tyimi ARSV, ASTV, ATUV a AURV.
Urcéime obsah kazdého z nich.

Pro obsah S obecného trojtuhelniku plati S = 3+, kde a je délka zdkladny a v, je vyska
k zédkladneé.

Tedy v nasem piipadé Sapsy = %o = 223 dm? = 21,200 dm?.

Sastv = Savry = % = 2258 dm? = 12,470 dm?.

Saruy = % = 2554 dm? = 12,150 dm?.

Pro obsah plasté jehlanu plati Sy = Sarsy + 25asrv + Sarvy =
= 21,200 dm? + (2 - (12,470) dm? + 12, 150 dm? = 58,290 dm?>.

Pro povrch jehlanu plati S = S, + S, = 25 dm? + 58,290 dm? = 83,29 dm?.
Povrch ¢tyfbokého jehlanu RSTUV je 83,29 dm?.
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Nyni vypocitadme povrch jehlanu z Prikladu 4.6.4.

Priklad 4.7.4 Je dan pétitiboky jehlan K LM NOV, jehoz podstavou je pravidelny péti-
uhelnik o strané a = 10 m. Pro sténové vysky jehlanu plati vs, = 8,44 m, v,, = 10,87 m,
Vs, = 15,66 m, vg, = 13,69 m a v, = 8,93 m. Urcete jeho povrch S. Vysledek uvedte na
dvé desetinnd mista.
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Obrazek 4.43: Ilustrace Prikladu 4.7.4

ReSeni
« Pro vypocet povrchu S jehlanu potiebujeme znat obsah podstavy S, a obsah jeho
plaste Sy

o Podstavou daného jehlanu je pravidelny pétithelnik o strané ¢ = 10 m. Pravidelny
pétithelnik rozlozime na pét shodnych rovnoramennych trojihelnikt (obr. 4.43);
SALMS = e 7 ASSp M vyjadrime v,; v, = cot 36° - 5 =1,376 -5 m = 6,882 m.
Tedy Sarms = 252 m? = 34,410 m?; S, = 5-Sarms = 534,410 m? = 172,050 m?.

o Plast daného jehlanu je tvoren péti riznymi trojihelniky: AK LV, ALMV, /N MNV |
ANOV a AOKYV . Uréime obsah kazdého z nich.

 Proobsah S obecného trojihelniku plati S = %5+, kde a je délka zdkladny a v, je vyska

k zékladné. Vypocitdme obsahy danych trojuhelnikii.

o Tedy v tomto pipadé Saxry = S5 = 10'728’44 m? = 42,200 m?.

av . av .
Sapmy = 222 = 10080 12 — 54 350 m?. Spapny = 52 = 100200 ;2 = 78,300 m.

Sanov = “5t = 138 m? = 68,450 m%. Spoxy = 5= = 12552 m? = 44,650 m?.

o Pro obsah plasté jehlanu plati: Spl = SArIv+2S5armv +FSA mav FSANOV +SAOKY =
= 42,200 m? + 54, 350 m? + 78,300 m? + 68, 450 m? + 44 650 m? = 287,950 m?2.

« Pro povrch jehlanu plati S = S, + Sy = 172,050 m? + 287,950 m? = 460, 00 m?.
« Povrch pétibokého jehlanu KLMNO je 460,00 m?.
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Nyni vypocitadme povrch jehlanu z Prikladu 4.6.5.

Priklad 4.7.5 Je dan nekonvexni desetiboky jehlan K ELAM BNCODYV , jehoz podsta-
vou je pentagram — péticipy nekonvexni hvézdicovity mnohothelnik, ktery ma vsechny strany
stejné dlouhé, vznikly z pravidelného konvexniho pétithelniku o strané a = 5 m. Sténova
vyska v, jehlanu je 8,52 m. Uréete jeho povrch S. Vysledek zaokrouhlete na dvé dese-
tinné mista.

Obrazek 4.44: Tlustrace Piikladu 4.7.5

ResSeni
e Pro vypocet objemu V; jehlanu potiebujeme znat obsah podstavy S, a obsah jeho

plAZte .

« Obsah podstavy S, ve tvaru pentagramu (obr. 4.44) vypocitame tak, ze od obsahu S;
konvexniho pravidelného pétitthelniku K LM N O odecteme pétinasobek obsahu rovno-
ramenného ALM A o zakladné a = 5 m a ramenech b,

Sp =51 —5-Sarma. Je tieba vypocitat Sarara.

o Vyjadiime Sappa = “e. Je tieba vypocitat v,.

o 7 pravouhlého ASp M A pomoci Pythagorovy véty vyjadiime délku vg;
Vg = \/|AM|2 — S M|?) = \/172 —(%)?). Je tieba vypocitat |[AM| = b.

o Prepona |AM| = b pravoihlého ASpy M A je zaroven ramenem rovnoramenného
ALM A; a také ¢ast thlopricky K M konvexniho pravidelného pétithelniku K LM NO.
Uhlopiicky konvexniho pravidelného pétithelniku jsou viechny stejné dlouhé a kazdé
dvé se vzajemné déli v poméru ¢ nazyvaném zlaty fez; cislo ¢ je zlatym cislem;
Q= H’—Q‘/g V tomto pripadé se thlopricky K M, N L konvexniho pravidelného pétithel-
niku K LM NO protinaji v bodé A. Tedy pomoci zlatého fezu vyjadiime pomér mezi

dseckami: Al = L — o = /5 Vyjddifme délku dsecky [KA| = a = 5 m, jeli-

koz AKAN = ANOK a tvoii koso¢tverec KANO; |KA| = a. Ze vztahu % =

vyjadiime |[AM| = b; |[AM| = %, tedy [AM| =2 = >~ m = 3,090 m.

1+v5
2
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» Vypocitame v,; v, = \/b2 - (%)% = \/3,0902 —(5)?) m = 1,816 m.
« Obsah ALMA je Sapya = %o = 21818 1 = 4,540 m?.

e Vypocitame obsah S; konvexniho pravidelného pétithelniku K LM NO o strané
a = 5 m. Pravidelny pétithelnik rozlozime na pét shodnych rovnoramennych troja-
helnikit; Sazarp, = 2 7 AP, Sy M vyjaditme visku | P, Spal;

| Py, Spar| = cot36° - £ =1,376-2,5 m = 3,441 m.
Tedy Sarup, = 222 m? = 8,606 m?.

Tedy Sl =5- SALMPvt =5- 8,606 le = 43,030 Hl2.
« Pro obsah podstavy plati S, = S1—5 - Sazya = 43,030 m?—5 - 4,540 m? = 20, 330 m?.

o Plast daného jehlanu je tvoren deseti navzajem shodnymi trojihelniky.

Pro obsah plasté plati Sy = 10 - Sarav; Sarav = b% = M m = 13,163 m?.

Tedy Sy =10 Sapay = 10+ 13,163 m? = 131,630 m?.
« Pro povrch jehlanu plati S = S, + Sy = 20,330 m? + 131,630 m? = 151,96 m?.
o Povrch nekonvexniho desetibokého jehlanu K ELAMBNCODYV je 151,96 m?.

4.8 Objemy a povrchy dalsich typd jehlant

4.8.1 Ctyf¥stén

Z herniho svéta je zndméa Rubikova kostka ve tvaru krychle, ale rovnéz existuje atypicka
Rubikova kostka ve tvaru pravidelného trojbokého jehlanu (pravidelného ¢tyrsténu), zvana
Pyraminx, vyobrazena na obr. 4.45.

Obrazek 4.45: Atypicka Rubikova kostka (Pyraminx) ve tvaru pravidelného ¢tyfsténu
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Poznamka

Nezapominejme, zZe existuji i pravidelné trojboké jehlany, které ale nejsou pravidelnymi
¢tytstény. Ovsem vsSechny trojboké jehlany miizeme nazyvat ¢tyrstény.

Priklad 4.8.1 Vypocitejte objem V ¢tyisténu CDFEF. Jeho podstava je rovnostranny
trojihelnik CDFE o strané 8 mm a délka jeho télesové vysky v je v = 10 mm. Vysledek
zaokrouhlete na dvé desetinna mista.

Obrazek 4.46: Ilustrace Prikladu 4.8.1
Reseni

e Pro objem V jehlanu plati V = %Spv. Potfebujeme znat obsah podstavy S,, délku
télesové vysky v zndme v = |Py F| = 10 mm.

e Body Scp, Scg jsou stfedy prislusnych stran trojihelniku (obr. 4.46).

« Obsah podstavy S, je roven obsahu rovnostranného trojihelniku o strané a = 8 mm.
a-vg

Pro obsah trojtuhelniku plati Sacpe = “5*.

o Pro délku sténové vysky v, této podstavy plati v, = a?. Tuto hodnotu uré¢ime pomoci

Pythagorovy véty z pravotihlého AScpDC'; v, = 8? mm.

. ]38
» Pro obsah podstavy S, plati S, = Sacpr = 3¢ = s 28 2 mm? = 16y/3 mm?.

« Proobjem V jehlanu plati V = $S,0 = £ - 16v/3 - 10 mm? = 18%/3 mm?® = 92, 38 mm?.

« Objem ¢tyisténu CDEF je po zaokrouhleni 92, 38 mm?.
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Priklad 4.8.2 Povrch pravidelného ¢tyrsténu UVW Z o hrané a = 5 m je Lg/g m?. Urcete
jeho objem V. Vysledek zaokrouhlete na dvé desetinna mista.

AV

Obrazek 4.47: Ilustrace Piikladu 4.8.2

ResSeni

Jelikoz je c¢tyrstén pravidelny, vSechny jeho stény vcéetné podstavy tvori shodné rov-
nostranné trojuhelniky o strané a. Pro vypocet objemu ¢tyrsténu potiebujeme znat
obsah podstavy S, a délku télesové vysky v; (obr. 4.47).

Pro povrch S jehlanu plati S = 5, + S, = 50‘[

Povrch ¢tytsténu je tvoren ¢tyimi shodnymi rovnostrannymi trojihelniky, tudiz plati:
V3
Sp_s_502 m2:25£/§m2

T 47 4
Vime, ze v, = |T'V|, nebot bod T je patou télesové vysky Ctyrsténu a soucasné je tézis-
tém trojihelniku ZUW . Vychazime napiiklad z rovnoramenného AUV Szy,. Vyjadiime
délku jeho stran: |[VU| =5 cm; |[USzw| = |V Szw| = vs.

Pro délku sténové vysky v, kazdé boc¢ni stény plati vy = a?. Tuto hodnotu vypocitame

Pythagorovou vétou napiiklad z rovnostranného AZUW , ktery rozdélime pomoci vy
na dva pravouhlé trojihelniky.

Vime, ze T'V je vyska trojuhelniku UV Sz, ktera je kolma k USzy . USzy je zaroven
téznice AZUW . Z &ehoz vyplyva, ze [TU| = 3|USzw| = 3v, = %a% = ‘“[ ‘3/§ m

7 pravouhlého ATU % Vyjédfime vt pomoci Pythagorovy véty;
—\/a2 a‘[ \/(25 m—\/»m—f)\[m

Pro objem V jehlanu plati: V = %Spvt =3 25\[ 5\/7 m?3 = 125*[ = 14,73 m?

Objem pravidelného ¢tyisténu UVW Z je po zaokrouhleni 14,73 m3.
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4.8.2 Komoly jehlan

Pro odvozeni vzorce pro V komolého jehlanu vezmeme komoly jehlan A;A,...A,AjA3...AL
s télesovou vyskou v, ktery doplnime o jehlan A} AL... ALV s télesovou vyskou vy na jehlan
A1 Ay.. A,V s télesovou vyskou vy (obr. 4.48).

Obrézek 4.48: Komoly jehlan

Pro objemy Vi, V5 jehlant s vyskami vy, vy a pro objem V' komolého jehlanu plati

Vi=V+ 1,
tj.

V=V-VW.
Jsou-li S7 a S5 obsahy podstav komolého jehlanu, plati

1 1
V= 5511)1 — 552’02.

JelikoZ v1 = v + vy dostavdame
vV 15( + vg) 15
= =51(v+vy) — =Syv
31 2 30202
cili

1 1
V= 5511) + 5(51 — 52)1)2.
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Podstavy komolého jehlanu jsou podobné mnohothelniky, z ¢ehoz vyplyva, ze koeficient
podobnosti k je:

RozSirujici pozndamka. Stejnolehlost — Definice je prevzata z [10]] s. 59].

Definice

Stejnolehlost H (S, ) (neboli homotetie) ur¢end bodem S a nenulovym redlnym
¢islem k je zobrazeni v prostoru, ve kterém se zobrazi bod S na bod S’ = S a kazdy

bod X # S na bod X' tak, ze | X'S| = |x| - | XS].

Pro k > 0 lezi bod X’ na poloprimce SX;
pro x < 0 lezi bod X’ na poloprimce opacné k poloprimce SX.

Bod S nazyvame stredem stejnolehnosti, cislo « nazyvame koeficientem
stejnolehlosti.

Bod X’ je obrazem bodu X ve stejnolehlosti se stfedem S a koeficientem k;
zapisujeme takto: H(S,k) : X — X'

k= @;
U1
a pro obsahy podstav komolého jehlanu plati
tedy
k= \/S_z
VSt
Tudiz

V2 \/5_2

v VS

Postupnymi tpravami dostavame (pro vy = v + vg

V'S2

~—

v
Vs VS
Dostavame V' komolého jehlanu:
1 1 VS,
V=25 —(S
L N A

Rozdil S; — S5 rozlozime na soucin (v/S; — v/S2)(v/S1 + /S2) a upravime na vysledny tvar:

1
V= 5(51 +1/5152 + Sp)v. O

Predchozi tivahy mizeme nyni shrnout.
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Véta

Objem V komolého jehlanu s télesovou vyskou v, jehoz podstavy maji obsah S, Ss,
je

1 I—
V= 5(5’1 + 5182 + Sz)'U.

\.

Déle si uvedeme vztah pro povrch komolého jehlanu:

Véta

Pro povrch S komolého jehlanu plati

S =S+ Sy + Sy,

kde 51, 52 jsou obsahy podstav a Sy je obsah plaste.

Nasledujici vysvétleni zptisobu urc¢eni objemu pravidelného komolého jehlanu vychazi z
s. 97-99]. K objemu pravidelného komolého jehlanu pravdépodobné dospéli jiz
staii Egypfané. Na moskevském papyrusu se nachazi tloha na vypocet pravidelné komolé
pyramidy, tedy pravidelného komolého ¢tyrbokého jehlanu (obr. 4.49).

Obrazek 4.49: Tlustrace k odvozeni vzorce pro objem komolého jehlanu

Uvazujme pravidelny komoly ¢tyiboky jehlan o podstavnych hranach a, b a vysce h. Toto

téleso rozlozime na devét ¢asti: jeden pravidelny ¢tyrboky hranol vysky h o podstavné hrané
délky b; ¢tyti jehlany vysky h s ¢tvercovou podstavou o hrané aT_b; a Ctyri shodné trojboké
hranoly, kazdy z nich mé& objem rovny poloviné objemu kvadru vysky h a o rozmérech
podstavy b, “T’b. Pokud sec¢teme objemy dilcich téles z obr. 4.49, dostavame se k nasledujicimu

vztahu:

a—">b, 1 a—2>
. . 4-2.b-

( 2 ) bt 2 b 2
ktery odpovida vzorci pro objem komolého jehlanu, jelikoz % = :-h, kde h = v; déle a® = Sy;
ab = /5155 a b?> = S5, kde S, .S, jsou obsahy podstav komolého jehlanu.

V=0h+4- ch=~-(a*+ab+b?),

Wl
wi= W] >
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Priklad 4.8.3 Urcete télesovou vysku v pravidelného komolého ¢tyrbokého jehlanu
KLMNOPQR, jehoz dolni podstava ma stranu délky a; = 8 dm a horni podstava ma stranu
délky a; = 6 dm. Objem V tohoto komolého jehlanu je 271,3 dm?. Vysledek zaokrouhlete
na jedno desetinné misto.

Obrazek 4.50: Ilustrace k Prikladu 4.8.3

Reseni

e Pro vypocet objemu komolého jehlanu s obsahy podstav Si, Sy a vysce v pouzijeme

vzorec V = %(51 + /S19; + So)v.

e Jedna se o pravidelny komoly ¢tyrboky jehlan, jeho podstavy jsou ¢tverce.
Délka strany ¢tverce tvoriciho dolni podstavu je a; = 8 dm;
obsah této podstavy je S; = a;? = 64 dm? (obr. 4.50).

o Délka strany ¢tverce tvorici horni podstavu je a; = 6 dm;
obsah této podstavy je S; = as? = 36 dm?.

e Ze vzorce pro objem V komolého jehlanu vyjadiime nezndmou v, pricemz Sy, .S, jiz

o \/2‘1/52 5 @ dosadime obsahy podstav;

zZname; v =

_ 3V _ 3-271,3 -
v= (S1 4+ VS152 + S2) ~ (64 + V/64.36 + 36) dm = 5,5 dm.

o Télesova vyska v po zaokrouhleni ¢ini 5,5 dm.
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4.9 Ulohy II

Uloha 4.9.1 Vypoctéte objem V; pravidelného osmibokého jehlanu K LM NOPQRV . Pod-
stavna hrana jehlanu méfi a = 8,3 cm a vyska v jehlanu je 14,6 cm. Vysledek zaokrouhlete
na dvé desetinna mista.

Obrazek 4.51: Ilustrace k Uloze 4.9.1

Reseni

Pro objem V; jehlanu plati: V; = %Spv. Vysku v jehlanu zname: v = 14,6 cm (obr. 4.51).

Obsah podstavy S, jehlanu je roven obsahu pravidelného osmithelniku K LM NOPQR.
Pravidelny osmithelnik rozlozime na osm shodnych rovnoramennych trojihelniki:

Sy = 8- 5. Je tfeba vypocitat v,.

7 ASkrLP, vyjddiime v,; v, = cot 22,5° - § = 2,414 - 4,150 m = 10,018 m.

Tedy S, =8+ %45% =4a -v, =4-8,3-10,018 cm? = 332,598 cm?.

Dosadime do vzorce pro vypocet objemu jehlanu:
V;=3S,0 =15 - 332,598 14,6 cm® = 1 618,64 cm®.

Objem V; daného pravidelného osmibokého jehlanu je po zaokrouhleni 1 618,64 cm?.
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Uloha 4.9.2 Vypoctéte povrch S Sestibokého jehlanu A; As A3 A4 A5 AgV, jehoz podstava
je vepsana do obdélniku OPQR o rozmérech = 14 m a y = 12 m (obr. 4.52). Podstava
A1 Ay A3 AL A5 Ag je osové soumérnd podle osy AzAg. Znate |OA;| = 4 m, |A1 Az = 6 m,
télesové vysky jehlanu a také stfedem obdélniku. Vyska v, trojihelniku A; A5V je zaroven
téznici t, tohoto trojuhelniku a méii 12 m. Vyska v, trojihelniku A A3V méii 11,91 m.
Vysledek zaokrouhlete na dvé desetinnd mista.

Obrazek 4.52: Tlustrace k Uloze 4.9.2

ResSeni
« Pro povrch S jehlanu plati: S = .S, + S,.
e Obsah podstavy S, jehlanu je roven obsahu Sestitthelniku A; Ay A3 Ay AsAg, ktery vy-

pocitame tak, ze od obsahu S; obdélniku O PQ R odecteme soucet ¢tyr obsahti pravo-
ﬁhlyCh trojflhelnikﬁ: AOA1A67 AAQPAg, AA3QA4 a AA5RA6

e Pro obsah S; obdélniku OPQR plati: S; = 2y = 14 - 12 m? = 168 m?.

o Jelikoz se obsahy pravouhlych trojihelniku OA;Ag, AsPAs, A3sQA, a AsRAg rovnaji,
_ [0A1] - |OAe| __ 4

stac¢i vypocitat obsah jednoho z nich: Saa, 450 = > -0 =12 m?

« Pro obsah podstavy jehlanu plati: S, = S; —4-Saa,4,0 = 168 m* —4-12 m? = 120 m?.

o Plast tohoto jehlanu je slozen ze Sesti trojuhelnikii. Trojihelnik A; A5V je rovnora-
menny, protoze v, = t,. Jelikoz je podstava A;A; A3A4A5Ag osové soumérna podle
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Osy A3A6, plati AAlAQV = AA4A5V Zbylé étyf’l tI‘OJflhelnﬂ{y AQAgV, A3A4V,
AsAgV a AgA,V jsou shodné podle véty sss: AA A3V = AA3ALYV = AA5AgV =
NAgA V.

 Pro obsah AA; A,V plati: Spa 4,0 = 455 = % m? = 36 m?.

e Pro obsah AA;A3V plati: Saa,a,v = b 5. Zdkladnu tohoto AAyA3V vypocitame

Pythagorovou vétou pomoci pravoihlého trojuhelniku A, A3 P:
b= /|AsP]2 + |PAs]2 = VA2 £ 62 m= 7,211 m.

Tedy SAAgAgV — b ‘2Ub — 7,211 2 11,91 m2 - 42,942 m2.

o Obsah plasté Sy, je roven souctu obsahtt vSech jeho boc¢nich stén a plati:
Spl = QSAAIAQV + 4SAA2A3V =2-36 m>+4- 42,942 m? = 243, 768 m?.

e Dosadime do vzorce pro vypocet povrchu S jehlanu:
S =8, + Sy =120 m? 4 243,768 m? = 363,77 m?.

o Povrch S Sestibokého jehlanu A; Ay A3 A, A5 AgV je po zaokrouhleni 363, 77 m?.

Uloha 4.9.3 Urcete délku = bo¢ni hrany ¢tyfsténu XY ZV. Podstavou ¢tyfsténu je rov-
nostranny AXY Z o strané délky a = 10 dm. Odchylka hrany c¢tytrsténu a roviny podstavy
je a = 60°. Pata vysky Ctyrsténu lezi v tézisti podstavy v bodé T. Body Sxz, Syz jsou
stfedy prislusicich stran trojuhelniku. Vysledek zaokrouhlete na jedno desetinné misto.

Obrazek 4.53: Tlustrace k Uloze 4.9.3

128



ReSeni
o Pro vypocet délky x bocni hrany ¢tyfsténu budeme vychézet z pravothlého AXTV .
Nyni potfebujeme vypocitat délku zakladny XSy trojuhelniku AX Sy V.

o Pri urceni délky zakladny, ktera je zaroven téznici rovnostranného AXY Z o strané
a = 10 dm, vychazime naptiklad z pravoihlého AXY Sy, a vypocitame ji pomoci

Pythagorovy véty: | XSyz| = /a? — (5)? = V102 — 52 dm = 8,66 dm (obr. 4.53).
« Déle plati: [XT|=2-|XSyz| =2-8,66 dm = 5,77 dm.
o Uhel a = 60° = |[ZV X Sy|.

o Pro urceni délky bo¢ni hrany x ¢tytsténu XY ZV vychazime z pravoihlého AXTV

co_ |XT| _ 577 N
a plati: v = =5 = > dm = 11,5 dm.

o Délka boéni hrany x ¢tyrsténu XY ZV je po zaokrouhleni 11,5 dm.

Uloha 4.9.4 Vypoctéte objem V a povrch S pravidelného pétibokého komolého jehlanu
ABCDEFGHIJ. Délka hrany dolni podstavy a; = 10 cm, délka hrany horni podstavy
as = 5,11 cm a délka boéni hrany pravidelného pétibokého komolého jehlanu [ = 7,3 cm.
Vysledek zaokrouhlete na jedno desetinné misto.
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Obrazek 4.54: Tlustrace k Uloze 4.9.4

ReSeni
« Proobjem V komolé¢ho jehlanu plati: V' = §(S) ++/5152+S52)v. Potfebujeme vypoditat

Vvev

e Obsah S; dolni podstavy tohoto komolého jehlanu je roven obsahu pravidelného pé-
tidhelniku o strané a; = 10 cm. Pravidelny pétithelnik rozlozime na pét shodnych
rovnoramennych trojuhelniki (obr. 4.54); Saper, = al;‘” . Z ABSpcTy vyjadiime v, ;
Vg, = €0t 36° - 4 = cot 36° - 5 cm = 6,88 cm.

Tedy Saper, = 2522 cm? = 34,40 cm?. Tudiz Sy =5 - 34,40 cm? = 172,00 cm?.
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Obsah S, horni podstavy tohoto komolého jehlanu je roven obsahu pravidelného pé-
titthelniku o strané as = 5,11 cm. Pravidelny pétithelnik rozlozime na pét shodnych
rovnoramennych trojuhelnik; Sagpr, = W;?. Z ANGSerTh vyjadiime v,,;

Vg, = €Ot 36° - 2 = cot 36° - 2,56 cm = 3,52 cm.

Tedy Sacur, = 51172352 cm? = 8,99 cm?. Tudiz Sy = 58,99 cm? = 44,95 cm?.

N

Pro urceni vysky v jehlanu vychazime z pravotuhlého lichobézniku T7CTy H; délku dolni
zékladny T;C tohoto lichobéZniku oznac¢ime jako |T1C| = z1; délku horni zdkladny Ty H
tohoto lichobézniku oznacime jako |ToH| = .

Pro uréeni délky x; vychazime napriklad z rovnoramenného trojuhelniku BCT}, ktery

rozdélime podle jeho vysky (ta je zaroven téznici) na dva pravouhlé trojtihelniky. Pra-

vouhly ASpcCT; ma pii vrcholu 77 uhel, pro ktery plati |£SpcT1C| = 36°. Pro
ay

plati: x;1 = —2- = 8,51 cm.

sin 36°

Pro urcéeni délky x5 vychazime naptiklad z rovnoramenného trojuhelniku GHT5, ktery
rozdélime podle jeho vysky (ta je zdroven téznici) na dva pravouhlé trojihelniky. Pra-
vouhly ASgy HT, mé pri vrcholu Ty thel, pro ktery plati |£SquToH| = 36°. Pro x9
az

plati: zo = 25 = 4,35 cm.

Pro urceni vysky v tohoto komolého jehlanu vychazime z pravoihlého lichobézniku
T\CTyH; P, je pata kolmice z bodu H k dolni zédkladné x;. Pro vysku jehlanu plati:
|T\T5| = |P,H| = v. Nyni vychdzime z pravotihlého AP,HC a délku v vypocitame
pomoci Pythagorovy véty; |P,H| = v; [CH| =1= 7,3 cm; |P,C| = 1 —x9 = 4,16 cm:

v=/I?—=|P,C]? = /7,32 — 4,162 cm = 6,00 cm.

Pro objem V' komolého jehlanu plati
V = 3(S1+ 515+ S2)v = (172,004 /172,00 - 44,95 + 44, 95) - 6 cm® = 609, 8 cm?®.

Pro povrch S komolého jehlanu plati S = S} + S + Sy Plast pravidelného pétibokého
komolého jehlanu se skladd z péti shodnych rovnoramennych lichobézniki. Bod P,
je patou vysky boc¢ni stény tohoto komolého jehlanu. Vypocitame obsah jednoho z nich,
k tomu potiebujeme urcit Pythagorovou vétou délku v, vysky tohoto lichobézniku;

|P) F| = v |[AF| =1 =17,3 cm; |P, A| = “5%2 = 2,45 cm:

vs = /12 — | Py, A2 = /7,37 = 2,457 cm = 6,88 cm.

Saprc = a1 -vs = 10 - 6,88 cm? = 68,80 cm?.

Pro obsah plasté tohoto komolého jehlanu plati:
Sy =5+ Saprg =5 - 68,80 cm? = 344 cm?.

Pro povrch tohoto komolého jehlanu plati:
S =814 S5+ Sy = 172,00 cm? + 44,95 cm? 4 344 cm? = 561,0 cm?.

Objem V pravidelného pétibokého komolého jehlanu ABCDEFGHIJ je po zaokrouh-
leni 609, 8 cm? a povrch S pravidelného pétibokého komolého jehlanu ABCDEFGHI.J
je po zaokrouhleni 561, 0 cm?.
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5. Objemy a povrchy nekonvexnich
mnohosténu

V této kapitole se budeme zabyvat nekonvexnimi mnohostény, se kterymi se ve stredoskol-
skych ucebnicich ziidka setkavame. Ze svéta kolem nas si uvedeme nékolik architektonickych
staveb ve tvaru nekonvexnich mnohosténti (obr. 5.1-5.5).

Obrazek 5.2: Wotrubtv kostel (Viden, Rakousko) ([24]
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25]

Obrazek 5.3: Komplex budov Habitat 67 (Montreal, Quebec) ||

N

‘...“__._.__::_::::_._,_

Obrazek 5.4: Mrakodrap MahaNakhon (Bangkok, Thajsko) 26|
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Obréazek 5.5: Budova Cinské tstfedni televize (Peking, Cina)

Néasledné si uvedeme nékolik prikladid s feSenim a krokovanych tloh na vypocet objemu
a povrchu nekonvexnich mnohostént.
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Priklad 5.1.1 Vypoctéte objem V' a povrch S}, nekonvexniho kolmého pétibokého hranolu
A1 Ay A3 Ay As Ag A7 AgAg Ay vyobrazeném na obr. 5.6. Obsah S nekonvexniho pétitithelniku
Ay Ay A3 AL A5 je 8,44 cm?. Délky stran nekonvexniho pétitthelniku AgA;AgAg Ay jsou

a; = Scm, ay =as=3cmaaz=ay =2 cm. Télesova vyska v hranolu je 7 cm. Vysledky
uvedte na jedno desetinné misto.

A1 Az

Obréazek 5.6: Ilustrace k Prikladu 5.1.1

Reseni

Pro objem V' libovolného hranolu plati V' = Syv. Vyska v tohoto hranolu méri 7 cm.

Podstavy daného hranolu jsou navzdjem shodné nekonvexni pétitihelniky (obr. 5.6).
Podstavy télesa jsou shodné utvary, maji tedy i shodné obsahy. Pro obsah podstavy
plati Sp = SA1A2A3A4A5 = 8,44 sz.

Vypoditdme objem V tohoto hranolu: V = S,v = 8,44 ¢cm? - 7 cm = 59,1 cm?.
Pro povrch Sj, hranolu plati vztah S;, = 25, + Sy.

Obsah plasté S, nekonvexniho kolmého pétibokého hranolu je rovnen souctu ob-
sahti vSech boc¢nich stén. U tohoto hranolu jsou bo¢ni stény tvoreny péti obdélniky
A1A2A7A6, A2A3A8A77 A3A4A9A8, A4A5A10A9 a A5A1A6A10, z nichz dvé dVOjiCG stén
jSOll shodné: A2A3A8A7 = A5A1A6A10 a A3A4A9A8 = A4A5A10A9.

Tedy Sy = 2545454547 + 2845454045 T SA1 A5 A7 A-

Vypocitdme obsah obdélniku Ay Az AgA7: Sa,a54,45 = G2 -v = 3 cm -7 cm = 21 cm?.
Vypocitdme obsah obdélniku A3 A;AgAg: Sa,a,4045 = a3 -v =2 cm -7 cm = 14 cm?.
Vypocitdme obsah obdélniku Ay Ay A7 Ag: Sa,apa,4s = @1 -V =5 cm -7 cm = 35 cm?.

Vypocitame obsah plasté S, tohoto hranolu:
Spl = 25A2A3A8A7+2SA3A4A9A8 +SA1A2A7A6 =2.21 cm?+2-14 cm?+35 cm 2 = 105 em?.

Povrch Sj, tohoto hranolu je: S, = 2S5, + S, = 2 8,44 ¢cm? 4 105 cm? = 121,9 cm?.

Objem daného nekonvexniho kolmého pétibokého hranolu je 59,1 cm?® a jeho povrch
je 121,9 cm?.
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Priklad 5.1.2 Vypoctéte objem V; a povrch S nekonvexniho Sestibokého jehlanu

A1 A3 A3 AL A5 AV, ktery vznikl z pravidelného ¢tyrbokého jehlanu A1 X A5AgV o podstavné
hrané a = 6 cm a télesové vysce v = 8 cm ,odriznutim* ¢tyrbokého jehlanu A; X A4 A3V
se Ctvercovou podstavou o strané § a stejné télesové vysce, viz obr. 5.1.2. Bod A3 je patou
télesové vysky v, |A3V| = 8 cm, body Sa,a,, Sasa, jsou stfedy prislusnych hran. Vysledky
zaokrouhlete na jedno desetinné misto.

ResSeni

AI ay A2

Obrazek 5.7: Ilustrace k Prikladu 5.1.2

e Pro objem V; jehlanu plati V; = %Spv. Vysku v tohoto jehlanu zname;
v=|A3V] =8 cm.

o Délky podstavnych hran jsou a; = ay = a3 = a4y =3 cm a a5 = as = 6 cm (obr. 5.7).

o Ukazeme si tTi zpusoby vypoctu objemu daného nekonvexniho sestibokého jehlanu
A1A2A3A4A5A6VZ

1. %

Obsah podstavy S, tohoto jehlanuu je roven obsahu nekonvexniho Sestitihel-
niku Ay Ay A3 A4 A5 Ag, ktery lze rozdélit na tfi shodné neprekryvajici se ¢tverce
A1A2A3S54, 44, AsAsA5S 4,4, & A3Sa 44654, 4, O strané a = 3 cm.
Vypocitdme obsah jednoho ze ¢tvercli: Sa, a,4554, 4, = a’>=3% cm? =9 cm?.
Vypocitame obsah podstavy: S, =3+ 54, 4,435, 4, = 39 cm? = 27 cm?.
Vypocitame objemu jehlanu: V; = %Spv = % <27 cm? - 8 ecm = 72 cm?.

Dany jehlan A; Ay A3A3A5AgV 1ze rozdélit na tfi shodné nepronikajici se Ctyt-
boké jehlany Ay A2 A3S4, 4,V AsAsAsSa 4,V a A3Sa,a,A654, 4,V , jejichz pod-
stavy jsou shodné ¢tverce o strané a = 3 cm. Tyto ¢tyrboké jehlany maji shod-
nou télesovou vysku v = |A3V| = 8 cm.

Objem nekonvexniho Sestibokého jehlanu je roven souctu objemu tii shodnych
¢tyrbokych jehlanii, které se nepronikaji. Vypocitdme obsah podstavy a také
objem jednoho z nich: Sa, 4,455, 4, = a? = 3% cm? =9 cm?,

VA1A2ABSA1A6V = %SA1A2A33A1A6U = %9 cm? - 8 cm= 24 cm®,
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* Objem nekonvexniho jehlanu je: V; = 3VA1A2ASSA1A6V =3-24 cm? = 72 cm?®.

3. * Vypocet je mozné také provést odectenim objemu jednoho dil¢iho jehlanu
A X A4 A3V od objemu plivodniho jehlanu A; X A5 AV neboli objem V; nekon-
vexniho jehlanu A;A; A3A4A5AgV je roven % objemu puvodniho pravidelného
¢tyrbokého jehlanu Ay X A5 AgV, jelikoz tento jehlan 1ze slozit ze ¢tyt shodnych
c¢tyrbokych jehlanii.

Pro povrch S jehlanu plati S = S, + Sp; S, jsme jiz vypocitali:
Sp =3 SA1A2ABSA1A6 =27 cm2.

Obsah plasté S, nekonvexniho Sestibokého jehlanu je rovnen souétu obsahi vSech
bocnich stén. U tohoto jehlanu jsou boc¢ni stény tvoreny sSesti trojihelniky A; A5V,
AQAsV, A3ALV, ALASV, AsAgV a AgAV, pricemz tii dvojice téchto trojuhelnikt
jSOll shodné: AAlAQV = AA4A5V, AAQA?)V = AA3A4V a AAg,AGV = AAGAﬂ/
Tedy Spl = 254,14, + QSAQAg,V + 2SA5A6V-

a1-Vay ,

Vypocitame obsah pravouhlého trojihelniku A; AsV: Saa,a,v = 5
Va, = AoV = Sy, 4,V Gsecka Sy, 4,V je také ramenem rovnoramenného AAySy. 4,V ,
ktery rozdélime podle jeho vysky v na dva pravouhlé trojihelniky. Z pravouhlého
ANA3S a4,V vypocitame Pythagorovou vétou délku jeho prepony Sa, a,V:
1S 4,4,V | = V32 + 82 cm= /73 cm = 8,54 cm; |Sa, 4,V = v, = 8,54 cm.

a1vay 3 - 854

Tedy Saa,a,vy = —5+ ==+ cm = 12,81 cm?.

Vypocitame obsah pravothlého trojihelniku Ao AsV: Saa,a,v = %;

piicem? vy, = v = 8 cm. Tedy Saa,a,v = 2% = 228 cm = 12 cm?.

2 2

as-Vas

Vypocitdme obsah rovnoramenného trojihelniku AsAgV: Sass4,v = =525

pricemz v,, = Sas4,V = Vo, = 8,54 cm.
a5Vas _ 6 - 8,54

Tedy SAA5A6V =5 =5 cm = 25,62 cm2.

Vypocitame obsah plasté S, tohoto jehlanu: Sy = 254, 4,v + 254,4,v + 2544,y =
—92 . 12,8l em? + 2 - 12cem® + 2 - 25,62 cm? = 100, 86 cm?.

Vypocitame povrch S tohoto hranolu:
S =8,+ Sy =27 cm? + 100,86 cm? = 127,9 cm?.

Objem daného nekonvexniho kolmého pétibokého hranolu je 72 cm? a jeho povrch
je 127,9 cm?.

Priklad 5.1.3 Vypoctéte objem V' a povrch S nekonvexniho dvanactisténu
AlBlolDlElFlGlHlAQBQCgDQEgFQGQHQ Vyobrazeném na obr. 5.8. Bod S
je sttedem pomyslné pomocné krychle A, B,C1 D, EFiG1H; i vnitini dutiny
ve tvaru krychle AyByCyDoEyFyGoHy. Déle plati [A;As| = |A3S| = /3 m,
pomér délek tsecek |A;As| 1 |A2Gy| je roven 1 : 3.
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Obrazek 5.8: Ilustrace k Prikladu 5.1.3
Reseni

e Objem V daného dvanactisténu vypocitame tak, ze od objemu V; krychle
A1B1C1D1E 1 F\G1H, o hrané a; odec¢teme objem V5 krychle AyByCyDoFEsFoGoHs
o hran¢ as: V' =V, B,cip1EiFiGiH) — VAyByCoDa s FaGoHa -

o Pro objem V; plati Vi = Vu,B,cyp, B ricm, = a1°. Musime tedy urcit a;.

« Vypocitame délku hrany ay krychle A; B;Cy D, EyFi1G1 Hy. Pro sténovou thlopricku us,
krychle o hrané a; plati u,, = a;v/2; pro télesovou thlopiicku u;, krychle o hrané a,
plati u,, = a;v/3. Vychazime z pravotithlého AA,C1Gy: A,Cy = u,, = a1v/2, C1Gy = ay,
G1A; = w;, = ayV/3. Vime, ze |A1Ay| = /3 m;
|A1Ag| 1 |AsGy| = 1:3; up = |A1G| = 4 - |A1 Ay = 4v/3 m. Tedy a; = 4 m.

o Vypoéitame objem krychle A, B,C, D E\FiG1Hy: Vi = a;® = 64 m3.

L] PI‘O objem ‘/2 plati ‘/2 = VA23202D2E2F2G2H2 = a23.

o Vypocitame délku hrany as krychle Ay BoCo Do Es FyGio Hy. Pro sténovou thlopricku wug,
krychle o hrané a, plati u,, = aQ\/i; pro télesovou thlopricku u,, krychle o hrané as
plati uy, = asv/'3. Vychazime z pravotihlého A A;CoGy: AxCh = ug, = asv/'2, CoGs = ay,
GoAg = uy, = az\/3. Vime, Ze |A3S| = /3 m;
|A2S| : [SGa| = 1:1; uy, = |A3Ga| = 2+ |AyS| = 2¢/3 m. Tedy ay = 2 m.

o Vypod&itame objem krychle Ay BoCoDyEyFyGoHy: Vo = ay® = 8 m3.

« Vypoéitdme objem dvanactisténu: V =V, — V5 = 64 m3 — 8 m® = 56 m?.

o Povrch S mnohosténu vypocitame tak, ze spoc¢itame obsah jeho sité ¢ili se¢teme obsahy
vsech jeho stén. Jeho stény jsou tvoreny Sesti shodnymi ¢étverci o strané a; a Sesti
shodnymi ¢tverci o strané as: S = (6 - a;?) + (6 - ax*) = 96 m? + 24 m? = 120 m?.

« Objem nekonvexnfho dvanictisténu je 56 m? a jeho povrch je 120 m?.
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Priklad 5.1.4 Vyjadfete objem V a povrch S nekonvexniho devitisténu ABCDEFGHS
vyobrazeném na obr. 5.9. Bod S je stfedem pomyslné pomocné krychle ABCDEFGH

o hrané a.
H G
A a B
Obrazek 5.9: Ilustrace k Prikladu 5.1.4
Reseni

Objem V daného devitisténu vyjadiime tak, ze od objemu V; krychle ABCDEFGH
o hrané a odecteme objem V; pravidelného ¢tyibokého jehlanu ABFES s vyskou %a:
V' =Vapcpereu — VaprEs.

Pro objem V; plati V; = a?.

Pro objem V; plati Vo = £ 5,0 = a3 - a = d®.

1
2 6

Vyjédifme objem dvandctisténu: V =V, — V5 = a® — 1a® = 24°.

Povrch S mnohosténu uréime tak, ze vyjadiime obsah jeho sité ¢ili sec¢teme obsahy
vsech jeho stén. Jeho stény jsou tvoreny péti shodnymi c¢tverci o strané a a étyrmi
shodnymi rovnoramennymi trojihelniky o zékladné a a vysce v,. Tedy S = 5a2+4%.
Pro urceni v, pottebujeme znat délku b ramena rovnoramenného trojihelniku, kterou
vyjadiime pomoci délky télesové thlopticky u; krychle ABCDEFGH o hrané délky
a takto: b = %ut = %a\/g. Vysku v, (kterd je zaroven téznici) rovnoramenného troj-
thelniku o zakladné délky a a ramenech délky b Vyjadrlme pomom Pythagorovy véty

z pravoiihlého ASapBS; va = /b2 — ()2 = /(3a+/3)? = /2 =L
Vyjadiime povrch tohoto dev1tistenu
S = ba® +4%5% = 5a? +4%22% = 502 + a®V2 = a®(5 +V?2).

Objem nekonvexniho devitisténu ABCDEFGHS je V = —a a jeho povrch
je S = a*(5+ V/2).
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Uloha 5.1.1 Na obr. 5.10 je ddn dam se stiechou ve tvaru ¢tyibokého jehlanu véetné
rozméru domu. Vypocitejte povrch obvodovych zdi (otvory pro okna zanedbejte) a objem
stfechy (pudy) tohoto domu.

vy dka stiechy =3 m

A
Y

B

lka strechy = 8 m

- A O O O e ] e e ey
5
£l
2 Sirka domu =4 m
Y

délka domu = 6 m

vyska domu =5m

v

T

*a

Y

Obrazek 5.10: Ilustrace k Uloze 5.1.1

ResSeni

e Pro urceni povrchu obvodovych zdi tohoto domu, musime vypocitat obsah stén, které
tvori obvodové zdi.

o Obvodové zdi domu jsou tvoreny dvéma dvojicemi navzajem shodnych obdélnikii.

e Prvni dvojice obdélnikt ma rozméry délky domu a = 6 m a vysky domu ¢ = 5 m.
Obsah S; tohoto obdélniku je S; =a-c=6m - 5 m = 30 m?.

e Druhda dvojice obdélnikt méa rozméry sirky domu b = 4 m a vysky domu ¢ = 5 m.
Obsah S, tohoto obdélniku je Sy =b-c=4m - 5 m = 20 m?.

e Vypocitame obsah Sp obvodovych stén:
So=2S5 + 25 =2 -30m? + 2 - 20 m? = 100 m%.

e Pro urceni objemu pudy tohoto domu, musime vypocéitat objem V ¢tyrbokého jehlanu,
jehoz podstava je obdélnik o rozmérech délky stfechy d = 8 m a sitky stfechy e = 6 m
a jehoz vyska v je rovna vysce stiechy f = 3 m.

e Pro objem V jehlanu plati: V = %Spv.
« Obsah podstavy S, tohoto ¢tyibokého jehlanu je S, =d-e =8 m - 6 m = 48 m?.
« Pro objem jehlanu plati V = 3S,v = £5,f = 3 - 48 m? - 3 m = 48 m®.

« Povrch obvodovych zdi daného domu je 100 m? a objem jeho piidy je 48 m3.
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Uloha 5.1.2 Vypoditejte objem V télesa vyobrazeném na obr. 5.11, které predstavuje
model starovékého chramu zvaného zikurrat. Je slozeno z deseti stupni — pravidelnych ¢tyft-
bokych hranoli. Délka podstavné hrany prvniho stupné je 40 m, kazdy dalsi stupen (hranol)
mé podstavnou hranu o 4 metry krats$i. Vyska v kazdého dalstho stupné (hranolu) je 2 m.

Obrazek 5.11: Tlustrace k Uloze 5.1.2

Reseni

e Objemu tohoto nekonvexniho télesa je roven souc¢tu objema V; (i = 1,2,...,9,10)
jednotlivych pravidelnych ¢tyrbokych hranol:
V=Vi+Voa+Vs+Vi+Vs+Ve+Vi+Vs+Vy+ Vi

e Proobjem V; (i =1,2,...,9,10) kazdého pravidelného ctyrbokého hranolu plati:
Vi = Sp,v. Vyska kazdého hranolu je rovna v = 2 m.

o Uréime délky podstavnych hran a; (i = 1,2,...,9,10) jednotlivych hranoli; a; = 40 m:
as =36 m; az =32 m; ay = 28 m; a5 = 24 m; ag = 20 m; a; = 16 m; ag = 12 m;
ag =8 m; ajp =4 m.

« Vypocitdme obsahy podstav S, (i = 1,2,...,9,10) jednotlivych hranold; S,, = a;%

S, = 1600 m2% S, = 1296 m?% S,, = 1024 m?% 5, =784 m% S,, = 576 m>
Spe = 400 m?; S, = 256 m?; S,, = 144 m?; S, = 64 m?; S, = 16 m?.

« Vypoéitame objemy V; (i = 1,2,...,9,10) jednotlivych hranolt; V; = S, v:
Vi=1600m?-2m =3 200m3 Vo=1296 m?-2m = 2 592 m?;
Va=1024m?-2m=2048m?; V, =784 m? -2 m = 1 568 m?;

Vs =576 m?-2m = 1 152 m?; V5 = 400 m?-2 m = 800 m?3; V7 = 256 m?-2 m = 512 m?;
Ve=144m?-2m =288 m? Vo =64 m?-2m = 128 m3; Vjp = 16 m? -2 m = 32 m>.

o Vypocitame objem V slozeného nekonvexniho télesa:
V=Vi+Vo+Va+Vi+Vs+Ve+Vr+Vs+Vy+Vip=23200m® + 2592 m? +
+ 2048 m3 + 1568 m? + 1 152 m3 + 800 m® + 512 m?® + 288 m? + 128 m?® +
+ 32 m® =12 320 m3.

« Objem modelu starovékého chrdmu zvaného zikurrat je 12 320 m3.
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Uloha 5.1.3 Vypoditejte objem V a povrch S nekonvexniho osmisténu RSTUVW zobra-
zeném na obr. 5.12; toto téleso vzniklo ,,rozdilem® dvou pravidelnych ¢tyrbokych jehlant se
shodnymi podstavami a riznymi vyskami. Bod X je stfedem ¢tverce RSTU, [W X | = 8 km,
|[VX| =4km, a =|RS| =6 km. Vysledek zaokrouhlete na jedno desetinné misto.

T

W

Obrazek 5.12: Tlustrace k Uloze 5.1.3
Reseni

e Objem V nekonvexniho osmisténu RSTUV W vypocitame tak, ze od objemu V;
pravidelného ¢tyrbokého jehlanu RSTUW o podstavné hrané a = 6 km a vysce
v = |[WX| = 8 km odeCteme objem V; pravidelného ¢tyrbokého jehlanu RSTUV
o podstavné hrané a = 6 km a vysce v, = |[WX| =4 km: V =V; — V5.

« Pro objem V; plati Vi = $S,v1 = a*- v; = 36 km? - 8 km= 288, 00 km?.
e Pro objem V; plati V, = %Spvg =a? - vy = 36 km? - 4 km= 144, 00 km?.

e Vypocitame objem nekonvexniho osmisténu:
V=V, -V, =288 km® — 144 km?® = 144, 0 km?.

e Povrch S mnohosténu uréime tak, ze vypocitdme obsah jeho sité ¢ili seCteme obsahy
vsech jeho stén. Jeho stény jsou tvoreny dvéma c¢tvetricemi rovnoramennych trojihel-
nikl, v kazdé ¢tvetici jsou trojihelniky shodné. Prvni ¢tverice shodnych rovnoramen-
nych trojihelniktit ma zakladnu a, délku ramen b a délku vysky wvs. Druhd ctverice
shodnych rovnoramennych trojihelnikii ma zakladnu a, délku ramen c a délku vysky
vg. Tedy S =445 + 4. 455,
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Body Sgrs, Sst, Stu, Sru jsou stiedy prislusnych hran.

Pro urceni vysky vz potiebujeme znat |W Sgs| = |W.Sty| = vs, kterd je zéroven délkou
ramene rovnoramenného trojuhelniku ASrgS7yW. Tento rovnoramenny ASgsStyW
o zékladné délky a = 6 km rozdélime vyskou v; na dva pravouhlé trojuhelniky a vyja-
diime vs pomoci Pythagorovy véty:

vy = /2 + ()2 = /82 + (§)2 km = V82 + 32 km = /73 km = 8,54 km.

Pro uréeni vysky vy potiebujeme znat |V Sgr| = |V Sry| = v, kterd je zaroven délkou
ramene rovnoramenného trojuhelniku ASgrSry V. Tento rovnoramenny ASsrSgryV
o zakladné délky a = 6 km rozdélime vyskou v, na dva pravothlé trojuhelniky a vyja-
difme vy pomoci P}'fthagorovy véty:

vy = w}z +( \/42 )2 km = /2% + 32 km = /25 km = 5 km.

Vypocitdme povrch tohoto osmisténu: S =4 - “5% 44 - =
=495 km? 44 22 km? = 4 - 25,62 km? T 415 kn? =162, 5 km?.

Objem nekonvexniho osmisténu RSTUVW je 144,0 km? a jeho povrch je 162, 5 km?.
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6. Valce

6.1 Valce

V této kapitole se budeme zabyvat dalsim typem télesa vyuzivaném v mnoha riiznych od-
vétvich. Jednim z nich je architektura. Jak by mohly byt realizovany stavebni konstrukce
bez znalosti téles oznacovanych za valce? Prikladem téchto konstrukei mohou byt oblouky a
klenby. Na obr. 6.1 ¢asti dvou valcii. Piejetim kurzoru mysi pres nasledujici obrazek zobrazite
obrysy téles z fotografie.

Obréazek 6.1: Kiizova klenba sklddajici se z ¢asti dvou valct [42]

Piipadné, jak by mohla byt postavend rotunda sv. Jiff a sv. Vojtécha na hote Rip, jejiz
konstukee se skladd z dvou celych vélct a jedné ¢asti valce (obr. 6.2)7

Obrézek 6.2: Rotunda sv. Jiif a sv. Vojtécha na hoie Rip (CZ)[43]

I u dalsich architektonickych konstukci bylo vyuzito tvaru valeti, viz vodarenska véz pobliz
meésta Mittweida v Némecku (obr. 6.3).
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Obrazek 6.3: Vodarenska véz (Mittweida, Némecko) [44]

Mohli bychom si klast otazku, pro¢ takova studna i tunel jsou velmi casto ve tvaru valce.
Divod by mohl byt ten, ze nejjednodusi technika jejich konstrukce je vertikalni, pripadné
horizontalni vrtani vykonnymi stroji do pudy, a tedy konstruujeme v pritfezu kruh, ktery
postupné vytahujeme do prostoru a dostavame pomyslny valec. Na obr. 6.4 se nachazi studna
véalcového tvaru v budové Cerninského paléce a na obr. 6.5 je vyobrazeny tunel v sopecné
jeskyni Gruta do Carvao na Azorach.

Obrézek 6.4: Studna v prostordach Ministerstva zahrani¢nich véci (Praha, CZ)
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Obréazek 6.5: Betonovy tunel (Ponta Delgada, Portugalsko)

Dalsim prikladem odvétvi, kde vyuzivame télesa ve tvaru valce, by mohlo byt vodohospo-
dérstvi. Zde uvedeme piiklad vodovodnich trubek (obr. 6.6), které maji valcovy tvar. A dale
v chemickém primyslu, konkrétné v laboratotich, nachazime padesatimililitrovy odmérny
valec, viz obr. 6.7.

Obrazek 6.6: Vodovodni trubky ve tvaru vélce [47]
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Obrazek 6.7: Odmérny valec s ¢ervenou tekutinou v chemické laboratori (vpravo)

6.2 Zavedeni téles valcového typu

Poznamka

V kontextu valcti bychom si mohli pfipomenout n-boky pravidelny hranol. Kdybychom
si predstavili napriklad 100-boky pravidelny hranol n = 100, tak by tento 100-boky
pravidelny hranol pripominal spiSe vilec. Na nésledujicim appletu (obr. 6.8) se nachazi
animace, ve které se postupné méni pocty vrcholi podstavy n-bokého pravidelného
hranolu, n € N;n = {3,4,...,100}.

n e N;n=1{3,4,...,100}

Obrazek 6.8: n-boky pravidelny hranol

Tak, jako hranolovy prostor, hranolovou plochu a hranol, zavadime kuzelovy prostor, kuzelo-
vou plochu a kuzel. Méjme dan kruh K se sttedem S v roviné p a ptimku s, ktera je s rovinou
p riaznobézna. Jako valcovy prostor oznac¢ime sjednoceni vsech ptimek, které jsou rovno-
bézné s primkou s a které protinaji dany kruh K. Kazdou primku rovnobéznou s primkou s
nazyvame smeérovou primku véilcového prostoru.
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Na nésledujicim appletu (obr. 6.9) se nachdzi kruh A se stfedem S v roviné p a smérova
piimka s, které urcuji zobrazeny valcovyprostor. Zménou polohy bodu A ménime tvar val-

cového prostoru.

Obrazek 6.9: Vélcovy prostor

Jako valcovou plochu oznacujeme sjednoceni vsech primek, které jsou rovnobézné s prim-
kou s a které protinaji kruznici k, kterou je dany kruh K vymezen. Véalcovou plochu poklé-

déame za hranici valcového prostoru.

Na appletu (obr. 6.10) se nachdzi kruznice i v roviné p a smérova piimka s, které dohromady
urcuji valcovou plochu. Zménou polohy bodu A ménime tvar kuzelové plochy.

Obréazek 6.10: Valcova plocha

Definice

Prinikem valcového prostoru a prostorové vrstvy, jejiz hraniéni roviny nejsou rovno-
bézné s primkou s, ziskame téleso, které nazyvame valec.

\

Na nésledujicim appletu (obr. 6.11) je zobrazen prunik valcového prostoru a prostorové
vrstvy, kterd je ohrani¢ena dvéma riznymi rovnobéznymi rovinami. Vznikne tak valec. Zme-
nou polohy bodu A ménime tvar valce a zaroven ménime tloustku prostorové vrstvy.
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Obrazek 6.11: Valec

Definice

Za podstavy valce jsou oznacovany kruhy, které tvori fezy hrani¢nich rovin vrstvy
s valcovym prostorem. Kruznici lezici v podstavé valce oznacujeme jako podstavnou
hranu. Plastem valce je sjednoceni vsech tsecek, které prochazi podstavnou hranou
a zaroven jsou rovnobézné se smérovou primkou s. Jednotlivé polohy téchto tsecek
oznacCujeme jako strany valce.

Na néasledujicim obr. 6.12 jsou tyto pojmy ilustrované.

—«— podstavnd hrana

podstava

plast’

sfrana

podstava

podstavna hrana

Obrazek 6.12: Podstavy, podstavna hrana, plast valce a strana valce

Definice

Vzdalenost podstav valce se nazyva télesova vyska nebo také vyska valce.

Tento pojem je ilustrovany na nasledujicim obr. 6.13.
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Obréazek 6.13: Télesova vyska, strana valce a polomér podstavy

[luzi nekonecné valcové plochy evokuje uméleckd instalace za pomoci zrcadel jménem Sloup
védéni nachazejici se v prazské Ustfedni knihovné na Marianském namésti. Sloup skladajici
se z osmi tisic svazkl knih vytvoril slovensky vytvarnik Matej Krén v roce 1998, viz obr. 6.14.

Obrézek 6.14: Sloup védén{ piipominajici nekoneénou valcovou plochu ve foyer Ustfedni
knihovny v Praze

Kromé predchoziho zavedeni téles valcového typu, miizeme jesté zavést zavést tzv. rotacni
valec dalsim zptisobem, a to nasledovné.
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6.2.1 Jak vznika rotacni valec

Definice

Rotacni valec vytvorime rotaci obdélniku, resp. ¢tverce, okolo primky, ve které je
obsazena jedna jeho strana. Jednotlivé body této tsecky vytvori rotaci podstavy ro-
tacniho valce, resp. kruhy. Rotaci zbyvajicich stran obdélniku vznikne plast kuzele.

Je dan obdélnik, pripadné ¢tverec, ABCD a osa rotace o, ktera obsahuje stranu BC', rotaci
obdélniku, pripadné ¢tverce, ABCD okolo této osy o dostavame rotacni valec s polomeé-
rem podstavy r = |AB| = |DC| a vyskou v = |BC| = |AD|. Podstavy rota¢niho vélce,
resp. 2 kruhy, vznikaji rotaci tsecek AB a C'D. Plast rotacniho valce vznika rotaci tsecky
AD a strana rotacniho valce je kazda dil¢i poloha usecky AD. Prumér podstavy je roven
dvojnasobku poloméru d = 2r = |AA|, viz obr. 6.15.

-
wn=”

Obrazek 6.15: Vznik rotac¢niho vélce rotaci obdélniku okolo osy o

Definice

Rotaci primky |BC| okolo osy o vznika rota¢ni valcova plocha. Prostor touto plo-
chou ohraniceny oznacujeme rotacni valcovy prostor. Rotacni valcova plocha je
vSech mnozina bodu v prostoru, jejichz vzdalenost od osy rotace o je kladné a zaroven
konstatni. Na nasledujicim obr. 6.16 je ilustrovana rotacni valcova plocha.
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Obrézek 6.16: Vznik valcové plochy rotaci primky BC' okolo osy o

6.3 Klasifikace valcu

Vélce miizeme klasifikovat podle nasledujiciho kritéria.

6.3.1 Kolmé a kosé valce

Kritérium, podle kterého lze klasifikovat valce, je odchylka smérové primky valcového pro-
storu a roviny podstavy. Vélec, jehoz strany jsou kolmé k podstavé (¢ili smérova piimka
je kolma k roviné podstavy), se nazyva kolmy valec. Kazdy kolmy valec s kruhovou pod-
stavou muzeme oznacit jako rotacéni, nebof muze vzniknout rotaci, jak jsme si zavedli v
predchozi kapitole. Pokud jeho strany nejsou kolmé k podstavé, tak se jedna o kosy valec
(ilustrace téchto pojmu viz obr. 6.17).

Poznamka

Kosy valec nemtize vzniknout rotaci.

Obrazek 6.17: Zleva: Kosy véalec a kolmy véalec neboli rotacni

A co takové valcovani? Za zminku stoji parni vélec, jenz slouzil v minulosti k zpevnovani
pozemnich komunikaci, dnes jiz je takovyto funkéni parni stroj spise unikat a v soucasnosti
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tento druh prace obstaravaji hutnici stroje, jejichz nejdulezitéjsi ¢asti je tzv. ,béhoun* ¢i
ykulidlo“, ktery ma pravé tvar kolmého vélce, viz obr. 6.18.

Obrézek 6.18: Parni valec u firmy Magyar Kozut (Kisbéri, Madarsko) [111]

Kromé valcovani silnic, rovnéz valcujeme kovy, plasty nebo papir. Jedna se o proces trvalé
zmény tvaru mezi nékolika vélci, které se otaceji a které hmotu prodluzuji nebo zmensuji
jeji prutez. K tomu ndm slouzi soustavy kolmych valci tzv. kalandrovaci stroje (obr. 6.19).

Vélcovani - tvafeni materialu

Chlazeni Navijeni

Obrézek 6.19: Schéma kaladrovaciho stroje obsahujici kolmé vélce [46]

Zajimavost ze svéta hmyzu — vyzkumy inzenyru zjistily, ze charakteristicky Sestiboky tvar
bunék v plastvi neni timyslem vceliho usili. Na podobé plastve se podili obecné fyzikalni
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zékony a vlastnosti vosku. Po bedlivém sledovani stavby plastvi inzenyfi zjistili, ze zakladni
voskové stavebni bunky plastvi jsou vystavény nejprve ve tvaru plasté kolmého vélce diky
rotacni symetrii vceliho téla. Valcovity tvar ovsem nevydrzi dlouho kvili zvysené teploté
véelich tél (45°C). Vosk se stava tvarnym a tekutym. Tvar jednotlivych bunék se nasledné
méni tak, jak zdkony mechaniky urcuji (pusobeni povrchového napéti v mistech dotyku).
Bunky valcovitého tvaru se preménuji a nasledné tuhnou ve tvaru plasté sestibokych hranolii.
Navic u véelich plastvi pozorujeme zajimavy fakt, a to ten, Ze Sestiboky tvar jednotlivych
bunék odpovida i Sesticetné symetrii celé plastve — kazda bunka je obklopena Sesti bunkami
identického tvaru a velikosti, viz obr. 6.20.

Obrazek 6.20: Jednotlivé bunky vceli plastve pivodné vytvarené ve tvaru plasté kolmého
véalce [89]

Tvar ptripominajici kosy valec bychom mohli najit u téstovin, a to u konkrétntho typu —
penne, jedna se o téstoviny rourovitého tvaru se zkosenymi konci. Kazda téstovina by tedy
tvorila pomyslny plast kosého véalce (obr. 6.21).
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Obréazek 6.21: Téstoviny typu penne ve tvaru plasté kosého vélce

6.4 Dalsi typy valct

Existuji jesté dalsi typy valct, které si nyni postupné predstavime.

6.4.1 Valce s kruhovou podstavou
Rovnostranny valec

Kolmy neboli rotacni valec, jehoZ osovym fezem (fez rovinou obsahujici osu vélce) je ¢tverec,
se nazyva rovnostranny valec (obr. 6.22). Vyska h tohoto valce o poloméru podstav r je
rovna 2r. Veskeré rovnostranné valce jsou si navzajem podobné.

Obrazek 6.22: Rovnostranny vélec
Za zakladni jednotku hmotnosti soustavy SI je povazovan kilogram. V soucasné dobé se jedna
o jedinou jednotku soustavy SI, ktera nebyla odvozena od prirodniho jevu nebo fyzikalni

vlastnosti hmoty, ale je odvozena od prototypu. Takovymto prototypem je rovnostranny
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valec, jehoz vyska je rovna 39 mm stejné tak jako prumér jeho podstavy. Je vyrobeny ze
slitiny 90 % platiny a 10 % iridia. U nds v Ceské republice je statni etalon hmotnosti uchovan
v Ceském hydrometerologickém institutu, viz obr. 6.23.

Obrazek 6.23: Cesky stétn{ etalon hmotnosti ve tvaru rovnostranného vélce [62)]

6.4.2 Valce s jinou nez kruhovou podstavou

Miizeme nalést i jiné typy valcl nez ty s kruhovou podstavou.

Vilec, jehoz podstavné hrany jsou shodné elipsy misto kruznice, nazyvame elipticky valec,
viz obr. 6.24.

Obrazek 6.24: Elipticky vélec

Pokud bychom se vydali do CHKO Cesky raj, mohli bychom se zajit podivat na vrch Hum-
precht, kde se nachazi stejnojmenny zamek ve tvaru eliptického vélce, viz obr. 6.25.
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Obrazek 6.25: Zamek Humprecht ve tvaru eliptického valce v CHKO Cesky raj (Sobotka,
CZ) [47]

Poznamka

Misto elipsy jako podstavné hrany kuzele bychom mohli uvazovat jakoukoli jednodu-
chou uzavtrenou krivku k, ktera by urcovala tvar podstavy. Jednalo by se o zobecnénou
valcovou plochu, zobecnény valcovy prostor a zobecnény valec, viz nasledujici obr. 6.26.
Zménou polohy bodu S ménime polohu smérové primky s a zaroven ménime tloustku
prostorové vrstvy zobecnéného vélce.

Obrazek 6.26: Zobecnény vélec

Poznamka

Ktivka ohranicujici podstavu by mohla byt i neuzaviena. V tomto pripadé bychom
dostali napriklad parabolickou nebo hyperbolickou valcovou plochu, viz obr. 6.27 a
obr. 6.28.
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Obréazek 6.27: Parabolickd valcova plocha [63]

Obrazek 6.28: Hyperbolicka valcova plocha [64]

Uloha 6.4.1 Pod nasledujicimi applety si miZete ovéfit znalosti z klasifikace véletl. Z uve-
denych moznosti vyberte spravnd tvrzeni (jedno) o valcich vyobrazenych na obr. 6.29-6.33,

Vv

Jakmile vyplnite vSechny spravné odpovédi, celé okénko moznosti zezelena.
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Obrazek 6.29: O jaky valec se jedna?

Obrazek 6.30: O jaky valec se jedna?

Obrazek 6.31: O jaky valec se jedna?
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Obrazek 6.32: O jaky valec se jedna?

Obrazek 6.33: O jaky valec se jednd?

6.5 Antimodely valct

Predtim, nez prejdeme k samotnému zavedeni vzorcti pro vypocet objemt a povrchii valet,
si ovéfime pochopeni predchozich pojmt z této kapitoly. Uvedeme si tzv. antimodely valci.

Antimodelem valce zde budeme rozumét takové téleso, které na prvni pohled sice valec
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pripomind, ale pfi podrobnéjsim zkouméani zjistime, Ze se o valec nejedna. Prvnim prikladem
je téleso, které bychom mohli oznacit za seriznuty valec. Na rozdil od vélce se jedna o té-
leso, které vznikne po odriznuti jeho jedné ¢asti rovinou, kterd neni rovnobézna s podstavami
valce, viz obr. 6.34.

Obrazek 6.34: Antimodel valce — budova planetaria Tycho de Brahe ve tvaru sefiznutého
valce (Kodan, Dansko) [86]

Za dalsi priklad antimodelu valce ze svéta kolem nas bychom mohli povazovat sud na ob-
razku 6.35. Je zfejmé, ze plastem tohoto télesa neni sjednoceni vSech usecek, které maji
své koncové body na podstavnych hranich a které jsou rovnobézné se smérovou primkou
néjakého valcového prostoru.
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Obrézek 6.35: Sud

Jako dalsi priklad antimodelu valce si predstavime jednodilny rota¢ni hyperboloid, ktery je
primkovou plochou, ktery vzdalené pripomina ,zkroucenou valcovou plochu®“. Na obr. 6.36
se nachazi animace prechodu mezi kolmou valcovou plochou a hyperboloidem, navic od
hyperboloidu se dostaneme az ke kuzelové plose.

Obréazek 6.36: Animace prechodu od kolmé valcové plochy ptes hyperboloid az ke kuzelové
plose [45]

Mnoho staveb je vybudovano ve tvaru jednodilného rotacniho hyperboloidu, viz obr. 6.37-6.39.]
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Obrézek 6.37: Vodarenska véz ve tvaru jednodilného rota¢niho hyperboloidu (Les Essarts-
le-Roi, Francie) [83]

I T \A\\*g\\\
/7 IIIAREY

I

Obrazek 6.38: Ridici v&Z letecké dopravy ve tvaru jednodilného rota¢niho hyperboloidu (
Newcastle, UK) [84]
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Obrazek 6.39: Nadzemni spojovaci koridor mezi budovami ve tvaru jednodilného rota¢niho
hyperboloidu (Manchester, UK) [85]

Poznamka

Mohlo by se zdat, ze se Sikma véz v italském meésté Pisa jevi jako kosy valec, ale ptivod-
nim zamérem nebylo, aby tato véz byla sikmé. V prvotnich architektonickych pldanech
se mélo jednat o tvar kolmého valce. Postupem c¢asu se véz naklonila z divodu mélce
zalozenych zékladi vybudovanych v mékké horniné. Jedna se tedy o naklonény kolmy
valec, ktery se propadl na jedné strané do zemé. Abychom tuto véz mohli povazovat za
kosy valec, musely by se podstavy nachazet v rovnobéznych rovinach a smérova primka
valce by nebyla kolméa k rovinam podstav. Tato véz slouzici jako zvonice je soucasti
katedrélniho komplexu na Namésti zdzraka (obr. 6.40) a jeji odchylka od vertikdlniho
smeéru je v soucasné dobé 5° (obr. 6.41).

Obrazek 6.40: Katedralni namésti (Pisa, Itélie) [87]
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Obrazek 6.41: 3D scanning Sikmé véze (Pisa, Italie) [88]

6.6 Objem valce

[ Poznimka

V souladu s obsahem vyuky matematiky na druhém stupni zdkladnich skol a na skolach
strednich se bude tato kapitola vénovat pouze valcim s kruhovou podstavou.

V této kapitole si predstavime, jak se pocita objem valce s kruhovou podstavou o poloméru
r a vyskou v. Objem rotac¢niho valce odvodime pomoci Cavalieriho principu a s vyuzitim
vztahu pro objem hranolu, ktery jsme si odvodili v predchozi kapitole.

Je dan rotacni valec s polomérem podstavy R a s télesovou vyskou v a pravidelny ctyrt-
boky hranol — hranol se ¢tvercovou podstavou o podstavné hrané a = /7R se stejnou
télesovou vyskou v, jehoz objem jiz umime vycitat. Nejdrive uré¢ime obsahy jejich podstav.
Obsah podstavy pravidelného ¢tyibokého hranolu je S, = a* = (y/7R)* = wR% Obsah
podstavy rotacnfho vélce je roven obsahu kruhu o poloméru R, tj. S,, = mR%. Je ziejmé, Ze
obé télasa maji stejny obsah podstavy.

" o> o/
A7 /! ,bm ' TN
| ) 1 ks
I ) ' i 1 N
I "= [ 1 : :
l.\ ST i
4 H - —
Y, e
| |
. 1 : i : ' K—t—/
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Y‘ ; 6‘ Py o I
: v o’ R
\ R . »ES
S, =S, =m-R* ! —

Obrézek 6.42: Vyuziti Cavalieriho principu vyuziti pfi odvozeni objemu rota¢niho valce
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Nyni sestrojime pro obé télesa fez rovinou rovnobéznou s podstavami, ktery vedeme v libo-
volné vysce h od roviny jejich podstav mezi podstavami a vrcholy téles. A ukdzeme shodnost
obsahti fezu v libovolné vysce. Pro vyuziti Cavalieriho principu potfebujeme znéat obsahy
danych fezti. K tomu vyuzijeme obr. 6.42, kde zménou polohy bodu H ménime vysku v;.
Zménou polohy bodu A”; ménime jejich télesovou vysku. Na obr. 6.43 je vidét, ze Tezem
rota¢niho valce je kruh o poloméru R a Fez hranolu je ¢tverec s délkou strany /7 R. Oba
rezy tedy maji stejny obsah.

Obrazek 6.43: Shodnost obsahti fezti hranolu a valce v libovolné vysce

Tedy Tezy timto hranolem a valcem jsou vzdy shodné s podstavami, z ¢ehoz vyplyva, ze
obsahy tezli v libovolné vysce jsou si rovny. Je splnéna podminka pro pouziti Cavalieriho
principu a objem valce se tedy vypocita obdobné jako objem libovolného hranolu V' = Spv.
Také pro objem kosého valce plati stejny vztah, coz bychom opét zdivodnili obdobné pomoci
Cavalieriho principu.

Predchozi ivahy mtzeme nyni shrnout.

Véta

Objem V libovolného valce s kruhovou podstavou o poloméru r s télesovou vys-
kou v je ddn vztahem V = S,v = 7r?v,kde S, je obsah podstavy.

Vzorec pro vypocet objemu libovolného vélce V' = S,v rovnéz funguje pro vyse¢ (obr. 6.44)
nebo tse¢ (obr. 6.45) rota¢niho vélce. Tedy pro ¢asti rotacniho vélce, jejichz podstavami je
kruhova vysec, resp. kruhova tsec.
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Obrazek 6.44: Vysec¢ rota¢niho valce

Obrézek 6.45: Used rotaéniho vdlce

Priklad 6.6.1 Vypocitejte objem V' rotacniho valce. Polomér jeho podstavy r = 4 cm a
jeho vyska v = 10 cm. Vysledek zaokrouhlete na dvé desetinna mista.
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Obrazek 6.46: Ilustrace Prikladu 6.6.1

ResSeni

Pro objem V vélce plati V' = S,v, tedy potfebujeme znat obsah podstavy S, a jeho
vysku v.

Podstavou valce je kruh o poloméru r = 4 cm (obr. 6.46).

Pro obsah podstavy S, plati: S, = 7mr? =7
42 cm? = 50, 266 cm?.

Pro objem vélce plati: V = S,v = 50,266 - 10 cm?® = 502,660 cm?.

Objem vélce je po zaokrouhleni 502, 66 cm?.

Priklad 6.6.2 Vypocitejte objem V' rotacniho vélce, ktery vznikl rotaci ¢tverce PQRS
okolo strany PS. Strana ¢tverce r = 4 m. Vysledek zaokrouhlete na dvé desetinnd mista.

Obrézek 6.47: Ilustrace Prikladu 6.6.2

ResSeni

Tento valec vznikl rotaci ¢tverce PQRS s délkou strany r = |PQ| = 4 m; tedy vyska
valce v = r =4 m a polomeér podstavy valce je rovnéz r = 4 m (obr. 6.47).

Pro objem V vélce plati V' = Spv, tedy potfebujeme znat obsah podstavy S, a jeho
vysku v = 4 m.

Pro obsah podstavy S, plati: S, = mr? =7
42 m? = 50, 266 m?.

Pro objem vélce plati: V' = S,v = 50,266 - 4 m® = 201,064 m?.

Objem valce je po zaokrouhleni 201,06 m?.
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6.7 Povrch valce

Poznamka

V souladu s obsahem vyuky matematiky na druhém stupni zékladnich skol a na skolach
stfednich se bude tato kapitola vénovat pouze valcim s kruhovou podstavou.

Umisténim podstav a rozvinutim plasté valce do vhodného uskupeni v jedné roviné tak, aby
vznikl rovinny obrazec, ziskame sit valce, viz obr. 6.48. Sit vélce je tvorena dvéma shodnymi
podstavami (kruhy) a jeho plastém. U kolmého, tj. rota¢niho vélce je plastém obdélnikem,
pripadné ¢tverc (pokud se vyska vélce rovnd obvodu kruhu tvorici podstavu).

Na nasledujicim obrazku lze zkoumat vliv zmény poloméru r a jeho télesové vysky v na
vzhled sité rota¢niho valce.

-

Obrazek 6.49: Sit kosého valce

Tak, jako u povrchu télesa, je i povrch valce roven obsahu jeho sité.
Véta

Povrch S libovolného valce s kruhovou podstavou je roven souctu obsahi S, jeho
dvou podstav a obsahu jeho plasté Sy, plati:S = 25, + 5.

Plastém rotacniho valce je vzdy pravouhly rovnobéznik — obdélnik, pripadné c¢tverec:
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[ Véta

Pro povrch S rotacniho valce s polomérem jeho podstav r a vyskou v plati:
S =28, 4+ Sy = 27r? 4 2mrv = 27 (r + v).

Nyni vypocitame povrch véalce z Prikladu 6.6.1.

Priklad 6.7.1 Vypocitejte povrch S rotacniho valce. Polomér jeho podstavy r» = 4 cm a
jeho vyska v = 10 cm. Vysledek zaokrouhlete na dvé desetinnd mista.

1
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1
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Obréazek 6.50: Ilustrace Prikladu 6.7.1

ResSeni

« Pro povrch S vélce plati S = 25, + S, = 27r? + 2mrv = 27r(r + v), tedy dosadime;
potiebujeme znét polomér podstav r =4 ecm a vysku v = 10 em (obr. 6.50).

« Pro povrch valce plati: S = 27r(r +v) =27 -4 - (4 + 10) cm? = 351,858 cm?.
« Povrch vilce je po zaokrouhleni 351,86 cm?.

Nyni vypocitdme povrch véalce z Prikladu 6.6.2.

Priklad 6.7.2 Vypocitejte povrch S rotacniho valce, ktery vznikl rotaci ¢tverce PQRS
okolo strany PS. Strana ¢tverce a = 4 m. Vysledek zaokrouhlete na dvé desetinna mista.

Obrazek 6.51: Ilustrace Prikladu 6.7.2
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Reseni

« Pro povrch S vélce plati S = 25, + S, = 2mr? + 2mrv = 27r(r 4+ v), tedy dosadime;
potiebujeme znat polomér podstav r =4 m a vysku v =4 m (obr. 6.51).

« Pro povrch valce plati: S = 27r(r +v) =27 -4 (4 +4) m? = 201,062 m?.

« Povrch vilce je po zaokrouhleni 201, 06 m?.

6.8 Objemy a povrchy dalSich typd valcia

Poznamka

V souladu s obsahem vyuky matematiky na druhém stupni zakladnich skol a na skolach
stfednich se bude tato kapitola vénovat pouze valcim s kruhovou podstavou.

ROVNOSTRANNY VALEC

Priklad 6.8.1 Vypocitejte objem V a povrch S rovnostranného valce o poloméru podstavy
r = 5 dm. Vysledek zaokrouhlete na dvé desetinna mista.

por
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Obréazek 6.52: Ilustrace Prikladu 6.8.1

Reseni

« Pro objem V valce plati V' = S,v = 7r?v. Zndme r = 5 dm a vime, Ze je vilec
rovnostranny, tedy jeho télesova vyska je v = 2r = |SS’| = 10 dm (obr. 6.52).

« Pro obsah podstavy S, plati: S, = 7r? = 7 - 52 dm? = 78, 540 dm?.
 Pro objem vélce plati: V = S,v = 78,540 - 10 dm?® = 785,400 dm?.

 Pro povrch S valce plati S = 25, + S, = 2mr? + 27rv = 27r(r + 2r), tedy dosadime
r =25 cm.

« Pro povrch valce plati: S = 27r(3r) = 27 - 5 (15) dm? = 471,239 dm?.
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« Objem vélce je po zaokrouhleni 785,40 dm?.

« Povrch valce je po zaokrouhleni 471,24 dm?.

6.9 Ulohy III

Uloha 6.9.1 Zelezn4 trubka délky h = 100 cm mé vnéjsi pramér 10 cm a vnitini pramér
8 cm (obr. 6.53). Urcete hmotnost trubky v kilogramech a obsah celého jejiho povrchu.
Hustota Zeleza je 7,87 g/cm?. Vysledky zaokrouhlete na dvé desetinnd mista.

dy
dy

S

Obrazek 6.53: Tlustrace k tloze 6.9.1
o Potfebujeme tedy vypocitat hmotnost m zelezné trubky, pro kterou plati: m = %.

Nejprve vypocitdme jeji celkovy objem V; p = 7,87 g/cm?.

o Jeji objem je mozné vyjadrit jako rozdil dvou rotac¢nich valci Vi, V5 s poloméry podstav

ro= % =5 cm, rp = %2 = 4; valce maji stejné stredy podstav a stejnou vysku
h =100 cm. Plati: V. = Vi = Vo = m-1m2-h—m-m2 - h =7 -h (rn?—mn? =

7100 (52 — 42) cm® = 2 827,433 cm?.

e Dosadime objem trubky do vztahu pro hmotnost: m = % g = 359,267 g.

 Pro povrch S trubky plati S = 2-(S,, — Sp,) + Spi, +Spi,- Vypocitdme: S, = 7ri? =7~
52 cm? = 78,540 cm?; S,, = 7ry? em? = 7-42 = 50, 266 cm?; Sy, = 277 -h = 27-5-100
cm? = 3 141,593 cm?; Sy, = 277y - h= 2w - 4 - 100 cm? = 2 513,274 cm?.

 Dosadime mezivysledky, plati: S = (2-(78,540—50,266)+3 141, 593+2 513,274) cm? =
5 711,415 cm?,

o Trubka vazi po zaokrouhleni 0, 36 kg.

« Je potfeba aplikovat barvu na 0,57 m? po zaokrouhleni.

Uloha 6.9.2 Je déna mince a neostrouhand tuzka, oba objekty maji tvar rota¢nfho vélce
(obr. 6.54). Objem mince je roven Vi = 2 121 mm?3, jeji polomér r; = 15 mm a vyska
vy = 3 mm. Polomér tuzky ro = 5 mm. Jaka je vyska vy tuzky, jestlize jeji objem V5 je roven
trojnasobku V1?7 Vysledek zaokrouhlete na celd ¢isla.
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Obrazek 6.54: Tlustrace k Uloze 6.9.2

o Nejprve vypoc¢itdme objem mince: Vi = mr ?v; = 7 - 15% - 3 mm?3 = 2 121 mm?.

o« Pro objem tuzky plati: V5 = 720y = 3-V; = 3-2 121 mm? = 6 363 mm?. Potfebujeme
vyjadrit vy ze vztahu pro V5.

Va 6 363

Tz = e M = 81 mm.

o Pro vysku tuzky plati: v, =
e Vyska tuzky je rovna po zaokrouhleni 81 mm.
Uloha 6.9.3 Nékdo snédl % dortu, kterd méla objem V5 = 21,206 cm®. Dort mé tvar

rovnostranného valce. Uréete polomér r dortu (obr. 6.55). Vysledek zaokrouhlete na celé
cislo.

Sy

Obrazek 6.55: Ilustrace k tloze 6.9.3

e Pro objem V celého dortu ve tvaru rovnostranného valce o poloméru r a vysce h = 2r
plati: V' = mr?2r = 8- Vj3. Pro objem dané¢ho kousku dortu plati: V;js = smr?2r =
21,206 cm?. Potiebujeme zjistit polomér r.

e Vyjadiime polomér dortu r = 1/ 4";1/8 = ¢/*2L206 em= 3,000 cm.

e Polomér dortu je roven po zaokrouhleni 3 cm.
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7. Kuzele

7.1 Kuzele

V této kapitole se budeme zabyvat nasledujicimi télesy, a to kuzeli. Pokud bychom se zamys-
leli, kde se nachézeji objekty ve tvaru kuzeli, tak by nas mohli napadnout dopravni kuzele
(obr. 7.1) nebo stiechy nékterych staveb jako naptiklad v italském mésté Alberobello, které
se vyznacuje netradi¢ni architekturou mistnich bilych domkt ze suchého zdiva s Sedivou
kuzelovitou stfechou tadici se ke stylu Trullo. Dokonce jsou diky této unikatni architekture
zapsané na seznamu UNESCO, viz obr. 7.2.

Obrazek 7.2: Bilé domky ze suchého zdiva nazyvané Trulli (Alberobello, Itélie) [60]
I v samotné krajiné nachézime objekty kuzelovitého tvaru, pifkladem jsou tzv. Cokolddové

vrchy na filipinském ostrové Bohol, které jsou tvoreny vapencem a diky zdéjsimu vlhkému
ocednskému klimatu a probihajici erozi maji pravé tento tvar (obr. 7.3) [16].
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Obréazek 7.3: Cokoladové vrchy kuzelovitého tvaru (Bohol, Filipiny) [59]

Déle se v okrasnych zahradach pomoci umeéleckého tvarovani objevuji stromy kuzelovitého
tvaru. Prikladem je Longwoods Gardens v americké Pennsylvanii, viz obr. 7.4.

Obréazek 7.4: Umélecké tvarovani stromu do kuzelovité podoby (Pennsylvanie, USA) [5§]

Ve tvaru kuzele byl rovnéz vybudovan fidici modul rakety Saturn 5, ktera tspésné dopravila
na Mésic v roce 1971 posadku letu Apolla 15 (obr. 7.5-6).
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SATURN V APOLLO SPACECRAFT

LAUNCH ESCAPE SYSTEM

COMMAND MODULE

fy&%&\\ ) v SERVICE 'MODULE
\/

4

LUNAR MODULE

MSFC-67-MS-G-1351-G

Obrazek 7.5: Nakres rakety Saturn 5 s fidicim modulem ve tvaru kuzele, mise Apollo 15 [56]

Obrazek 7.6: Ridicf modul ve tvaru kuZele a servisni modul ve tvaru valce mise Apollo 15
[57]

A v pribéhu 14. a 15. stoleti se nosily tzv. burgundské cepce (hennin), jez byly kuzelovitého
tvaru, viz dilo némeckého malite Hanse Holbeina starsiho na obr. 7.7.

175



Obrézek 7.7: Zena nosici hennin na obraze Presentation of Christ Child in the temple [55]

Tradi¢ni vietnamskou pokryvkou hlavy je tzv. nén 14 vyrobena z palmovych listi a slouzici
k ochrané proti slunci nebo desti (obr. 7.8).

Obrazek 7.8: Tradi¢ni pokryvka hlavy nén 14 majici tvar plasté kuzele [54]

A také by se ndm mohlo vybavit z hodin zemépisu termin sopecny kuzel, ktery v dusledku
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svého vzniku vétsinou pripomind tvar kuzele, viz schématicky fez vyobrazujici erupci a vznik
tzv. sypaného kuzele na obr. 7.9. V Ceské republice se poziistatky sypaného kuzele nachazeji
v CHKO Cesky raj — vrchol Trosky se stejnojmennym hradem (obr. 7.10).

Obrazek 7.9: Schématicky ez vzniku sypaného kuzele [53]

Obréazek 7.10: Vrchol Trosky se stejnojmennym hradem jako poziistatek sopecného kuzele
(Liberecko, CR) [52]

Poznamka

JelikoZ pouzivame nazev pro skupinu oblych téles — télesa valcového typu, obdobné
zavadime nazev pro skupinu oblych téles — télesa kuzelového typu.
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7.2 Zavedeni téles kuzelového typu

Poznamka

V kontextu kuzelit bychom si mohli pfipomenout n-boky pravidelny jehlan. Kdy-
bychom si predstavili napiiklad 100-boky pravidelny jehlan n = 100, tak by tento
100-boky pravidelny jehlan pfipominal spiSe kuzel. Na nésledujicim appletu (obr. 7.11)
se nachazi animace, ve které se postupné méni pocty vrcholi podstavy n-bokého pra-
videlného jehlanu, n € N;n = {3,4,...,100}.

neN;yn={34,...,100}

Obrézek 7.11: n-boky pravidelny jehlan

Tak, jako valcovy prostor, valcovou plochu a vélec, zavadime kuzelovy prostor, kuzelovou
plochu a kuzel. Méjme dan kruh K se stfedem S, ktery lezi v roviné p, a dédle bod V, ktery
v této roviné nelezi, potom jako kuzelovy prostor oznacujeme sjednoceni vsech primek,
které prochazeji bodem V' a které protinaji kruh K.

Na néasledujicim obr. 7.12) se nachézi kruh A se stfedem S v roviné p a bod V, které urcuji

zobrazeny kuzelovy prostor. Zménou polohy bodu V' v roviné p, ménime tvar kuzelového
prostoru.

P2

W
I|\ \ \ \\
LIRS

‘v 17,
/7 /7 794y

Ay i,
777000 T Tl
Obrézek 7.12: Kuzelovy prostor
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Jako kuzelovou plochu oznacujeme sjednoceni vSech primek, které prochazeji bodem V
a které protinaji kruznici k, kterou je dany kruh K vymezen. Kuzelovou plochu pokladame
za hranici kuzelového prostoru. Bod V' nazyvame vrcholem kuzelové plochy ¢i kuzelového
prostoru. Kazdou piimku prochazejici bodem V nazyvame za vrcholovou primku.

Na obr. 7.13 se nachazi kruznice k v roviné p a bod V, které dohromady urcuji kuzelo-
vou plochu. Zménou polohy bodu V' ménime tvar kuzelové plochy.

Obréazek 7.13: Kuzelova plocha

Definice

Prinikem kuzelového prostoru a prostorové vrstvy, jejiz jedna hrani¢ni rovina ma
s danym prostorem pouze jediny spolecny bod, kterym je vrchol V' kuzelového prostoru,
ziskame téleso, které nazyvame kuzel.

\

Na obr. 7.14 je zobrazen prunik kuzelového prostoru a prostorové vrstvy.

Obrazek 7.14: Kuzel
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Definice

Bod V' se nazyva vrcholem kuzele. Kruh, ktery lezi v roviné p, oznacujeme jako
podstavu kuzele. Kruznici vymezujici kruh K v podstavé kuzele oznacujeme jako
podstavnou hranu. Plastém kuzele je sjednoceni vsSech tsecek, které prochézi
podstavnou hranou a také vrcholem V. Jednotlivé polohy téchto tsecek oznacujeme
jako strany kuzele.

Uvedené pojmy jsou ilustrovany na obr. 7.15.

\ vrchol
plasr
strana

podstavnd hrana

podstava

Obrazek 7.15: Vrchol, podstava, podstavna hrana, plast a strana kuzele

Vzdalenost roviny podstavy a vrcholu V' se nazyva télesova vyska nebo také vyska ku-
zele, jedna se rovnéz o vzdalenost paty télesové vysky a vrcholu kuzele. Vzdalenost vrcholu
od podstavné hrany je rovna délce strany kuzele. Polomér podstavy kuzele je roven vzda-
lenosti stfedu podstavy od podstavné hrany, tj. |AB| = |A’B’|. Tyto pojmy jsou ilustrované
na nasledujicim obr. 7.16.

télesovd vyska

délka strany

pata télesové vysky.

polomér podstavy

Obrazek 7.16: Télesova vyska, strana kuzele a polomér podstavy
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Zajimavosti je, ze v jednotubéznikové perspektivé se mtze valec jevit jako kuzel. V projektivni
geometrii si mizeme valec predstavit jako kuzel, jehoz vrchol se nachazi v nekone¢nu. Na obr.
7.17 se nachazi komin ve tvaru valce smérujici k obloze, ktery v této perspektivé vizualné
odpovida spise kuzelu.

Obrazek 7.17: Komin ve tvaru vélce jevici se jako kuzel[48]

Kromé predchoziho zavedeni téles kuzelového typu, miizeme jesté zavést tzv. rotacni kuzel
dalsim zptisobem, a to nasledovné.

7.2.1 Jak vznika rotacni kuzel

Definice

Rotacni kuzel vznika rotaci pravotihlého trojihelniku okolo primky, na které lezi
jedna jeho odvésna. Jednotlivé body druhé z odvésen vytvori rotaci podstavu rotacniho
kuzele, resp. kruh. Rotaci zbyvajici strany (pfepony) daného pravoihlého trojihelniku
vznikne plast kuzele.

Je dan pravouhly trojuhelnik ABC' a osa rotace o, na které lezi jeho odvésna AC. Rotaci
trojihelniku ABC' okolo této osy o dostavame rotacéni kuzel s polomérem podstavy r = |AB)|
a vyskou v = |AC|. Podstava rota¢niho kuzele, tj. kruhu, vzniké rotaci tisecky AB. Plast
rotacniho kuzele vznika rotaci tsecky BC' a strana rotac¢niho kuzele je kazda diléi poloha
usecky BC'. Primér podstavy je roven dvojnasobku poloméru d = 2r, viz obr. 7.18.
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Obrazek 7.18: Vznik rotac¢niho kuzele rotaci pravotihlého trojihelniku okolo osy o

Definice

Rotaci ptimky BC' okolo osy o vznika rota¢ni kuzelova plocha. Prostor touto plo-
chou ohraniceny oznacujeme rotac¢ni kuzelovy prostor. Na nésledujicim obr. 7.19
je ilustrovana rotacni kuzelova plocha.

Obrazek 7.19: Vznik rotacni kuzelové plochy rotaci ptimky BC' okolo osy o

Poznamka

U rotacniho kuzele plati pro jeho polomér podstavy r, télesovou vysku v a stranu s
Pythagorova véta: s = r? + 0%
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7.3 Klasifikace kuzelu

Kuzele miizeme klasifikovat podle nasledujiciho kritéria.

7.3.1 Rotacéni a nerotacni kuzele

Kuzele mtuzeme klasifikovat podle toho, zda mohou vzniknout rotaci pravothlého trojtihel-
niku okolo jedné z jeho odvésen, nebo ne. Kuzel, jehoz podstavou je kruh a jehoz pata télesové

Vvev

Vviev

Obrazek 7.20: Zleva: rotacni a nerota¢ni

S rota¢nimi kuzeli se muzeme setkat v architekture. Napiiklad jde o objekty na stiese né-
meckého muzea Bundeskunsthalle v Bonnu (obr. 7.21).

Obrazek 7.21: Muzeum Bundeskunsthalle s objekty na stifese ve tvaru rotacnich kuzeli
(Bonn, Némecko)
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I v kazdodennim zivoté nachédzime predméty ve tvaru plasté rotacniho kuzele — naptiklad
mezi sklenicemi na napoje ¢i kornouty na zmrzlinu, viz obr. 7.22-7.23.

Obrazek 7.22: Sklenice ve tvaru plasté rotacniho kuzele

Obrazek 7.23: Kornout na zmrzlinu ve tvaru plasté rotacniho kuzele

Ve svété motské fauny existuje plz, jehoz schranka je ve tvaru nerotacniho kuzele, viz
obr. 7.24.
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Obrazek 7.24: Schranka motského plze ve tvaru nerotacniho kuzele

7.4 Dalsi typy kuzela

Existuji jesté dalsi typy kuzell, které si nyni postupné predstavime.

7.4.1 Kuzele s kruhovou podstavou
Rovnostranny kuzel

Rotacni kuzel, jehoz osovym Fezem (Fez rovinou obsahujici osu kuzele neboli jeho télesovou
vysku) je rovnostranny trojihelnik, se nazyva rovnostranny kuzel (obr. 7.25). Vyska h je
rovna v/3r, kde 7 je polomér podstavy. Veskeré rovnostranné kuzele jsou si navzajem po-

dobné.

Obrézek 7.25: Rovnostranny kuzel
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[ Poznimka ]

Zajimavosti je, ze by se dal povrch plasté rovnostranného kuzele rovnéz vypocitat jako
polovina obsahu kruhu o poloméru r, jelikoz jeho plast se sklada z kruhové vysece se
sttedovym thlem 180° a poloméru r.

Komoly kuzel

Kuzely narozdil od valcti jsou télesa majici jeden vrchol. Pokud kuzel sefizneme rovinou
rovnobéznou s podstavou a zaroven lezici mezi rovinou p a V', vznikaji dvé télesa. Jedno téleso
je opét kuzel s vrcholem V', avSak jeho télesova vyska je mensi nez vyska ptivodniho kuzele.
Druhé téleso oznacujeme jako komoly kuzel, ktery ma dvé podstavy lezici v rovnobéznych
rovindch. Podstavy komolého kuzele jsou vzdy dva podobné kruhy (nikoli shodné). Pokud
komoly kuzel vznikl z rotaéniho kuzele, pak se jednd o rotaéni komoly kuzel (obr. 7.26).
Pokud komoly kuzel vznikl z nerotacniho kuzele, pak by se jednalo o nerotac¢ni komoly
kuzel (obr. 7.27).

Obrézek 7.26: Vznik rotacniho komolého kuzele

Obrézek 7.27: Vznik nerota¢niho komolého kuzele

186



Rotacni komoly kuzel mtze rovnéz vzniknout rotaci pravoihlého lichobézniku kolem jeho
kratsiho ramene, viz obr. 7.28.
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Obrézek 7.28: Vznik rota¢niho komolého kuzele rotaci pravoth. lichobézniku okolo piimky
KN

Podstavy komolého kuzele jsou dva podobné kruhy (nikoli shodné) a plastém je ¢ast kuze-
lové plochy, kterou ziskdme rozdilem dvou kruhovych vysedi (se stejnym stfedem a stredovym
tthlem) nebo jako prunik tihlu s mezikruzim (kde stted mezikruzi je shodny s vrcholem tihlu).
Sit komolého kuzele je tedy tvorena 2 podobnymi podstavami, tj. kruhy o riznych polomé-
rech, a jeho plastém.

V obr. 7.29 mizete pomoci posuvniku ménit polomér horni podstavy rota¢niho komolého
kuzele. Pokud by horni podstava méla nulovy polomér a ptesla v jediny bod, dostali bychom
rotacni kuzel, pokud by podstavy byly shodné kruhy, dostali bychom rotac¢ni neboli kolmy
valec. Dale miizete sit télesa slozit do télesa pomoci posuvniku.

Obrazek 7.29: Sit rota¢niho komolého kuzele

Télesova vyska neboli vyska komolého kuzele je rovna vzdalenosti rovin jeho podstav a
délka strany komolého kuzele je vzdalenost jeho dvou podstavnych hran (obr. 7.30).
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telesova vyska

strana komolého kuZele

Obréazek 7.30: Télesova vyska a strana komolého kuzele

Na portugalskych ostrovech Azorech nachazime vétrny mlyn, jehoz télo je postaveno ve tvaru
komolého kuzele a jehoz stfecha je ve tvaru rotacniho kuzele (obr. 7.31).

Obrazek 7.31: Télo vétrného mlyna ve tvaru komolého kuzele a jeho stiecha ve tvaru rotac-
niho kuzele (Azory, Portugalsko)

V Jihoafrické republice se nachazi vodarenska vez, jez je zkonstruovana ve tvaru komolého
kuzele, architektonickou zajimavosti je, ze stoji na podstavé s mensim polomérem. (obr. 7.32).
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Obréazek 7.32: Vodarenska véz ve tvaru komolého kuzele (Midrand, JAR)

7.4.2 Kuzele s jinou nez kruhovou podstavou

Muzeme nalést i jiné typy kuzell, jejichz podstavnou neni kruh.

Kuzel, jehoz podstavna hrana je elipsa misto kruznice, nazyvame elipticky kuzel, viz obr.
7.33, kde je mozné natocit pohled tak, aby byla vidét podstava.

Obrazek 7.33: Elipticky kuzel
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Poznamka

Misto elipsy jako podstavné hrany kuzele bychom mohli uvazovat jakoukoli jednodu-
chou uzavienou ktivku k, kterda by urcovala tvar podstavy. Obdobné jako v Dalsich
typech valctt bychom mohli zavést i dalsi pojmy, jako jsou zobecnéna kuzelova plo-
cha, zobecnény kuzelovy prostor a zobecnény kuzel, viz nasledujici obr. 7.34. Zménou
polohy bodu V' ménime polohu vrcholu zobecnéného kuzele V' v roviné p'.

Obrézek 7.34: Zobecnény kuzel

Poznamka

Krivka ohranicujici podstavu by mohla byt i neuzaviena. V tomto pripadé bychom
dostali napriklad parabolickou nebo hyperbolickou kuzelovou plochu, viz obr. 7.35 a
obr. 7.36

Obrazek 7.35: Parabolicka kuzelova plocha>
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Obrazek 7.36: Hyperbolicka kuzelova plocha

Uloha 7.4.1 Pod nésledujicimi applety si muizete ovéfit znalosti z klasifikace kuzeliL.
Z uvedenych moznosti vyberte spravna tvrzeni (jedno a vice) o kuzelech vyobrazenych
na obr. 7.37-7.4.41, kde bod S je tézistém podstavy (stfedem kruhu). Spravnd odpovéd
se zobrazuje zelené, nespravna cervené. Jakmile vyplnite vSechny spravné odpovédi, celé
okénko moznosti zezelend.

[ | nerotacni

[ | rovnostranny
rotacni

[ | elipticky

[ rotagni komoly

[ nerotacni komoly
Obrazek 7.37: O jaky kuzel se jedna?
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[ | nerotaéni

[ | rovnostranny
[ rotagni

[ | elipticky
rotagni komoly

[ | nerotaéni komoly

Obrazek 7.38: O jaky kuzel se jedna?

B nerotacni

" | rovnostranny
" | rotaéni

B slipticky

| rotaéni komoly

| nerotaéni komoly

Obrazek 7.39: O jaky kuzel se jedna?
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: nerotaéni

[ | rovnostranny
(| rota&ni

|| elipticky

[ rota&ni komoly

|| nerota&ni komoly

Obrézek 7.40: O jaky kuzel se jedna?
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| nerotaéni
rovnostranny
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| elipticky

| rota&ni komoly

| nerotaéni komoly

Obréazek 7.41: O jaky kuzel se jedna?
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7.5 Antimodely kuzelt

Predtim, nez prejdeme k zavedeni vzorci pro vypocet objemt a povrchi kuzeli, si ovérime
pochopeni predchozich pojmii. Uvedeme si tzv. antimodely kuzela.

Antimodelem kuzelu zde budeme rozumét takové téleso, které na prvni pohled sice kuzel
pripominé, ale pii podrobnéjsim zkoumani zjistime, Ze se o kuzel nejedné. Prvnim prikla-
dem je téleso vzniklé "zkroucenim'pravidelného osmibokého jehlanu. Na rozdil od kuzelu se
nejednd o rotacni ani oblé téleso. Ve francouzském mésté se nachézi stfecha kostela vybudo-
vana v tomto tvaru (obr. 7.42).

B

Obrazek 7.42: Antimodel kuzelu — stfecha kostela Saint-Laurent ve tvaru zkrouceného osmi-
bokého jehlanu (Ceyzériat, Francie) [66]

Jako druhy priklad antimodelu kuzelu si uvedeme ,téleso pripominajici tvarem ,ul“. Na obr.
7.43 se nachazi slamény 1l. Jedna se o rotacni téleso s kruhovou podstavou, ale na rozdil
od kuzele jeho plast vznikl rotaci zaoblené krivky, nikoli pfimky, jako je tomu u rotac¢niho
kuzele. Ve tvaru ula jsou postaveny uhelné pece v dnes jiz opusténém americkém méste
Ward, kde se tézilo stfibro (obr. 7.44) a také komplex domku v iranské Majara Residence
na ostrové Hormuz (obr. 7.45).
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Obrazek 7.43: Vceli slaméné tly

Obrazek 7.44: Uhelné pece ve tvaru pfipominajici il (Ward, Nevada)
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Obréazek 7.45: Domky Majara Residence ve tvaru pripominajici dl (ostrov Hormuz, Iran)

Poslednim prikladem antimodelu kuzele je jednodilny rotacni hyperboloid, protoze se jedna
o "objekt"s kruhovou podstavou, ale jeho plast neni shodny s plastém rota¢niho kuzele. Ve
tvaru jednodilného rota¢niho hyperboloidu byl vybudovan televizni vysila¢ a hotel Jestéd na
stejnojmenném vrcholu, viz obr. 7.46. Jedna se o rota¢ni plochu.

w‘ﬂ-”-w‘”’"'ﬁ"

o

Obrazek 7.46: Televizni vysila¢ Jestéd ve tvaru jednodilného rotaéniho hyperboloidu (Libe-
rec, CZ)
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Na obr. 7.47 se nachazi Reunification Monument vybudovany ve tvaru pfipominajici kuzel,
ale plastem by tato stavba kuzelu neodpovidala, obdobné jako predchézejici televizni vysilac¢
na Jestédu.

Obréazek 7.47: Reunification Monument pripominajici tvar kuzele (Yaoundé, Kamerun) [77]

7.6 Objem kuzele

Poznamka

V souladu s obsahem vyuky matematiky na druhém stupni zdkladnich skol a na skolach
stfednich se bude tato kapitola vénovat pouze kuzeliim s kruhovou podstavou.

V této kapitole si predstavime, jak se pocitd objem kuzele s kruhovou podstavou o poloméru
r a vyskou v. Objem rotacniho kuzele odvodime pomoci Cavalieriho principu a s vyuzitim
vztahu pro objem jehlanu, ktery jsme si odvodili v predchozi kapitole.

Je dan rotacni kuzel s polomérem podstavy R a s télesovou vyskou v a pravidelny ctyrboky
jehlan — jehlan se ¢tvercovou podstavou o podstavné hrané a = /7R se stejnou télesovou
vyskou v, jehoz objem jiz umime vypocitat. Nejdiive uré¢ime obsahy jejich podstav. Obsah
podstavy pravidelného ¢tyrbokého jehlanu je S,, = a* = (y/7R)?> = mR?. Obsah podstavy
rotacniho kuzele je roven obsahu kruhu o poloméru R, tj. S,, = TR?. Je zfejmé, ze obé télasa
maji stejny obsah podstavy.
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Sp=Sp, =m- R Vi

Obréazek 7.48: Vyuziti Cavalieriho principu a stejnolehlosti pri odvozeni objemu rotac¢niho
valce

Nyni sestrojime pro obé télesa fez rovinou rovnobéznou s podstavami, ktery vedeme v libo-
volné vysce h od roviny jejich podstav mezi podstavami a vrcholy téles. A ukdzeme shodnost
obsaht Tezi v libovolné vysce. Pro vyuziti Cavalieriho principu potfebujeme znat obsahy
danych fezli. K tomu vyuzijeme obr. 7.48, kde zménou polohy bodu H ménime vysku v;.
Zménou polohy bodu A'l ménime jejich télesovou vysku. Na obr. 7.49 je vidét, ze Fezem
rotacniho kuzele je kruh o poloméru r a fez jehlanu je ctverec s délkou strany 2b. Oba Tezy
tedy maji stejny obsah. Z podobnosti trojihelnikt vyplyva, ze v daném jehlanu je trojuhel-
nik X.S;V) podobny s trojihelnikem X'S7V; dle véty UU. A v daném kuzelu je trojihelnik
Y S5V, podobny s trojihelnikem Y'S, V) rovnéz dle véty UU. Koeficent podobnosti u daného

jehlanu i kuzele je k = 5 = % € (0,1).

Obrazek 7.49: Shodnost obsahii ez jehlanu a kuzele v libovolné vysce

Tedy tezy timto jehlanem a kuzelem jsou vzdy podobné s podstavami, z ¢ehoz vyplyva, ze
obsahy tezti v libovolné vysce jsou si rovny. Je splnéna podminka pro pouziti Cavalieriho
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principu a objem kuzele se tedy vypocita obdobné jako objem libovolného jehlanu V' = %Spv.
Také pro objem kosého kuzele plati stejny vztah, coz bychom opét zdivodnili obdobné po-
moci Cavalieriho principu.

Predchozi ivahy mtzeme nyni shrnout.

7

Véta

Objem V libovolného kuzZele s kruhovou podstavou o poloméru r s télesovou

vyskou v je dan vztahem

1 1
V = gSpv = §7rr2v,

kde S, je obsah podstavy.

Priklad 7.6.1 Vypocitejte objem V rotacniho kuzele. Polomér jeho podstavy » =5 c¢m a
jeho vyska v = 12 em (obr. 7.50). Vysledek zaokrouhlete na dvé desetinnd mista.

Obrazek 7.50: Ilustrace Prikladu 7.6.1
Reseni

e Pro objem V kuzele plati V' = %Spv, tedy potiebujeme znat obsah podstavy S, a jeho
vysku v.

o Podstavou kuzele je kruh o poloméru » = 5 cm.

 Pro obsah podstavy S, plati: S, = mr? =7
52 cm? = 78,540 cm?.

e Pro objem kuzele plati: V = %Spv = %78, 540 - 12 cm? = 314, 160 cm?.

« Objem kuzele je po zaokrouhleni 314, 16 cm?®.
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Priklad 7.6.2 Vypocitejte objem V rotacniho kuzele, ktery vznikl rotaci rovnoramenného
trojuhelniku SXV okolo odvésny SV, kde SV = v. Délka prepony daného trojuhelniku je
r = |XV|=9v2m (obr. 7.51). Visledek zaokrouhlete na dvé desetinna mista.

Obrazek 7.51: Ilustrace Prikladu 7.51
ReSeni
o Tento kuzel vznikl rotaci rovnoramenného trojuhelniku SXV s délkou prepony x =
| XV| = 9v/2 m; tedy potiebujeme vypocitat délku jeho odvésen v = |SV| = r = [SX],

abychom zjistili vysku kuzele v a polomér jeho podstavy 7.

e 7 délky pTrepony rovnoramenného trojuhelniku SXV dostavame Pythagorovou vétou
délku odvésen: a2 = 2r? tj. 162 = 2r2, tedy r = v = 9 m.

e Pro objem V kuzele plati V' = %Spv, tedy potfebujeme znat obsah podstavy .S, a jeho
vysku v.

« Podstavou kuzele je kruh o poloméru r = 9 m.

« Pro obsah podstavy S, plati: S, = 7mr* =7
92 m? = 254, 469 m?.
« Pro objem kuZele plati: V = 5,0 = £254,469 - 9 m® = 763,407 m®.

« Objem kuzele je po zaokrouhleni 763,41 m?.

7.7 Povrch kuzele

Poznamka

V souladu s obsahem vyuky matematiky na druhém stupni zdkladnich skol a na skolach
strednich se bude tato kapitola vénovat pouze kuzelim s kruhovou podstavou.
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Umisténim podstavy a rozvinutim plasté kuzele do vhodného uskupeni v jedné roviné tak,
aby vznikl jeden rovinny obrazec, ziskame sit kuzele. Sit kuzele je tvorena jednou podsta-
vou (kruhem) a jeho plastém; v pripadé rota¢niho kuzele jde o kruhovou vyseé¢ (obr. 7.52).

Na nasledujicim obrazku lze zkoumat vliv zmény poloméru r a jeho télesové vysky v na
vzhled sité kuzele.

Obrazek 7.52: Sit rotacniho kuzele

vvvvvv

zménou polohy bodu V' vytvorit z rota¢niho kuzele kuzel nerotacni. Mizeme pozorovat, jak
vypada plast kuzele. Ménite podobu plasté kuzele z vychoziho rota¢niho kuzele na nerotacni.

—_—
— -
— — =
— — -
— — -
— -

pldast

' 2
S, ==nr

Obrazek 7.53: Podstava a plast nerotacniho kuzele
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Tak jako u povrchu télesa je i povrch kuzele roven obsahu jeho sité.

Véta

Povrch S libovolného kuzele s kruhovou podstavou je roven souctu obsahu S,
jeho podstavy a obsahu jeho plasté S, plati:S = S, + Sy.

Pti odvozeni vztahu pro vypocet povrchu rotacniho kuzele budeme vychazet z predchazeji-
ctho vztahu S = S, + S, a jeho sité (obr. 7.54). Tento rovinny obrazec se sklada ze dvou
casti — z podstavy a plasté; a potrebujeme vypocitat jejich obsahy. Obsah podstavy, tj. obsah
kruhu, zndme: S, = 7r?. Ddle uréime obsah plasté, tj. kruhové vysece s polomérem rovnym
délce strany kuzele r = s a s délkou kruhového oblouku, ktera je rovna obvodu podstavy
kuzele, tedy 27r. U rota¢niho kuzele plati pro jeho polomér podstavy r, télesovou vysku v a
stranu s Pythagorova véta: s = /1?2 + v2.

27r

Obrazek 7.54: Sit rota¢niho kuzele

Obsah plasté si odvodime s vyuzitim obr. 7.55. Na tomto obrazku je zndzornén kruh se
sttedem V' a polomérem s, X = Y’; obvod celého kruhu je 27s. Obsah kruhové vysece, ktery
odpovida oblouku o délce 1, je uc Tedy obsah vysece, ktery odpovida oblouku o délce 27r,

2ms”
. 2
je roven Sy = 72 - 2mr = 7rs.
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27ms

2nr

Obrazek 7.55: Odvozeni plasté rotacniho kuzele

Vztah pro obsah pldsté S, = 7rs lze upravit na tvar S, = 3 - (277) - s. Tento vztah by
odpovidal také vztahu pro vypocet obsahu trojihelniku se zakladnou o délce 27r a s vyskou
s, viz obr. 7.56.

2nr

Obrazek 7.56: Vztah mezi obsahem plasté rotacniho kuzele a obsahem trojihelniku

r

Véta

Pro povrch S rota¢niho kuzele a délkou strany s a polomérem jeho podstavy r
plati:S = Sy + S, = 7rs + wr? = 7r(s + 1).

\

Nyni vypocitame povrch kuzele z Prikladu 7.6.1.
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Priklad 7.7.1 Vypocitejte povrch S rota¢niho kuzele s kruhovou podstavou. Polomér jeho
podstavy r = 5 c¢cm a jeho vyska v = 12 cm (obr. 7.57). Vysledek zaokrouhlete na dvé
desetinna mista.

Obrazek 7.57: Ilustrace Prikladu 7.7.1

Reseni

e Pro povrch S kuzele plati S = S, + S, tedy potiebujeme znat obsah podstavy S,
a obsah jeho plasté S,.

» Podstavou kuzele je kruh o poloméru r =5 cm.

 Pro obsah podstavy S, plati: S, = mr? =7

52 cm? = 78,540 cm?.

« Pro obsah plasté kuzele plati: S, = 7rs. Potfebujeme znat délku strany s kuzele.

o Pro stranu s plati Pythagorova véta: s = v/72 + 02 = /52 + 122 cm = /25 + 144 cm
=169 cm = 13cm.

o Tedy S, =7mrs =7-5-13 cm? = 204,204 cm?.
o Povrch kuzele: S = S, 4+ Sy = 78,540 4 204, 204 cm? = 282, 744 cm?.
« Povrch kuZele je po zaokrouhleni 282, 74 cm?.

Nyni vypocitame povrch kuzele z Prikladu 7.6.2.
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Priklad 7.7.2 Vypocitejte povrch S rota¢niho kuzele, ktery vznikl rotaci rovnoramenného
trojuhelniku SXV okolo odvésny SV, kde SV = v. Délka prepony daného trojuhelniku je
r = |XV]|=9v2m (obr. 7.58). Vysledek zaokrouhlete na dvé desetinna mista.

Obrézek 7.58: Ilustrace Prikladu 7.7.2

ResSeni

o Tento kuzel vznik rotaci rovnoramenného trojihelniku SXV s délkou pfepony, tj.
stranou kuzele x = |XV| = 9v/2 m. Tedy potiebujeme vypocitat délku jeho odvésen
v =|SV|=r=|5X]|, abychom zjistili polomér jeho podstavy r.

o 7 délky pTepony rovnoramenného trojihelniku SXV dostavame Pythagorovou vétou
délku odvésen: z2 = 2r?, tj. 162 = 2r2, tedy r = 9 m.

o Pro povrch S rota¢niho kuZele plati S = wra + mr? = 7r(x + r), potfebujeme znat
délku strany x kuzele a polomér jeho podstavy r.

o Tedy S =nrz+ar?=nar(z+7)=nm-9(9v2+9) m? = 614, 343 m?.

« Povrch kuZele je po zaokrouhleni 614, 34 m?.

7.8 Objemy a povrchy dalsich typt kuzelt

Poznamka

V souladu s obsahem vyuky matematiky na druhém stupni zdkladnich skol a na skolach
strednich se bude tato kapitola vénovat pouze kuzelim s kruhovou podstavou.

ROVNOSTRANNY KUZEL

Priklad 7.8.1 Vypocitejte objem V a povrch S rovnostranného kuzele o poloméru pod-
stavy r = 5 mm. Vysledek zaokrouhlete na dvé desetinna mista.
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Obrazek 7.59: Ilustrace Prikladu 7.8.1

Reseni

e Pro objem V kuzele plati V = %Spv. Potfebujeme znat obsah podstavy S,, télesovou
vysku v; zname r = |SY| = 5 mm (obr. 7.59)). Vime, Ze je kuzel rovnostranny, pro
délku jeho strany plati: VY| = 2r = 10 mm.

» Vypocitame télesovou vysku kuzele v. Z délky odvésny r = [SY| = bmm a prepony
VY| = 2r = 10 mm pravoihlého trojihelniku SY'V s vyuzitim Pythagorovy véty
dostavame délku zbyvajici odvésny = = |[VS|: 22 = 4r?2 —r? tj. 2 = V3r2 mm =

V3r mm = /3 -5 mm = 8,660 mm.

« Podstavou kuzele je kruh o poloméru » = 5 mm. Pro obsah podstavy S, plati: S, =
7r? = 752 mm? = 78, 540 mm?.

e Pro objem kuzele plati: V = %Spv = %78, 540 - 8,660 mm?® = 226, 719 mm?.
« Pro povrch S kuzele plati S = S, + Sy, tedy potfebujeme znat obsah jeho plasté S,.

« Pro obsah plasté kuzele plati: S, = 7rs. Zname |[VY| = 2r = 10 mm, r = |SY| =
5 mm. Tedy S, = 7rs = m-5-10 mm? = 157,080 mm?.

« Povrch kuzele: S = S, + Sy = 78,540 + 157,080 mm? = 235,620 mm?.
« Objem kuzele je po zaokrouhleni 226, 72 mm?.

« Povrch kuZele je po zaokrouhleni 235, 62 mm?.
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7.8.1 KOMOLY KUZEL

Pro odvozeni vzorce pro objem rota¢niho komolého kuzele uvazujme rotacni kuzel o vysce
vy a poloméru podstavy r, ktery sefizneme rovinou rovnobéznou s podstavou ve vysce v.
Tim vzniknou dvé télesa — rotacni kuzel o vysce vy a poloméru podstavy r, a komoly rotacni
kuzel o vysce v a polomérech podstav 71, o (obr. 7.60).

Uy

Obrazek 7.60: Rotacni komoly kuzel

Pro objemy Vi, V; kuzell s télesovymi vyskami vy, vs a pro objem V' komolého kuzele plati

Vi=V +Vo,tj. V=V -V,

Pro objem V' komolého kuzele plati:

V= %Slvl - %ngg, kde S; a S5 jsou obsahy jeho podstav.

Jelikoz v; = v + vy, dostavame

V = l5’1(1) + v9) — %52112

w

cili

V = %Sﬂ) + %(Sl - SQ)UQ.
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Oba rotacni kuzele jsou podobné ve stejnolehlosti se stfedem ve spole¢ném vrcholu V' obou
kuzelu, tedy koeficient podobnosti k& je

Poznamka — Stejnolehlost viz Portalu stredoskolské matematiky. Nésledujici definice je
prevzata z [10, s. 59)].

Definice

Stejnolehlost H (S, ) (neboli homotetie) uréend bodem S a nenulovym redlnym ¢is-
lem x je podobnym zobrazenim v prostoru, ve kterém se zobrazi bod S na bod S
a kazdy bod X # S na bod X' tak, ze |X'S| = |k| - |XS|.Pro k > 0 lezi bod X’ na
poloptimce SX; pro k < 0 lezi bod X’ na poloptimce opacné k SXBod S nazyvame
stredem stejnolehnosti, ¢islo k nazyvame koeficientem stejnolehlosti.Bod X’ je
obrazem bodu X ve stejnolehlosti se stiedem S a koeficientem k; zapisujeme takto:
H(S,k): X = X'

=

vy

Podstavy obou kuzeli (a tedy podstavy komolého kuzele) jsou podobné kruhy a pro jejich
obsahy plati:

S = k2 tedy k= Y2

P

Tudiz

v2 _ V5
V1 \/51.

Postupnymi tpravami dostavame a s vyuzitim vztahu v; = v + v,, vyjadiime vy:

— V5%
V2 = 75 s Y
Dosadime za vy do vztahu pro objem V' komolého kuzele:

V =180+ 5(S1 — S) el

Rozdil S} — Sy rozlozime na soucin (v/S; —/52)(v/S1 +v/S2), tedy: a upravime na vysledny

tvar:

V = é(Sl + v Sng + SQ)U.

Pro obsahy podstav komolého kuzele plati S; = 72 a Sy = mry%:
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V = 5(mry® + Ve 2 wra? 4 ), .
V = tro(r® 4 rirg 4+ 19?).

3

Predchozi ivahy mtzeme nyni shrnout.

Véta

Objem V rotacniho komolého kuzele s télesovou vyskou v a poloméry podstav rq,ry
jeV = %WU(HQ + rirg 4 19%).

Poznamka

Objem nerotacniho komolého kuzele s kruhovou podstavou bychom pomoci Cavalieriho
principu "prevedli'na objem rota¢niho komolého kuzele se stejnou vyskou a stejnymi
poloméry podstav.

Déle si uvedeme vztah pro povrch rotacniho komolého kuzele:

Véta

Pro povrch S rota¢niho komolého kuzele platiS = S} + S5+ S5, kde Si, Ss jsou obsahy
podstav a Sy je obsah plaste.

\

Pti odvozeni vztahu pro vypocet povrchu rotacniho komolého kuzele budeme vychazet z
predchazejictho vztahu S = S; + Sy + Sy a jeho sité (obr. 7.8.3). Sit se skladd ze dvou
podstav a plasté; obsahy podstav s poloméry ry, 75 jsou S; = w12, Sy = mry2. Obsah plasté
je roven obsahu vysece mezikruzi. Rozméry sité jsou uvedeny na obr. 7.61.

v

|4
°

Obréazek 7.61: Sit rota¢niho komolého kuzele

Zmame z obr. 7.56 obsah plasté rota¢niho kuzele s polomérem podstavy r a stranou rota¢niho

kuzele x, S, = % - (27r) - . Obsah plasté komolého kuZele uréime jako rozdil obsaht plasti
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dvou rotacnich kuzeli (o stranach sy, sy a polomérech podstav ry, 3), ze kterych vznikl, viz

obr. 7.60, 7.61 a 7.62.

S}

Obrézek 7.62: Souvislost obsahu plasté rotacniho komolého kuzele s obsahy danych rotacnich

kuzelt

Pro obsah plasté rotacniho komolého kuzele plati:

Sy = % < (2mry) - 81 — % - (27rg) - S9 = 7181 — Trase = w(r1S — rass).

Z podobnosti trojuhelniki A; 51V a A5V na obr. 7.8.2 vyplyva, ze:

sts2 _ _s1  __ 11
S9 s1—8 )
Odtud dostavame:
__ _sra __ s
S2 = 5o @ Tori—re”

Dosadime-li za s, a s; do vzorce pro obsah plasté, dostavame:

Spi = m(r151 — 1289) = W(% — %) = % =ms(ry +12).
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Predchozi ivahy miizeme nyni shrnout.

Véta

Pro povrch S rotacniho komolého kuzele se stranou s a poloméry jeho podstav
r1, T plati:S = wry? + wre? + ws(ry + 1a).

Ze vztahu pro obsah plasté rotacniho komolého kuzele vyplyva, ze S, = ms(r; + r2) =
+ - (2mry + 277r5) - s. Tento vztah by odpovidal také vztahu pro vypodet obsahu lichob&Zniku
se zakladnami o délkach 27ry, 27ry a s vyskou s, viz predchéazejici obr. 7.62.

Ve tvaru plasté rotacniho komolého kuzele je vyrobeno stinitko na lampu, viz obr. 7.63.

Obrazek 7.63: Stinitko lampy ve tvaru plasté rotacniho komolého kuzele.

Priklad 7.8.2 Rozmyslete si, jak ze vztahu pro objem rotacniho komolého kuzele by bylo
mozné odvodit vztahy pro vypocet objemu rotacniho vélce a kuzele.
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Obrazek 7.64: Ilustrace Piikladu 7.8.2

ResSeni

Vyuzijeme obr. 7.29.

Jiz zname vzorec pro objem rotac¢niho komolého kuzele s télesovou vyskou v a polomeéry
podstav 71, e, pouZijeme vztah Viyzee = 570(r1% + riro + 192).

V pripadé rovnosti polomérii podstav komolého rotac¢niho kuzele, tj. r = ry = 7,
ziskdame valec. Pokud do vzorce pro objem komolého kuzele dosadime za poloméry
stejnou délku r, pak by pro objem rotac¢niho komolého kuzele platilo: Vigmoishokuzele =
smu(ri?+riro+ro?) = dro(r? +rir 4 r1?%) = s70(3r?) = 7ri%v, coz odpovidd vztahu
pro vypocet objemu rotacniho valce s télesovou vyskou v a polomérem podstavy ry,
dostavame Viomotshokuzetle = Vosice = TI20.

Rotacni kuzel ziskame z komolého kuzele, jestlize polomér horni podstavy r, = 0,
tj. ptijde jen o bod. Pak by pro objem rotacniho komolého kuzele platilo: Viyzere =
smu(r? g+ 19?) = sro(r 2 + 110+ 0%) = $mu(ri?) = 3720, coz odpovida vztahu
pro vypocet objemu rotacniho kuzele s télesovou vyskou v a polomérem podstavy ry,

- /s - 1 2
prory =r dostavame VkomoléhoKuiele - ‘/kuiele — EWT v.

Priklad 7.8.3 Vypocitejte objem V' télesa vzniklého rozdilem rota¢niho komolého kuzele
s poloméry podstav Ry = 8 cm, Ry = 4 cm a rotacniho komolého kuzele s poloméry podstav
r1 = 4 cm, ro = 2 cm; oba kuzele maji stejné stredy podstav. Oba kuzele maji stejnou
vysku v = 4 cm. Uréete kolik em? 1atky by bylo potieba na pokryti tohoto télesa. Vysledek
zaokrouhlete na dvé desetinnd mista.
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Obrézek 7.65: Ilustrace Prikladu 7.8.3

ReSeni
e Pro vypocet objemu prvniho rota¢niho komolého kuzele K; s télesovou vyskou v a
poloméry podstav Ry, Ry plati Vi, = %WU(R12 + R Ry + R22).
o Tedy Vg, = %w 4 (82 +8-4+4?) cm? = 469, 145 cm?.

e Pro vypocet objemu druhého rotacniho komolého kuzele Ky s télesovou vyskou v a
polomeéry podstav ry, 7y plati Vi, = %m»(rf + rire + rzz).

e Tedy Vi, = im-4- (42 +4-2+22) em? = 117,286 cm?.

e Pro vypocet objemu V daného télesa vzniklého Ky — K7, plati V = Vi, — Vkg,, tedy
V = 469,145 cm? — 117,286 cm? = 351, 859 cm?.

« Pro povrch S daného télesa plati S = S, + S, + Sy, + Spi,- Dolni podstava je tvorena
mezikruzim vzniklého rozdilem kruhii o polomérech Ry, 71, tedy S, = TR —mr? =
7(Ry* — 7?) = 7(8% — 4?) em? = 150, 796 cm?.

o Horni podstava je tvorena mezikruzim vzniklého rozdilem kruhti o polomérech Ry, rs,
tedy S,, = TRy2 — 7ry? = 7T(R22 —1ro?) = (42 — 2%) em? = 37,699 cm?.

o Pro obsah plasté vétsiho rota¢niho komolého kuzele se stranou s; a poloméry podstav
Ry, Ry plati: S, = ws1(Ry + R»). Nejdiive potfebujeme vypocitat délku strany s.

« Vypocitame délku strany s; . Uvazujeme-li trojihelnik ABC' (obr. 7.65). Zname délky
jeho stran: |[AB| = Ry —r; = 4 em, |AC| = v = 4 ecm. Z délky odvésen AB, AC
pravothlého trojuhelniku ABC' s vyuzitim Pythagorovy véty dostavame délku prepony:
s = \/|AB|2+ |AC|?2 = V42 + 42 cm = /32 cm = /8- 2 cm = 5,657 cm.

o Tedy Sy, = ms1(Ry + Ry) = 7+ 5,657(8 +4) cm? = 213,264 cm?.

o Pro obsah plasté mensiho rotacniho komolého kuzele se stranou s, a poloméry podstav
1, ro plati: Sy, = msa(ry + r2). Nejdiive potiebujeme vypocitat délku strany ss.
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o Vypocitame délku strany s,. Uvazujeme-li trojuhelnik ZAY na obr. 7.65, zname délky
jeho stran: |ZA| = Ry — 1y = 2 cm, |ZY| = v = 4 cm. Z délky odvésen ZA, ZY
pravothlého trojiuhelniku ZAY s vyuzitim Pythagorovy véty dostavame délku prepony
so=\/|ZAP+[2Y]? = V22 + £ cm = 20 em = /5 2 em = 4,472 em,

o Tedy Sy, = msao(r1 +1r9) =7 - 4,472(4 4+ 2) cm? = 84,295 cm?.

o Tedy pro povrch daného télesa plati: S = S, + Sp2 + Sy, + Sy, = (150, 796+ 37,699 +
213,264 + 84,295) cm? = 486,054 cm?.

¢ Objem daného télesa je po zaokrouhleni 351, 86 mm?.

o Povrch daného télesa je po zaokrouhleni 486, 05 mm?.

7.9 Ulohy IV

7.9.1 Uloha 7.9.1

Presypaci hodiny se skladaji z dvou shodnych rotacnich kuzelt spojenych jejich vrcholy.
Vysledny "dvojkuzel'je osové soumérny dle osy o a jeho celkova vyska je 15 cm. Presypany
pisek ma tvar komolého kuzelu o vysSce 4 cm a poloméru dolni podstavy 3,75 c¢m, viz obr.
7.66. Pisek v dolni ¢asti hodin se presypal do tvaru komolého kuzelu za 269,64 s. Kolik
minut bude trvat, nez se zbyvajici pisek v presypacich hodindch dosype? Predpokladejte, ze
se pisek se sype rovnomérné. Vysledek zaokrouhlete na dvé desetinnd mista.

Obrazek 7.66: Ilustrace k tloze 7.9.1

o Potrebujeme tedy vypocitat objem V5 zbyvajiciho pisku ve tvaru rotacniho kuzele o
neznamém poloméru 7y a s vyskou vy = v — h = 3,5 cm. Déle uré¢ime objem komolého
kuzelu Viom, abychom mohli zjistit, jakou ,rychlosti“ a se pisek presypava a = V’;%

=1

cm?/s. Pro objem V; kuzele plati: Vo = $7ro®vy = 3719 - 3,5 em®. Pro objem Vi,

kuzele plati: Viom, = 2mh(ri? +rira +122) = 5w+ (3,752 + 3,75 1o +1r5%) em®. K urcenf

objemil potrebujeme znat polomér horni podstavy rs.
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e Pro vypocet poloméru horni podstavy r, vyuzijeme podobnost trojuhelnikii troju-

helnfkit XSV, V'S,V (dle véty mu). Platf: 532 = Bl 5 22 = BBl em, tedy
~3,75-3,5]

Ty = Tag cm= 1,75 cm.

« Vypoditdme objem V, kuzele: Va = £ - r9? - 3,5 em® = ¢ - 1,752 - 3,5 em?® = 11,225
3
cm?.

e Vypocitame objem Vi, komolého kuzele, plati: Vi, = %ﬂ' - (3, 752 4+ 3,75 - ro + r22)
cm? = %7? (3,75% + 3,75+ 1,75 + 1,75%) ecm? = 99,222 cm?®.
« Nyni vypoditdme ,rychlost rovnomérného presypavani pisku: a = Yeen = c¢m? /s =

t1
99,222 3/ - 3
s6061 cm°/s = 0,368 cm”/s.

o Zbyva urcit, za jak dlouho (t) se dosype zbyvajici pisek o objemu V v horni ¢asti

hodin. t, = %2 =g = 11220 5 = 30,503 s ¢ = 0,508 min.

o Zbyvajici pisek se priblizné dosype za 0,51 min.

7.9.2 Uloha 7.9.2

Jedno "pismeno/znak'na plasti starovéké mezopotamské tabulky ve tvaru rotacniho kuzele
zabira v priiméru 1, 5 cm?. Tento rotacni kuzel méa polomér podstavy r» = 2 cm a vysku v = 12
cm (obr. 7.67). Kolik celych pismen se vejde na plast tabulky, resp. kuzele? Mezivysledky
zaokrouhlujte na ti desetinnd mista a vysledek na celé ¢islo.

Obrézek 7.67: lustrace k Uloze 7.9.2 [82]

« Pro povrch plasté S rotacniho kuzele plati: S, = mrs. Tedy potfebuje nejdrive vypo-
c¢itat délku strany kuzele s.
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« Rezem, ktery vede rovinou obsahujici osu kuzele, ziskdme pravothly trojthelnik s od-
vésnami délek r = 2 cm a s vyskou v = 12 cm. S vyuzitim Pythagorovy véty dostavame
délku prepony s: s> = r2+ 02, tj. s = V12 + v2 = /22 + 122 cm = /148 cm = 12,166
cm.

o Tedy S, =7rs=m-2-12,166 cm? = 76,441 cm?.

76,441 - .
5 = 50,961 pismen.

 Jedno pismeno zabira 1,5 cm?, tudiz:

« Na starovékou mezopotamskou tabulku se maximalné vejde 50 pismen.

7.9.3 Uloha 7.9.3

Urcete objem V' a povrch S sudu skladajiciho se ze dvou shodnych rotac¢nich komolych kuzeli
soumérné sdruzenych podle roviny vétsi podstavy o poloméru r; = 4,5 dm, polomér mensi
podstavy je ro = 3 dm a vyska sudu je h = 8 dm (obr. 7.68). Vysledek zaokrouhlete na dvé
desetinna mista.

Obrazek 7.68: Ilustrace k tloze 7.9.3

» Celkovy objem sudu je roven V' = 2Viomay. Pro vypocet objemu rota¢niho komolého
kuzele s télesovou vyskou % a poloméry podstav ri, o pouZijeme tento vztah Vigmory =

%Wg(rlz +riry +19?) = 373(4,57 + 4,5 -3+ 3%) dm® = 37 -4- (20,254 13,5+ 9)

dm? = Lr 442,750 dm® = 179,071 dm?.
o Tedy pro objem sudu plati: V' = 2Vjpmey = 2 - 179,071 dm?® = 358, 142 dm?.

» Celkovy povrch sudu je roven S = 25, + 25,,,. Pro obsah plasté S, komolého kuzele
o strané s = |XY| a polomérech podstav ry, o plati: S, = ws(r; + rg). Nejdiive
potfebujeme vypocitat délku strany s.

o Uréime délku strany s, kterd je zaroven preponou pravouhlého trojihelniku X PY
o odvésnach délky |PY| = %, | X P|. Vime, Ze | X P| = r;—r, = 1,5 dm. Dale vychdzime
z pravouhlého trojuhelniku X PY a vypocitame délku strany s pomoci Pythagorovy

véty: s2 = [PY[* + |XP]%, ti. s = /|PY [ + [X P|* = /42 + (1,5)2 dm = 4,272 dm.
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Tedy plati: Sy = ws(rq + 1) = 7 - 4,272(4,5 + 3) dm? = 100, 657 dm?.
Sy, = Tro? = 28,274 dm?.
Tedy plati: § = 25, + 25, = (2 - 100,657 + 2 - 28,274) dm? = 257,862 dm>,

Objem sudu je po zaokrouhleni 358,14 dm?. Povrch sudu je po zaokrouhleni 257, 86
dm?.
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8. Koule

8.1 Koule

V této kapitole se budeme zabyvat nasledujicim télesem, a to kouli. Pokud bychom se zamys-
leli, kde se nachéazeji objekty ve tvaru koule, tak by nas mohly prvné napadnout globusy, které
se pouzivaji pro znazornéni vesmirnych téles. Existuji napiiklad glébusy planety Zemé (obr.
8.1) nebo glébusy nebeské sféry tzv. hvézdné glébusy (obr. 8.2). Tyto glébusy aproximuji
realnou podobu vesmirnych téles a byvaji vyrobeny v kulovitém tvaru.

Obréazek 8.2: Globus nebeské sféry ve tvaru koule (Berlin, Némecko) [97]

vvvvvv

jednobunécnych organismu zvanych Mrizovci, kteri vytvareji mrizovité podpurné soustavy
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svému télu z oxidu kfemicitého (obr. 8.3).

TheVoage of LS. Challnger Radiolaria 11 114

Obrazek 8.3: Obrazek 8.1:3: Schanky Mfizovet ve tvaru koule [98,99]

V 1isi rostlin je mozné najit nékterd pylova zrna ve tvaru koule, viz obr. obr. 8.4.

Obrazek 8.4: Pylova zrna ve tvaru koule zobrazend elektronovou mikrofotografii [100]

A plody rybizu jsou kulovitého tvaru, viz obr. 8.5.
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Obréazek 8.5: Plody rybizu [101]

Jako dalsi priklad si uvedeme nékteré predméty ze svéta her, které svym tvarem pripominaji
kouli — tenisovy mi¢ (8.6), cvrnkaci kulicka (8.7) a bowlingové koule (8.8).

Obrazek 8.6: Tenisovy mi¢ ve tvaru koule [102]
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Obrazek 8.8: Bowlingové koule kulovitého tvaru [104]

Jisté bychom si mohli kldst otazku, pro¢ jsou bubliny vytvorené bublifukem kulaté? Diivodem
je povrchové napéti, kdy je pro bublinu z kapaliny nejvyhodné;jsi pri daném objemu zaujimat
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tvar s minimalnim povrchem, a to je ze vSech téles pravé tvar koule (8.9).

Obréazek 8.9: Bublina vytvorena bublifukem ve tvaru koule [105]

8.2 Zavedeni koule — jak vznika koule

Obdobné jako rotacni valec a rotacni kuzel zavadime také kouli.

Definice

Koule vznikne rotaci pilkruhu okolo primky, ktera obhahuje jeho pramér. Jednotlivé
body pilkruznice, ktera vymezuje pulkruh, vytvori rotaci kulovou plochu.

Kulova plocha tvori povrch koule.

Je dan pulkruh P a osa rotace o, kterd obsahuje jeho pramér; rotaci pulkruhu P okolo
této osy o dostavame kouli se sttedem S s polomérem podstavy r = g. Kulova plocha vznika
rotaci ptlkruznice vymezujici pulkruh P, viz obr. 8.10. Stred koule je soucasné stredem
kulové plochy. Primér koule je také roven priaméru kulové plochy. Vsechny délky
usecek, jejichz krajni body lezi na kulové plose a které obsahuji stred kulové plochy, jsou jeji

primeéry.

Obréazek 8.10: Vznik koule rotaci pilkruhu P okolo osy o
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Poznamka

Koule K se stiedem S a polomérem r je mnozina vsech bodu v prostoru, které maji
od bodu S vzdalenost mensi nebo rovnu poloméru r. Pouzivime symbolicky zapis:
K(S;r) = {X;]|XS| < r}. Kulovd plocha « se stfedem S a polomérem 7 je mnoZina
vsech bodu v prostoru, které maji od bodu S vzdalenost rovnu poloméru r. x(S;r) =
[X5]XS| = r}.

Kulové plocha je hranici koule a neni mozné ji rozvinout do roviny (obr. 2.11). Ve tvaru ¢asti
kulovych ploch jsou naptiklad vystavény skleniky Eden Project.

Obréazek 8.11: Skleniky Eden Project (Cornwall, Velkd Britanie) [107]

Pti daném objemu zaujiméa kulova plocha dané koule nejmensi povrch. Naopak ptri daném
povrchu kulova plocha ohranicuje prostor o nejvétsim objemu. I kapka rosy diky povrchovému
napéti vody zaujima tvar koule, viz obr. 8.12.

Obrazek 8.12: Kapky rosy ve tvaru koule [106]

Kulova plocha je stfedové soumérnd dle svého stredu, osové soumérna podle vsech primek,
které prochézeji jejim stfedem a rovinové soumérna podle vSech rovin, které prochézi je-
jim stredem. Kazda rovina soumérnosti protinad kulovou plochu v kruznici, kterd se nazyva
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hlavni kruznice (k;, k2 na obr. 8.13). KruZnice nachézejici se na kulové plose, jejichZ roviny
neprotinaji stfed kulové plochy, oznacujeme jako vedlejsi kruznice ([, s na obr. 8.14).

Obrazek 8.14: Vedlejsi kruznice kulové plochy

Pokud nechame rotovat kruh K kolem primky o, kterd lezi v jeho roviné a tento kruh
neprotind, vznikne anuloid neboli torus/toroid, viz obr. 8.15.
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Obrazek 8.15: Anuloid vznikly rotaci kruhu K okolo osy o

Y »

8.3 Koule a jeji casti

V technickych oborech se pouzivaji télesa, kterd jsou castmi koule — kulova tsec, kulova
vyse¢ a kulova vrstva; a ta, ktera jsou ¢astmi kulové plochy — kulovy vrchlik a kulovy pas.
K jejich zavedeni pouzijeme secnou rovinu.

Rovina, ktera ma s kouli vice nez jeden spoleény bod, je oznacovana za seCnou rovinu
koule. Rovina, kterd ma s kouli pravé jeden spoleény bod, jse nazyva tecna rovina koule.
Prinikem secné roviny s kouli je kruh, ale prinikem secné roviny s kulovu plochou, ktera
kouli ohranicuje, je kruznice, viz obr. 8.16.

Obrézek 8.16: Kulova tse¢ a kulovy vrchlik
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8.3.1 Kulova useé

Kazda secna rovina rozdéluje danou kouli na dvé kulové dsece. Kruh, ktery je jejich pri-
nikem, nazyvame podstava tisece. Pokud secna rovina prochdazi stifedem koule, dostavame
dvé polokoule. Na obr. 8.17 se nachazeji architektonickd stavba ve tvaru kulové tsece na
portugalské Madeire.

Obrazek 8.17: Stavba ve tvaru kulové tsece (Pico do Arieiro, Portugalsko)

Tvar kulové tisece miizeme objevit napriklad u chramovych kopuli na obr. 8.18.

Obrazek 8.18: Kopule baziliky svatého Marka ve tvaru kulové tisece (Benétky, Italie) [108]
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8.3.2 Kulovy vrchlik

Kazda secna rovina koule rozdéluje danou kulovou plochu na dva kulové vrchliky. Kruz-
nice je jejich prinikem a oznacujeme ji jako hranu kulového vrchliku. Pokud se¢na rovina
prochéazi sttedem koule, pak hranou kulového vrchliku je hlavni kruznice, a dostdvame dvé
polokulové plochy neboli polosféry.

Hranice kulové tsece se sklada z kulového vrchliku a podstavy tsece.

Ve tvaru kulového vrchliku, konkrétné polosféry, je vyrobeno stinitko lampy, viz obr. 8.19.

Obrézek 8.19: Stinitko lampy ve tvaru kulového vrchliku

8.3.3 Kulova vysec

Na obr. 8.20 se nachazi kulova tse¢ a rotacni kuzel; obé télesa maji spole¢nou podstavu,
vrchol kuzele je ve stfedu koule. Téleso vzniklé jejich sjednocenim se nazyva kulova vysec.

Obrazek 8.20: Kulova vysec

Tvaru kulové vysece maji padaky americké armady, viz obr. 8.21.
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Obrazek 8.21: Padaky vojenskych parasutisti ve tvaru kulové vysece [108]

Prinikem dvou rovnobéznych rovin s kouli jsou dva kruhy, ale prinikem dvou rovnobéznych
rovin s kulovu plochou, kterd kouli ohranicuje, jsou dvé kruznice (obr. 8.22).

Obrazek 8.22: Kulova vrstva a kulovy pas
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8.3.4 Kulova vrstva

Pokud kouli protinaji dvé rovnobézné roviny (jednd se o prunik prostorové vrstvy, jejiz
hrani¢ni roviny protinaji kouli), tak ¢ast koule lezici mezi dvéma rovina se nazyva kulova
vrstva. Vzniklé dva kruhové fezy se nazyvaji podstavy kruhové vrstvy. Vzdalenost rov-
nobéznych rovin je vyska kulové vrstvy.

8.3.5 Kulovy pas

Cést kulové plochy, kterd lezi mezi dvémi rovnobéznymi rovinami se nazyva kulovy pas.
Vzdalenost rovnobéznych rovin je také vyska kulového pasu.

8.4 Antimodel koule

Predtim, nez prejdeme k samotnému zavedeni vzorct pro vypocet objemu a povrchu koule,
si ovéfime pochopeni predchozich pojmu z této kapitoly. Uvedeme si tzv. antimodel koule.

Antimodelem koule zde budeme rozumét takové téleso, které na prvni pohled sice kouli
pripomind, ale pti podrobnéjsim zkoumani zjistime, Ze se o kouli nejedna. Takovym prikla-
dem je téleso s nazvem rotacni elipsoid, ktery vznika rotaci plochy vymezené elipsou okolo
jedné z jejich os. Na rozdil od koule neni stredové soumérny. Ve tvaru rotacniho elipsoidu na-
chazime ve svété kolem nas nékolik prikladia. Napriklad vesmirné modely Jupiteru obvykle
predstavuji tuto planetu jako kouli, ale ve skutecnosti se jednd o rotacni elipsoid (obr.
8.23).

8.24).
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Obrazek 8.24: Schranky jezovek ve tvaru rota¢niho elipsoidu [91]

Pti archeologickych vykopavkach byla nalezena zdobena pstrosi vejce. Tato vejce byla za-
koupend na africkém tizemi a slouzila jako neobvykly dar v dobé Zelezné a bronzové. Pstrosi
vejce jsou také ve tvaru rotaéniho elipsoidu (obr. 8.25).

Obréazek 8.25: Malovana pstrosi vejce na vystavé vénované Kartdgu (Rim, Ttalie) [92]

I v 1i8i rostlin mtuzeme nalézt plody zeleniny, konkrétné nékterych odriid melount, které
pripomindji tvar rota¢niho elipsoidu (obr. 8.26).
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Obrazek 8.26: Plod melounu cukrového ve tvaru rota¢niho elipsoidu [93]

Césti rotaénich elipsoidii lze nalézt i v architektufe, jak ukazuje obr. 8.27, kde je budova
National Grand Theatre v Pekingu.

Obrazek 8.27: Budova National Grand Theatre ve tvaru ¢asti rotacniho elipsoidu (Peking,
Cina) [94]

Také se miizeme ve sportu setkat s micem na rugby, ktery svym tvarem pripomina rotacni
elipsoid (obr. 28).

Obrazek 8.28: Rugbyovy mi¢ ve tvaru rotacniho elipsoidu [95]
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8.5 Objem koule

V této kapitole si predstavime, jak se poc¢ita objem koule o poloméru r. Objem koule odvo-
dime pomoci Cavalieriho principu.

Je dana koule se stifedem S a s polomérem r. Déle uvazujme téleso T, které vznikne z
rotacniho rovnostranného valce s polomérem 7 a vyskou 2r vyjmutim rotacniho dvojkuzele,
ktery ma s valcem spolec¢né podstavy a jehoz vrchol lezi ve stfedu valce. Obé télesa umistime
na rovinu p, viz obr. 8.29. Oznacéime h = |pp/|.

4

-— C—

Obrazek 8.29: Vyuziti Cavalieriho principu pti odvozeni objemu koule

Pro h = r je prinikem roviny p’ s télesem T kruh o poloméru r a s kouli je priunikem také
kruh o poloméru r, tj. obsahy pruniku jsou stejné. Pro h = 2r a h = 0 je prunikem roviny p’
s télesem T' v obou pfipadech kruznice o poloméru r (mé nulovy obsah); prinik p’ s kouli je
v obou pripadech bod, tj. ve vSech pripadech jsou obsahy prtuniki nulové.

Nyni se podivame na spolecny osovy ez télesem 7' a danou kouli, viz obr. 8.5.2, kde vzhle-
dem k soumérnosti obou téles podle roviny prochazejici bodem S a rovnobézné s p muzeme
uvazovat situace pro h z intervalu (r,2r) = 0.

1
1
1
S S 7 1
\ E s
S ’ !
N 7 1
S ! v , "t r’
— —( —a— wr — -
7 i vV =
P N v z 1 -
b W v @
N~ L] 7 D //1‘
v
\ﬂ 45° 5 \ ://
e, 1S

Obrazek 8.30: Osovy Tez télesem T a danou kouli
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Nyni povedeme Tez rovinou p’ ve vzdalenosti v od stiedu S, kde 0 < v < r, a budeme zkou-
mat obsahy obou fezi.

Pro obsah kruhu, ve kterém rovina p’ protind kouli, plati S, = 7’2, kde v je vzdédlenost
roviny p’ od roviny p, polomér ' kruhu urcime ze vztahu:

2 = p2 g2,
tedy
Sy = m(r* —v?).
Pro obsah S,, mezikruzi, ve kterém rovina p’ protina téleso T', plati:
S =712 — m? = 7(r? —v?),

kde r a v jsou poloméry hrani¢nich kruznic.
Je ziejmé, Ze i v tomto pripadé maji pruniky roviny p’ s obéma télesy stejné obsahy.

Je splnéna podminka pro pouziti Cavalieriho principu a a téleso T i koule maji stejné ob-
jemy. Objem koule je proto roven rozdilu objemu rota¢niho valce o poloméru r a vysce 2r a
objemu rotac¢niho dvojkuzele o poloméru podstav r a celkové vysce 2r, plati:

VT:’]T’FQ-QT‘—Q-%-’]TTQ-T:%71’7“3.

Véta

Objem V koule o poloméru r je dan vztahemV = %71’7‘3.

Priklad 8.5.1 Vypocitejte polomeér r koule, kterd by se vesla do fimského Pantheonu pod
kopuli. Objem koule je V = 346 220,056 m? (obr. 8.31). Vysledek zaokrouhlete na dvé

desetinnd mista.

Obrazek 8.31: Ilustrace Piikladu 8.5.1 [110]
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ReSeni
« Pro objem V koule plati V' = 3773, Vyjddifme si polomér r.

o 7= /3Y = 43,560 m.

o Polomér koule je po zaokrouhleni 43,56 m.

Priklad 8.5.2 Do rovnostranného valce o poloméru r je vepsana koule o stejném polomeéru.
Jaky je pomér objemu valce k objemu vepsané koule? Pomér vyjadiete zlomkem.

Obrazek 8.32: Ilustrace Prikladu &8.5.2

ResSeni

« Pro objem V; koule plati V; = gmr®.

« Pro objem V, rovnostranného valce plati V,, = wr? - 2r.

Vo ar22r _ 3

o Vyjadiime pomér objemu: =1 =g

e Pomér objemi rovnostranného vélce a koule je %

8.6 Povrch koule

V této kapitole si predstavime, jak se pocita povrch koule o poloméru r. Povrch koule odvo-
dime pomoci objemu koule. Povrch koule je roven obsahu kulové plochy, jez kouli ohranicuje.

Johannes Kepler odvodil povrch koule vyuzitim nasledujici ivahy. Predstavme si, Ze bychom
kulovou plochu aproximovali pomoci podstav n ¢tyrbokych jehlanti s hlavnimi vrcholy ve
stiedu koule, n € N. Cim véts bude pocet n jehlant, tim vice se vyska jehlant bude bli-
zit poloméru koule r a soucet obsahii jejich podstav bude lépe aproximovat povrch kulové
plochy, viz obr. 8.33.
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Obrazek 8.33: Vyuziti Keplerovy metody odvozeni povrchu koule

Objem koule V}, je pak roven souc¢tu V; (j € (1,...,n)) objemu vSech uvazovanych jehlant s
vyskou r, plati:

n _
j=1 V} - Vk7

tedy

[SSI

1 _ 4.3
39 r=3mr’,

kde S je soucet obsahti podstav vSech jehlani s vyskou r. Vyjadiime ze vztahu S, které
odpovida povrchu koule.

A pro povrch S koule plati:
S = 4mr.

Predchozi tvahy mizeme shrnout:

Véta

Povrch S koule o poloméru r je ddn vztahem S = 4mr2.

Priklad 8.6.1 Vypocitejte povrch S koule z prikladu prikladu 8.5.1. Vysledek zaokrouhlete
na dvé desetinnd mista.
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Obréazek 8.34: Ilustrace Piikladu 8.6.1 [110]

Reseni
e Pro povrch S koule plati S = 47r?, kde polomér r = 43, 56 m.
o S =4mr? =23 844,357 m?.

« Povrch koule je po zaokrouhleni 23 844, 36 m?.

Priklad 8.6.2 Do rovnostranného valce o poloméru r je vepsana koule o stejném poloméru
(obr. 8.35). Jaky je pomér objemu véalce k objemu vepsané koule? Pomér vyjadrete zlomkem.

Obrézek 8.35: Ilustrace Prikladu 8.5.2
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8.6.1 ResSeni
e Pro povrch S, koule plati Sj, = 4mr?.

« Pro povrch S, rovnostranného vélce plati S = 2712 + 2mr - 2r = 6772,

sz 1Ns v .Sy _ 62 _ 3
e Vyjadiime pomér povrch: SC = dm? = o

o Pomér povrchii rovnostranného valce a koule je %

8.7 Objemy a povrchy casti koule

8.7.1 KULOVY VRCHLIK, KULOVA USEC A KULOVA VY-
SEC
Je dana koule se stredem S a polomérem r. Rovina fezu vedena ve vzdalenosti [ od stredu

S rozdéli kouli na dvé kulové tsece a jeji kulovou sféru na dva kulové vrchliky. Pro vysky
kulovych useci i kulovych vrchliku plati: v = — [ a v/ = r + 1 (obr. 8.36).

Obrazek 8.36: Vysky kulovych tseci
Plati nasledujici vztahy (obr. 8.37).

Pro obsah kulového vrchliku plati:
S = 2mro,

kde r je polomér kulové plochy a v je vyska vrchliku.
Pro objem kulové tsece plati:
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V=503 + 0%,
kde p je polomér kulové tsece a v je vyska tsece;
nebo
7T’U2
V =T=(3r —v),
kde r je polomér koule, jiz je lise¢ soucasti, a v je vyska tusece.
Povrch kulové tsece je roven souctu obsahu kulového vrchliku a obsahu jeho podstavy, plati:
S = 2mrv + wp?,

kde p je polomér kulové tsece, r je polomér kulové plochy, jiz je vrchlik soucasti, a v je vyska
usece.

Objem kulové vysece ur¢ime jako soucet objemt prislusné kulové tsece a rotacniho kuzele s
vrcholem S, které maji spolecnou podstavu. Plati:

V = 2(mr?),
kde r je polomér koule a v je vyska prislusné kulové tsece.

Povrch kulové vysece je roven souctu obsahu prislusného kulového vrchliku a obsahu plasté
rota¢niho kuzele, plati:

S =2nmrv+ wpr,

kde p je polomér rotacniho kuzele a r jeho délka strany.

K ¢

Obrazek 8.37: Kulovy vrchlik, kulova tsec¢ a kulova vysec
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8.7.2 KULOVA VRSTVA A KULOVY PAS.

Je dana koule se stfedem S a polomérem r. Dvé rovnobézné secné roviny rozdéli kouli na
dvé kulové tsece s poloméry podstav p; a ps a kulovou vrstvu s vyskou v, ktera je rovna
vzdalenosti secnych rovin. Tyto se¢né roviny vymezi na kulové plose dva kulové vrchliky a
kulovy pas (obr. 8.38).

Obrazek 8.38: Vysky kulovych tiseci

Na kulové plose dvé rovnobézné secné roviny vymezi kulovy pés (obr. 8.39).
Pro obsah kulového pasu plati:
S = 2nrv,
kde r je polomér kulové plochy a v je vyska pasu.
Pro objem kulové vrstvy plati:
V= (3p:% + 3p:% +0?),
kde v je vysSka vrstvy a p; a ps jsou poloméry jejich podstavy.

Povrch kulové vrstvy je souc¢tem obsahu kulového pasu a obsahu dvou kruhovych podstav
kulové vrstvy. Plati:

S = 2mrv + mpi? + Tpa?,
kde r je polomér kulové plochy, v je vyska pasu a py, p2 jsou poloméry podstav kulové vrstvy.
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8.8 Ulohy V

Obrazek 8.39: Kulovy pas a kulova vrstva

Uloha 8.9.1 Kolik procent zemského povrchu vid{ pasazér letadla z vysky A = 10 km nad

povrchem Zemé? Zemi povazujte za dokonalou kouli o poloméru r = 6 378 km. Vysledky
zaokrouhlete na t¥i desetinna mista.

Obrazek 8.40: Ilustrace k tloze 8.9.1
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 Situaci ilustujeme obrazkem 8.40. Z letadla v bodu L vidi pasazér ¢ast povrchu Zemé;
obsah této ¢asti S je roven obsahu kulového vrchliku s vyskou vrchliku v na kulové
plose o poloméru r; S = 27mrv.

o S vyuzitim Eukleidovy véty o odvésné plati pro pravouhly trojihelnik LST: |ST|* =
|SL|-|SP|, tj. r* = (r + h)(r —v).

e Vyjadiime vysku v kulového vrchliku: v = T}j:h =r(l—--").

« Pro povrch S kulového vrchliku plati S = 2772 - (1 — ) =408 948,746 0 km?.
e Pro povrch Sy Zemé ve tvaru koule plati S, = 4mr? = 511 185 932, 522 5 km?.
e Pro vypocet procent: % = 0,000 8, tj. 0,08 %.

Z letadla ve vySce 10 km nad Zemi vidi pasazér priblizné 0,08 % zemského povrchu.

Uloha 8.9.2 Je ddna Zelatinova kapsle. Sklada se z rotacniho vélce s vyskou h = 6 mm
a z dvou shodnych kulovych tsedi. Use¢ vznikla prinikem seéné roviny s kouli se stiedem
S a polomérem r = 5 mm ve vzdalenosti d = 1,5 mm od stfedu dané koule (obr. 8.41).
Kolik centimetrt krychlovych léciva se vejde do jedné kapsle? Vysledky zaokrouhlete na dveé
desetinna mista.

Obrazek 8.41: Tlustrace k Uloze 8.9.2

o Celkovy objem kapsle je V' = Vigce + 2Vises. Vypocitame jednotlivé objemy: Vg =
Tp°h;y Visee = V = Z2(3p* + v?), kde v je vyska kulové tseCe a p polomér rotacniho
valce, ktery je zaroven roven poloméru kulové tsece.

« Vypocitame polomér kulové tsece p. Z délky odvésny d = |SS3| = 1,5 mm a prepony
r = |SB| = 5 mm pravoihlého trojihelniku SSyB s vyuzitim Pythagorovy véty do-
stavame délku zbyvajici odvésny p = |SoB|: p? = r? — d?, tj. p = /25 — 2,25 mm
= 4/22,75 mm = 4,770 mm.
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e Pro vysku tsece v plati: v =r —d = 3,5 mm.

o Vigice = mp*h = 7 -4,770% - 6 mm?® = 428, 882 mm?

o Vises = Z(3p% + v%) = T22(3-4,770% + 3,5?) mm® = 147,540 mm?
o V ="Vsice + 2Visee = (428,882 + 2 - 147,540) mm? = 723,962 mm?

o Do kapsle se vejde piiblizné 723,96 mm? 1é¢iva.

Uloha 8.9.3 Ve §védském Stockholmu se nachézi jedna z nejvétsich staveb ve tvaru polo-
koule na svété s polomérem 110 metrt (obr. 8.42). Vypocitejte obsah jejtho kulového vrchliku,
v tomto pripadé tzv. polosféry. Vysledek zaokrouhlete na dvé desetinna mista.

—
S T v
7 - - -

L WO AT

Obrazek 8.42: Ilustrace k tloze 8.9.3

« Pro obsah S kulového vrchliku o poloméru r a vysce v = r plati: S = 27rv = 2712 =
27 - 12100 m? = 76 026, 542 m?.

« Obsah kulového vrchliku je roven po zaokrouhleni 76 026, 54 m?.
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9. Souhrnny test

Vyzkousejte si test z kapitoly stereometrie tykajici se objemt a povrchi téles. Na webu test
obsahuje devét ndhodné generovanych tloh. U kazdé tlohy je pouze jedna odpoved spravna.

Otazka ¢.1 Vyberte, jaky tvar maji schranky motskych zivocéichti znazornéné na obrazku
9.1.

Obrazek 9.1: Iustrace k prvni testové otézce [[29]

MozZnosti
e kulova tsec
e nerotacni kuzel
e rotacni valec

» rotacni komoly kuzel
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Otazka ¢.2 Do jaké skupiny geometrickych ttvara patti téleso zndzornéné na obr. 9.27

Obrazek 9.2: Hustrace ke druhé testové otazce

Moznosti
 jehlany
» nekonvexni télesa
» konvexni mnohostény

e konvexni télesa

Otazka ¢.3 Bocéni sténou hranolu nenf:

MozZnosti
e obdélnik
e kosoctverec
e rovnobéznik

o rovnoramenny lichobéznik
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Otéazka ¢.4 Vyberte ¢islo rovinného utvaru (obr. 9.3), ktery nepredstavuje sit krychle.

1 2 3 4

Obrazek 9.3: Hustrace ke ¢étvrté testové otdzce

MoZnosti

e 1

Otazka ¢.5 Vypoctéte objem V' betonového mostku na néasledujicim obrazku. Mostek se
sklada z kvadru o rozmérech + = 4 m, y = 0,8 m, z = 1 m, od kterého je ,odectena‘“
valcova tse¢ s pulkruhovou podstavou o poloméru r = 0,6 m (obr. 9.4). Vypoctéte, kolik
metra krychlovych betonu je potfeba na stavbu daného mostku a kolik metri ¢tverecnich je
potieba nattit povrchovou barvou. Vysledek zaokrouhlete na dvé desetinnd mista.?

Obrazek 9.4: Ilustrace k paté testové otazce

Moznosti
e 3762,62 m3, 1742,70 m?
e 2747.62 m3, 741,70 m?
o 847,62 m3, 991,70 m?

e 2879,62 cm?, 770,66 cm?
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Otazka ¢.6 Je dan dim se sedlovou stfechou a rozméry vyznac¢enymi na obr. 9.5. Vyberte
v metrech krychlovych objem V' tohoto domu vcetné strechy.

viySka strechy =3 m

vydka domu =5 m

. WE WE MM WE W W W W

P - O N O O O O N e e -/
9', /
ey sirka domu =4 m
Yy & 4
LE

T

délka domu =6 m

Obrazek 9.5: Hustrace k Sesté testové otdzce

Moznosti
e 165 m?
e 160 m3
o 156 m3

e 166 m?

Otazka ¢.7 Urcete kolik télesovych uhlopticek ma nepravidelny étyrstén.

Moznosti

o 2
e 3
e 7Zadnou
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Otazka ¢.8 O sit, kterého oblého télesa, se jedna?

Obrazek 9.6: Ilustrace k osmé testové otézce

MozZnosti
o komoly kuzel
e rotacni vélec
o kosy valec

e nerotacni valec

249



Otazka ¢.9 Vypoctéte objem V hraci kaci na nasledujicim obrazku. Téleso se sklada ze
dvou rotac¢nich kuzell o stejném poloméru podstavy a s riznou vyskou: r = 3 cm, v; = 2 cm,
ve = 1 cm (obr. 9.7). Mezi podstavami kuzelt je umistén rotacni vélec stejného poloméru a
s vyskou vg = 0,5 cm. Vypoctéte, kolik centimetrt krychlovych dreva je potieba na vyrobu
této hracky. Drzatko pro roztoceni kaci neuvazujeme. Vysledek zaokrouhlete na dvé desetinna
mista.

Obrézek 9.7: Ilustrace k devaté testové otazce (|30

MozZnosti

412,1 cm?

412,1 m?

4241 mmm?

42,41 cm?
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Zaver

Cilem diplomové prace bylo vytvorit webové stranky jako podplrny material pro vyuku na
strednich a zdkladnich skolach. Tyto stranky zamérené na stereometrii budou po obhajobé
verejné dostupné na Portalu stredoskolské matematiky, ktery vytvari Katedra didaktiky ma-
tematiky MFF UK.

Prace se zabyva tématem objemt a povrchi téles. Jelikoz je toto téma velice rozsahlé, je
zameérena predevsim na objemy a povrchy mnohosténti a oblych téles. Zahrnuje tivodni mo-
tivaci, historicky vytah a zavedeni zakladnich pojmu potfebnych k naslednému vykladu.
Déle obsahuje pét stézejnich kapitol — Hranoly, Jehlany, Vélce, Kuzele a Koule, ve kterych
jsou tyto skupiny téles postupné zavedeny, klasifikovany a nasledné jsou odvozeny vztahy
pro vypocty jejich objemt a povrchii. Kapitoly Nekonvexni mnohostény, Platénska télesa a
Archimédovska télesa jsou vénovany objekttim, se kterymi se ve vyuce jen zridka setkavame.
V zavéreéném souhrnném testu je mozné procvicit prostorovou predstavivost a ovérit nabyté
védomosti z predchozich kapitol.

Béhem psani této diplomové prace jsem rozsifovala praci bakalarkou. A jesté vice jsem si
rozsitila obzory s praci v programu dynamické geometrie jménem GeoGebra.
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