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Abstrakt: V této praci seznamime ¢tenare s konceptem kvantového jizveni. Kvan-
tové jizvy jsou stavy uprostied chaotické ¢asti spektra, které se zasadné odlisuji
od predpoveédi pro chaotické stavy. V této praci se zamérime na mnohocésticové
jizvy (QMBS), které se vymykaji predpovédim hypotéze o termalizace vlastnich
stavi (ETH). Nejprve predstavime ETH a moznosti jejitho naruseni stavy QMBS
zejména periodické revivaly nevlastnich stavi QMBS, anomalné nizké entropie
provazani a lokalizaci Husimiho funkce v klasické limité. Tyto metody aplikujeme
pro nalezeni a studium stavii QMBS na vicenasobnych Lipkinovych modelech.
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Abstract: In this work, we will introduce the concept of quantum scarring. Quan-
tum scarring refers to the states inside the chaotic parts of spectra, which sig-
nificantly differ from predictions for chaotic states. In this work, we will focus
on Quantum Many-Body Scars (QMBS), which deviate from the Eigenvector
Thermalization Hypothesis (ETH) predictions. First, we will introduce the ETH
and several ways in which the QMBS deviate from it; periodic revivals of non-
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Uvod

Chaos v klasickém i kvantovém pripadé se projevuje ztratou informace o poca-
tecnich stavech po ¢asovém vyvoji systému. Chaotické systémy v ¢asovém vyvoji
zapominaji na své puvodni rozpolozeni a rozplyvaji se pres cely dostupny prostor.
V klasickém chaosu toto zajistuje miseni fazového prostoru vlivem kterého mame
citlivost na pocatecnich podminkéch, kdy i minimalni nepfesnost v urceni poca-
tecniho stavu vede na exponencialné velkou nejistotu konecném case vyvoje. V
kvantové chaotickych systémech pocatecni stavy po case termalizuji, zapominaji
své pocatecni podminky, a jedinou prezivajici charakteristikou se stava energie.

Byla vsak objevena necekana vyjimka v podobé kvantového jizveni. V jed-
nocasticovych kvantové chaotickych systémech byly nalezeny stavy, které jsou
necekané odolné vici tomuto ¢asovému vyvoji a termalizaci. V systému nam zi-
stavaji zbytky struktur a v klasické limité pozorujeme tyto jizvy jako necekanou
lokalizaci podél nestabilnich periodickych orbit. Toto jizveni prostoru bylo nej-
prve pozorované na dynamickém billiardu Bunimovicova stadiénu v praci (Heller]
1984).

V této praci nas budou zajimat predevsim jizvy na mnohocasticovych sys-
témech, kde nam ztratu struktur udava hypotéza termalizace vlastnich stavi
(anglickd zkratka ETH). A i zde mdme anomélni stavy, zvané kvantové mnoho-
¢asticové jizvy, které si i uprostied chaosu zachovavaji své struktury. V kvanto-
vych simulacich na fetizku 51-Rydbergovych atomu (Bernien a kol., 2017) byly
nalezeny stavy, u kterych byly naméreny periodické revivalyﬂ

Na zakladé téchto pozorovani zapocalo buduvani teorie mmnohocasticovych
kvantovy jizev (QMBS). Jsou to individudlni stavy, které primo narusuji ETH.
ETH nam déava predpovéd chovani kvantové chaotickych systému na zakladé sta-
tistické mechaniky. Vlastni stavy kvantové chaotickych systému termalizuji. Fyzi-
kani pozorovatelné na vlastnich stavech jsou funkcemi energie a pseudondhodného
sumu a stavy jsou v klasické limité delokalizované na dostupnych oblastech fazo-
vého prostoru. Na zdkladé tohoto ¢lanku (Bernien a kol., 2017) byly sestavovany
modely, které obsahovaly stejny jev. Zejména modely PxP (Serbyn a kol., [2021)
a AKLT (Moudgalya a kol 2018b), na kterych se QMBS fesily analyticky. Jako
QMBS byly identifikovany Neélovy Z, stavy, které maji pravidelnou strukturu
stridajicich excitovanych castic a ¢astic v zadkladnim stavu v fetizku.

Dalsim nélezem bylo, ze vlastni stavy QMBS maji abnormalné nizké hodnoty
entropie provazani. Entropie provazani nam slouzi jako dobry indikator QMBS.

V odbornych pracich jsme se setkdvame se zcela odlisnym pristupe k QMBS.
V préci (Pilatowsky-Cameo a kol., 2022)) jsou QMBS studovany, v analogii s jed-
nocasticovim pripadem, na lokalizaci stavu na fazovém prostoru v klasické limité.
Na fazovy prostor byly vynaseny hodnoty Husimiho funkce, na kterych byly po-
zorovany lokalizace kolem nestabilnich periodicky orbit jako u jednocasticovych

!Nevlastni stavy, které po asovém vyvoji maji v periodickych ¢asech nezanedbatelné pre-
kryvy s pocateénim stavem.

2Pokud jsou QMBS nevlastnim stavem, tak vlastni stavy, které maji vysoké projekce na
QMBS, maji nizké hodnoty entropie provazani Pro QMBS, které jsou vlastni stavy (izolované
QMBS) ndm tyto entropie piimo identifikuji stav QMBS



jizev.

V této praci jsme vyse zminéné metody aplikujeme na 2-Lipkinovy a 3-
Lipkinovy modely. Zakladem téchto modeli je Lipkiniv model, ktery je plné
propojenou verzi Isingova modelu. 2-Lipkinovy a 3-Lipkinovy se od bézného Lip-
kinova modelu lisi tim, Ze obsahuji vice typt interagujicich ¢astic s riznymi silami
interakce. Na rozdil od bézného Lipkinova modelu maji pro vhodné zvolené para-
metry i chaotické c¢asti spektra, na kterych mizeme hledat QMBS. Tyto modely
piimo nabizi rozdéleni na podprostory, coz nam dava primocarou cestu pro vy-
pocet entropie provazani a jsou kolektivni, coz vede na jednoduchou realizaci
klasické limity. Proto jsme je zvolili pro hledani a studium QMBS.

V prvni kapitole predstavujeme chaos v klasickém i kvantovém pripadé a
davame zde extra diraz na c¢ésti, které jsou relevantni pro kontext jizveni. V
druhé kapitole prace uvadime zminky o kvantovému jizveni v odbornych pra-
cich. Nejprve struéné predstavujeme jednocasticové jizvy. Dale zavadime ETH a
predstavime QMBS jako jeho pfimé naruseni. Vénujeme samostatné podkapitoly
konkrétnim QMBS na vyse zminovanych PxP a Dickeho modelech. V posledni
kapitole sestavujeme dva a vicenasobné Lipkinovy modely, na které aplikujeme
vyse popsané metody pro nalezeni a studium QMBS. Kromé téchto metod také
na Peresovych mrizich ukazeme, ze stavy, které jsme identifikovali jako QMBS
nam primo narusuji predpovédi ETH.



1. Chaos

Chaos v klasické fyzice oznacuje jev v nelinearnich systémech, kdy mald od-
chylka od pocatecniho stavu vede na exponencialné velkou odchylku po casovém
vyvoji. O chaotickych systémech tedy rikame, Ze jsou citlivé na pocatecni pod-
minky. V dusledku této citlivosti neni mozné predpovidat vyvoj systému bez
presné znalosti poc¢atecnich podminek. Zajem o studium chaotickych systému
nastartoval Edward Lorenz, kdyz pri jeho simulacich pocasi zacal dostavat ex-
trémné odlisné vysledky, na zakladé toho jestli zaokrouhlil vstupni data na tti
nebo pét desetinnych mist. V popularnich textech se citlivost na pocatecni pod-
minky oznacuje pojmem ,efekt mavnuti motylich kridel*, nebot stabilita pocasi
byla populdrné redukovana na otazku, zda mavnuti motylich kridel muze zptsobit
hurikan na opacné strané zemeékoule.

V kvantovém pfipadé mame cisté linearni systém. V kvantovém systému
neni mozné dosdhnout exponencialniho ristu odchylky dvou rtznych pocatec-
nich stavi. Proto nemuzeme zavadét kvantovy chaos stejnym zptisobem jako v
pripadé klasickém. Kvantové chaotickymi nazveme systémy, které maji korelované
fluktuace hladin spektra. Tyto korelace se projevuji jako ,,odpuzovani hladin® V
regularnich (ne-chaotickych) systémech jsou hladiny rozdéleny ndhodné zatimco
v chaotickych systémech je rozdéleni podobné rozdéleni vlastnich ¢isel nahodnych
matic.

I kdyz se zda, ze klasicky a kvantovy chaos jsou dva naprosto odlisné jevy,
tak jde najit nékolik souvislosti. V klasickém i kvantovém pripadé lze dokazat,
ze pokud je systém integrabilni, tak nemuze byt chaoticky. A pokud provedeme
klasickou limitu kvantové chaotického systému, tak dostaneme systém, ktery je
klasicky chaoticky[l} Kvili rozdiliim v definici chaosu v klasickém a kvantovém pii-
padé Michael Berry navrhl oznacovat kvantovy chaos pojmem kvantova chaologie
(Berryl, |2006)).

1.1 Klasicky chaos

Kolem studia klasického chaosu vznikl matematicky a fyzikdlni obor zvany
teorie chaosu. Teorie chaosu studuje casovy vyvoj dynamickych systémi, tedy i to
jak se projevuji zmény pocatec¢nich podminek po vyvoji systému v dlouhém case.
Zacatek tohoto oboru se pripisuje J. H. Poincarému, ktery studoval dynamiku
nebeskych téles. Poincaré ukézal na to, ze pti studii t¥i hmotnych téles neni mozné
pouzivat poruchové teorie pro vyvoj podobnych systému. I pres to, ze Poincaré
nepouzival termin chaos, tak se jeho prace na problému tii téles povazuje za
pocatek teorie chaosu.(Poincaré a Popp|, 2017)

Hlavnim priznakem chaoti¢nosti systému je citlivost na zménu pocatecnich
podminek. Po chaotickych systémech pozadujeme, aby maximéalni odchylka mezi
dvéma trajektoriemi rostla exponencialné. Exponentu v takto nalezené exponen-
cidle se 1ika Lyapuniiv exponent. Tyto exponenty slouzi jako jednoduchy zptisob
jak kvantitativné odlisit chaotické systémy od regularnich.

IExistujf i vyjimky, kdy po klasické limité chaotického systému dostaneme reguldrni systém.
Napriklad Sebtv billiard, ktery vznikne kdyz pro Sinajiv billiard posleme polomér kruhové
hranice uprostied do nuly (Sebal, [1990).



1.1.1 Definice chaosu

Obecné za chaoticky systém oznacime kazdy dynamicky systém, ktery je cit-
livy na pocateéni podminky s urcitymi dodate¢nymi podminkami.

Definice 1 (Dynamicky systém). Dynamicky systém je tvoreny fdzovgm prosto-
rem bodi x a funkci F,(t) ,kterd popisuje vijvoj bodu x v case t.

Body x jsou zde vektory, které nesou celou informaci o stavu nami popisova-
ného systému. V této praci budeme pouZivat operdtorovy zapis F (t)x = F.(t),
ktery priradi kazdému bodu jeho hodnotu po ¢asovém vyvoji.

Pro rigorézni definici pouzijeme definici, kterou zavedl Robert Luke Deva-
ney(Devaney|, 2021)). Tato definice vyzaduje aby systém spliioval nasledujici vlast-
nosti:

1. Citlivost na pocate¢nich podminkach
2. Topologicka tranzitivita
3. Husté periodické orbity

Devaneyho definice popisuje chaos na uzavienych dynamickych systémech a klade
zde silnéjsi pozadavky nez jen citlivost na pocatecnich podminkach. Devaneyho
definice je nejcastéji uvadéna v literatute, a proto ji predstavime i v této praci.

Citlivost na pocatec¢nich podminkach

Definice 2 (Trajektorie). Necht mame dynamicky systém popsany operdtorem
casového vjvoje F(t) a bod x na fazovém prostoru. Trajektorii bodu x pak nazveme
krivku, kterou dostaneme pisobenim F(t) na x. Znacime v,(t) = F(t)z

Body x chapeme jako vektory na fazovém prostoru. Napriklad u dynamickych
billiardd budou slozky z, souradnice polohy a smér hybnosti. Ve 2D billiardu mii-
zeme popsat fazovy prostor pomoci dvou souradnic polohy a thlu, ktery popisuje
smér hybnosti. Diky jednoznacnosti casového vyvoje, nam kazdy bod fazového
prostoru lezi na prave jedné trajektorii. Jinymi slovy nam kazdy bod z na fazo-
vém prostoru definuje trajektorie jednoznacné.

Trajektorii bodu, ktery je o malé A vzdaleny od = pak znacime 7, a(t).

Definice 3 (Citlivost na pocéateénich podminkach). Systém nazveme citlivym
na pocdatecni podminky, pokud pro skoro vSechna x a skoro vSechna A plati, Ze
sup(|vz(t) — Yexa(t)]) ~ e pro t vétsi nez néjaké ty.

Zde A je vySe zminovany Lyapuntuv exponent. Supremum sup( |y, (t) —7z+a(t)])
chapeme jako maximalni vzdéalenost trajektorii, pres body z blizkého okoli bodu
x. Tahle definice nam dava moznost citlivost na pocatecnich podminkach dobte
definovat i pro systémy, které jsou omezené. Za omezené nazveme systémy, které
maji konecné fazové prostory. V pripadé omezenych systémii, hledame exponen-
cidlni rast odchylky zmensovanim A za fixntho maxima t.

Skoro vsude v definici znamenad, ze to plati pro vSechna =z a x + A az na
mnozinu miry nula. Naptiklad dva periodické trajektorie se ¢asto nemusi od sebe
vzdalovat exponencialné (napfiklad na Bunimovichové stadionu, rovnobézné tra-
jektorie kolmé na ¢ast bez krivosti nikdy nenarazi na zaktivenou hranici, a tak v



tomto velmi specifickém piipadé nemuzeme pozorovat exponencialni vzdalovani).

Topologicka tranzitivita

Topologicka tranzitivita nam v systému zarucuje perfektni promichani. Kon-
krétné abychom o systému rtekli, ze je topologicky tranzitivni, tak musi casovy
vyvoj kazdé podmnoziny v systému projit skoro celym systémem.

Definice 4 (Topologické tranzitivita). Systém nazveme topologicky tranzitivni,
pokud pro kazdé dve otevrené podmnoziny fazového prostoru A a B existuje néjaké

t takové aby: F(H)AN B # 0

Husté periodické orbity

Definice 5 (Periodické orbita). Pokud pro trajektorii v, existuji t,, T takové, Ze
T #0 av,(t1) =7:(t1 +T), pak o ji nazveme periodickou orbitou.

O systému rekneme, ze ma husté periodické orbity pokud na libovolné malém
okoli libovolného bodu fazového prostoru muzeme najit periodickou orbitu.

Vlastnosti z definice chaosu nejsou na sobé nezavislé. V riznych systémech
se daji ukazovat ekvivalence nebo implikace mezi témito vlastnostmi. Lze de-
monstrovat naptiklad jak z husté zastoupenych periodickych orbit a topologické
tranzitivity muzeme vyvodit citlivost na poéatecnich podminkach (Vellekoop a
Berglund|, [1994)). Na libovolné malé podmnoziné systému jsme schopni najit dvo-
jici bodu takovou, ze po uplynuti urc¢itého casu t, jeden bod se vrati do pocatku
a druhy skonci v libovolné ¢asti systému. Analogické tvrzeni plati i pro ¢asovou
inverzi systému, na libovolné podmnoziné systému v case ¢ mame body, které
pochézi s libovolné ¢asti systému.

V praxi se vétsinou setkavame s systémy, které nejsou chaotické na celém
fazovém prostoru, ale pouze na néjaké jeho podmnoziné. Jde zejména o systémy
s malym pocétem stupnii volnosti. Prikladem mixovaného systému je treba tzv.
,2Mushroom* billiard, ktery obsahuje jak chaotické tak regularni ¢asti fazového
prostoru. O chaosu pak mluvime v kontextu chaoti¢nosti jednotlivych trajektorii a
ne celého systému. Trajektorii pak nazveme chaotickou, pokud na jejim arbitrarné
blizkém okoli splnuji vyse zminéné podminky chaoti¢nosti. Chaotické trajektorie
nazveme jako nestabilni. Reguldrni trajektorie pak nazyvame jako stabilni.

1.1.2 (Ne)Integrabilita systémi

Pri diskuzi chaoti¢nosti systému je nutné zminit pojem integrability. Jak v
klasickém tak v kvantovém pripadé se integrabilita a chaoti¢nost systému navza-
jem vylucuji. V integrabilinich systémech jsou skoro vSechny trajektorie stabilni.
Systém je integrabilni, pokud mame pravé tolik integralti pohybu, kolik je stupnt
volnosti v sytému. Integrabilitu systému popsaného hamiltionidnem H(z), stu-
dujeme pomoci Poissonovych zavorek.



Definice 6 (Poissonova zavorka). Poissonova zdvorka je operdtor pusobici na 2
funkce A(x), B(x) ndsledujicim zpisobem:

N OAOB 0AOB
AB} = — . 1.1
{ J ; dq; Op;  Op; Oq; (1)

x je zde bod fazového prostoru jako vyse. Komponenty x rozdélime na zo-
becnéné polohy a k nim sdruzené hybmosti ¢; a p;, ¢ = 1,... N. N je zde pocet
zobecnénych poloh nebo hybnosti. Dimenze fazového prostoru bude 2N

Definice 7 (Integral pohybu). Méjme dynamicky systém popsany hamiltonid-
nem H(x), pak o funkci A(x) rekneme Ze je integrilem pohybu, prdvé pokud je
Poissonova zavorka H a A rovna nule

{AH} = 0. (1.2)

Definice 8 (Integrabilni systém). Systém s hamiltonianem H(x) nazveme inte-
grabilni pokud ma N nezavislych integrali pohybu I(z);, které splruji:

kde N je pocet stupmni volnosti.

Samotny hamiltonian casové nezavislych systémi je vzdy jednim integralem
pohybu, a proto dostavame chaotické chovani az na systémech s N > 2.

1.1.3 Dynamické billiardy

Jako casta ukézka klasicky chaotického systému se uvadi pohyb bodu na tzv.

dynamickych billiardech. Jde o idealizovanou situaci, kde mame volné pohybujici
se Castici na ohrani¢eném prostoru. Pti kontaktu s hranici dojde k dokonalému
odrazu bez ztraty energie a pod stejnym tthlem jako by se odrazelo svétlo od zrca-
dla. V hamiltonovkém formalismu mame potencidlni energii rovnou nule pro cely
billiard kromé hranic, kde je potencialni energie nekonecné. Pro popis trajektorie
castic na dynamickych billiardech nam sta¢i znat pouze polohu c¢astice a rych-
lost normovanou na jednotkovy vektor. Veli¢iny jako energie a velikost rychlosti
nam udavaji pouze c¢asovou skalu, ale neméni trajektorie. Fazové prostory dyna-
mickych billiardi jsou pak prostory pouze pozic a téchto normovanych rychlosti.
Tyto fazové prostory jsou jednoznac¢né urceny tvarem hranice.
Dynamické billiardy jsou jednoduché modely jak integrabilnich (reguldrnich) tak
chaotickych dynamickych systémi. Kruhové a eliptické billiardy jsou castym pri-
kladem integrabilniho dynamického systému. Déle pak billiardy bez zakiivenych
hranic jsou také integrabilni. Chaotické billiardy jsou casto komplikovanéjsi. Kla-
sicky uvadénym prikladem chaotického je Bunimoviciv stadion, ktery vznika roz-
pulenim kruhu a ptidanim rovnych hranic mezi kruhy (Bunimovich| 2007). Dalsim
klasickym prikladem chaotického billiardu, se kterym se casto setkavame pfi stu-
diu chaosu je Sinajav billiard, ktery vznikne pridanim kruhové hranice do stiedu
¢tvercové hranice.

Na dynamickych billiardech lze sestavit i systém, ktery ma jak chaotickou
tak regularni ¢ast fazového prostoru. Takovym prikladem je tzv "mushroom bil-
liard" (houbovy billiard), ktery se sklddd z pilkruhové hranice kterd je spojena
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Obrézek 1.1: Dynamické billiardy. (Stéckmann,, 2010))
(a) Piiklad integrabilniho billidrdu. Hranici tvori kruznice
(b) Bunimovicuv stadion: priklad chaotického billiardu

s ¢tvercovou hranici. V takovémto billiardu jsou trajektorie, které neuniknou z
pulkruhové ¢asti reguldrni a ty ostatni chaotické (Bunimovich, 2001)).

Pohyb ¢éstice na billiardech mtzeme Tesit i kvantove, kde potom nachazime kvan-
tou analogii k klasickému chaosu. Pohyb kvantové ¢astice na Sinajove billidardu vy-
kazuje spektralni statistiky, které nazyvame kvantovym chaosem(Bohigas a kol.|
, ktery popiseme v nadchazejici kapitole. Modely billiardu nam propojuji
chaos v klasické a kvantové dynamice. A termin kvantovych jizev se zavedl na
studii lokalizace vlastnich stavii na Bunimovi¢ové stadionu(Heller], [1984).

1.2 Kvantovy chaos

Kvantova evoluce se 1idi Schrodingerovou rovnici, ktera je ¢isté linearni. Li-
nearita casové evoluce Schrodingerovy rovnice neumoznuje exponencialni rist od-
chylky dvou stavii. Méjme systém s operatorem c¢asového vyvoje U (t) a dva ruzné
stavy |¢(1)) a [(2)). Vyvoj v odchylky téchto dvou stavi je pak dan nasledujici
rovnici: A R

[U@)[(1) = UD$(2))] = [[v(1) = [4(2))] (1.4)

Diky unitarité operdtoru U (t) nemtzeme zavést chaos v kvantové mechanice

stejnym zptsobem jako v klasickém pripadé.

Chaos v kvantové mechanice se da zavadét nékolika zpusoby, pro tuto praci
predstavime zavedeni chaosu na zakladé spektralni statistiky. Takovéto zavedeni
chaosu ma ty vyhodu, zZe lze provadét i pro systémy bez klasické limity. Nevyho-
dou tohoto pristupu je to, ze nemuzeme pripisovat chaoticnost kazdé energetické
hladiné zvlast jako u trajektorii v klasickém pripadé. Stejné jako v klasickém pri-
padé budeme dostavat smisené systémy, které maji jak chaotické tak regularni
casti. V nékterych pripadech mohou byt smisena spektra i prelozend prez sebe
(Percival, 1973)).

Systémy nazveme chaotické, pokud budou jejich spektralni statistiky podobné
statistice nahodnych matic. V této c¢asti prace predstavime zakladni metody pro
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klasifikaci kvantového chaosu na zékladé kratkodosahovych fluktuaci ve spektru.
Budeme studovat korelace fluktuaci v unfoldovaném spektru na statistice rozdilt
nejblizsich sousedi (NNS — Nearest Neighbour Spacing).

Definice 9 (rozdily nejblizsich sousedit NNS a NNSD). Méjme energetické hla-
diny spektra serazené podle velikosti E;. Pak rozdily nejblizsich sousedi NNS jsou:

S; — E’i+1 - E2 (15)

Rozdéleni NNSD je potom hustota pravdépodobnosti ndlezu hodnoty NNS P(s;)
unfoldovaného spektra.

Definice 10 (Unfolding). Hustotu hladin znacime p(E;). Lze si tuto hustotu na-
psat jako soucet hladké p(F) a oscilujici p(E) cdsti.

p(E) = p(E) + p(E) (L6)

Nejcastéjsim zpiusobem provedeni unfoldingu je fit kumulativni distribucni funkce
hustoty p(E) polynomem p(E). Unfoldované spektrum E' pak dostavim jako:

E; = p(E;) (1.7)

Pro unfoldované spektrum E’ plati p(E’) = 1, takze ndm v spektrélni sta-
tistice zbivaji pouze lokalni fluktuace. Unfolding provadime predevsim, pokud
chceme pracovat s velkou ¢asti spektra. Pokud se divame pouze na néjakou lo-
kalni ¢ast spektra, tak budou prispévky fluktuaci dominantni a pokud kazdou ¢ast
spektra nanormujeme, aby byla s plnéna podminka p(E) = 1, tak se mizeme obe-
jit bez unfoldingu. Preskoceni unfoldingu muize vést na nepresnosti, predevsim pro
okrajové hodnoty spektra, kde se hladka ¢ast nejvyraznéji lisi od linedrni funkce.

1.2.1 Nahodné matice

Teorie nahodnych matic (Random Matrix Theory RMT) dobie modeluje fadu
jevll v matematice a fyzice. Ve fyzice se zacatek vyuzivani nahodnych matic pti-
pisuje E. Wignerovi, ktery s nimi modeloval neutronové rezonance u tézkych
atomovych jader. Pozdéji Wigner predpovedeél, ze se spektra chaotickych kvanto-
vych systému budou podobat tém u ndhodnych matic. (Wigner, [1955)). Budeme
se vénovat maticim z Gausovskych soubort (Gaussian ensamble).

Gaussovsky soubor oznacuje ndhodné matice, kde kazdy element matice je
vygenerovan z Gaussova rozdéleni. Déle jsou gaussovské soubory rozdélené podle
transformace vuci kterym jsou tyto soubory invariantni. Mame t¥i soubory GOFE
(Gaussian Orthogonal Ensamble), GUE (Gaussian Unitary Ensamble) a GSE
(Gaussian Symplectic Ensamble), tyto soubory se pak projevuji jako symetrie
v téchto maticich a odpovidaji symetriim v simulovanych kvantovych systémech.
Ke kazdému souboru mame NNSD spektra danou prislusnym Wigner-Dysonovym
rozdélenim.

Definice 11 (Invariance souboru vudi transformaci). Invarianci soubori X vici
transformaci matici H chapeme tak, Ze pokud se transformuje matice G:

GeX HGH'=G eX, (1.8)

pak je pravdépodobnost na vygenerovani matic G a G' € X stejnd.
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Definice 12 (Gausovsky ortogondlni soubor (GOE)). Soubor GOE tvori matice,
kde je kazZdy element matice vygenerovan pomoci normdlniho rozdéleni a vysledny
soubor je invariantni viuci transformaci:

G € GOE OGO™' =G’ € GOE, (1.9)

kde O je libovolna ortogondlni matice. Rozdéleni NNS spektra matic souboru je
pak ddno Wigner-Dysonovym rozdelenim pro = 1:

—T 2

Pl (s) = gseTS : (1.10)

Tato forma (B = 1) rozdeéleni se nazjvd jednoduse Wignerovo rozdélemﬂ

Invariance viiéi ortogonalnim transformacim omezuje soubor GOE na realné
symetrické matice. Matice ze souboru GOFE se pouzivaji k modelovani kvantovych
systému s casovou inverzi. Analogicky k GOE nam invariance vici unitarnim
transformacim soubor omezuje mozné matice na komplexni hermitovské matice.
Souborem GUFE pak modelujeme systémy bez casové inverze. Nakonec soubor
GSE je tvoren samosdruzenymi maticemi s kvaternionovymi elementy. V praxi
se s nimi moc ¢asto nesetkéavame | Modeluji se podle nich systémy s polociselnym
spinem, které maji ¢asovou invarianci, ale nejsou rota¢né invariantni.

Regularni spektra maji nekorelované fluktuace ve spektru. Takovato spektra
muzeme generovat jednoduse generovanim nahodnych ¢isel pomoci uniformniho
rozdéleni. Distribuce hodnot NNS regularniho spektra je pak dana exponenci-
alnim rozdélenim P(s) = e~°. V kontextu kvantového chaosu se toto rozdéleni
Poissonovo rozdéleni a pro ucely této prace ho budu také nazyvat Poissonovo
rozdéleni.

1.2.2 Meéreni chaoticnosti kvantovych systémiu

Pro stanoveni zda je ¢ast spektra kvantového systému chaoticka, nebo regu-
larni porovnavame spektralni statistiku NNS se statistikou NNS nahodnych ma-
tic. Nejcastéjsi metoda kvantifikace této podobnosti je fit NNSD unfoldovaného
spektra Brodyho rozdélenim. Brodyho rozdéleni je rozdéleni, které spojité pre-
chézi mezi Poissonovym rozdélenim (pro ¢isté regularni spektra) a Wignerovym
rozdélenim (pro ¢isté chaotické spektra).

Definice 13 (Brodyho rozdéleni).

Pp(s,w) = (w4 1)N,yse Moo (1.11)
kde N, je
w+2 0
N, = [F(m)]( ) (1.12)

2Rozdéleni bylo odvozeno pro 2x2 matice, ale s velkou presnosti plati i pro GOE s libovolnou
velikosti. Aby vsak spravné popisovalo NNS na vétsich maticich musime provést vise popsany
unfoldingu, kterd nam redukuje statistiku ve spektru pouze na lokalni oscilace

3Experimentalné byla spektra, které dobie modeluje soubor GSE naméfena aZ ne-
ddvno.(Rehemanjiang a kol.| [2016])

10



a w se nazyva Brodyho parametr. Pro hodnoty w = 1 dostavame presné
Wignerovo rozdéleni jak bylo zavedeno vyse. Pro w = 0 dostaneme Poissonovo
rozdéleni pro regularni spektra. Naméreni Brodyho parametru mezi nulou a jed-
nou v spektru muizeme interpretovat jako to, ze je spektrum smisené.

Pro méreni chaotic¢nosti systému existuji i jiné metody. Naptiklad existuji me-
tody, které se divaji nejen na korelace v rozdilech nejblizsich sousedi ve spektru,
ale divaji se i na vzdélenéjsi energie ve spektru. Dalsi moznosti je se divat na podil
nasledujicich hodnot v NNS spektra, coz lokalné normalizuje kazdou hodnotu a
odstrani nutnost provadéni unfoldingu. V této praci budu pouzivat zjednoduse-
nou metodu, kterd preskoci fit Brodyho rozdélenim a porovna rozptyl rozdéleni
casti NNS spektra s rozptylem Poissonova a Wignerova rozdéleni nasledujicim
zpusobem (Garcia-Ramos a kol., 2017):

2 2
ONNS — Ow

=22 W 1.13

g oh—o3 (1.13)

kde 0% yg je rozptyl normalizovaného NNS studované ¢ésti spektra, o5 = 1 je
rozptyl Poissonova rozdéleni a o3, = (2 — 1) je rozptyl Wignerova rozdéleni. Po
dosazeni pak dostaneme:

_ 0 Nvs — (% —1)

o 1-(2-1)

Preskalovani NNS je provedeno lokalné aritmetickym primeérem pro kazdy

studovany interval. Takto zavedené n funguje jako rychla statistika, kterd je
schopna detekovat, ve které ¢dsti spektra je chaos. Pro n =1 je 0% yg = 0% = 1,
coz znamena, ze se spektralni statistika podoba poissonovské, a tudiz je ¢ast spek-
tra regularni. Pro n = 0 dostavadme 0% g = 03 = (% — 1), coz zna¢i podobnost
wignerovské statistice, a tedy chaoti¢nost této ¢asti spektra.

(1.14)
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1.2.3 Peresovy mrize

Peresovy miize (Peres)| jsou uzitecna metoda jak vizualné identifikovat
chaotické casti spekter. Do grafii vykreslujeme zavislost stfedni hodnoty arbit-
rarni pozorovatelné v zavislosti na energii daného vlastniho stavu. Pro integra-
bilni ¢asti spektra budou mit takovéto grafy podobu usporddané mrize, zatimco
v chaotickych castich spektra se body hromadi a nelze rozpoznat struktura dana
néjakymi kvantovymi ¢isly jinych integralt pohybu nez energie.

<Z1>

;N
N1

1.0~

e
1.0
Obréazek 1.2: Priklad Peresovy miize (modré body) prolozené mirou chaoti¢nosti
n (Cervend céara), viz rovnice (|1.13))).

Metoda je zaloZend na Einstein-Brillouin-Kellerové (EBK) kvantovani inte-
grabilnich systémii. Mame systém s k stupni volnosti a k integraly pohybu .
Miizeme zde pro tyto integraly pohybu zavést kvantova ¢isla jako stfedni hodnoty
téchto integrali pohybu ve vlastnich stavech. Stfedni hodnoty (¢(t)|Ix|1(t)) =
hny, kde ng budou kvantova ¢isla. Pokud si vykreslime graf, kde na osach bu-
dou strednich hodnoty jednotlivych integrali pohybu a body jsou stavy dané
kvantovymi ¢isly n,. Tak nam tento graf da perfektni mriz.

V téchto integrabilnich systémech je pak arbitrarni operator pozorovatelné
dostatecné hladkou funkci integralt pohybu. Pokud vykreslim zavislost stfednich
hodnot pozorovatelné na energii, tak dostaneme spojité deformovanou verzi vyse
zminované mrize. Jsou zde stale vidét pravidelné struktury dané hladkou zavis-
losti na rovnomérné rozdélenych kvantovych cislech.

V chaotickych ¢astich systému pak tyto struktury nejsou. Neexistuje dosta-
teCny pocet nezavislych integraltt pohybu pro zachovani struktur. Odhad pro
chovani strednich hodnot operatort v chaotickych systémech popiseme pak v ka-
pitole o termalizaci vlastnich stavi (ETH), kterd nam predpovida tyto stfedni
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hodnoty jako funkce energie a pseudonahodné odchylky. Na Peresovych mftizich
je to pak vidét jako hromadéni kolem néjaké hladké funkce dané energii.

U smiSenych spekter jsou tyto Peresovy mriize ¢astecné nabourany a mizeme
pozorovat néjaké pozustatky regularnich strukturu. Tyto pozustatky miizi ndm
ukazuji, ze by se v této ¢asti systému mohly nachézet poziistatky integralii po-
hybu.
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2. Kvantové jizveni

V této kapitole predstavime pojem kvantového jizveni v jak jednocasticovém
pripadé, tak v tom mnohocasticovém. Nejprve zavedeme pojem termalizace vlast-
nich stavii (ETH), ktery vylepsuje odhady z RMT. Mnohocasticové zjizvené stavy
potom budou stavy takové, které se vyrazné odlisuji od predpovedi ETH.

Kvantové jizveni je jev, ktery nastava v chaotickych kvantovych systémech.
Tento termin pochézi ze studie semiklasickych jednocasticovych systémi, kde po
vykresleni vlnové funkce v nékterych stavech byla vyrazné vyssi hustota pravdeé-
podobnosti podél nestabilnich periodickych trajektorii v klasickém analogu.

I ptes absenci klasické analogie v mnohocasticovych systémech se d4 pojem
kvantovych jizev zavést. Jak v jedno tak vice cCasticovych systémech je pojem
kvantovych jizev spojeny se stavy uprostied chaotického spektra, které maji ne-
charakteristické chovani, pripominajici regularni stavy a jsou dobte lokalizované
[ na fazovém prostoru.

2.1 Jednocasticové kvantové jizvy

Pojem kvantového jizveni byl zaveden na zdkladé necekané lokalizace vlastnich
stavi pii studiu semi-klasické limity A — 0 na dynamickém billidrdu, konkrétné
Bunimovicové stadionu (Heller, 1984). Vzhledem k chaoti¢nosti systému v kla-
sickém ptipadé bychom podle pfedpovédi RMT(D’Alessio a kol., 2016)) cekali,
ze stavy budou ndhodné rozdélené bez zadné viditelné lokalizace. Pro nékteré
vlastni stavy byla pozorovana vyraznda lokalizace kolem klasickych nestabilnich
periodickych orbit. Tyto stavy byly nazvany jizvami.

Definice 14 (Kvantova jizva (jedno-¢asticova)). Viastni stav nazveme jizvou pe-
riodické orbity pokud: Hustota pravdépodobnosti tohoto vlastniho stavu je vyrazne
vy$si mez uddvd statistickd predpovéd RMT. (Kaplan a Heller, |1998)

Nebo analogicky nestabilni periodickou orbitu nazveme za zjizvenou pokud lze
kolem ni najit necekané lokalizovany vlastni stav. Oznaceni jednocdsticovd kvan-
tovd jizva se pouZiva jak pro stavy, které se lokalizuji kolem nestabilnich periodic-
kiyjch orbit tak pro tyto orbity kolem, kterych se lokalizuje jeden nebo vice vlastnich
stavii.

!Lokalizace veli¢iny je zvysena hodnota méfené veli¢iny na malé ¢asti prostoru, kde veli¢inu
méfime oproti zbytku prostoru. Zde konkrétné jde o vyssi hustotu pravdépodobnosti kolem
nestabilnich periodickych orbit. Viz obrazek 2.1
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Obrézek 2.1: Jednocasticové jizvy na Bunimovicové stadionu ,

(a) Hustota stavi na stadionu

(b) Zvyraznéné periodické orbity prolozené ¢arou pro ilustraci. (Stejny obrazek
jako v (a) s zvySenym kontrastem pro lepsi ¢itelnost)

Jednou z vlastnosti jednocasticovych jizev je odolnost vici ¢asovému vyvoji.
Pokud sestavime gaussovsky vinovy balik |g) kolem zjizveného stavu, tak pii
studiu prekryvu ¢asové vyvinutého baliku s balikem v ¢ase nula (g(0)|g(t)) vidime,
periodické navraty s upadajici amplitudou, , jako na obrazku .
Zatimco pro baliky u nezjizvenych stavi vidime rychly pad k nule bez jakychkoliv
navratu.

Dalsi metody jak popisovat jednocdsticové jizvy jsou popsany v
1998)). Zejména "Linear Scar Theory', kterd popisuje semiklasicky pifstup
k casovému vyvoji v linearizované aproximaci a Husimiho projekci, ktera kvan-
tifikuje zjizvené stavy integraci pres podprostor tvoreny trubici kolem zjizvené
periodické orbity. Tyto metody se aplikuji i na vlnové baliky sestavené ze stavi
s vysokou projekci na tyto nestabilni periodické orbity.
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Obrazek 2.2: Fidelita |(g(0)|g(t))|* na Bunimovicove stadionu. Modre gaussovsky
balik kolem zjizveného stavu, ¢ervené nahodny stav po kratkém case. U zjizveného
stavu vidime vyrazny navrat.(Serbyn a kol., 2021

2.2 Mnohocasticové kvantové jizvy

Na rozdil od jednocasticovych systémii v mnohocasticovych systémech nejde
jednoduse zavést analogii ke klasickym trajektoriim. Poprvé se termin mnohocas-
ticovych kvantovych jizev (Quantum Many Body Scars), déle jen QMBS, pouzil
pro popis dlouho prezivajicich revivalu na simulaci 51-Rydbergovych atomi
mien a kol., [2017). Revivaly jsou periodické navraty k ptvodni vlnové funkei po
casovém vyvoji. Tyto revivaly jsou v rozporu s hypotézou termalizace vlastnich
stavia (ETH), kterd ndm dava velmi dobry odhad pro popis kvantové chaotickych
systémti. E'TH shrneme v nasledujici kapitole. Tento systém by popsan pomoci
PxP modelu. PxP model se tak stal u¢ebnicovym prikladem pro studium QMBS.
Na téchto modelech byly objeveny dalsi vlastnosti kvantové zjizvenych stavi.
Nejlepsi metodou pro identifikovani stavu jako QMBS je studium entropie pro-
vazani jednotlivych stavi. Zjizvené stavy maji entropie provazani podobné regu-
larnim stavim i pres to, ze lezi v chaotické ¢asti spektra. Jedinecnost zjizvenych
stavii ndm dobfe demonstruje tabulka [2.}

Clanek (Moudgalya a kol., 2022) kromé jizev studuje i dalsf naruseni ETH.
Pro nés jsou v tabulce dilezije jen ergodické, integrabilni a QMBS stavy. Rozdé-
leni ETH na silné/slabé znadi jestli ETH plati pro vSechny, nebo skoro vSechny
stavy v termodynamické limité ﬂ Pro QMBS zde médme mnozinu miry nula EL

2Termodynamicka limita je limita, kterd popisuje mnohoéasticové systémy, kdy drzime kon-
stantn{ hustotu poctu ¢dstic N/V a posleme obsah prostoru do nekonetna V — oc.

3Mnozina miry nula zde znamens, Ze zatimco celkovy pocet stavli roste s obsahem V, tak
pocet stavit QMBS roste pomaleji a pro limitu V' — oo je zanedbatelny.
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Systém Silné/Slabé ETH  Provazani Statistika hladin

Ergodické Ano/Ano Obsah Wigner-Dyson
Integrabilni Ne/Ne Obsah/Pod-Obsah  Poisson
MBL Ne/Ne Plocha Poisson
QMBS Ne/Ano Obsah/Pod-Obsah  Wigner-Dyson
Silné fragmentovany Ne/Ne Obsah/Pod-Obsah  Poisson

Tabulka 2.1: Taxonomie stavu z ¢lanku (Moudgalya a kol., |2022)

kterd narusuje ETH, a proto plati pouze slabé. Kolonka provazani znaci s jakou
veli¢inou je primoumérna entropie provazani. Nakonec je uvedena statistika hla-
din rozlisuje zda jsou tyto stavy v chaotické nebo regularni ¢asti spektra, tak jak
jsme to predstavili v predchozi kapitole.

Z tabulky je videét, ze se daji QMBS uprostied chaotického spektra jed-
noduse identifikovat pomoci entropie provazani. Regularni stavy se chovaji jako
integrabilni a chaotické se chovaji jako ergodické. QMBS pak vyénivaji jako stavy
uprostfed chaotického spektra, které maji entangelemnt entropii srovnatelnou s
regularnimi stavy.

Kromé téchto metod identifikace QMBS jesté v této praci predstavime me-
todu pouzitou v ¢lanku (Pilatowsky-Cameo a kol 2022), kterd k systému pti-
radi semiklasicky fazovy prostor a ukazuje, ze QMBS jsou na tomto prostoru
lokalizované kolem nestabilnich periodickych orbit. Tato lokalizace také jde proti
predpovédim ETH.

Vétsina ¢lanku identifikuje jizvy jako néjaky specidlni nevlastni stav ktery
narusuje predpovédi ETH. Napriklad v PxP modelu, ktery popiseme dale v této
kapitole se za kvantovou jizvu oznacuje Néeluv Z, stav, ktery ma strukturu, kde se
na Tetizku stale opakuje exicitovana (+) a neexcitovana (—) Castice v této forme:
(+ — + — + — +—). Metody, které hledaji vlastnosti jizev na vlastnich stavech,
nam pak vybiraji ty stavy, které maji vyraznou projekci na zjizvené stavy.

Stavy QMBS definuju jako maly pocet chaotickych stavii, které se signifi-
kantné odlisuji od predpovédi ETH. Pro jejich identifikaci pouzijeme zejména
entropii provazani.

V této praci predstavime aplikaci metod pro identifikaci jizev bez nutnosti
znalosti stavi, které vykazuji specialni symetrie v systému. Budeme se zamero-
vat na studium vlastnich stavi, coz nam neumozni klasifikaci jizev na zakladé
periodickych revivali. Takovéto QMBS se v ¢lancich nazyvaji izolované QMBS.

2.2.1 Hypotéza termalizace vlastnich stava (ETH)

Hypotéza termalizace vlastnich stavii (Eigenvector Thermalization Hypothesis)|
dale jen ETH je teorie inspirovana statistickou mechanikou, ktera vylepsuje pred-
povedi RMT casovych strednich hodnot lokalnich operatori o hladkou funkci
zavislou na energii. ETH je snaha o vytvoreni kvantové analogie k termalizaci v
klasickych pripadech. Systémy, kde plati ETH, se v analogii s klasickym pripadem
nazyvaji Ergodické, viz tabulka 2.1. Zpravidla jde o kvantové chaotické systémy.

Definice 15 (Hypotéza termalizace vlastnich stava (ETH)). ETH je predpo-
ved chovdni casové stredni hodnoty libovolné pozorovatelné O s libovolnym pocd-
tecnim stavem |(0)). UvazZujme casovy vjvoj v Schrodingerové obraze |i)(t)) =

17



Exp(=t)4(0)). Stredni hodnota je ddna rovnici (O)W = ()0 (t)). Ca-

sovd stredni hodnota <O) je pak dand nasledujicim vzorcem:

(0) = lim f/ D10 (1)) dt (2.1)

T—)oo T

Méjme rozklad [1(0)) = ¥, cal Ea). Kde ¢, jsou koeficienty. O = (Eo|O|Es) |
Stredni hodnota <O)|¢(t)> je pak:
(O Z Cal*Oua + D chcsOupe’FaFot (2.2)
a#f

V' casové stredni hodnoté nam potom vymizi nediagondlni cleny

(©) = Jim 7 [ @OIOW) dt = 3 lea O (2.3

ETH dadle na zdkladé tohoto predpokladu davd zpisob, jak velmi dobre odhado-
vat tvar matice On3 pomoci metod klasické statistické mechaniky. Casovd stredni
hodnota operatoru pro termalizujici systémy odpovidd mikrokanonickym odhadidm
pro energie E.

> Oua = Y |¢al’Oaas (2.4)

Eo€[E+AE-A]

kde ¢, jsou koeficienty maticovych elementu na daném energetickém okné. Z to-
hoto potom dostdvame predpis pro odhad obecnich maticovijch elementi operdtoru
O v energetickém okné E, € [E + A, E — A] (D’Alessio a kol.,|2016) (Srednicka,
1999).

(Ea|O|Ew) = O(E)bym + Ry folEw)e 5P/, (2.5)

kde E = (E, + E»)/2 a w = E,, — E, ndm davaji zavislost na energii. R, ,, je
pseudondhodnd matice s nulovou stredni hodnotou a jednotkovym rozptylem. S(E)
je zde termodynamickd entropie s energii E. Funkce O(E) je zde hladkd funkce,
ktera je zdvisld pouze na energii, a odpovidd viysledkium ziskanym mikrokanonic-
kym pristupem (Srednicki, |1999). Funkce fo(E,w) je hladkd funkce energii, kterd
se neskdluje s velikosti systému. Spolecné s matici R nam popisuje odchylky od
mikrokanonické predpovédi. Clen e=5F)/? zajistuje skdlovdni téchto odchylek. Oce-
kavame skdlovdani téchto odchylek priblizne rovné odmocniné z dimenze Hylbertova
prostoru (Moudgalya a kol.l, |2022).

ETH bylo analyticky (Rigol a kol., [2008)) a experimentélné (Wang a kol., [2022)
ovérovano pro mnoho systému. I pfes ovérovani, tak jde pouze o hypotézu jelikoz
existuji vyjimky (klasifikované v tabulce . Tato prace se zamétruje konkrétné
na QMBS, které narusuji ETH na mnoziné stavii miry nula. Divame se konktrétné
na vlastni stavy systému, které maji trivialni casovy vyvoj. Proto pro piime
naruseni ETH se v této praci budeme divat na Peresovi mrtize, kde by stavy v
chaotickém regionu méli byt pohromadé az na nase stavy QMBS, které miizeme u
neékterych operatorti najit kompletné mimo vétsinu bodi a miizeme predpokladat
v tomto bodé zavislost na jiné veli¢iné nez je jen energie.
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2.2.2 Periodické revivaly

Prvnim prikladem QMBS v védeckych pracich bylo pozorovani periodickych
revivali v kvantové simulaci 51-Rydberg atomt v ¢ldnku (Bernien a kol., 2017)),
kde se jesté nemluvilo o QMBS, ale byly pozorovany v simulaci nevlastni stavy s
netradi¢ni odolnosti proti ¢asovému vyvoji. Standardni metodou je méreni fidelity
v zavislosti na case. Pro klasické nevlastni stavy, které nejsou blizko vlastnim sta-
vim (nebo linedrni kombinaci malého po¢tu vlastnich stavii), poc¢itame s rychlym
upadkem fidelity k nule bez zadnych dalsich vyskytt ve vétsich casech. U stavu
QMBS vidime periodicky vyskakujici nenulové hodnoty fidelity, viz obrazek [2.3]

Vv

Definice 16 (Fidelita). Fidelita je hodnota zdvisld na case kterda meri prekryv
mezi pocdtecnim stavem a jeho casovym vyvojem.

F(t)y = [(®(0) (1)) (2.6)
1.0 d=2
—_—d =3

1{].8 = -l =A
Eu.ﬁ y
B
5{1.4 .
- A /\MM ft

0.0

0
t

Obrazek 2.3: Fidelita Z; stavu v PxP modelech. Jsou zde vidét skoro dokonalé
revivaly. Stavy Z; pro malé hodnoty k byly oznaceny jako QMBS. (Turner a kol.|

201%)

ETH predpovida ztratu informace o nevlastnich stavech po casovém vyvoji.
Pozorovani periodickych revivalil je v prfimém rozporu s predpovédi ETH pro
chaotické stavy.

V experimentu (Bernien a kol., 2017) viz obrézek se vyuziva metoda
quenche ktera generuje nevlastni stavy, které jsou lehce perturbovanou verzi pi-
vodniho stavu. Quench probiha v simulaci fyzikalné, vychylovanim nékterych ¢as-
tic z pripraveného stavu.

Toto vybizi k hledani analogie k periodickym orbitam z 1-¢asticového pripadu,
kde jsme také pozorovali zpomaleny tupadek fidelity.
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Obrazek 2.4: Pritomnost periodickych revivalil v kvantové simulaci Rydberg-
atomt (Bernien a kol., |2017)).

Na ose x je ¢as od provedeni quenche v simulaci. Na ose y je hustota doménové
zdi, coz je hodnota, ktera kvantifikuje sanci na prechod do usporadaného stavu.
Zde jde konkrétné o sanci na prechod do stavu Z,, ktery poté podrobnéji popi-
seme v kapitole o PxP modelech.

QMBS jako véze stavi

Véze stavi jsou jednoduchymi priklady konstrukce QMBS. Jde o sérii stavi,
které jsou ekvidistantné rozmisténé napric energiemi spektra. Lze ukazat, ze takto
rozdélené stavy ve spektru vedou na dokonalé periodické revivaly. QMBS jako
nevlastni stavy maji vyrazné vyssi projekci na stavy v téchto vézich vlastnich
stavil.

Definice 17 (Véz stavi). Za véz stavi oznacime sadu stavi, které se lisi o néjaké
€ ve spektru, {Ey, Eo + €, Ey + 2¢, Eg + 3€..., g + (N — 1)e}.

Pokud vyjadiime fidelitu stavu, ktery lezi kompletné ve podprostoru véze
stavu ve stejném rozkladu, ktery byl predstaven v definici ETH, tak dostaneme :

E(t)y = (O )* =1 leal?e ™ P = 3 [encu|?e Bt (2.7)

Pak pro stavy z podprostoru vézi stavii jsou rozdily v energiich F,,— E,, celo¢iselné
nasobky €, z ¢ehoz vidime, Ze pro ¢asovou periodu T = 2?” dostavame dokonalé
periodické revivaly.

QMBS jako véze byly popsany nejprve na AKLT modelech s celo¢iselnym
spinem (Moudgalya a kol., 2018a) (Moudgalya a kol |2018b)), pozdéji na to nava-
zovaly préace, které je QMBS jako véze stavli hledaly na jednodussich modelech
jako PxP model (Obrazek , ktery shrneme pozdéji v této kapitole.
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Obrazek 2.5: Entropie provazani stavii v zavislosti na energii v PxP modelu (Choi
a kol., 2019). Stavy QMBS maji vyrazné nizsi entropii provazani. Je zde velmi
dobre vidét struktura véze stavi.

2.2.3 Entropie provazani

Castym zptsobem jak identifikovat stavy QMBS je se podivat na entropii
provazani, kterd u stavi QMBS déva vyrazné odlisné hodnoty nez okolni ergo-
dické stavy. Na rozdil od hledani periodickych revivali nam entropie provazani
umoznuje najit i izolované QMBS (vlastni stavy). Déle v pfipadé Ze je v systému
QMBS jako véz stavi tak by tyto véze mély viditelné oddéleny od ergodickych
stavi. Na grafech entropie provazani stavy QMBS okamzité vycénivaji svymi niz-
$imi hodnotami jako anoméln{ uprostted chaotické ¢asti spektra, viz obrézek [2.6}

(a) L= 14
__ o8t -
=
= 0.7+ -
_"::I
I-:I.
— 0.6} A
v
0.5+ .
L [ ] 1 1
2 4 6 8 10 12 14

Obréazek 2.6: Normalizovand entropie provazani v zavislosti na energii stavu v
AKLT modelu (Moudgalya a kol., 2018b)). QMBS stavy jsou zde viditelné odlisené
od ostatnich chaotickych stavi. Obzvlast stav na E = 6, ktery nalezi do véze
stavii.

Pro zadefinovani entropie provazani potifebujeme nejdiiv zavést parcialni stopu.]
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Definice 18 (Parcidlni stopa). Parcidlni stopa Try je linedrni zobrazent, kterd
provede stopu pres podsystém A:

Tra: L(A® B) — L(B)
Takové Ze :
Tra(R® S)=Tr(R)S VRe A, VSeB

Kde A,B jsou vektorové prostory a L(A), L(B) jsou prostory vsech linedrnich
operaci na A a B (Pro tcely této prace to budou vidy matice). Tato definice
parcidlni stopu definuje jednoznacne.

Definice 19 (entropie provazani). Von-Neumannovu entropii provdzani zavadime
pro stav s matici hustoty pap = |AB)(AB|. Redukovanou matici hustoty stavu
AB znacime py = Trg|AB)(AB|. entropie provizani S(pag) je pak ddna:

S(pas) = —Tr(palog(pa)) = —Tr(pplog(ps)) (2.8)

Vidime, Ze pro vypocet entropie provazani nezalezi na poradi stopovani.
Kvantové provazané stavy jsou z definice stavy takové, kdy stav nelze zapsat jako
tensorovy soucin stavii podsystémii, aneb nejsou separabilni. Pro separabilni sys-
témy jsou redukované matice hustoty ¢isté stavy a proto pro né entropie provazani
vyjde vzdy nula. Tato vlastnost nam déla z takto zadefinované entropie provazani
dobrou miru provazani.

ETH néam predpovida, ze pro ergodické systémy bude ¢asovy vyvoj redukovana

matice hustoty malého podsystému p) piiblizné rovna Gibbsové matici hustoty
PG:
pe = le’ﬁH (2.9)
Z

Mikrokanonicka predpoveéd pro parcialni stopu v termodynamické limité:

lim p (1) = Trg(pe) = p” (2.10)

t—o00

Kde Z je particni suma, S inverzni teplota asociovana s ptivodnim stavem a Trpg
je vyse popsana parcidlni stopa pres zbytek systému. Diky tomuto mizeme délat
predpovéd pro velikost entropie provézani z tabulky [2.1] Pro ergodické (termélni)
stavy se nam entropie provazani skaluji podle velkosti ,obsahu® podsystému,
zatimco zdkladni a silné excitované stavy se Skdluji podle ,plochu (podobsahu)*
podsystému. Stavy QMBS se nam takto oddéluji jako stavy, které s velikosti
podsystému skaluji velikost entropie provazani viditelné méné nez okolni chaotické
stavy.

2.3 Modely zjizvenych systémiu

V této podkapitole ve strucnosti predstavime oba pristupy k studiu QMBS,
se kterymi se setkavame v c¢lancich.
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2.3.1 QMBS na PxP

V odbornych ¢lancich o QMBS se nejcastéji setkavame s jizvami na PxP mo-
delech, ktery je vyrazné jednodussi nez AKLT modely a dobie nam popisuje
simulace z prace (Bernien a kol.; 2017)). Jde o model fetizku, na kterém je kazda
¢astice bud v zékladnim |—), nebo exitovaném |+) stavu. PxP model se vyznacuje
podminkou, ze v fetizku nemohou byt vedle sebe dva exitované stavy. Jak jsme
psali vise tak model PxP je ucebnicovym prikladem systému s QMBS v podobé
Néelova Z, stavu viz obrazek [2.7] Na grafu projekce na Néeluv Z, stav vidime
vez stavil a pak na grafu entropie provazani vidime, ze stavy, které maji nejvétsi
projekci na Z,, maji anomalné nizké hodnoty entropie provazani.

140
a) ¢4

(@) ¢ 120

100

o 4 80

60

2 40
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) 40

logg [{Z2 | ¢>|2

Obrazek 2.7: (a) Entropie provdzani S a (b) projekce na Néelovy Z, stavy v
zavislosti na energii vlastnich stavt. (Turner a kol., 2018c). Barva znaci hustotu
stavii. Na grafu (b) vidime strukturu vézi stavi, kde vyssi hodnoty projekce na
Z5 jsou presné ekvidistantné rozdélené a i stavy s nizsi projekci se hromadi kolem
struktury téchto vézi. Na grafu (a) zase vidime, Ze entropie provazani identifikuje
stavy, které pak na druhém grafu maji nejvétsi hodnoty projekce na Zs.
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Hamiltonian PxP modelu pro fetizek velikosti L je dan vztahem:

A

L
H=Y P X;1Pis (2.11)
i=1

Kde operatory X, Y. Z, jsou Pauliho operatory a operator P je dan predpisem:

P; = (1—Z;). Operétory vyjadifme v bézi excitovanych |+); a zdkladnich stavi
|—)i. V této bazi jsou operétory:

X, = |+)i(—]i + |=)i(+: (2.12)
Z; = [+l +]e = 1=)i(=1i (2.13)

a potom
Py =|=)i(=ls. (2.14)

Ptisobeni operatoru X; nam na i-té castici prehodi excitovanou c¢astici do za-
kladniho stavu a naopak. Operatory P; potom zajistuji podminku neexistence
dvou excitovanych stavi vedle sebe.

[ Jo] o] @)

0 1 3 6 Dz,
Obrazek 2.8: Struktura stavi na Tetizku L = 6. Obréazek ukazuje vSechny do-
stupné stavy v tomto modelu a vsechny mozné prechody mezi nimi. Na levém
konci mame stav Zy a na pravém Zj. Dy, je pocCet prechodu pro zménu Z; na
Dy,. (Turner a kol., |2018b))

QMBS hleddme po vzoru (Bernien a kol., 2017) jako Néeluv Z, stav, ktery
ma strukturu stfidajicich se excitovanych ¢astic a ¢astic v zakladnim stavu. Z, =
|+ —+—+—...) a Z) = | —+—+—+...) jsou tyto Néelovy stavy, kde pozorujeme
periodické revivaly viz obrazek Podobné efekty pozorujeme i u obecnéjsich
stavu Zy, které maji excitovanou kazdou k-tou ¢astici. (Z3 = |+ — —+ — —...)).
Z grafu vidime, ze PxP model dobre odpovida semipoissonovskﬂ rozlozeni
NNSD a pro rostouci L se blizi wigner-dysonovskému. NNDS se silné odlisuje

4Rozdéleni popsané Brodyho rozdélenim parametrem 0 < w < 1, popisuje spektralni statis-
tiku smisenych systému
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od poissonovského a proto v PxP modelu nehledame integrabilitu a ma smysl se
divat na predpovédi ETH. Graf z obrazku nam ukazuje Perésovu mtiz, kde
vidime, Ze se stavy, které maji vysoké projekce na QMBS, vymykaji predpovédi
ETH.

Obrazek 2.9: Spektralni statistika PxP modelu (Turner a kol., [2018b). Na vétsim
grafu mame NNDS pro PxP modely s délkou fetizku L. Pferusované c¢ary jsou
NNDS pro regularni (P - Poisson), mixované (SP - SemiPoisson) a chaotické (WD
- Wigner Dison) spektra. V mensim grafu vidime hustotu stavi v zéavislosti na
energii.

Canonical

—10 0 10
E

Obréazek 2.10: Peresova miiz pro PxP model s L = 30 .Vyrazné naruseni ETH
na stfedni hodnoté operatoru Z;. Modrou c¢arou je vyznacena termodynamicka
predpovéd pro hodnotu Z; v zavislosti na energii.
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2.3.2 QMBS na Dickeho modelu

Nakonec této kapitoly predstavime tplné jiny pristup k QMBS. V praci
(Pilatowsky-Cameo a kol., [2022)) aplikuji metody inspirované jednocasticovymi
jizvami. Stavy QMBS se studuji na zakladé jejich lokalizace na fazového prostoru
v semiklasické limité.

Pro aplikaci téchto metod si autofi ¢lanku zvolily Dickeho model, ktery po-
pisuje plné provazany systém interagujicich castic popsanymi dvouhladinovymi
systémy, které kromé vzajemnych interakci interaguji i s vnéjsim polem. Dickeho
hamiltonidn méa tvar:

H = wila+wod, + —=(a" +a) (T, + ), (2.15)

VN

kde N je poet &astic v systému, a', @ jsou bosonové kreaéni a anihila¢n{ opera-
tory, operatory momentu hybnosti

Jo=J,+J y a J, jsou operatory kolektivniho pseudospinu, které nam popisuji
castice. N je pocet ¢astic v systému, w je parametr radiacni frekvence pole a
wy je frekvence prechodu dvou stavové castice v systému. Parametr v popisuje
interakce Castic s polem. Dickeho model by zvolen kvili dobie proveditelné kla-
sické limité. Klasickou limitu provedeme v Glauberové bosonovych a Blochové
atomovych koherentnich stavech

[z) = lg.p) ® |Q,P) (2.16)
ij = %(p2 +q°) + %(Pz +Q%) + QVQW —wp. (2.17)

hcl:<

Kde Glauberovy a Blochovy stavy jsou:

|q.p) = e~/ exp ( ;(q - ip)&T) |0) (2.18)
P2+ 0%\’ iP)J
or)=(1- T4 D) oo (SN G-d) e

Fazovy prostor je zde omezeny podminkou P? —Q? < 4. Podminkou na energii
d(he —€), kde € je hodnota energie, se nam definuji klasické nadplochy konstantni
energie.

Lokalizaci studujeme na Husimiho funkci spoc¢itané na vlastnich stavech Dic-
keho modelu. Husimiho funkce je definovana jako:

Qp(x) = (x|plx) (2.20)

Husimiho funkce vlastniho stavu dostaneme dosazenim matice hustoty vlast-
niho stavu do vzorce p = |Ey)(Ex|. Husimiho funkci na vlastnim stavu znacime
Qr(x). Pro vizualizaci lokalizaci pak do grafi vykreslujeme projekci mocniny
Husimiho funkce vlastniho stavu na podprostor (P,Q), kterou vypocteme nésle-
dujicim zptsobem:

QLP.Q) = [ [ dadpd(ha(a) — e)Qulx)", (2:21)
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kde « je exponent, ktery umoznuje na obrazcich zvyraznit bud oblasti, kde jsou
hodnoty Husimiho funkce nejvyssi, nebo naopak snizit kontrast. A hodnota ¢ je
normalizovand energie vlastniho stavu k. Pokud vyuzijeme podminky zachovava-
jici se energie, tak muzeme vyjadrit ¢ jako funkci (p,@Q,P) a tim se zbavit jedné
integrace, coz podstatné zrychli a zptresni vypocty.

V préci (Pilatowsky-Cameo a kol |2022) se vlastni stavy pro blizsi hledani
QMBS volily na zédkladé miry lokalizace nazyvané Rényiho okupace, ktera vychazi
z Rényho entropie a je v ¢lanku detailné popsana. Na obrazku jsou vykresleny
ti stavy, které byly na zédkladé Rényiho okupaci nejlépe lokalizované.

(A0) k — 10303, 0 — 0.5 |(AL) k — 10303,0 — 1.0 |(A2) k — 10303,a = 2.0
Yy W YW

0.8

L |

(BO) k£ = 10196, = 0.5 |(B1) k = 10196, = 1.0 [(B2) k = 10196, a = 2.0
0.8

—0.8F

(C1) k=9440,0 = 1.0 [(C2) k = 9440, = 2.0

—JQI

Obréazek 2.11: Projekce Husimiho funkce Q(P, Q) viz vzorec ([2:21). Jsou zde
vykresleny stavy A(k = 10303), B(k = 10196) a C(k = 9440), které jsou tii
nejlépe lokalizované stavy v systému, na riznych hodnotdach a. Pro a = 2 byly
na obrazku cervené vyznaceny periodické trajektorie, které clanek prirazuje jed-
notlivym stavim.

Pro kontrast na obrazku [2.12] vidime stejné vykresleni Husimiho funkce pro
dva stavy, které maji nizkou miru lokalizace a pro nahodny nevlastni stav tvoreny
gaussovskym balikem.

Préce (Pilatowsky-Cameo a kol.| 2022)) ddle studuje vyznacené periodické tra-
jektorie, které identifikuje jako nestabilni trajektorie (izolované periodické trajek-
torie v chaotickych oblastech). Ukazuje se, ze takto nalezené stavy QMBS jsou
primou analogii jednocasticovych jizev, které jsou definované svou lokalizaci ko-
lem nestabilnich periodickych trajektorii.
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(G1)k=973La=10 |(G2)k=973La =20

(H1)k=9324,a=1.0 [(H2)k=9324,a=2.0

Rantl:lom State

(R2)a = 2.0

-1 Q 1
Obrazek 2.12: Projekce Husimiho funkce Q,(P,Q) viz vzorec (2.21)). Jsou zde

vykresleny stavy G(k = 9731), H(k = 9324), které ilustruji malo lokalizované
stavy v systému a dale nahodny nevlastni stav R.
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3. Mnohocasticové kvantové
jizveni na Lipkinovych modelech

V této kapitole predstavime postup pro identifikaci stavu izolovanych QMBS
Lipkinova modelu. Postup by mél byt aplikovatelny na libovolny model, kde lze
rozumné zavést entropie provazani. Nejprve zavedeme model a jeho parametri-
zace, které maji chaotické ¢asti spektra a poté zde podrobné popiseme realizaci
metod pro identifikaci stavii QMBS. Nakonec se podivame na klasickou limitu,
kde na Husimiho funkci budeme studovat lokalizaci stavii, které jsme identifiko-
vali jako QMBS.

3.1 Lipkiniv model

V této praci budeme aplikovat vyse zminéné metody na specifické verze Lip-
kinova modelu, ktery ve strucnosti popiseme v této kapitole. Lipkintuv model
je variantou Isingova spinového modelu, kde interakce mezi ¢asticemi méa neko-
necny dosah. Interaguji spolu vsechny ¢astice a to stejnou silou. Témto modeltim
se ik "plné propojené’("fully connected")(Cejnar a kol 2021). PIné propojena
verze Isingova modelu se popisuje obecnym hamiltonianem:

A N A A
v S oWl =BJ, — =JF+ =, (3.1)

H=BJ, - 2
<3/ N 4

kde B je koeficient jednocasticové interakce individualnich spinti napriklad s vnéj-
$im polem a A je koeficient pro interakce mezi ¢asticemi. o) jsou Pauliho matice
a J;, J, kolektivni operatory momentu hybnosti. Pocet ¢astic N = %, kde j(j+1)
je kvantové ¢islo odpovidajici operatoru J2. Operatory spliuji komutaéni relace:

[Jaa Jb] = Z-Eachc
[H, J?] = [Ja, J?] = 0.
Sila interakce roste s poctem castic N a proto je zde normovana, aby interakéni

¢len nebyl kompletné dominantni v limité N — oo. V literature se Lipkintiv model
objevuje v rozsireném tvaru:

(3.2)

H:JZ—;\\[le%—y(JﬂL];[)?]. (3.3)

Parametr A ndm zde udava silu interakce a parametr y je dalsim parametrem
systému.

Lipkintv model byl pro tuto praci zvolen protoze jde o model, kde Ize dobie
provést klasickou limitu a je velmi blizko vysSe zminovanému Dickeho modelu.
Lipkiniv model mé jeden stupen volnosti a tedy c¢isté regularni spektrum. ETH
a jeho naruseni v podobé QMBS vyzaduji abychom méli chaotické spektrum, a
proto pouzijeme 2-Lipkintiv model (2-fluid Lipkin model) se dvéma stupni vol-
nosti, ktery ma pro nékteré parametry i chaotické ¢asti spektra.
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3.2 Dva a vicenasobné Lipkinovy modely

V této praci budeme aplikovat vyse zminéné metody identifikace QMBS na
rozsiteni Lipkinova. Standartni Lipkiniv model neobsahuje ve svém spektru cha-
otickou ¢ast. Proto vyuzijeme rozsifeni prezentované v clanku (Garcia-Ramos
a kol., 2016). Tam je popsany 2-Lipkin model, ktery je vystavény nad algebrou
u(2) ®u(2) na rozdil od standardniho Lipkinova modelu, ktery je popséan algebrou
u(2).

Toto analytické rozsiteni budeme v této praci dale extrapolovat na tii a vice

nasobné verze (u(2) ® u(2) ® u(2)....) u kterych je vyraznéjsi rozdil mezi chaotic-
kou a regularni casti spektra. I pro mensi velikosti systému muizeme najit velké
casti spektra, kde jsme schopni s jistotou Fici, ze jde o chaotické spektrum. Toto
nam umozni identifikovat zjizvené stavy i na systémech s mensim poctem c¢astic
nez by bylo mozné pro 2-Lipkiniv model.
Nevyhodou téchto vicenasobnych Lipkinovych modeli je vyssi pocet stupni vol-
nosti. PTi provedeni klasické limity dostavame pro x-Lipkiniv model 2z dimenzi
fazového prostoru. Pokud bychom chtéli pocitat Husimiho funkce popsané v ka-
pitole 2.3.2 tak bychom dostali vicenasobnou integraci, ktera neni dobre optima-
lizovand a jeji vypocet by byl vyrazné delsi nez na 2-Lipkinové modelu, kde si
vystacime s jednim integralem.

3.2.1 2-Lipkiniv model

Vétsina této prace se bude vénovat 2-Lipkinovu modelu, ktery popisuje cho-
vani dvou interagujicich Lipkinovych modeli nebo tupravu, kdy v Lipkinové mo-
delu mame dva rtizné vibra¢ni mody. 2-Lipkiniiv model byl zvolen kvuli pritom-
nosti chaotické a reguldrni ¢asti ve svém spektru. Také proto, Ze jde o systém,
ktery lze jednoduse rozdélit na dva interagujici podsystémy, coz nam dava jed-
noduchou a primocarou cestu jak zavést parcidlni stopy pfi vypoctu entropie
provazani.

Jeho konstrukei udéldme po vzoru praci (Garcia-Ramos a kol., [2016]) a (Garcia-]
Ramos a kol., [2017). V této praci zrychlené predstavime konstrukei 2-Lipkinova
modelu z téchto ¢lankt. Predstavim konstrukci v reprezentaci skalarnich bosont.
Vsechny c¢asti hamiltonianu budou takto popsané kombinaci kreacnich a anihi-
la¢nich operatortt s, ¢ s T s2) +(2) @t 42t které spliuji komutacni
relace:

[s@, s = ()
[t@ ¢ = 59)
[S@),tu)t] — [s("”,t(j)] =0 (3.4)
[s(i)’s(j)] — [S(i)T’ S(j)T] =0
[t(i), t(j)] — [t(i)T’ t(j)T] =0,
kde horni indexy v kulatych zédvorkach (i) jsou indexy podsystémui.

Sestavujeme hamiltonian ve tvaru ﬂ

11—z

WQ(?JLW)Q(M,W) (35)

H = 2(n® +n®) -

LV literatuie se tento tvar nazyvad Q-formalismus, ktery vychazi z jaderného modelu intera-
gujicich bosonu(Arima a Iachellol [1981])
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() — D140 (3.6)

1 2
Q(yhyz) = (ngi) + Q?(JQ))) (3.7)
ng)l) = st L (OO yﬂf(i)Tt(i). (3.8)

Kde x,1, 9> jsou volné parametry systému, N a N@ jsou pocty ¢astic v jed-
notlivych podsystémech. Hamiltonidn v této podobé neni nejobecnéjsi verzi 2-
Lipkinova hamiltonianu. Konstrukce z QQ formalismu nam fixuje nékteré parame-
try. Uplné obecnd verze a volba parametri je popséna v clanku (Garcia-Ramos
a kol |2016)). Hamiltonian vyjadiime pomoci operatori momentu hybnosti spl-
nujici komutacni relace:

[T, T3] = iegpe Do) (3.9)

Mapovéani mezi operatory momentu hybnosti J{) a operatory (3.4) se provede
Schwingerovou transformaci

&9 — g0 — ;(twt@ EOINO) (3.10)
7O — @) (3.11)

JO = 04008 (3.12)

J0 = g0 4 g (3.13)

QU = IO 4y (I + ]gl)- (3.14)

Operatory J,gi) vzdy plisobi na vybrany podsystém. Maji tvar tensorového soucinu
operatori momentu hybnosti s operatorem identity I :

Jigl) =Jr®1 1)
Cely hamiltonidn m4 pak tvar:
N N.
H:x<J£1)+21+JZ(2)+22)_
3.16)
- N N, \2 (
- - - (1) (2) (1) N1 @) Ny
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3.2.2 n-Lipkin model

Vicenasobné modely sestavime priddvanim podsystémi. Stale budeme pro
jednoduchost vyuzivat Q formalismu a budeme postupovat analogicky k vyse
ukazané konstrukci pro 2-Lipkintv model. O dalsi podsystémy model rozsirime
nasledujicim zptsobem:

1l—x
H = ;L’(n(l) —|—n(2) —|—n(3),__.) — NO L N® 1 N(S)m_Q(yl7y2’y3““)Q(y17y27y3"“) (317)
kde:
2 3
Q1) (Q(yl) + Q;Z)) + Q(yg))) (3.18)
Qfy = Qi =1 + w0 + ) (3.19)
JV = oIl
(2) _
| i =1, 1. (3.20)
JD =11 ® . ..Q S ® .0 I
—_——

k-1 krat
Na n-Lipkinovych modelech je 1épe rozlisitelna chaoticka a regularni ¢ast spek-
tra. Také slouzi jako moznost demonstrovat vyse zminéné metody pro systémy;,
které maji vice podsystémul.

3.2.3 Maticova reprezentace Lipkinovych modelt

V této praci pracujeme s Hamiltonianem v maticové reprezentaci. Pro jeho
konstrukci popiSeme vSechny stavebni vyse popsané prvky v této reprezentaci
Operatory momentu hybnosti v maticové reprezentaci:

N .
ZW = J, + 5 = Diag{(N® — )}V
N
J, = Diag™V {az} 2 ;(11) (3.21)
1) N(l) -
J_ = Diag""{b; } oy

kde:

1
2

2 2
NO @
- |

NO @)

(3.22)

2

5 ( 5 +1)—i(i—1)1

Zde Diag{z;}?_, zna&i diagondlni matici kters ma na dlagonéle prvky x; s
indexy i jdouci od o do 3. Diag™tV{x;}7_ a (Diag™Y{x;}7_,) jsou pak matice,
které maji nuly vSude kromé prvku nad (pod) diagondlou, kde jsou prvky z;.

S témito stavebnimi prvky mizeme poskladat cely hamiltonian dva a vicena-
sobnych Lipkinovych modeli.
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3.3 QMBS na vicenasobnych Lipkinovych mo-
delech

V této ¢asti prace predstavime nase vysledky studovani QMBS na Lipkinovych
modelech a pouzité metody.

3.3.1 Metody pouzité identifikace QMBS na vicenasob-
nych Lipkinovych modelech

Pro identifikaci stavi QMBS budeme studovat entropii provazani, ktera pro
stavy QMBS ma davat odlisné vysledky nez pro stavy, které plati predpoved
ETH, jak jsme psali vyse. Dale potvrdime, Ze stavy, které jsme na zakladé en-
tropie provazani identifikovali jako QMBS vyrazné narusuji ETH na stfednich
hodnotach pozorovatelnych, které vykreslime do Peresovych miizi.

Vicenasobné Lipkinovy modely maji jak chaotickou tak regularni ¢ast spektra,
proto pred samotnym studiem QMBS jako naruseni ETH musime identifikovat,
kterd ¢ast spektra je chaoticka. Budeme zde i diskutovat vliv parametri y; na
chaoticnost spektra.

Identifikace chaotické casti spektra

Pro nalezeni chaotické ¢asti spektra pouzijeme metodu z rovnic , ,
kterd porovna spektralni statistiky naseho systému s plné regularnim a chaotic-
kym. Céasti spektra, pro které je n < 0.05 oznaime za plné chaotické. V této
praci budeme vykreslovat n v zavislosti na preskalované energii

E;
2

Tato skala nam da energie na stejny interval pro libovolné velikosti systému,
coz nam umozni porovnavat grafy systému s riznymi pocty ¢astic. Maximalni
hodnoty energie pro tyto modely skaluji linedrné s poctem c¢astic v kazdém pod-
systému.

Tato metoda ma problémy pro energie na krajich spektra, kde je vyrazné
nizsi hustota stavli a n utikda daleko nad hodnotu 1. Pro tcely této prace lze
dobrte aplikovat jelikoz nam jde prevazné o nalezeni chaotické casti spektra, které
se nachézi ve stfedu spektra. Na okrajich kolem extrémi pak mame velmi dobte
regularni oblasti co bude zfejmé na grafech entropie provazani a Perésovych mriizi,
kde budou ocividné regularni struktury. Ditlezitou otazkou pri pouzivani této
metody je pocet stavii v intervalu, na kterém délam statistiku NNS. Pro moc
malé intervaly dostavame nepresné vysledky pii vypoctu variance. Pro prilis velké
velikosti intervalu rozsitujeme vliv okoli na hodnotu v dané energii. Dochazi ke
zhlazeni grafu v obrazku a je hiire poznat, kde zac¢ina a kon¢i chaoticka oblast
ve spektru.
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Obrézek 3.1: Mira chaosu 1 v zavislosti na preskalované energii e pro 2-Lipkinuv
model s parametry {x = 0,5,y1 = 1,42 = —0,5} a s velikostmi podsystému
N; = N, = 70. Césti spektra, kde je n velmi blizko nule jsou chaotické a Gasti,
kde se blizi nebo presahuji 1 jsou regularni.

Hledani parametri y; s nejlépe viditelnymi stavy QMBS

Tuto metodu také pouzijeme pro nalezeni parametriu y; takovych, aby byla
chaoticka cast spektra co nejvétsi a nejlépe oddélend od ¢asti regularni. Takové
parametry nachazime simulaci modelu pro fadu parametrii, kde potom spocitame
hodnoty 1 ve spektru. Potom vybereme sady parametrii, které maji nejvyssi po-
¢et hodnot n pod néjakou hranici blizkou nule. Pro jednoduchost budeme v této
praci hledat pouze parametry y; a £ nechavam pevné na hodnoté 0,5. Nakonec z
téchto sad parametri vybereme ty, na kterych jsou nejlépe poznat stavy QMBS.
Pro tucely hledani vhodnych parametrii stac¢i spustit vypocty pro nizsi velikosti
podsystémii pro zvyseni vypocetni rychlosti. Hledani jsme v této praci provadéli
nejprve iteracemi po velkych krocich (zmény parametri o 0,2) a potom postupné
s mensimi kroky hledali na okoli optimélnich parametri z predchozich iteraci.
Takto se podarilo najit hodnoty parametri, pro které byla chaoticka oblast do-
statecné velkd, a kde byly dobte vidét stavy QMBS.

Parametry v obrazku [3.1] nebyly nalezeny touto cestou, ale byly ptevzaty z
praci (Garcia-Ramos a kol., [2016) a (Garcia-Ramos a kol., 2017)), kde autori také
hledali chaotické casti spektra. Tato konkrétni verze 2-Lipkinova modelu nam
bude slouzit jako startovaci bod pro demonstrovani téchto metod hledani jizev.
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Entropie provazani

Déle vypocitam entropii provazani jak byla predstavena v kapitole 2.2.2 z
parcialnich stop matic hustoty vlastnich stavi.

5.n

5’—_'___" '.

haoticky

A

—— -

AP
leooe® %) I

-0.5

Obrézek 3.2: Entropie provazani S a trojnasobek miry chaosu 3n v zavislosti na
preskalované energii e pro 2-Lipkintiv model s parametry
{r = 05,y = L,y = —0,5} a s velikostmi podsystéma N; = Ny, = 70. Je
vyznacena plné chaoticka oblast urcena na zakladé S a n.

Na obrazku je velmi dobte vidét, které casti spektra jsou plné chaotické a
které jsou smisené a regularni, podle struktur v hodnotach entropie provazani
S. V Regularnich oblastech jsou rozeznatelné néjaké struktury zatimco, v téch
chaotickych se body hromadi na sobé. Navic podle predpokladi maji regularni
spektra nizsi hodnoty entropie provazani nez ty chaotické. Dale pokud porovname
entropie provazani s mirou chaoti¢nosti 7, tak mizeme piimo vymezit chaotické
a regularni oblasti od téch smisenych. Tyto struktury nam pripominaji Peresovy
mriize, kde stfedni hodnoty pozorovatelné jsou usporadané na regularni oblasti a
neusporadané na té chaotické.

Pro lepsi ¢itelnost budeme v téchto obrazcich, kde prokladam hodnoty entro-
pie provazani mirou chaoti¢nosti 7, ndsobit miru chaoti¢nosti n néjakou konstan-
tou tak, aby 7 = 1 bylo na ose y grafu v maximu.

Stavy QMBS pak hledame jako stavy, které lezi v témér plné chaotické ob-
lasti 7 < 0.1 a maji entropii provazani, kterd je blize reguldrnim staviim nez
okolnim stavim uprostied chaotického spektra. I na obrazku vidime nékolik
bodi uprostied chaotické ¢asti spektra, které maji vyrazné nizsi hodnoty entropie
provazani nez okolni. Tyto body budeme brat jako potencialni stavy QMBS, na
které se zamérime pri dalsi analyze.

Po identifikaci stavii, které mohou byt QMBS na systému, udéldme Peresovy

miiz pro ruzné operatory a studujeme, zda dochazi pro tyto stavy k naruseni
predpovedi ETH.
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3.3.2 Vysledky studia QMBS na Lipkinovych modelech
2-Lipkintv model

Obrazky vyse byli tvofeny pro parametry z ¢lanku (Garcia-Ramos a kol., 2016))
a (Garcla-Ramos a kol., 2017)). V této podkapitole predstavime vysledky pro
parametry, které jsme optimalizovali, aby byla chaoticka ¢ast spektra co nejvétsi.

S, 3n

‘ S - .
-1.0 -0.5 0.5 1.0

Obréazek 3.3: Entropie provazani S a trojnasobek miry chaosu 3n v zavislosti na

preskalované energii e pro 2-Lipkiniv model s parametry

{z =0,5,y1 = 1,13,yo = —1,39} a s velikostmi podsystému N; = Ny = 70. Je

vyznacena oblast n < 0.1, ve které jsou dale hledany QMBS stavy.

Na obrazku [3.3] kde popisujeme Perésovu mfiz postavenou z operatoru mo-

mentu hybnosti J{?) na druhém podprostoru, mizeme vidét, Ze pro tyto parame-
try je chaoticka oblast spektra vétsi nez v predchozim pripadé a je 1épe oddélena
od regularnich ¢asti spektra. Také na skdlované energii e = 0,39 a entropii S = 1,5
vidime stav, ktery jednoznacné lezi uprostied chaotické casti spektra a jeho ent-
ropie provazani S je vyrazné nizsi nez ta u okolnich bodi.
Pokud sestavime Perésovy miiZze pro tento 2-Lipkintiv model, viz obrézek [3.4] tak
muzeme potvrdit, ze tento stav narusuje ETH. Z rovnice mame predpoved,
ze stiedni hodnoty operatoru budou funkci energie a pseudondhodné odchylky,
ktera by méla byt generovand Gaussovou distribuci. Pokud se podivame na ob-
razek [3.5], kde jsou Perésovy miiZe z ostatnich operatoru, tak se ndm stav QMBS
neodlisuje tak dobfe od ostatnich. I pfesto pro naruseni ETH staci najit jeden
operator, kde se stredni hodnota nechova jako funkce energie stejné jako u okol-
nich stav.

Na obrazku je ztejmé vidét, ze stav ktery jsme identifikovali jako QMBS
lezi uvniti chaotické ¢asti spektra a vyrazné vycniva svoji stiedni hodnotou ope-
ratoru.
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<] x2>

Obrézek 3.4: Peresova mifz vystavéna z operatoru J(?. Stav QMBS je vyznacen
cerné.

<Z1> <Z2>

e
-1.0 -0.5 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.5 1.0

<) x1> <) x2>

I
-1.0

Obrazek 3.5: Perésovy miize vystavéné z operatora Z(), Z3  J = J2) Stay
QMBS je vyznacen erné, kde 2 = J( + &
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Déle se divame na to, jestli budeme schopni tento QMBS stav s anomalni en-
tanglement entropii a sttednimi hodnotami v Perésovych mrizi najit pro vSechny
velikosti systému. Stale drzime stejné velikosti podsystémi N = N@ = N a
zvétSujeme N. Pokud se podivame do energetické oblasti skalované energie kolem
bodu QMBS, 0,35 < e < 0,43 pro razna N, tak zde casto pozorujeme vyskyt
stavli, které silné vybocuji od predpovedi ETH, které se viditelné odlisuji od
ostatnich stavi.

Pro kazdou hodnotu velikosti systému N vybereme vsechny stavy, které lezi v
intervalu preskalované energie 0,35 < e < 0,43. Pro tyto stavy spocteme stredni

hodnotu operatoru (J). Z hodnot (J{?)) na tomto intervalu spoéteme primér

M = (Jg(;2)>. Operator normujeme, aby primeér byl roven nule nasledujicim zpi-
sobem:

(J3) — M
7 :
Hodnota primérné hodnoty M je zde linedrné rostouci s velikosti systému
N, 7 ¢ehoz vyplyva, ze stiedni hodnoty (J?) se skdluji s velikosti podsystému
N. Na obrazku vykreslime maximalni a minimalni hodnoty (J 2:2)) z intervalu
0,35 < e < 0,43 a spoéitdme variance o2, ze kterych vykreslime intervaly

(TP — ko, (7P + ko) kde &k = 1,3, 5.

(7.7) =

T

(3.24)

<Jyx,>
10f i
_ ! 30
5 __ L ] o .. o, ® L
L °° ...o.. o 48 % < ..0'..0.‘a.“'.'“'.o..'.““'w“m.“‘.
| e 50
0 J
i 100 . ~
| o Min(<Jy,>)
st
E ."o ’ MaX(<JX2>)
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Obrazek 3.6: Studium vychylek (:]9} na velikosti podsystému N. Maximalni

hodnoty Max(j?) pro kazdé N jsou vykresleny jako modré body a minima
cerneé.

Na obrazku [3.6| vidime, Ze pro dostate¢né vysokd N méme alespon jeden stav,
ktery ma vyrazné nizsi hodnotu nez ostatni stavy na tomto energetickém inter-
valu. Tyto hodnoty vybocuji o vice nez bo. Tyto stavy prohlasime za naruseni
ETH a tedy i za QMBS. Pro nizkd N médme malo bodii v energetické intervalu,
a proto i vyrazné vétsi intervaly o. I pro nizké hodnoty N mutzeme usoudit, Ze
jsou tyto vyénivajici body spiSe ptriznakem QMBS nez statistickou odchylkou.
Maximéln{ hodnoty (.J 532)> z grafu zde slouzi jako dobry odhad, kam az padaji od-
chylky podle predpovédi ETH. Na Peresovym mfizich nam maximéalni hodnoty
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viditelné nevybocovaly a stavy, které tyto hodnoty nabyvaly maji o¢ekavané hod-
noty entropie provazani. Pti srovnani vychylky shora i zdola vidime, Ze minima
jsou skutecéné anomaélni.

Na grafu [3.6) vidime, Ze pokud pro néjaké N najdeme stav QMBS, tak jsme
schopni i pro jina N najit stavy, které jsou na stejnych energiich stejné odchylené
od predpovédi ETH. Pozdéji na grafu vidime i podobnost na entropiich pro-
vazani. Tyto stavy, které pro riznd N nachézime na stejnych mistech v grafech
Peresovych mrizich a entropiich provazani, mizeme tict ze patii ke stejné QMBS.
Pro jednu hodnotu N miizeme mit na intervalu vice stavii QMBS, ale na ob-
razku [3.6] vykreslujeme pouze tu nejvyraznéjsi. Nejvyraznéjsi QMBS nachazime
na hodnoté (jf)> = —10 a pak vidime fadu QMBS na kolem (jf)> = —8. Pro
stejné QMBS je v grafu odchylka od preskalované sttedni hodnoty konstantni. 7Z
tohoto muzeme usoudit, ze QMBS s rostoucim N nezmizi.

Stejnou analyzu provedeme i pro entropie provazani, se stejnym normovanim:

S = SXIM kde M =S, (3.25)

Na stejném intervalu, tak pozorujeme, Ze pro stejné hodnoty N se oddéluji
body stejnym zptusobem. Aneb pro N, kde jsou silné oddélené entropie, tak se
stejny stav vyrazné oddéluje i na Peresové mrizi. V entropii provazani stavy
QMBS vice vybocuji od ostatnich stavii, ale pro ovéreni naruseni ETH potte-
bujeme provést analyzu i na Peresové mrizi.

V poslednich kapitolach této prace budeme studovat lokalizaci Husimiho funkce
na semiklasické limité stavii, které jsme zde identifikovali jako QMBS.

S

0.2

0.0
-0.2

-0.41

Obréazek 3.7: Studium vychylek entropie provazani S na velikosti systému N.
Maximalni hodnoty pro dané N jsou vykresleny jako modré body a minima cerné.
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3-Lipkiniv model

Na vicenasobnych Lipkinovych modelech dostavame lépe rozlisené chaotické a
regularni ¢asti spektra a jsme schopni najit stavy QMBS i pti simulacich mensich
velikostech nez v pripadé 2-Lipkinovych modeli. Nevyhodou téchto vicenasob-
nych modeli je pak pridani extra dimenzi do nékterych vypocti a jak jsme psali
vyse, tak to podstatné znemoznuje vykresleni lokalizace téchto stavii v semikla-
sické limité. V této podkapitole predstavime vysledky pro 3-Lipkinovy modely.

3-Lipkintiv model jsme zvolili s parametry: {x = 0,5,y; = 1,42 = —0,2,y3 =
—1.1}. A velikost podsystémi N; = Ny = N3 = 11. S takto zvolenym 3-
Lipkinovych modelech jsme v kratkém vypocetnim case byli schopni najit dobte
definovanou chaotickou oblast a v ni dva izolované stavy QMBS.

Pro 3-Lipkintiv model mame volnost pri vypoctu entropii provazani, kdy v
systému se tfemi dobfe definovanymi podsystémy, neni jednoznac¢na cesta k pro-
vedeni parcidlni stopy. V této praci jsme stopovali pres kazdy z podsystému zv1ast
a potom porovnali vysledky v nésledujicim grafu 3.8

Modrfe jsou znazornény hodnoty entropie provazani ziskané stopovanim pres
prvni podsystém, fialové pres druhy a zelené pres treti podsystém. Takto vypo-
¢itané entropie provazani maji rtizné hodnoty, protoze pocitaji miru provazani
mezi zvolenym podsystémem a zbylou dvojici. Na druhou stranu je chaoti¢nost
nezavisla na stopovani, a proto pro vsechny tii vypocty entropie provazani vidime
pravidelné struktury a neusporadané data ve stejnych c¢astech spektra.

RITRPIRS AT AL 5 ARSI L4 vl WY o T

-05 0.5 1.0

Obréazek 3.8: Entropie provazani S stopované ptes vsechny podsystémy. Modrie

jsou znazornény hodnoty entropie provazani ziskané stopovanim pres prvni pod-

systém, fialové pres druhy a zelené pres treti podsystém. Vykreslen je také priubéh

indikatoru chaosu 3n (Cervena Cara). Svislé Sedé ¢ary ohranic¢uji chaotickou ob-
last.
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Na obrazku jsou vidét rozdily v jednotlivych entropiich a ja jejich tvaru
muzeme rozlisit regularni a chaotické ¢asti spektra. Vidime zde i nékolik stavii v
chaotické oblasti, které hodnotami entropie provazani vycnivaji. Dale mira chao-
ticnosti n zde jde v regularnich c¢astech spektra vysoko na 1 kvili nizké hustoté
dat.

Pokud se zaméfim na chaotickou/smisenou oblast obrazku (hodnoty 0 <
e < 0,6) tak jsme schopni najit dva izolované zjizvené stavy na hodnotéch
e = 0,250 a e = 0,215, viz obrazek A vidime, ze tyto stavy byly vybrany
nezavisle na volbé podsystému pro provedeni parcialni stopy pro vypocet entro-
pie provazani.

NS BERRY
20/ SERAA T BT
.'..". “.i.' ;:. .:’. J .
15 e’ ':." .:.-' ......-l.
10 e=25
0.5 by
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Obréazek 3.9: Entropie provazani S ziskané stopovanim pres prvni podsystém,
fialové pres druhy a zelené pres treti podsystém. Vykreslen je také pribéh indi-
kétoru chaosu 3n (Cervend Cara). Svislé Sedé cary ohranicuji chaotickou oblast.
Zaméteni na oblast 0 < e < 0,6. Pozorujeme vybocujici stavy (adepty na jizvy)
s energiemi e = 0,250 a e = 0,215 .

Déle muzeme sestavit Peresovy mrize pro ruzné operatory a zkontrolovat, zda
nam tyto dva stavy vybocuji od ostatnich.

Na obrazku [3.10| vidime Ze na tomto systému se stavy QMBS dobie proje-
vuji i na Peresovych mrfizich, kde stejné jako u entropie provazani, stavy QMBS
viditelné vycnivaji oproti okolnim stavim.

Operator Z je jednim z operéatort, které se vyskytuji v konstrukei hamilto-

nianu a proto byl zvolen pro konstrukci Peresovy mfize.
Na grafu Peresovy mfize |3.10| jdou opét dobfe rozeznat chaotické éasti spektra
od téch regularnich. Zase pozorujeme usporadané struktury v regularni ¢asti a
hromadéni bodu v ¢asti chaotické. Stavy QMBS jsou necharakteristicky mimo
ostatnich bodu v chaotické ¢asti spektra. Jejich anomalni hodnoty muzeme pova-
zovat za primé naruseni ETH. Z toho obrazku to dokonce vypada jako by body
QMBS byly pokracovanim regularnich struktur do chaotické ¢asti spektra.
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Obrazek 3.10: Peresova miiz operatoru Z(1) = J) 4 % Stfedni hodnota opera-
toru Z() ve vlastnim stavu |E,) na ose y a energie E, na ose x.
Zjizvené stavy jsou zvyraznény vétsi ¢ernou teckou.

Pokud se podivdme na Peresovy m¥ize dalsich operatort, viz obrazek [3.11], tak
muzeme dojit ke stejnym zavérim. Nezavisle na volbé operatoru, stavy QMBS
navazuji na néjakou strukturu z regularni ¢asti spektra a to i v pripadech, kdy
padnou primo doprostied chaotickych bodt v Peresové mrizi. Na téchto obrazcich
Peresovych mrizi jsou vidét jasné rozdily ve volbé podsystému, na ktery ptisobime
operatorem, i pres to, ze se lisi pouze o volbu parametrii y;. V Peresovych mrizich
generovanych operatory pusobici na tireti podprostor nam body QMBS lezi na
stejné strukture, zatimco v ostatnich pripadech je kazdy z nich na jiné.

Zde se nabizi diskuze, zda je zde naruseni ETH jevem QMBS, nebo jestli jde
pouze o regularni ¢ast spektra, ktera lezi uprostfed chaosu. Tyto moznosti se
navzajem nevylucuji. V systému miizeme mit jak QMBS tak regularitu uprostred
chaotické casti spektra. Pro rozliSeni by bylo potieba se podivat do klasické limity
a diskutovat jestli se stavy lokalizuji na regularnich torech nebo na nestabilnich
periodickych orbitach.
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Obrézek 3.11: Perésovy miize pro operatory :ZW1), J 72 j@) 7G) jG) Vievo
operatory Z a vpravo operatory J{. Stavy QMBS jsou vyznacené ¢ernou tec-
kou.

43



3.4 Lokalizace 2-Lipkinova modelu v klasické li-
mité

V predchozi kapitole jsme hledali stavy QMBS na zakladé primého naruseni
predpovédi ETH. V této kapitole budeme studovat tyto stavy v klasické limité.
Pro vizualizaci pouzijeme Husimiho funkci po vzoru préace (Pilatowsky-Cameo
a kol., 2022). V této préaci nezavadime zadnou miru lokalizace. I bez néjaké ob-
jektivni miry lokalizace jsme schopni odlisit stavy, které jsme identifikovali jako
QMBS, jako anomalni.

3.4.1 Klasicka limita a Husimiho funkce

Pro sestaveni klasické limity 2-Lipkinova modelu pouzijeme Holstein-Primakoffovo]
mapovani (Macek a kol 2019) na kazdém podprostoru (pro prehlednost bez in-
dexu podsystému 1,2, které v této kapitole budeme psat dole)

N
J. = E(QQ +p°+1)

N .
Jo = S la+ip)y/2 = (¢ +p?)
N (3.26)
Jo =S la—ip)y2 — (@ +p?)
1 N
Jx = 5(:]4,_ + J_) = EQ\/Q — (q2 +p2),
coz vede na klasicky hamiltonidan 2-Lipkinova modelu
T 11—z
ha = (@7 + 63 + 1 +13) — ( G ),
(3.27)

2
<2q1\/2 —p? — @ +2¢o\/2 — P} — & + (& + p}) + v +p§)> :

Stavy pro Husimiho funkei potfebujeme stav |z) sestaveny z Blochovich ato-
movych stavil pro kazdy podprostor

[z) = |q1p1) @ [g2p2), (3.28)
kde Blochovy atomové stavy maji tvar:

aps) — (1—“’“”) exp (W) G—d) (320

2 2—pi—q}

Vyrazy q;, p; se lisi od Blochovych atomovych stavi v kapitole 2.3.2 o faktor
V2, aby to byly skalovany stejné jako v predpisu klasické limity hamiltonidnu.
Husimiho funkei Q(p1,¢1) pocitdme vzorcem:

Qulpr ) = [ [ dasdp(ha(e) — 1) Qu(w) (3.30)

kde Qr(z) = (z|Ex)(Ek|z), € je energie vlastnich stava |Ey) a vektor z =
(¢1,P1,92,p2)- Pro vykreslovan{ mocnin Husimiho funkce budeme jednoduse umoc-
niovat @, (P, @), namisto mocnin v integraci.
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3.4.2 Lokalizace Husimiho funkce

Klasickou limitu a vypocet Husimiho funkce provedeme pro 2-Lipkintiv model
s parametry (z = 0.5,y; = 1,13,y2 = —1,39) jako v kapitole 3.3.2. pro velikosti
podsystémi Ny = Ny = 31 a Ny = Ny = 16. Velikosti podsystém byly zvoleny na
zakladé analyzy v grafech 3.6, 3.7 tak, aby mély co nejmensi velikost podsystému
a nejvice vycnivajici stav QMBS. Budeme vykreslovat stavy, které jsme identi-
fikovali jako QMBS a pro srovnani také okolni stavy. Dale vykreslime regularni
stavy z obou konctu spektra, abychom méli porovnani stavii QMBS, ergodickych
Pl a regularnich.

P
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a1 a q] 9 a1

Obrézek 3.12: Projekce Husimiho funkce Q. (p1,q1), stavi QMBS (k = 613) a
okolnich stavii. Na obrazku jsou stavy, (k=611, k=612, k=613, k=614, k=615)

Na obrazku jsou vidét projekce Husimiho funkce podle vzorce (3.30)). Z
tohoto obrazku neni jasné, jestli je stav QMBS lépe lokalizovany nez ty ostatni.
Pro lepsi vizualizaci vykreslime odmocninu z Husimiho funkce, ktera zvysi kon-
trast a umozni ndm lépe porovnavat, na jak velké c¢asti fazového prostoru se stav
nachézi.
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Obrézek 3.13: Odmocnina z projekce Husimiho funkce \/Qk(pl, q1), stavia QMBS
(k = 613) a okolnich stavii. Na obrazku jsou stavy, (k=611, k=612, k=613, k=614,
k=615)

Na obrazku [3.13 vidime, Ze se ndm tento stav QMBS lépe lokalizuje. Pro
dalsi porovnan{ vykreslime \/Q,(p1,q1) i pro stavy z reguldrni ¢ésti spektra. Do
obrazku3.14] vykreslime stavy s minimalnimi a maximalnimi energiemi.

Vidime, Ze pro maximalni energie se stav lokalizuje na hranicich fazového
prostoru. Pro minimalni energie jsou stavy lokalizované na zapornych hodnotach
¢1. Déale na obrazku [3.15 srovndme Husimiho funkce stavii QMBS pro rtzné
velikosti podsystému V.

2Stavii v chaotické éasti spektra, které se chovaji podle piedpovédi ETH
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Obrézek 3.14: Odmocnina z projekce Husimiho funkce 1/Q,.(p1, q1), stavii stavé z
regularnich ¢éasti spektra.

Nahote pro minimdlni energie (k=1, k=2, k=3, k=4, k=5)

Dole pro maximalni energie (k=1014, k=1015, k=1016, k=1017, k=1018)

Obrazek 3.15: Projekce Husimiho funkee Q, (p1, ¢1) Stav QMBS pro riizné velikosti
podsystémi N. v levo pro N = 31 stav k£ = 613 a v pravo pro N = 16 stav k = 166

Tyto stavy jsme na zakladé podobnosti z analyzy na Peresovych mtizich ozna-
¢ily jako stejnou QMBS, viz 3.6l Na obrdzku vidime, Ze tyto stavy vypadaji v
klasické limité stejné. Timto si potvrzujeme, ze tyto stavy miizeme nazyvat za
realizaci stejné QMBS. Jsou na stejné normalizované energie, jsou na stejném
misté na normalizované Peresové mrizi a jejich semiklasicka limita vypada stejné.

Stav QMBS se na rozdil od okolnich chaotickych stavu lokalizuje také kolem
zapornych hodnot ¢;, podobné jako stavy minimalni energie. Pokud se vratime k
grafu Peresovy miize [3.4] tak vidime, Ze se tyto stavy QMBS nachdzi na stejnych
hodnotéch jako body s minimalni energii. Toto je dalsi signal indikator toho, ze by
tyto stavy QMBS mohli byt disledkem prezivajici regularni struktury v klasické
casti spektra.
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Z.aver

V prvni kapitole této prace jsme predstavili pojem chaos v jak klasickém tak
kvantovém ptipadé. V klasickém pripadé jsme dali diiraz na chaotickou dynamiku
na billiardech. V kapitolach o kvantovém chaosu jsme kromé stadardnich definic,
predstavili i metody pro identifikaci chaotické casti spektra v systému, ktery
ma jak chaotickou tak reguldrni casti spektra. Predevsim vizualizace na zakladé
Peresovych mtizi.

V druhé kapitole této prace jsme se vénovali zavedeni fyzikalniho jevu kvan-
tového jizveni. Nejprve ve strucnosti pro jednocasticové jizvy, které se vyznacuji
nestandardni lokalizaci kolem trajektorii nestabilnich periodickych orbit. Pokud
sestavime vlnovy balik kolem téchto periodickych orbit tak pro jednocasticové
jizvy pozorujeme i anomalni odolnost proti ¢asovému vyvoji.

Vétsinu této kapitoly jsme se vénovali mnohocasticovym kvantovym jizvam
QMBS, které se projevuji jako stavy, které se vyrazné odlisuji od predpovédi ETH.
V druhé kapitole jsme se vénovali predstaveni ETH a prikladim jeho naruseni
z ¢lank. Pro QMBS jako nevlastni stavy je to zejména odolnost vici casovému
vyvoji v podobé periodicky revivali, které jsou dobte vidét pro PxP modely. Pro
identifikaci stavii QMBS se pouziva entropie provazani, na které se vyrazné odlisi
stavy, které maji vysokou projekci na nevlastni stavy QMBS a izolované QMBS,
které jsou vlastnimi stavy. Na konci druhé kapitoly jsme shrnuly metody studia
QMBS na zakladé lokalizace v Husimiho semiklasické limité na Dickeho modelu.

V posledni kapitole této prace jsme aplikovaly vyse zminéné metody na jiné
modely nez jsou uvadéné v literature. Predstavili vicenasobné Lipkinovy modely,
které rozsituji Lipkinuv model o dalsi typy interagujici ¢astice. Tyto modely maji
ve spektru dobre oddélenou chaotickou c¢ast spektra, na které muzeme hledat
stavy QMBS. Pro 2-Lipkintv a 3-Lipkintiv model jsme na zakladé entropie pro-
vazani stavy, které jsou potencialnimi izolovanymi QMBS. Pro tyto stavy jsme
potvrdili, Ze pfimo narusuji ETH, vystavenim Peresovych mtizi a porovnanim s
okolnimy ergodickymi stavy.

Pro 2-Lipkinovy stavy jsme provedly detailnéjsi analyzu. Studovali jsme ano-
mality hodnot entropii provazani a stfednich hodnot operatorii, v zavislosti na
velikosti systému. Zde jsme pozorovaly podobnosti mezi stavy QMBS napric riz-
nymi velikostmi systému. Nakonec jsme provedly klasickou limitu a vykreslily
Husimiho funkci na klasickém fazovém prostoru. Na Husimiho funkci jsme uka-
zaly, ze stavy, které jsme identifikovali jako QMBS vy¢nivaji oproti okolnim ergo-
dickym stavim. Stavy QMBS byli lokalizované na mensi ¢asti fazového prostoru
nez okolni a i na Husimiho funkcich jsme pozorovali, Ze jsou si tyto stavy velmi
podobné. Jak na Peresovych mfizich, tak na Husimiho funkcich jsme pro tyto
stavy pozorovali podobnost staviim s nizkymi energiemi z regularni casti spek-
tra. Toto naznacuje, ze by QMBS na 2-Lipkinové modelu mohly byt symptomem
existence regularity uprostied chaotické c¢asti spektra.
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