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Uvod

Délitelnost standardné zkoumame ve strukture celych nebo prirozenych cisel.
V této strukture zndme ruzné dilezité véty z teorie cisel, napriklad ¢inskou zbyt-
kovou vétu, ktera se vyuziva i v kryptografii. Prvni zminka o ni pochazi ze tretiho
stoleti naseho letopocétu z knihy Sun Tzu Suan Ching. V této praci si ukazeme,
ze tato véta lze zevSeobecnit pro libovolny obor integrity. Na struktute celych
c¢isel dale pouzivame Euklidav algoritmus, pojmenovany podle starovekého filo-
zofa Euklida, ktery jej uvedl ve svém dile Zaklady (cca 300 pf. n. 1.), prestoze
pravdépodobné neni ptivodnim autorem. Ukazeme si, ze tento algoritmus mii-
zeme pouzivat jen ve specidlnich oborech, které nutné musi splnovat Zakladni
vétu aritmetiky, jejiz jednodussi verzi dokazuje uz Euklides a je zapsana také v
Zékladech.

Zékladni vétu aritmetiky poté ve své knize Disquisitiones Arithmeticae Carl
Friedrich Gauss dokazal i pro dalsi struktury. Tato véta nam tika, ze kazdé cislo
Ize jednoznacné rozlozit. My tuto vétu zevseobecnime a ukazeme si, ze muzeme
pouzivat rozklad jednoznac¢ny az na asociativnost. Obor, kde 1ze pouzit Euklidav
algoritmus, je také zaroven Bezoutovym oborem. To znamend, Ze plati Bezou-
tova veta, kterou v roce 1748 Leonhard Euler a Gabriel Cramer uvedli, avsak
ani jednomu se nepodarilo dokoncit diukaz. O nékolik let pozdéji, v roce 1764,
lina MacLaurina. Tento diikaz vSak ve skutecnosti obsahoval nékolik netiplnosti.
Kompletni dikaz byl predstaven o vice nez sto let pozdéji, v roce 1873, diky
Georges-Henri Halphenovi.

Bezoutova véta nam 1iké, ze nejvétsi spolecny nasobek dvou cisel 1ze zapsat
jako jeho linearni kombinaci. Existuji vsak i obory, kde tento pozadavek neplati.
Takovym prikladem je obor polynomt nad celymi cisly, kde sice plati zakladni
véta aritmetiky, ale neplati v ném Bezoutova véta.

Obory, kde plati zakladni véta aritmetiky, se nazyvaji Gaussovy obory. Plati
zde i opacny pripad: existuji Bezoutovy obory, kde zakladni véta aritmetiky ne-
plati. Dokonce existuje obor hodnot, kde neexistuje nejvétsi spoleény délitel avsak
i na téchto cislech funguje nase zevseobecnéna ¢inska zbytkova véta.



1. Délitelnost

1.1 Obory integrity a jejich vlastnosti

Délitelnost obvykle byva zkouména na prirozenych nebo celych ¢islech, a to
vede k otazce, zda je tato teorie axiomatizovatelna a da se popsat pro obecné
struktury s vlastnostmi, které jsou spojeny s délitelnosti.

V ramci této prace se zamérime na takzvané unitarni komutativni okruhy,
coz jsou algebraické struktury s dvéma operacemi + a -, které jsou vzajemné
distributivni a jsou asociativni a komutativni a obsahuji neutralni prvky vici
obéma operacim. Tato struktura dale zahrnuje pro kazdy prvek sviij opacny prvek
vzhledem k operaci s¢itani. Nastin konstrukce a dikaz zakladnich vlasnosti lze
nahlédnout v [Korinek (1956])

Definujme strukturu R = (R, +,-,0,1), kde R zastupuje nosi¢ této struktury,
a + a - jsou operace definované na tomto nosici. Dale zahrnujeme konstanty nosice
0al.

Tyto dva prvky funguji jako neutralni prvky struktury, pricemz 0 je neutral-
nim prvkem pro operaci s¢itani a 1 je neutralnim prvkem pro operaci nasobeni.
Pro snazsi pochopeni pouziti nazyvejme 0 jako nulovy prvek a 1 jako jednotkovy
prvek.

Definice 1.1.1 (Unitarni komutativni okruh). Struktura R bude je unitdrni ko-
mutativni okruh, prdave tehdy kdyz splnuje ndsledujici formule:

1. Asociativita operaci:
Vey.z:(x+y)+z=a+ (y+ 2),
Veyz:(x-y)-z=x-(y-2).
2. Oboustranna distributivita scitdni a ndasobeni:
Veyz:x-(y+z2)=(r-y)+ (r-2),
Vew,z: (y+2)-x=y-z)+(z-x).

3. Komutativita operaci:
Vey:z+y=y+uz.

Vey:x-y=1y-x.
4. FExistence neutrdlnich proki:
Ve :x+0=uz.
Ve:x-1=ux.
5. FExistence opacného prvku pro scitani:

Vedy:x+y = 0.

Z vyse popsané definice je ziejmé, ze struktura Z = (Z,+,-,0,1), tedy celd
¢isla s operaci nasobeni a s¢itani je také unitarnim komutativnim okruhem.
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Obory integrity predstavuji specialni typy unitarnich komutativnich okruhii,
kde neexistuji netrivialni délitelé nuly, coz jsou nenulové prvky, jejichz soucin dava
nulu. Definujme strukturu R = (R,+,-,0,1) jako obor integrity, pokud je unitar-
nim komutativnim okruhem a splnuje vyse uvedenou formulaci, coz si formélné
zapiseme.

Definice 1.1.2 (Obor integrity). Struktura R je oborem integrity, pokud je uni-
tarnim komutativnim okruhem a plati ndsledujici formule:

Vey:z-y=0—(z=0VvVy=0).

Dalsim specialnim pripadem unitarnich komutativnich okruht jsou télesa, coz
jsou struktury, jez obsahuji pro kazdy nenulovy prvek jeho opacny prvek vzhle-
dem k nasobeni, podobné jako u neutralnich prvka pro jasnost pojdme pouzivat
oznaceni opacny pro prvek opacny vici s¢itani a inverzni pro prvek opacny vici
nasobeni.

Definice 1.1.3 (T¢leso). Struktura R je télesem, jestlize plati ndsledujici formule:
Voedy :xxy = 1.

Nyni dokazeme, ze pokud je struktura télesem, nutné musi byt i oborem in-
tegrity. Nez se vsak do toho pustime, dokazme nejprve jednoduché lemma, které
rika, ze v kazdém unitarnim komutativnim okruhu je soucin s nulovym prvkem
vzdy nulovy.

Lemma 1.1.4. V unitdrnim komutativnim okruhu plati formule:

Va:a-0=0.

Dikaz.  Zvolme libovolné a. 7 definice nulového prvku dostaneme a = a + 0.
Nédsobenim obou stran a ziskdme a? = a - (a + 0). Diky distributivnimu zdkonu
plati, Ze a® = a® + a - 0. V unitdrnim komutativnim okruhu mé a? opaény prvek,
takze kdyz pricteme tento prvek ke kazdé strané, ziskame 0 = a - 0.

O

Véta 1.1.5. Kazdé téleso je oborem integrity.

Dikaz. Dokazujme sporem a uvazujme dva nenulové prvky a a b takové, ze
ab = 0. Z axiomu o inverznim prvku dostaneme prvek y takovy, ze ya = 1. Pokud
nyni vynasobime nasi rovnici ab = 0 prvkem y, ziskdme b = y - 0. Avsak podle
predchoziho lemmatu plati y - 0 = 0, coz znamena, ze b = 0. To je v rozporu s
predpokladem, ze b je nenulovy prvek, a tim jsme dospéli ke sporu.

O



V ramci studia délitelnosti ma smysl primarné zkoumat obory integrity, které
nejsou télesa. V télesech, diky existenci inverznich prvki, je relace délitelnosti
trividlné splnéna. Proto si definujme ty prvky, které maji inverzni prvky. Ukazeme
si, ze pravé na téchto prvcich plati, ze kazdy prvek déli, a jsou délitelné pouze
invertibilnimi prvky, z nichz jeden zahrnuje i prvek jednotkovy. Pro tucely této
prace muizeme tyto prvky identifikovat jako invertibilni ttidu pro a pro nosi¢ R ji
znacit jako R*,

Definice 1.1.6 (Invertibilni prvek). V unitdrnim komutativnim okruhu je prvek
invertibilni, pokud k nému existuje inverzni prvek.

Definice 1.1.7 (Invertibilni t¥ida). Méjme unitarnim komutativnim s nosicem
R, pak
Rr={xeR;3Jy:z-y=1}

Lemma 1.1.8. V unitarnim komutativnim okruhu je jednotkovy prvek inverti-
bilni.

Diikaz. 7 axiomu unitarniho komutativniho okruhu vime, Ze pro libovolné x plati
(x = 1-x). Pokud dosadime 1 za x, dostaneme 1 = 1- 1. To implikuje, Ze jednot-
kovy prvek je invertibilnim prvkem, nebot je sam k sobé inverzni.

[]

V zavérecné casti tohoto oddilu dokazeme zakladni vlastnost oboru integrity,
kterou je kraceni, vyplyvajici pfimo z axiomu o neexistenci vlastnich délitel
nulového prvku. Kromé toho také prokazeme, ze pokud mame obor integrity,
pak i polynomy nad timto oborem tvori obor integrity. Tim padem jsme schopni
konstruovat slozitéjsi struktury z jednodussich obort integrity, pro které vsak
budou platit stejné dokazané vlastnosti.

Lemma 1.1.9. V oboru integrity plati formule:

Veyz: (z£0Nzz=9y2) >z =y.

Diikaz. Uvazujme libovolné x, y a z # 0 takové, ze xz = yz. Pro tyto prvky
musi existovat opacny prvek. Pri¢teme tento opacny prvek k rovnici a dostaneme
rz —yz = 0. S pouzitim axiomu distributivity ziskdme (z —y) - z = 0. Avsak dle
axiomu o neexistenci nenulového délitele nuly musi platit bud x — y = 0 nebo
z = 0. Vzhledem k predpokladu z # 0 musi platit x —y = 0, coz implikuje x = y.

O
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sitfime obor integrity na polynomy.

Véta 1.1.10. Necht R je obor integrity. Potom R[x] je také obor integrity.

Dikaz. 7 definice s¢itani a nasobeni polynomi je zfejmé, ze asociativita, distri-
butivita a komutativita operaci, a také existence opac¢nych prvki, plyne pouze
z vlastnosti koeficienti, které splnuji vlastnosti oboru integrity. V této strukture
existuji nutné i nulovy a jednotkovy prvek, které odpovidaji konstantnim poly-
nomiim rovnym nule, respektive jedné.
Nejdulezitejsi casti dikazu je prokazat, ze souc¢in dvou nenulovych polynomu
je také nenulovy. M&me dva polynomy g(z) = S¢_sarz® a f(x) = S0, b
Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze a,, # 0 a b, # 0. Jelikoz a,,b,, € R
a R je obor integrity, musi platit, ze jejich soucin a, - b,, # 0. To znamena, ze
g9(x)f(x) # 0.
O

Tato véta naznacuje, ze pokud méme obor integrity R (napiiklad redlna ¢isla,
celd ¢isla nebo jiny obor integrity), pak i okruh polynomii nad timto oborem R[z]
(napriklad polynomy s koeficienty z oboru R) zustédva oborem integrity.

1.2 Délitelnost

Definujme operaci délitelnosti tak, jak je znama z celych ¢isel. Prvek a déli
prvek b, jestlize b je nasobkem a. Dokazme, jak se vici této relaci chova nulovy
prvek a jak se chovaji invertibilni prvky.

Definice 1.2.11 (D¢litelnost). Necht R je unitdarni komutativni okruh. Definujme
relaci |RC R X R timto predpisem

k= {(a,b); Jc: a = bc}.

Pro ucely této prace budeme pro relaci délitelnosti misto |g pouzivat |. Zapis
a | b ndm 1iké, ze a déli b. Dokazme, Ze relace délitelnosti je kvaziusporadénim.
Nechceme dokazovat, ze je relaci iplného usporadani, protoze to obecné neplati
a vlastné to neplati dokonce ani pro cela cisla, kde plati, ze prvek a jeho opac¢ny
prvek se vzajemné déli.

Véta 1.2.12. Relace délitelnosti v unitdrnim komutativnim okruhu je kvaziuspo-
radanim.

Dikaz. R je unitarni komutativni okruh a podle definice existuje jednotkovy
prvek a x 1 = a pro libovolné a.

To podle definice relace délitelnosti znamenda a | a. Dokézali jsme, zZe relace
délitelnosti je vzdy v unitarnim komutativnim okruhu reflexivni.

Z predpokladu a | b vime, 7Ze existuje e € R takové, ze b = ae. Z b | ¢ vime,
ze existuje f € R takové, ze ¢ = bf. Dosadime b = ae do ¢ = bf a dostaneme
c=uaef.



Jsme v unitarnim komutativnim okruhu a tedy g = ef pro néjaké g € R.
Dostali jsme ¢ = ag pro néjaké g € R, coz podle definice délitelnosti znamena
a|c.

Relace je tedy tranzitivni. Relace délitelnosti je tedy kvaziusporadanim.

O

V unitarnim komutativnim okruhu jsou pritomny nulovy a jednotkovy prvek,
a proto je dulezité ukazat, jak se tyto prvky chovaji v relaci délitelnosti. Nejdrive
se podivame na vlastnosti nulového prvku, ktery je pritomen v kazdém okruhu.
Plati pro néj tyto formule, které jsou standardni a podobné jako v pripadé celych
Cisel.

Lemma 1.2.13. Méjme unitirni komutationi okruh R a e € R* pak plati tyto
formule:

Va:alO0.
Va:0|a—a=0.
Va:a#0—e]a.

Va:a|e—a€ R

Diikaz. Méjme unitarni komutativni okruh R a vezméme libovolny prvek a. Z
definice relace délitelnosti vime, Ze a | 0 odpovida 0 = ac pro néjaké c. V lemmatu
jsme si dokazali, ze plati 0 = ac pro 0 = c. Podle definice tedy nutné musi
platit a | 0 pro libovolné a.

Pokrac¢ujme ditkazem druhé formule. Z 0 | a vime, Ze existuje ¢ € R takové,
ze a = c x 0, coz ale podle lemmatu znamend, ze a = (. Vezméme libovolné
nenulové a a e € R.

7. definice invertibilniho prvku vime, Ze existuje f takové, ze 1 = ef. Po-
kud tuto rovnici vyndsobime a, dostaneme a = (ef)a. S vyuzitim asociativity
nasobeni, kterd plati dle definice okruhu, ziskdme a = e(fa), coz podle definice
znamena, ze € | a.

Necht e je libovolny invertibilni prvek a a je prvek z oboru integrity. Pokud
plati a | e, vime, ze e = ag pro néjaké g. Protoze e je invertibilni, existuje k nému
inverzni prvek f takovy, ze 1 = ef. Nasobenim rovnice e = ag timto inverznim
prvkem ziskame ef = agf, coz je ekvivalentni s tim, ze 1 = agf. Tim padem je
gf inverznim prvkem k a, a tudiz je a invertibilni.

O

Nyni se zaméfime na definici dalsich zdkladnich pojmt v teorii délitelnosti.
Mezi tyto pojmy rozhodné patii prvocisla, zejména v kontextu prirozenych a na-
sledné celych cisel. Prvocisla definujeme pro prirozena cisla jako cisla délitelna
pouze samy sebou a jednickou. Tato definice je pro unitarni komutativni okruhy,
jako jsou celd cisla, prilis restriktivni, protoze invertibilni prvky mohou délit li-
bovolny prvek a muze existovat vice invertibilnich prvki. Navic jednicka neni
vhodnym kritériem, takze pri definici prvocisel zaménime jednicku za invertibilni
prvky.

Tato definice prvocisel vsak neni uplnd, nebot v pripadé celych cisel jsou
¢isla obvykle délitelna i ¢islem opa¢nym k sobé. K tomu vyuzijeme definici relace



asociovani, ktera dava do vztahu prvky, které se vzajemné déli. Na zakladé tohoto
pojmu poté definujeme vlastni délitel jako prvek, ktery neni invertibilni a neni
asociovany s jinym prvkem.

Definice 1.2.14 (Asociovani). Necht R je unitdrni komutationi okruh. Definujme
relaci |[gC R X R timto predpisem:

le={(a,b);a | bAD |r a}.

Obdobné jako v predchozim pripadé relace délitelnosti, budeme misto a ||g b
psat a || b a fikat, Ze a je asociovano s b. Jelikoz, jak jsme dokazali, relace je
symetrickd, budeme tikat, ze prvky a a b jsou asociovany. Dokazme si tedy o
relaci asociovani, ze je ekvivalenci.

Véta 1.2.15. Asociovani na unitdrnim komutativnim okruhu je ekvivalence.

Dikaz. R je unitarni komutativni okruh, a tedy existuje jednotkovy prvek a
prvky déli samy sebe a proto a || a a relace je tedy reflexivni.

Pokud existuje e € R takové, ze a = be, a zaroven existuje f € R takové,
ze b = cf, dosazenim za b dostaneme a = cef. Mame néjaké d € R takové, ze
d=ef atedy c = ad, a tedy a déli c. Mame tedy a | c. Relace asociovani je tedy
tranzitivni.

Relace asociovani je tedy také kvaziusporadanim. Nicméné si dokazeme, ze je
tedy dokonce ekvivalenci. Dokazme si tedy symetrii relace.

a || b znamend, ze a | b a soucasné b | a. Logickd spojka a soucasné je
komutativni, a tedy definice pro b || a je ekvivalentni a || b. Relace asociovani je
symetricka.

Dokézali jsme tedy, Ze relace asociovani je relace ekvivalence.

O

Diky této vlastnosti nyni mtizeme sloucit podobné prvky v nasledujici kapitole
si popiseme dva zpusoby konstrukce, jak s témito stotoznénimi pracovat. Nejdiive
si ale definujme jesté nékolik zakladnich pojmi z teorie délitelnosti.

Definice 1.2.16 (Vlastni délitel). Necht R je unitarni komutativni okruh. Prvek
x je vlastnim délitelem prvku y, jestlize v ¢ R*, © | y a proky = a y nejsou
asociované.

S definici vlastniho délitele mizeme pokracovat k definici ireducibilniho prvku
jako prvku, ktery nema zadné vlastni délitele, coz je vlastnost, kterou na priro-
zenych cislech maji prvocisla. Takovym prvek je nenulovy neinvertibilni prvek,
ktery neméa zadného vlastniho délitele.

Definice 1.2.17 (Ireducibilni prvek). Necht R je unitdrni komutativni okruh a
p je nenulovy neinvertibilng prvek, pak p je ireducibilnim prvkem, prave kdyz v R
neexistuje Zadny vlastni delitel prvku p.

Toto je rozhodné stizejni pojem nasi teorie, obvykle po prvocislech pozadu-
jeme, aby pro né platilo, ze pokud prvek déli souc¢in dvouprvki, tak déli aspon
jeden z nich. Formalné zapisime tuto vlastnost a definujeme pojem prvocinitele.



Definice 1.2.18 (Prvocinitel). Necht R je unitdrni komutativni okruh, tak p je
prvocinitel, pokud neni nula a nent invertibilni a plati pro nej nasledujici formule:

Va,b:p|lab— (p|aVp|b).

Definujme si nyni jak vypada nejvétsi spolecny délitel respektive mnozina
nejvétsich déliteli. Nejdrive si musime definovat, jak vypadaji spolec¢ni délitelé
néjaké mnoziny a nejvétsi spoleény délitel je poté takovy prvek, ktery déli vSichni
spolecni délitelé z této mnoziny.

Definice 1.2.19 (Spolecny délitel). Necht R je unitdrni komutationi okruh a
mejme nejaké neprazdné M C R, pak

SD(M) = {d;¥m € M(d | m)}.

Pokud mame vsechny spolecné délitele néjaké mnoziny, tak nejvétsi z nich
vybereme, tak ze jej déli vsechny délitelé mnoziny nejvétsich spoleénych déliteli.

Definice 1.2.20 (Nejvétsi spolecny délitel). Necht R je unitdrni komutativnd
okruh a méjme nejakou neprazdné M C R, pak

NSD(M) = {d;d € SD(M) AVm € SD(M)(m | d)}.

Nejvetsi spolecény délitel vsak v unitarnim komutativnim okruhu nemusi exis-
tovat. Ukazme si, ale, ze plati nasledujici lemma, které nam tika jak chovaji
nejvétsi spolecni délitelé pri sjednocovani mnozin.

Lemma 1.2.21. Necht R je unitirni komutationi okruh, A a B jsou jeho dvé
podmnoziny, kde A,B C R. Necht a je nejvétsi spolecny délitel mnoziny A (a €
NSD(A)) a b je nejvétsi spolecny délitel mnoziny B (b € NSD(B)), pak plati

NSD(AU B) = NSD({a,b}).

Diikaz.  Nejdiive dokazeme inkluzi NSD(A U B) C NSD(a,b). Méjme d €
NSD(AUB). Podle definice NSD(AUB) plati pro libovolny prvek ¢ € SD(AUB),
ze ¢ | d. Pro libovolné ¢ € SD(A U B) plati ¢ € SD(A) i ¢ € SD(B). Z predpo-
kladua € NSD(A)abe NSD(B) plyne, ze d | aa d | b, tedy d € SD(a,b). Dale
dokézeme opacnou inkluzi NSD(a,b) C NSD(AUB). Mé&me d € NSD(a,b), coz
znamena, ze d déli a i b. Z predpokladu a déli kazdy prvek z A a z transitivity
plyne, ze d déli kazdy prvek z A. Obdobné, protoze b déli kazdy prvek z B, z
transitivity plyne, ze d déli kazdy prvek z B. Tedy d déli kazdy prvek z AU B,
a tudiz d € SD(A U B). Déle dokdzeme, ze d je nejvétsim spolecnym délitelem.
Méjme h € SD(A U B). Musi platit h € SD(A) a h € SD(B), odkud plyne
h | aa h|b,jinak by prvek a nebyl nejvétsim spoleénym délitelem A a b nebyl
nejvétsim spolecnym délitelem B. Z toho plyne, ze h € SD(a,b). Proto h | d,
jinak by neplatilo d € NSD(a,b). Tedy d € NSD(AU B).

O

Nyni prejdéme k pojmu idealu, coz jsou objekty, které stotoznuji podobné
prvky. Naprtiklad idedlem na mnoziné celych ¢isel jsou suda cisla.



1.3 Uvod do idealt

V této ¢asti se zamérime na zakladni vlastnosti ideall, které budeme vyuzivat
k dikaziim v teorii délitelnosti. Jejich vlastnosti pfimo souviseji s délitelnosti.
Idedl je neprazdnd podmnozina obsahujici nulovy prvek a je uzavrend vuci s¢itani
a nasobeni prvky nadmnoziny.

Tato definice se podoba definici podokruhu, ale v pripadé idealtt nemizeme
vyzadovat, aby obsahovaly jednotkovy prvek. V opac¢ném pripadé by totiz by
ideal byl celd nadmnozina, coz by nebyl vlastni idedl a proto nasi definici oslabu-
jeme predpoklad na vsechny komutativni okruhy, abychom mohli hledat i idedly
z idedld. Druhym prikladem nevlastniho idedlu je podmnozina, ktera obsahuje
pouze nulovy prvek.

Idedly 1ze usporadat podle relace délitelnosti a je zrejmé, ze nevlastni ide-
aly jsou maximalni a minimalni prvky. Jak je zfejmé, idedl nemiize obsahovat
jednotkovy prvek, jinak by byl roven celému okruhu.

Definice 1.3.22 (Idedl). Meéjme komutationi okruh a jeho neprdazdnou podmno-
zinu I C R, pak I < R, pokud plati:

1. Neutrdalni prvek:
0el.

2. Uzavrenost na soucet:

VabeI)(a+bel).

3. Uzavreni na nasobky z R:

(VaeI)(Vr e R)(racl).

Zapis I IR 1iké, ze I je idedlem v komutativnim okruhu R. Obcas se spise hodi
pouzivat pro ovefeni idealtt od¢itani, kde misto neutralniho prvku a uzavienosti
na sc¢itani pozadujeme uzavienost na odc¢itani. Ukazme si ze tuto vlastnost lze
pouzit jako test, protoze pokud plati, tak mnozina musi byt idedlem.

Definice 1.3.23 (Ideél test). Meéjme komutationi okruh a jeho neprdzdnou pod-
mnozinu I C R, pak I < R, pokud plati:

1. Uzavrenost na rozdil:
(Vabel)(a—bel).
2. Uzavreni na nasobky z R:

(VaeI)(Vr € R)(rael).
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Véta 1.3.24 (Idedl). Necht R je unitdrni komutativni okruh pak definice
plyne z[1.5.25,

Diikaz. Uvazujme, ze mame néjaké a,b € I.
Pak urcité plati, ze pokud mame uzavienost na odc¢itani tak musi platit 0 € I,
protoze libovolné a musi platit a — a € I. Pak pro libovolné dva prvky plati, ze
a—b € I, pak ale musi byt i a — 2b € I, protoze plati (a —b) — b= a — 2b, kdyz
ale odecteme tyto dva prvky od sebe dostaneme také —b € I, a jelikoz idedl je
uzavien na od¢itani tak musi platit i @ — (—b) € I, ale to z definice znamena, Ze
a+bel.

[

Dokazme si nyni, jak se chovaji zanorené idedly.
Lemma 1.3.25. Meéjme komutativni okruh o I,J < R takové, Ze plati I C J,
potom I < J.

Diikaz. 1dedl J je podstrukturou komutativniho unitarniho okruhu a tudiz musi
byt také komutativnim okruhem. Dale vime, Ze I je uzaviené na sc¢itani, protoze
je samo idedlem v R. Je rovnéz uzaviené na nasobeni prvky z J, nebot J C R, a
jelikoz I < R, je dokonce uzaviené na nasobeni libovolnym prvkem z R.

O

Na téchto idedlech muzeme zobecnit jejich operace jako operace ideala. Je
ziejmé, ze kdybychom néasobeni uzavteli jen na souciny prvki, tak [ - J nemusi
byt ideal, protoze neni uzavien na konecné soucty soucint, takze soucin idealt
na néj uzavreme.

Definice 1.3.26. Mejme komutationi okruh a I,J < R, pak definujme:
1. Scitani:
I+J={i+jieljel}.

2. Nasobeni:

I-J:{Zakbk|n€N,ak€[,bkEJprokzl,Q,...,n}

k=1
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Dokazme si, ze tyto definice zachovaji vliastnosti idedlt a plati, ze I +J a I-J
jsou také idealy. Nejdiive ale proto budeme muset dokézat zakladni vlastnosti
téchto operaci a ze jejich chovani zachovava vlastnosti komutativniho okruhu.

Lemma 1.3.27. Méjme komutativni okruh I,J, K < R, pak pro tyto idedly plati,
ze:

1. Distributivita:
I(J+K)=1J+IK

2. Idempotence scitdni:
I=1+1,

3. Komutativita ndasobeni:
1J=JI,

Diikaz. Zacneme dukazem distributivity. Vezméme néjaky prvek = € I(J + K).
7 definice existuje néjaké a € N takové, ze i1,...,iq € I, j1,....00 € J a ky,...k, € K
takové, 7e x = 370_, iq(jq + k). Pouzitim distributivniho zdkona na kazdy soucin
v souCtu mizeme zapis upravit na x = >-0_ (i4J, +1i4k,) a jelikoz R je asociativni,
tak u prvku nezalezi na uzavorkovani a tedy plati, ze x = 3% 1 (147a) + 201 (1aka),
coz z definice souctu a soucinu idedlu znamena, ze x € I.J + I K. Méjme nyni né-
jaké x € IJ + IK. 7 definice existuje néjaké a € N takové, ze iq,...,i, € I,
Jiseda € J a ki, ke € K takové, ze © = 30 (1aja) + 1 1(za kq). Prvky ve
formuli diky asociativité na puvodnim okruhu muzeme prezavorkovat a dosta-
neme, ze = > ¢ 1(iJa) + 201 (iaja + iaks). Na kazdy tento prvek pouzijeme
distributivni zakon a dostaneme = = Y%, 1,(jo + ko), coz ale pak znamena,
ze x € I(J + K). Pokra¢ujme dikazem idempotence. Uvazujme, ze mame néjaké
a € I. Jelikoz 0 € I, tak pak musi byt a € 141 a tedy jsme dokazali, ze [ C [ +1.
Méjme nyni néjaké a + b € I + I a z definice souctu ideala tedy a,b € I. Jelikoz
kazdy ideal obsahuje 0, tak ke kazdému prvku musi obsahovat i prvek opacny,
protoze obsahuje rozdil prvkia. Mame tedy néjaké —b € I. Jelikoz ale idedl je
uzavren na rozdily, tak musi platit, Zze a + b € I. Nakonec dokazeme komuta-
tivitu soucinu. Vezméme néjaké x € IJ. Fixujme nyni néjaké a € N takové, ze
11yeentq € T A J1,...,0q € J takové, ze x = Zgzl iq]q- Pak mame 4151 +.. +ipj, € 1J.
7 definice urcité plati i171,...,7.J4 € R. Okruh R je komutativni, takze pro kazdé
[ < k plati i17; = jit; a dostaneme tedy, ze 4171 + .. + ixJr = J1%1 + .. + Jrlr, COZ
je nutné ale prvek JI. Ditkaz opacné inkluze je stejny.

O

12



Uz dfive jsme zminili, ze dokdzeme idealy usporadat do inkluze pomoci relace
délitelnosti. Pojdme si nyni dokazat c¢ast této inkluze.

Lemma 1.3.28. Méjme komutationi okruh a I, J < R, pak plati:
JCICI+J

IJCiIndJ

Diikaz. Nejdiive si dokazme, ze I C I 4+ J. Méjme néjaké x € I a podle defi-
nice idedlu je 0 € J, tedy z definice souctu idealt dostavame =z + 0 = = a tedy
x € I + J. Pokracujme dikazem, ze IJ C [ a fixujeme néjaké £k € N a méjme
1,0 € 1, 71,0k € J. Jelikoz J C R a idedl je uzavieny na nasobeni prvkem
z R, dostavame i1 7j1,..,i1J, € 1. Ale I je idedl, takze je uzavien i na séitani, tedy
11J1 + .. +ixge € I. Méjme nyni x € IJ, pak nutné plati, ze x € [ a x € J, coz
znamena, ze x € I N J.

O

Dokazme si nyni diky této inkluzi, ze je to opravdu inkluze idedlu a tedy, ze
soucet a soucin idealt jsou opravdu idedly.

Lemma 1.3.29. Méjme komutations okruh a I, J < R, pak plati:
I'+J4R,

IJ<4R.

Dikaz. 7 definice idedlu plati, Ze I C R. V lemmatu jsme dokézali,
ze IJ C 1. 7 transitivity podmnoziny dostaneme I.J C R. Dokazme si, ze
1J je uzaviené na scitani. Méjme prvky i1 + j1, 20 + jo € I + J. Dokazme
si, ze (i1 + j1) + (i2 + j2) € I + J. Z asociativity a komutativity dostaneme
(i1 +71) + (ia+j2) = (i1 +1i2) + (j1 + J2). Jelikoz I, J I R, vime, Ze existuje i3 € I,
takze (i1 + i2) = 13. Déle existuje j3 € J, takze (j; + j2) = js. Potom z definice
I+ J musi platit, Ze i3+ j3 € I+ J. Nyni méjme r(i+j) pror € R,i € [ aj € J.
Z distributivity dostaneme r(i 4+ j) = ri + rj. Jelikoz I, J < R, vime, 7Ze ri € |
arj € J. Tim pddem nutné musi byt ri + rj € I + J. Podle lemmatu [1.3.28
plati IJ C I. Z definice idedlu plati I C R. Tim padem z transitivity dostaneme
IJ C R. Ovérime nyni, ze IJ je uzavieno na sc¢itani. Méjme prvky z,y € I.J
a chceme dokézat, 7e z +y € I.J. Fixujme tedy k,l € N, takze z = 2% | a;b;
ay = Zé:1 a;b;. S¢itani je asociativni, takze Zle a;b; + Z?:l ab; = Zf;rlh a;b;.
Podle definice soucinu takovy prvek je také v I.J. Méjme nynir € R a z € 1.J ta-
kové, ze z = Zle a;b;. 7 distributivity prvka R plyne, ze rz = Zle ra;b;. Kazdy
ra; = ¢; pro néjaké ¢; € A, protoze A je ideal. Dostavame tedy rz = Zfﬂ c;b;.
Pak ale nutné musi platit rz € AB.

O
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Dokazme si, ze i prunik ideald je stale idealem.

Lemma 1.3.30. Méjme komutioni okruh a neprdzdnou podmnozinu S C R, kde
pro kazZdé s € S je ddan idedl I, < R, pak plati:

(NI, <R

seS

Diikaz. Pro kazdé s € S plati z definice idealu I, C R. Tedy urcité Ny,eq Is C R.
Uvazujme prvky a a b patiici do Nyeg ;. Pokud by platilo a + b ¢ N,eq s, pak
musi existovat néjaké s, pro které a + b ¢ I;. To by znamenalo, ze I neni rovné
celému R, coz je v rozporu s predpokladem, ze a a b patii do I,. Uvazujme prvek
a € Nses Is a prvek r € R. Pokud by platilo ra ¢ N,cgls, pak musi existovat
néjaké t, pro které ra ¢ I;. To by opét znamenalo, ze I; neni rovno celému R, coz
je v rozporu s predpokladem, ze a patii do ;.

O

Diky tomuto diukazu, ze prunik ideala je také idedlem, ziskavame zpusob, jak
definovat ideal generovany néjakou podmnozinou. Tuto definici budeme nasledné
vyuzivat k zavedeni pojmu délitelnosti pomoci idealt. Definujme tedy generovany
ideal a podivejme se na jeho vlastnosti.

Definice 1.3.31 (Generovany ideél). Méjme komutationi okruh o M C R, pak
definujme:
(M)=({S|MCSaS<R}.

Lemma 1.3.32. Méjme komutativni okruh a M C R, kde M = {ay,...,a,}, pak
plati:
(M) ={riay +---+rpay | 7m1,...,mn € R}.

Diikaz. Nejdiive dokdzeme, ze {ria; + -+ rpa, | 11,...,rn € R} C (M).
Méjme libovolny prvek ria; + -+« + r,a,.
Podle definice kazdého s € {S | M C S a S < R} obsahuje ria; + - - - + rpay.

To vyplyva z toho, ze kazdé s obsahuje prvky aq,...,a,.
Zaroven z predpokladu s < R vyplyva, Ze je uzavien na nasobeni prvky z R.
Takze kazdé s obsahuje prvky riaq,...,rpa, € s.

Jelikoz idedl je uzavien na sc¢itani svych prvka, plati i ria; + - -+ + rna, € s.

To vede k zavéru, ze ria; + - - - + rpa, € (M).

Nyni ukazme, Ze je opacnd inkluze. Mé&me M C R a prvek d & {ria;+---+rpay, |
Ty ...,rn € R}.

To znamend, Ze existuje S takové, ze M C S, S<IRad¢ S.

Z toho vyplyva, ze d ¢ (M).
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Specidlnim pripadem generovaného idedlu je takzvany hlavni idedl, kde M je
jednoprvkova mnozina.

Definice 1.3.33 (Hlavni idedl). Méjme komutativni okruh a néjaké a € R, pak
idedl (a) = ra;r € R nazyvame hlavni idedl generovany prvkem a.

Dokazme, ze soucet hlavnich idedlu se rovna idealu generovanému jejich sjed-
nocenim.

Lemma 1.3.34. Méjme komutativni okruh a nejaké dva proky a,b € R takové,
Ze (a) a (b) jsou hlavni idedly, pak plati:

(a,0) = (a) + (b).

Diikaz. Podle lemmatu plati, ze (a,b) = {ria +rab | r1,r2 € R}.
Podle definice hlavniho ideédlu plati (a) = {ra | r € R} a (b) = {sb | s € R}.
Podle definice souctu idealit mame (a) + (b) = {ra+ sb | r,s € R}, coz je zjevné
to samé.

0

Dokazme, jak jsou hlavni idealy usporadané vi¢i svému souctu.

Lemma 1.3.35. Méjme komutativni okruh a néjaké dva prvky ab € R takové,
Ze (a) a (b) jsou hlavni idedly, pak plati:

(a) € (a) + (b).

Diikaz. Méjme prvek x € (a). To znamend, ze x = sa pro néjaké s € R. Ko-
mutativni okruh obsahuje nulovy prvek. Protoze soucet idealti obsahuje vsechny
mozné kombinace koeficientti z R pro prvky a,b, musi obsahovat i prvek ve tvaru
sa + 0b.

m

Samoziejmeé, predchozi dikaz plati i pro druhy prvek souctu. Nyni si ukazeme,
jaky vztah maji hlavni idealy vzhledem k déleni, abychom mohli zavést teorii
délitelnosti.

Lemma 1.3.36. Méjme komutativni okruh a néjaké dva prvky ab € R takové,
Ze (a) a (b) jsou hlavni idedly, pak plati:

alb<be (a)« (b) C(a).

Diikaz. Podle definice hlavniho ideédlu plati (a) = ra | r € R. Pokud b € (a), pak
b = ra pro néjaké r € R, coz odpovida definici déleni, jak jsme ji definovali v
predchozich castech. Méjme ¢ € (b), coz podle definice znamend, ze ¢ = tb pro
t € R. Jestlize b € (a), existuje g € R, pro které plati b = ga. Dosadime-li za b,
ziskame g = gra pro g,t € R. Okruh je uzavieny na nasobeni, tudiz tr = p pro
néjaké p € R. To znamend, Ze ¢ = pa pro néjaké p € R a tedy ¢ € (a).

Pokud a | b, pak kazdy prvek z mnoziny (b) lze vyjadrit jako prvek z mnoziny
(a) a tedy nutné plati (b) C (a). Naopak, pokud plati (b) C (a), to znamen4, ze
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kazdy prvek z (b) lze vyjadrit jako prvek z (a). To vsak plati pouze v ptipadé, ze
a | b, protoze kazdy prvek b lze vyjadrit jako néjaky prvek z (a).
O

Nyni si definujme dalsi dva dulezité typy ideald, které hraji v teorii délitelnosti
zasadni roli. Diky témto pojmtim, mizeme definovat prvocinitele a ireducibilni
prvky. Pokud je (p) je maximalni idedl, tak p je ireducibilni, pokud je (p) prvoi-
deal, tak p je prvocinitel.

Definice 1.3.37 (Maximalni idedl). Méjme komutativni okruh a I < R, pak idedl
I nazyvame maximalni, pokud I je vlastni idedl a pro kazZdy idedl I C J plati:

J=INJ=R.

Definice 1.3.38 (Prvoidedl). Méjme komutationi okruh o I Q R, pak idedl 1
nazyvdme prvoidedlem, pokud I je vilastni a plati:

Vab:abel —waclINDe I

Nyni mame zékladni pojmy teorie délitelnosti na idedlech. V dalsi kapitole si
ukazeme, jak tuto teorii vyuzit k dikazu zobrazeni mezi okruhy a také v dikazu
Cinské zbytkové véty.
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2. Okruhy a délitelnost

2.1 Faktorokruhy

Jak lze nahlédnout v praci [Prikrylova (2013) na okruzich lze dokazat doké-
zat véty o izomorfismech okruhtu. Tyto véty nésledné vyuzijeme, proto abychom
pro libovolny okruh dokazali zobecnénou Cinskou zbytkovou vétu, nebo ukézali
konstrukei dalsich zajimavych okruhti. Nejdiive si, ale musime zadefinovat pojem
relace modulo a faktorokruhu, které pouzijeme k dikazu.

Definujme si tfidy rozkladu komutativniho unitdrnitho okruhu R pro I < R,
pro libovolné a € R takto [a] = a+ I = {a +i|i € I}. Sjednocenim téchto tiid
dostaneme faktorokruh.

Definice 2.1.1 (Relace modulo). Necht R je komutativni okruh a I < R, pak
definujme relaci |;C I x I, pomoci formule:

a~ybea—bel

Dokazme si nyni, ze tato relace je relace ekvivalence a tudiz mizeme na za-
kladé této relace provést faktorizaci unitarniho komutativniho okruhu.

Véta 2.1.2. Necht R je komutativni okruh a I < R, pak relace ~p je relace
ekvivalence.

Diikaz. Dokazme nejdiive reflexivitu relace, coz podle definice znamena a ~; a,
coz dava a — a = 0. Z definice okruhu vime, ze 0 € R, a idedl je uzavieny na
nasobeni prvky z R, tudiz musi platit a —a € I.

Prejdéme k ditkazu symetrie. Vime, ze plati a — b € I. Jelikoz 0 € R a ideal
je uzavieny na rozdil, musi také platit b —a € I.

Nakonec dokdzeme transitivitu relace. Mame a —b € I a b —c € I. Diky
symetrii relace, kdy ¢ — b € [, a uzavienosti idedlu na rozdily, musi platit i
a—cel.

Tim jsme ukazali, ze ~; je relace ekvivalence.

]

Mame tedy relaci ekvivalence pres néjaky ideal. Tato relace odpovidé chovani
relace modulo.

Zformalizujme a zapisme si tedy definici faktorokruhu pres ideal I. Oznacme
tento faktorokruh jako R 1.

Definice 2.1.3 (Faktorokruh). Necht R je okruh a I < R. Na téchto triddch
definujme operace a konstanty ndsledovné:

1. Scitani:
(a+1)+0b+1)=(a+0b)+ 1.
2. Nasobeni:
(a+1)-(b+1)=(ab) + 1.
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3. Nulovy prvek:

ORU:O—FI.

4. Jednotkovy prvek:

1RH:1+_[.

5. Opacny prvek:

—(a+1)=(—a)+1.

Dokazme si nyni, jak vypadaji podle této relace ekvivalence rtzné tridy v
tomto faktorokruhu. Zacneme tim, ze dokazeme, jak vypada nulova trida fakto-
rokruhu.

Lemma 2.1.4. Necht R je unitdrni komutativni okruh a I I R, pak Ogyy =1 a
ma vlastnost neutrdlniho prvku na faktorokruhu.

Driikaz. Libovolny prvek v Og,s je ve tvaru 0+ ¢ pro néjaké ¢ € I. Neutralni prvek
je neutrdlnim prvkem i v R, tudiz musi platit 0 + ¢ = 7. Jinymi slovy Opy = I.
Pokracujme tedy diikazem, Ze se chova jako neutralni prvek. Méjme néjaké a
a(a+1)+(0+1), andaké jk €I, takze (a+7)+ (0+k)=(a+0)+(j+k), a
z toho tedy dostaneme (a+ j)+ (0 + k) = (a) + (j + k), coz muzeme zapsat jako
a+ I+ 1. Podle lemma to znamenad, ze je to a+ I, takze 0+ I je neutrdlnf
prvek.
O

Lemma 2.1.5. Necht R je unitarni komutativni okruh a I I R, pak 1+ Ig; md
vlastnost jednotkového prvku na faktorokruhu.

Diikaz. Dokazme, ze 1+ Igy se chova jako jednotkovy prvek. Z definice (a +
I« (1+1)=ax1+ 1, coz ale z definice jednotkového prvku na R znamena
(a+D)x(1+1)=a+1.

0

Dokazme si nyni, ze faktorokruh je také okruhem, coz je prvni ukazka toho,

vvvvvv

Lemma 2.1.6. Necht R je unitirni komutativni okruh a I < R. Pak RUI je
unitarni komutativni okruh.

Diikaz. 7 definice faktorokruhu mame R I = {a+ 1 | a € R}.

7 vlastnosti I < R vime, ze I C R, takze musi platit a + I € R pro libovolné

a € R atedy R1I C R. Méjme libovolny prvek a + 1 € R 1.

Podle lemma o faktorokruhu je zde nulovy prvek Og,; = I.

Déle podle lemma existuje v faktorokruhu jednotkovy prvek 1g,;.
Dokazme nyni, ze pti¢teni I k libovolnému prvku vrati tentyz prvek.

Méme a+ 1 € R 1.
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Pak a+1+1=a+ (I + ), ale podle lemma[1.3.27 vime, ze I + [ = 1.
Takzea+ I+ 1 =a+ 1.
Nyni dokazme, ze pro kazdy prvek existuje jeho opacny prvek.
Méjme a + I € R 1. Podle definice okruhu vime, ze pro libovolné a € R existuje
—a € R.
Z definice faktorokruhu tedy plati —(a + 1) € R 1.
Ovérme, Ze se jedna o skutecné opacény prvek.
Z definice faktorokruhu dostdvame (a+1) —(a+ 1) =(a —a) +1 =1,
To podle lemma znamena, ze jsou skutecné opacné.

Dokazme si nyni, jak se chovaji faktorokruhy zanotrenych ideala.

Lemma 2.1.7. Necht R je unitdarni komutativni okruh a I, J < R takové, Ze plati
1 C J. Potom plati J2 I <R 1.

Diikaz. Podle lemmatu [2.1.6] vime, ze R je komutativni okruh.

7 definice faktorokruhu a J C R jasné plyne, ze J1I C R 1.

Dokazme, ze J ! [ je uzaviené na scitani.

Meéjme prvky a4+ 1 a b+ 1 € J 1. 7 definice téchto prvka plyne, ze a,b € J.
S ohledem na predpoklad J < R plati a + b € J. Podle definice faktorokruhu
dostaneme (a+b)+1 € JUI. Dale podle definice faktorokruhu plati (a+b)+ 1 =
(a4 1)+ (b+ I). Dokazme jesté uzavienost na nasobeni prvky z okruhu. Méjme
libovolné (r+1) € Rl aa+1 € JUI. Z vlastnosti J < R plyne J C R. Okruhy
jsou uzaviené na nasobeni a R je okruh podle lemmatu [2.1.6, Tim padem J [
je uzaviené na nasobeni prvky z okruhu.

]

Ukazme si, ze diky faktorokruhiim mizeme definovat test, zda je ideal prvo-
ideal nebo maximalni ideal, pokud zname strukturu faktorokruhu. Naopak mii-
zeme také ukazat, ze struktura je obor integrity nebo téleso. Tim samym muzeme
dokézat, ze kazdy prvoidedl je zaroven maximalni.

Véta 2.1.8. Necht R je unitarni komutationi okruh a I je jeho idedl. Pak R 1
je obor integrity pravé tehdy, kdyzZ I je prvoidedl.

Diikaz. Predpokladejme, ze I je prvoideal. Pro libovolné prvky a,b € R plati
(a+I)(b+ 1) = 0+ I. Pouzijeme definici nasobeni ve faktorovém okruhu a
dostaneme (ab+ 1) = I. To znamena, ze (a+1)(b+ 1) = 0+ 1, avsak jelikoz I je
prvoideal, musi platit a € I nebo b € I. To vede k tomu, ze a + I = 0 4+ I nebo
b+ 1 =0+ 1, coz znamend, ze R I je obor integrity.

Nyni predpokladejme, ze R I je obor integrity. Necht ab € I. Potom ab+ 1 =
0+ I, coz podle definice faktorového okruhu znamena (a +I)(b+1) =0+ 1. Z
této rovnosti plyne, ze a+ 1 =0+ 1 nebo b+ I =0+ I, a to znamend, ze a € [
nebo b € I. Tudiz je I prvoideal.

O
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Dokazme si jesté nejdrive jedno jednoduché lemma, Ze télesa nemaji vlastni
idedly.

Lemma 2.1.9. R je téleso praveé tehdy, kdyZ nema Zadné vilastni idedly.

Diikaz. Dokazme to obé obménou obou implikaci:

Necht I C R je vlastni idedl. To znamend, Ze I neobsahuje zadny prvek
r € R, ktery by mél inverzni prvek v R. V opac¢ném pripadé, kdyby takovy
prvek existoval, muselo by platit I = R, coz je spor, nebot I je vlastni ideal. To
dokazuje, ze zadny prvek v I nema inverzi v R.

Necht R neni téleso. To znamend, ze existuje prvek r € R, pro ktery 1 ¢
rR (jinak by R bylo téleso). To znamend, ze rR je vlastni idedl v R, protoze
neobsahuje jednotkovy prvek.

Tim jsme dokazali obé implikace, coz ukazuje, ze télesa nemaji zadné vlastni
idedly.

O

Tento ditkaz ilustruje spojeni mezi télesem a absenci vlastnich idealti, ktery
vyuzijeme v nésledujicim dikazu, kdy ukazeme vztah maximalniho idealu a fak-
torokurhu, které je télesem.

Véta 2.1.10. Necht R je komutationi unitarni okruh a J je idedl v R. Pak Rl J
je téleso prave tehdy, kdyz J je maximdlni idedl.

Diikaz. Dokazme nejprve implikaci, ze téleso implikuje maximélni ideal. Predpo-
kladejme, ze existuje idedl K v R, ktery obsahuje J a je obsazen v R. To znamen3,
ze K O J, ale K neni rovno celému R. Vezméme libovolny prvek = € K \ J, coz
znamend, ze  + J # 0+ J. Protoze R/J je téleso, existuje prvek y + J takovy,
ze (x+J) - (y+J) =1+ J. To znamena, ze existuje j € J takové, ze xy — j = 1.
Ale zaroven plati, ze J C K, takze j € K. To vsak implikuje, ze 1 € K a tudiz
K = R, coz je spor. Proto K musi byt celé R, a tim padem je J maximalni ideal.
Dokazme opac¢nou implikaci. Predpoklddejme, ze J je maximalni idedl v R.
Definujme I = a € R: [a] € K, kde K je vlastni idedl v R J. Je zfejmé, ze [
je idedl a plati J C I, protoze [0] € K, a jelikoz K je vlastni idedl, musi platit
I je vlastni idedl. To vsak vede ke sporu, protoze J je maximalni ideal. Podle

predchoziho lemmatu R/J je téleso, protoze nemd zadné vlastni ideély.
m

Tento dikaz ukazuje spojitost mezi télesem a vlastnosti maximalnich idedli
v daném okruhu.

Véta 2.1.11. Necht R je komutativni unitarni okruh, pak kazZdy prvoidedl je
mazrimalni.

Diikaz. Tohle je piimy dusledek vét [T.1.52.1.10 a 2.1.8
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2.2 Okruhové homomorfismy

Ukazme si jak konstruovat rizné dalsi okruhy, nyni si definujme si nyni pojem
okruhového homomorfismu. Okruhovy homomorfismus je takova funkce, kterd
mezi okruhy prenasi vlastnosti s¢itani a nasobeni, coz ukazeme k nastinéni vztaht
mezi riznymi okruhy.

Definice 2.2.12 (Okruhovy homomorfismus). Necht R a S jsou okruhy. Funkce
f R — S je okruhovy homomorfismus pokud:

1. Scitani:

fla+0) = f(a) + f(b).

2. Nasobeni:

f(ab) = f(a)f(b).

3. Nulovy prvek:

f(0gr) = Os.

Definujme si nyni jesté dva zasadni pojmy souvisejici s homomorfismy, prvnim
takovym pojmem je pojem jadra a obrazu zobrazeni. Dokazme si, ze takové jadro
je dokonce idedlem naseho vzoru.

Definice 2.2.13 (Jadro a obraz homomorfismu). Necht R a S jsou okruhy.
Funkce f: R — S je okruhovy homomorfismus pak definujeme:

1. Jddro:

Ker(f) ={a € R|f(a) = 0}.
2. Obraz:

Img(f) ={f(a)la € R} C 5.

Lemma 2.2.14. Necht R a S jsou okruhy. Funkce f : R — S je okruhovy
homomorfismus. Pak plati Ker(f) < R.

Diikaz. 7 definice funkce f plyne, ze Ker(f) C R. Dokazme, Ze jadro je opravdu
idedl a tudiz je uzaviené na scitani a nasobeni prvky z R. Méjme tedy dva
prvky a,b € Ker(f). Chceme dokazat, ze i jejich soucet bude v jadru. Z defi-
nice homomorfismu vime, ze f(a + b) = f(a) + f(b). Z predpokladu ale vime,
ze a,b € Ker(f), takze plati f(a +b) = 04+ 0 = 0. Tim padem i a + b je v
jadru. Dokazme tedy, Ze je jesté uzaviené na nasobeni prvkem z okruhu. Méjme
r € Raae€ Ker(f). Podle definice homomorfismu vime, ze f(ra) = f(r) - f(a).
Z predpokladu vime, Ze a € Ker(f). Tim paddem f(a) je nula. JelikoZ pracujeme
v okruhu, podle lemmatu plati f(r) - f(a) = 0 pro libovolné r € R.

O
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Ted dokazeme vétu o homomorfismech, kterda nam ukaze, ze pokud mame
homomorfismus a néjaky ideal v definiénim oboru, pak vime, jak zkonstruovat
homomorfismus z faktorokruhu definicniho oboru podle tohoto idealu do stejného
obrazu.

Véta 2.2.15 (O homomorfismu). Necht R a S jsou okruhy, a funkce f: R — S
je okruhovy homomorfismus a I < R je idedl pro ktery plati I C Ker(f), pak
existuje okruhovy homomorfismus h : RUI — S takovy, Ze:

1. Hodnota:
ha+1) = f(a).
2. Jadro:
Ker(h) = Ker(f) 1.
3. Obraz:

Img(h) = Img(f).

Diikaz. Nejdrive ovéfme, zda je funkce. Uvazujme a+ 1 a b+ 1 € R 1, pro které
platia+ 1 =b+1I.

To znamena, ze mame a + ¢ = b+ j pro néjaké i,5 € I.

Protoze I < R, je uzavien vzhledem k opac¢nym prvkim.

Dostavame a +i — i = b+ j — 1, coz plyne ve a = b+ k pro néjaké k € I.

Z definice plati h(a + I) = f(a) a podle naseho predpokladu tedy h(a + I) =
f(b+k).

Z definice homomorfismu dostévame h(a + I) = f(b) + f(k).

Protoze plati I C Ker(f), je k € Ker(f). Potom h(a+ I) = f(b).

To znamend, ze h(a+ 1) = h(b+ I).

Méjme (a + I) + (b+ I), coz podle definice znamend (a + b) + 1.

Pak musi platit h((a+ 1)+ (b+ 1)) = h((a+ )+ I).

Podle definice funkce h znamend, ze h((a+ 1)+ (b+ 1)) = f(a +b).

Z definice homomorfismu dostavame h((a + 1)+ (b+ 1)) = f(a) + f(b).

Z definice funkce h dostavame h((a+ 1)+ (b+ 1)) = h(a+ 1)+ h(b+ I).
+ 1.

Méjme (a + I)(b+ I), coz podle definice znamena (ab) +
Pak h((a+I)(b+ 1)) = h(ab+I).

Podle definice funkce h znamend, ze h((a + I)(b+ 1)) = f(ab).

Z definice homomorfismu dostavame h((a + 1)+ (b+ 1)) = f(a)f(b).
Proto z definice funkce h dostaneme h((a+ I)(b+ 1)) = h(a+ I)h(b+ I).
Podle definice Ker(f)1I ={a+ I|la € Ker(f)}.

Z definice funkce vime, ze Ker(f)1 I = {a+ I|a € Kerf}.

Déle vime, ze h(a+ 1) =0« f(a) =

Z toho dostavame a € Ker
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Ukazme si, ze pro homomorfismy plati, ze funkce je prostd tedy mame injek-
tivni homomorfismus, pokud se na nulové prvky, zobrazi jen nulové prvky.

Lemma 2.2.16. Necht R a S jsou okruhy a funkce f : R — S je okruhovy
homomorfismus. Jestlize plati f(a) =0 — a =0, pak f je injektivni.

Diikaz. Uvazujme libovolné, vzajemné odlisné prvky a,b € R. Jelikoz pracujeme
v okruhu, existuje prvek a — b € R, pro ktery plati a — b # 0. Z predpokladu
f(a —0b) # 0 dostaneme f(a) — f(b) # 0 diky definici homomorfismu. To vede k
zavéru, ze f(a) # f(b), a tedy funkce f je injektivni.

O

Nyni si dokazme prvni vétu o izomorfismu okruhu, ktery nam rika, ze pokud
mame okruhovy homomorfismus, tak mizeme najit z faktorokruhu, ktery vznikne
ze vzoru faktorizaci pres jadro tohoto homomorfismu, izomorfismus do obrazu
puvodni funkce.

Véta 2.2.17 (1. o izomorfismu). Necht R a S jsou okruhy a funkce f : R — S
je okruhovy homomorfismus, pak R Ker(f) a Img(f) jsou isomorfni.

Diikaz. Vyuzijeme vétu o homomorfismu, vezméme I = Ker(f).
Ziskdme zobrazeni h : R Ker(f) — S. Zaroven plati Img(f) = Img(h) a tu-
diz mame h : R Ker(f) — Img(f). Tato funkce z definice obrazu je na. Nyni
dokézeme, ze plati h(a) = 0 — a = 0, protoze pak podle lemma je zob-
razeni injektivni a je tedy izomorfismem. Uvazujme a = b + Ker(f). Pak necht
h(a + Ker(f)) = 0. Z definice funkce ziskame f(a) = 0, tudiz plati a € Ker(f).
Z toho vyplyva, ze a + Ker(f) = Ker(f). Dle lemma faktorovani okruhu
znamena, ze a + Ker(f) = [0].

O

Nyni si dokazeme tieti vétu o izomorfismu, ktera nam 1ika, ze kdyz mame dva
idealy, kde jeden je druhému podmonozinu. Tak pokud vytvorime faktorokruh,
kde okruhem je faktorokruh okruhu pres mensi mnozinu a idedlem je faktorokruh

z veétsiho idedlu pres mensi, tak je ekvivalentni s faktorokruhem okruhu pres vétsi
ideal.

Véta 2.2.18 (3. o izomorfismu). Necht R je okruh, I,J < R takové, ze J C I,
pak (RYJ) (I J) a RV J jsou isomorfni.

Diikaz.  Uvazujme funkei f : R — RQ!I s predpisem f(a) = a + I. Nejdrive
dokéazeme, ze tato funkce je na. Kazdy prvek a 4+ I v obrazu mé ve vzoru prvek,
ktery se na néj zobrazi. Dale dokazeme, ze plati Ker(f) = I. Nejdrive dokdzeme
I C Ker(f). Méme x € I, potom z definice funkce = + I. Jelikoz I < R a je
uzavrené na sc¢itani, plati z + I € I. Dle lemma [2.1.4] znamend, Ze se prvek zob-
razil do nulového prvku R I. Tim padem = € Ker(f). Nyni predpokladejme, ze
mame prvek z € R, ktery neni v I. Jinak by podle lemma to znamena, Ze
by platilo z + I € I. To ale neni mozné, protoze ideal je uzavieny na odecitani
a tim padem by musel obsahovat i x. Nyni pouzijeme vétu o homomorfismu na
tuto funkci. Ovérime jeji predpoklady. Mame, ze Ker(f) = I, takze z predpo-
kladu mame J C Ker(f). Podle lemma [2.1.7) je J idedl v R. Mame tedy funkci
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h:RVJ — RUI. Podle véty o homomorfismu plati Img(h) = Img(f). Dokazali
jsme tedy, ze f je funkce na.

Z definice funkce a toho, ze je na, dostavame Img(f) = R I. To znamena,
ze mame I'mg(h) = Rl 1. Dale z véty o homomorfismu dostavame Ker(h) =
Ker(f)tJ. To znamend, ze Ker(h) = I1J. Podle prvni véty o izomorfismu vime,
ze (R JNKer(h) je izomorfni s Img(h). Dosadime a dostédvame, ze (R J)(1 1 J)
je izomorfni s R 1.

]
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2.3 Komaximalita idealu

Prokézali jsme, Ze soucin je vzdy podmnozinou priniku. V této ¢asti se zame-
rime na specialni typy idedlu, pro které plati i opacnd inkluze a kdy je souc¢in prave
prunikem téchto idealt. Témto specidlnim idealtim budeme rikat komaximalni.
Nejdrive budeme muset nadefinovat tyto idealy.

Komaximalni idedly jsou definovany jako idealy, jejichz soucet je roven celému
okruhu. Déle se zamérime na definici nesoudélnych idealt a ukazeme si, ze tyto
nesoudélné idealy jsou pravé komaximalni idedly.

Poté dokazeme opacnou inkluzi, tedy Ze prunik ideali je podmnozinou jejich
soucinu, pokud jsou tyto idealy komaximalni. Tento diikaz rozsitime pro libovolny
pocet idealu.

Timto zpiisobem se postupné zamérime na studium komaximalnich idedli a
jejich vztaht, coz ndm umozni aplikovat tyto poznatky v zobecnéné Cinské zbyt-
kové vété pro libovolny unitarni komutativni okruh, proto zde v definici budeme
pouzivat unitarni komutativni okruhy.

Definice 2.3.19 (Komaximalita). Necht R je unitdrni komutationi okruh a I,J<
R, definujme : Idedaly 1,J jsou vzdjemné komaximdlni, pravé tehdy kdyz [+J = R.

Déle si nadefinujeme nesoudélnost idedlt, ktera je pro nesoudélna casla ob-
dobné s Bezoutovou vétou, kterou si zachvili také predstavime.

Definice 2.3.20 (Nesoudélnost ideédli). Necht R je unitdrni komutativni okruh
al,J IR amémei el aje J, pak definujme : Idedly I,J jsou vzdjemné
nesoudélné, pravé tehdy kdyz 32 € I a 35 € J takové, Ze 1+ 5 = 1.

Lemma 2.3.21. Necht R je unitdrni komutativni okruh o I,J < R jsou idedly.
Definujme idedly I o J jako vzdjemné komaximdlni pravé tehdy, kdyz jsou nesou-
delné.

Diikaz. Predpoklddejme prvky i € I a j € J takové, ze i + 5 = 1. Za prvé, je
zrejmé, ze I + J C R.

Nyni vezméme libovolny prvek » € R a vynasobme rovnici ¢ + 7 = 1 timto
prvkem, coz ndm da r(i + j) = r. Vyuzitim distributivity dostaneme ri +rj = r.
Jelikoz [ a J jsou idedly v R, plati r2 € I a rj € J. To nasledné znamena, ze
rel+J.

Nyni dokézeme opac¢nou implikaci. V unitarnim komutativnim okruhu plati
1 € R. Z definice I + J = R vime, ze existuji prvky ¢« € I a 5 € J takové, ze
1+ =1

O
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Tento ditkaz ilustruje vztah mezi komaximalnimi idealy a nesoudélnosti pro
unitarni komutatuvni okruhy. Dokazme si tedy nyni, ze pokud mame komaximalni
idedly, jejichz soucet je roven celému okruhu, pak jejich soucin se rovna jejich
pruniku.

Lemma 2.3.22. Necht R je unitarni komutationi okruh a I,J < R jsou komaxi-
mdlni. Pak plati INJ =1J.

Diikaz. Podle lemmatu[1.3.28 vime, ze I.J C INJ. Dokazme nyni, ze INJ C 1J.

Nejprve dokazeme, ze INJ = (INJ)(I+J). Méjme libovolny prvek r € INJ.
Podle lemmatu plati INJ < R. Z lemma [1.3.28 vime, Ze I + J < R. Musi
tedy platit, ze I + J C R.

Podle lemmatu je I'NJ < R, coz znamend, Ze je uzavieny na nasobeni
prvky z okruhu. Tedy musi platit (i + j) € I N J a tim padem jsme dokazali
INJC(InJ)(I+J).

Nyni dokédzeme opacnou implikaci. Méjme prvek m € INJ. Podle predpokladu
zlemmatu[2.3.21] vime, ze 1 € I+.J a tedy pro kazdy prvek plati m € (INJ)(I+J).

Z lemmatu [1.3.27] dostavame (I N J)(I + J) = (I N J)I + (I N J)J. Dokézali
jsme tedy (INJ)=(INJ)I+(INJ)J. Nyni dokazme, ze (INJ)I+(INJ)J C
JI + IJ.Nejprve dokézeme, ze plati (INJ)I C JI. Kazdy prvek v I NJ musi byt
z definice pruniku v J.Potom ale musi platit (I N J)I C JI.

Dokéazali jsme tedy INJ C IJ+JI. Z lemma|[l.3.27|dostavame I.J+JI = I.J,
takze dostéavame I NJ C IJ.

O

Tento dikaz ukazuje platnost vztahu, kde prinik komaximalnich idedla je
roven jejich soucinu.
Rozsitme nyni predchozi lemma pro libovolny pocet prvki.

Lemma 2.3.23. Necht R je unitarni komutationi okruh a I, ..., I, < R jsou po
dvou komazximdlni idedly, kde n > 2. Potom plati [y N ---NI, =1L -...- I, a
idedly Iy N ---N 1,1 a I, jsou komazximdlni.

Diikaz. Budeme postupovat indukci. Pro n = 2 jsme jiz dikaz provedli diky
lemmatu o komaximalnim priniku.

Pokracujme dikazem pro n > 2.

Podle lemmatu [I.3.29 je Iy - ... - I,,_; idedl.

Nyni dokazme, ze I - ... - I,,_1 a I, jsou komaximéalni.

Pro vsechna i < n plati, ze I, + I,, = R.

V okruhu urcité plati R < R.

Okruh R je uzavien na nasobeni a scitani, takze urcité nutné musi platit

R-R=R.

Pak ale nutné plati R= (I, + 1,) - ... - (In—1 + I,).
Podle lemmatu to upravime na R =1 -...-I,_1 + [, - X, kde X je

urcité idedl.

Protoze produkt n — 2 prvku je také idedl a soucty ideali jsou také idealy, a
to je presné ten vyraz, ktery zapisujeme jako X.

Podle predpokladu I, < R a tedy je uzavien na nasobeni prvky z R.

7 toho, ze X < R, vime, ze X C R.
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Pak, ale musi platit I, - X C I,,.

Tim padem dostaneme R C I7 -...- I, 1 + I,.

Kazdy vyraz je slozen jen z prvki okruhu a sou¢tl a soucint, na néz je okruh

uzavien. Rozhodné plati I, -...-I,,_1 + 1, C R.

Dokazali jsme tedy, ze I - ...- I,,_1 a I, jsou komaximalni.

Pouzitim lemma [2.3.22) dostaneme tedy (I1-...-I,—1) I, = (I1-...- I,_1) N 1,.

Z indukc¢niho pfedpokladu vime, ze (Iy-...-I,—1)NL, = ([1N---N1,—1)NI,.
m

Nyni se zamétime na dokazani, ze pokud mame komaximalni idealy, umime
sestrojit homomorfismus z unitarnich komutativnich okruhii do jejich faktoro-
kruhi. Tento homomorfismus ma jako jadro prunik téchto idedld a je dokonce
prosté, coz nam poskytuje feseni pro modularni rovnice modulo tyto idealy.

Véta 2.3.24 (Komaximalita a homomorfismus). Necht R je unitarni komutativng
okruh a I,..., I, < R. Méjme homomorfismus f : R — RV x ... x R 1,
definovany predpisem f(a) = (a+1I1,...,a+1,). Pak plati Ker(f) =L N...N1,
a f je surjektivni prave tehdy, kdyz I, ..., I, jsou po dvou komaximdlni.

Diikaz. Nejdiive dokdzeme, ze Ker(f) =1 N...NI,. M&me z € [ N...NI,,
pak pro kazdé i < n plati z € [;. Z definice funkce f pak vime, ze f(x) = x + ;.
Pokud z € I; a I; < R, je uzavieny na scitdni. Tedy nutné plati f(z) = I; a tedy
r € Ker(f). Bez Gjmy na obecnosti uvazujeme nyni = ¢ I, pak = ¢ Ker(f).
Protoze prvek z jadra se zobrazi vzdy na prvek idealu podle lemmatu [2.1.4] Kdyby
x+ I ¢ I, podle lemmatu rozdili idedlu bychom dostali x € I, coz je spor.

Nyni dokazme druhou cast této véty. Predpokladejme, ze f je surjektivni a
méjme dva rizné indexy ¢ # j. Definujme funkci b : Ry x. .. xR, — RU; x R
takovou, ze pro h(pr + I, ....pi+ Liy....p; + L, .. ..pn + 1) = f(pi + Lipj + 1;).
Tato funkce je urcité také surjektivni, takze i slozeni téchto dvou funkci musi
byt také surjektivni. Podle pfedpokladu /;,/; < R. Potom podle lemmatu
jel, + I; <R a I; C I; + I;. Pak podle lemmatu je idedl (L; + ;) 1; v
R I;. Podle lemmatu [2.1.6] je R I; okruh. Déle jsme ve vété 3. o izomorfismu
dokazali, ze existuje bijekce do R (I; 4+ 1;) x R1(1; + 1;), kterd samoziejmé musi
byt surjektivni. Slozenim dvou surjektivni funkci ziskdme opét surjektivni funkci
v:R— RU(I;+1;) x RU(I;+ 1;), protoze zobrazeni v zobrazuje prvek na dvojici
stejnych prvki, coz znamend, ze R (I; + I;) musi mit jen jeden prvek. Pokud
by tu byly aspon dva rtzné prvky a,b € R (I; + I;), pro tuto funkéni hodnotu
(a+1;+1;,b+1;+1;) by neexistoval obraz, coz je spor s tim, ze funkce je surjektivni.
Podle lemmatu je RU(I;+1;) okruhem, tudiz musi obsahovat neutralni prvek
vzhledem ke s¢iténi. Podle lemmatu 2.1.4] plati R (I; + I;) = I; + I;, coz ndm
iika, Ze libovolny prvek x € R lze zapsat jako soucet prvki z I;,[;, a tedy idealy
jsou komaximalni.

Pokracujme ditkazem druhé c¢asti implikace. Méjme [, ... I, komaximalni
idealy a postupujeme indukeci podle poctu ideali. Ukazme pripad, kdy n = 2.
Tedy pro libovolné a € R 1; a libovolné b € R I; existuje r € R, pro které plati
a+I=rab+I=r. Podle lemmatu[2.3.21] jsou tedy I,l5 nesoudélné a existuje
c €l ade I, takové, ze ¢ +d = 1. Definujme nyni » = ad + bc. Ukazeme, ze
r ~p, aar ~p b. Podle definice ekvivalence to znamena, ze r—a € Iy ar—b € I.
Z definice r dostaneme r —a = (ad+bc) —a a r—b = (ad+bc) —b, coz po upravach
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dar—a=0bd—adar—>b=ac—bc. Kdyz pouzijeme distributivitu a odstranime
zavorky, dostaneme r — a = ad + bc — ac — ad a r — b = ad + bc — bc — bd. Na obé
rovnice pouzijeme distributivitu a ziskdme r —a = ¢(b—a) a r — b = d(a — ¢).
Podle predpokladii a —c,b —a € Rad € I ad € Iy, a protoze I1,Io < R, jsou
uzaviené na nasobeni prvky z R, a tedy plati r —a € I a r — b € [,. Pred-
pokladejme nyni, ze mame dokazano pro n — 1. Definujme I = Iy - ... I,_;.
Podle lemmatu [2.3.23| vime, ze I = Iy N ... N1, 1 a také, ze I,I, jsou vzajemné
komaximalni. Tak mame zobrazeni h : R — R, x ... X Rl 1,_1 s predpisem
h(a) = (a + L,...,a + I,) takové, ze Ker(h) = I. V kroku pro n = 2 jsme
dokazali, ze situaci umime tesit pro libovolné dva faktorokruhy s komaximalnimi
idealy. Mame tedy i g : R — R I x R I,. Dokazeme, ze R1 I X ... x RU{1, 4
je okruh, coz plyne z toho, ze R I; pro ¢« < n je podle lemmatu okruhem,
a operace na produktech okruhi jsou provadény po slozkach, tudiz i jejich sou-
¢in bude okruhem. Nyni si dokazme, ze h je homomorfismus. Nejdiive dokazme
souCet. Mé&jme tedy h(a) = (a + I1,...,a+ I,) a h(b) = (b+ I,....b + L,).
Potom h(a)+ h(b) = (a+ L,...,a+ 1,)+ (b+ I1,...,b+ I,). Po sé¢itani po sloz-
kéch ziskame h(a) + h(b) = (a+b+ I1,...,a+ b+ 1), coz je definice h(a + b),
takze h(a) + h(b) = h(a + b). Dikaz pro nasobeni je analogicky. Podle definice
h(0) = (Iy,...,I,) je zobrazeni h homomorfismus. Pouzitim véty 1. o izomorfismu
ziskame izomorfismus 7 : R I — Ry X ... x R 1,_1. Tak ziskdme zobrazeni,
kde slozime h a vnéjsi zobrazeni bude 7 X id, kterému budeme tikat f. Zobrazeni
f je surjektivni, protoze je slozeno ze dvou surjektivnich zobrazeni.

[]

Dusledkem této véty je zobecnénd forma Cinské zbytkové véty.

Véta 2.3.25 (Cinskd zbytkova véta). Necht R je unitdrni komutationi okruh
a Iv,....I, < R jsou komazrimdini idealy takové, Ze Iy N ... N I, = 0. Potom
pro libovolné prvky ry,...,r, € R existuje prdve jedno r € R, pro které plati
r ~r;, mod, I; pro vsechna i < n.

Diikaz. Podle véty o komaximalité a homomorfismu vime, ze diky komaximalité
idedlu je zobrazeni f : R — R I, X ... X R I, injektivni. Tedy pro libovolné
ri,...,'n € R existuje r =r; + .

Predpokladejme, ze existuji dva rizné prvky r a s v R, oba jsou rtiznymi
fesenimi. Pro kazdé ¢ < n plati, ze existuje x € I; takové, ze r + x = s.

Zde vyuzijeme skutecnost, ze 0 € I; pro kazdé ¢ < n. Poté r + 0 = s, coz
znamena, ze rovnice ma pouze jedno reseni.

Podle véty o komaximalité a homomorfismu z € [; N ... N I,. Pokud by bylo
x # 0, dosli bychom k sporu s pfedpokladem I, N...N I, = 0.

O

Tato verze Cinské zbytkové véty potvrzuje existenci a jednoznacnost reseni
systému kongruenci na unitarnim komutativnim okruhu, pokud jsou idealy, na
které modulo bereme, komaximalni a tedy prinik idealt je nulovy.
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3. Konstrukce oboru a jejich
hiearchie

3.1 Obory integrity a jejich nroma

Jak ukazuje 3. véta o izomorfismu, funkce, ktera zobrazuje x na odmocninu z
—p pro néjaké p, které neni nasobkem druhé mocniny zadného celého ¢isla, nam
ukazuje, jak je Z adjungované o idedl této odmocniny, oznacované jako Z[(i/p),
isomorfni podle tohoto okruhového homomorfismu s faktorovym okruhem Z[z]
pres idedl generovany z? + p. JelikoZ podle véty polynomy jsou obory
integrity, tak Z[z] musi byt také oborem integrity. Na ném muzeme aplikovat
vétu, kterd nam 1ika, ze pokud mame prvoideal, pres ktery provedeme rozklad, tak
vysledek je také oborem integrity. Byt oborem integrity je prvoradova vlastnost a
proto je zachovavana izomorfismem, jak mazeme vidét v |Kunen| (2021)), a prenasi
se se tedy mezi strukturami, a proto i Z[(i,/p], musi byt oborem integrity. Toto
nam dava navod, jak pocitat normy na téchto oborech integrity. Definujme normu
jako vlastnost, kde chceme ptenést vlastnosti délitelnosti na néjakém slozitéjsim
oboru integrity a testovat ji pomoci prirozenych cisel.

Definice 3.1.1. Necht R je obor integrity a funkci f : R\ {0} — N nazveme
multiplikativni normou, pokud spliuje ndsledujici pravidla pro libovolné a,b:

1. fla)=0<a=0,
2. f(ab) = f(a)- f(b).

Lemma 3.1.2. Méjme obor integrity R a jeho multiplikationi normu f. Plati:
l.ue R* = N(u) =1

2. (N(u) =1—ue R")— (N(p) je prvocislo — p je ireducibilni v R))

Diikaz. Zacneme nejdiive zvlasté diukazem pro jednicku, coz pak vyuzijeme u dal-
sich invertibilnich prvki. Je ziejmé z definice, ze plati f(1) = f(1x1) = f(1)*f(1),
coz znamend na prirozenych ¢islech, ze f(1) = OAf(1) = 1, ale podle predpokladu
nula nemuze byt, takze musi platit N(1) = 1. Pokracujme dikazem pro néjaké
invertibilni ¢islo x, pro které tedy existuje inverzni ¢islo y a mame xy = 1, coz
znamend 1 = f(1) = f(xxy) = f(z)*f(y), ale v pfirozenych ¢islech je invertibilni
pouze jednotka. Nakonec méjme néjaké x, pro které f(x) je prvocislo v N. Méjme
r = yz, tak dostaneme f(z) = f(y) * f(2), ale jelikoz f(x) je prvocislo, tak jeden
z prvki musi byt roven jedné a tim padem podle predpokladu je invertibilni, a
tim je z ireducibilni.

]

Nejjednodussi formou takové normy je samozrejmé absolutni hodnota na ce-
Iych ¢islech. To ted vyuzijeme a definujeme dalsi faktorovy okruh.

V predchozi kapitole jsme zkoumali délitelnost v oborech integrity. Nyni bu-
deme pridavat dalsi vlastnosti k oboru integrity a zkoumat vzajemny vztah téchto
vlastnosti.
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Prvni podminkou je existence nejvétsiho spolecného délitele pro libovolnou
kone¢nou mnozinu. Druha podminka byla jiz diive zminéna; jedna se o tvrzeni, ze
kazdy ireducibilni prvek je prvocinitelem. Ukazeme si, ze pokud méme zaruc¢eného
nejveétsiho spolecného délitele, tak tato podminka také plati. Z této podminky
dale plyne, ze pokud méame dva asociované souciny, jejich prvky rozkladu jsou
vzajemné asociované.

Ctvrta podminka se tyka toho, Ze relace < na [R] je fundovana. Z této pod-
minky plyne, ze kazdé ¢islo ma ireducibilni rozklad. Ukazeme si, ze pokud vez-
meme Gaussuv obor, coz je obor, kde plati treti a patd podminka, tak v ném
plati vSechny ostatni podminky. Tento obor je ptresné takovy, kde plati zobec-
néna forma Zakladni véty aritmetiky, ktera rika, ze kazdy prvek ma jednoznac¢ny
rozklad az na asociativitu prvki.

Standardni véta o prirozenych cislech je prirozenym dusledkem, protoze ne-
obsahuje asociativni prvky. Pro cela ¢isla to znamena, Ze v rozkladu mohou byt
i zaporna cisla.

Definujme tento faktorovy okruh prostfednictvim relace asociaciovani na mno-
ziné R. Tuto faktorovou mnozinu budeme znacit jako [R]. Na této mnoziné zave-
deme usporadani <. Jestlize a € R, pak tiidu ekvivalence, ktera obsahuje prvek
a, ozna¢ime jako [a]. Definujme tedy pomoci a € R mnozinu [R]. Inspiraci pro
podminky délitelnosti byla kniha [Prochazka; (1990)

Definice 3.1.3 (Faktorovy okruh). Necht R je obor integrity. Pak |R] = {[a];a €
R}.

Faktorovd mnozina [R] je mnozina t¥id ekvivalence podle relace asociovani.
Nyni se podivejme postupné, jak vypadaji jednotlivé tridy, a definujme uspora-
dani téchto trid.

Definice 3.1.4 (Uspofadani na faktorové mnoziné). [a] < [b] <> a | b
Relace e < d je zfejmé relaci usporddani na mnoziné [R]. Nyni to dokéZeme.

Véta 3.1.5 (Usporddani). Relace < na mnoziné [R] je relaci uspordddni.

Diikaz. V véteé jsme si dokazali, Ze a | a a tedy [a] < [a], coz znamend, Ze
relace je reflexivni. Pokud [a] < [b], tak a | b, a [b] = [¢], tak b | ¢. Jak jsme si
ukézali v Lemma [1.2.12] relace délitelnosti je tranzitivni. Dostdvame tedy a | c,
coz znamend [a] < [c]. Relace < je tedy na R tranzitivni. Pokud a < b, znamena
to, ze a | b, a zaroven b < a znamend, ze b | a. Takze b | a a a | b, coz odpovida
definici b || a, tudiz relace je symetricka. Dokéazali jsme tedy, Ze relace je uspora-
dani.

]
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Nejdrive ukazme, jak vypada tfida obsahujici nulovy prvek a jak tiida obsa-
hujici jednotkovy prvek.

Lemma 3.1.6. Necht R je obor integrity. Pak [0] = {0}.

Diikaz. Méjme obor integrity R.
Rozhodné plati 0 C [0], protoze relace ekvivalence je reflexivni.
Vezméme libovolny prvek a € [0]. Podle definice vime, ze a | 0. To ale podle
lemmatu znamend, ze a = 0.
[

Vime tedy, jak vypada trida, ve které je nulovy prvek. Uz diive jsme dokézali,
ze jednotkovy prvek je invertibilni a ze invertibilni prvek déli zase jen prvek
invertibilni. Ukazme, Ze vSechny invertibilni prvky jsou ve stejné tridé ekvivalence.

Lemma 3.1.7. Necht R je obor integrity. Pak R* = [1].

Diikaz. Nejdrive dokazeme, ze R* C [1].

Vezméme libovolny prvek e € R*. Podle lemmatu [1.3.29 vime, Ze pro libovolny
prvek a € R plati e | a, a tedy to plati i pro 1 € R. Ze stejného lemmatu plyne,
ze 1 | e a tedy z definice asociace dostdvame, ze 1 || e. Podle definice t¥idy
ekvivalence [1] dostaneme e € [1].

Nyni dokazme [1] C R*. Méjme prvek e € [1]. Podle definice vime, ze e | 1.
Mame tedy 1 = ef pro néjaky prvek f € R, coz znamena, ze prvek e je inverti-
bilni v R.

O

Dokazme, ze nasledujici prvky jsou maximalni a minimalni prvky v tomto
usporadani. Vzhledem k tomu, zZe relace < je slabé antisymetricka, pokud a < b a
b < a, pak [a] = [b]. Abyste odlisili takové prvky v usporadéani, pouzijeme a < b,
pokud a < b a [a] # [b]. Nyni si dokéZeme, jak se v tomto usporddani chovaji
nulova a invertibilni ttida. Ukazeme si, ze tfida ekvivalence neutralniho prvku
je maximalnim prvkem relace a tiida ekvivalence jednotkového prvku je prvkem
minimalnim.

Lemma 3.1.8. Méjme obor integrity R a néjaké a € R — R* takové, Ze a # 0.
Pak [1] < [a] < [0].

Diikaz. Méjme libovolné nenulové a € R — R*. Z lemmat a a defi-
nice usporadani dostaneme [1] < [a]. AvSak platit nemuze a < [1]. To by totiz
znamenalo, ze a déli néjaky invertibilni prvek. Z lemmatu [1.2.13| vime, Ze inver-
tibilni prvek déli jenom jiny invertibilni prvek, coz je spor s predpokladem, Ze a
neni invertibilni. Médme tedy [1] < [a]. Z lemmatu a definice usporadani
dostaneme, ze [a] < [0]. Pokud by platilo [0] < [a], znamenalo by to a || 0 a podle
lemma by to znamenalo, Ze a = 0, coz je spor s predpokladem. Takze méme
[a] < [0].

O
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Nyni dokazme, jaky vzajemny vztah maji prvek a jeho vlastni délitel vzhledem
k usporadani a ze usporadani skutecné rozsituje délitelnost.

Lemma 3.1.9. Méjme obor integrity R, kde [R] je faktorovy obor. Prvek b € R
je vlastnim délitelem prvku a € R pravé tehdy, kdyz plati v [R]: [1] < [b] < [a].

Diikaz. Pokud je b vlastnim délitelem, nemiize byt invertibilni ani nulou. Z Lemma
dostavame [1] < [b]. Dle definice vlastniho délitele plati b | a, coz znamend
[b] < [a]. Pokud by platilo [a] < [b], znamenalo by to b || a, coz ovSem neplati,
protoze podle definice vlastniho délitele prvky a a b nejsou asociované. Takze
mame [b] < [a].

Dokazme opac¢nou implikaci. Z [1] < [b] vime, ze b ¢ R*. Z [b] < [a] vime, Ze
b | a a neplati b || a. Tak jsme dokézali, Ze b je vlastnim délitelem.

[]

Timto jsme ukazali, Ze relace usporadani odpovida délitelnosti a ze invertibilni
prvky jsou minimalni vzhledem k této relaci usporadani. Déle, zkoumanim uspo-
radani, zjistime, ze v pripadé mnoziny, kde nejsou invertibilni prvky, minimalnim
prvkem na této mnoziné je ireducibilni prvek, pokud se zde vyskytuje.

Lemma 3.1.10. M¢éjme obor integrity R, jeho faktorovy obor |R] a libovolny prvek
p € R — R* takovy, Ze p # 0. Pak p je ireducibilni, pravé kdyz [p] je minimdlnim
prokem mnoziny [R] — [1].

Diikaz. Uvazujme piipad, kdy je p ireducibilni a [p] neni minimélni prvek. To
znamena, ze existuje [¢| pro ¢ € R takové, ze [c] < [p|. Podle Lemma to
znamena, ze ¢ je vlastni délitel p. Tim padem p neni ireducibilni.

Nyni, predpokladejme, Ze p neni ireducibilni. Z predpokladu vime, zZe neni
nulovy a neni invertibilni. Pokud neni ireducibilni, musi mit vlastniho délitele
q € R. To podle Lemma znamend, ze [1] < [¢] < [p]. Tim paddem [p] neni
minimalnim prvkem v mnoziné [R] — [1].

]

Lemma 3.1.11 (T¥ida nejvétsich spoleénych déliteli). Necht R je obor inte-
grity a méjme neprazdnou mnozinu M C R. Pokud existuje d € NSD(M), pak
NSD(M) = [d].

Diikaz. Méjme prvek e € NSD(M). Podle definice nejvétsiho spolecného délitele
plati e | d. Avsak z predpokladu méame také d € NSD(M), coz znamen4, ze d | e.
Tedy e € [d].

Dokazme opac¢nou inkluzi. Necht f € [d]. Jelikoz d € NSD(M), plati pro
kazdy prvek m € M, ze d | m. Z f € [d] vyplyva f | d, a diky transitivité relace
délitelnosti mame pro kazdy prvek m € M, ze f | m. To znamena, ze f € SD(M).
Déle, jelikoz pro kazdy prvek a € SD(M) plati, ze a | daz f € [d] vyplyva d | f,
pak z tranzitivity délitelnosti méme, ze pro kazdy prvek a € SD(M) plati a | f.
To znamend, ze f € NSD(M).

Tim jsme ukazali, ze f € NSD(M), a tedy plati NSD(M) = [d].
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Lemma 3.1.12 (Tvar asociovanti). Necht R je obor integrity. Pro kaZdé a,b € R
plati aa || b prdvé kdyz a = be a pro néjaké e € R*.

Diikaz. Necht a = 0, poté b = 0, protoze podle lemma o nasobeni nulou je 0
jediny asociovany prvek s 0. Mame tedy 0 = 0 x e, tohle podle lemma Nasobeni
nulou plati pro vsechny e € R, ale R je podle predpokladu obor hodnot a tudiz v
ném je minimalné jeden invertibilni prvek kterym je 1. Necht tedy a # 0. Mé&jme
a || b, tedy a = be a b = af pro néjaké f,g € R. Tedy z toho mame a = afe,
jelikoz jsme o oboru hodnot, tak miuzeme kratit a tedy. 1 = fe a tedy e € R*.
Dokazme ted druhou stranu implikace. Méjme néjaké a = be, takze e € R*,
coz zaprvé implikuje ze b | a, ale zaroven to zmanend, ze existuje inverzni prvek
f € R*. Takovy, ze ex f = 1. Tedy z a = be dostaneme af = bef, coz znamena,
ze af =batedy a|b.
O

Dokazme si nyni, ze pokud mame tridu, ve které je ireducibilni prvek, pak
vsechny prvky v této tridé jsou ireducibilni. To vSak neznamena, ze existuje jen
jedna ireducibilni trida. Typicky ve stejné tridé jsou, jak si nasledné ukazeme,
pouze nasobky ireducibilniho prvku s néjakym invertibilnim.

Lemma 3.1.13. Necht R je obor integrity a prvky a,b € R takové, Ze a || b. Pak
a je ireducibilni, praveé kdyZ b je ireducibilni.

Dukaz. Uvazujme, Ze a je ireducibilni a b neni ireducibilni. To muze znamenat
tTi moznosti:
Bud b =0.Z a | b vime, ze b | a. To podle lemmatu [3.1.6] znamend a = 0, coz je
spor, protoze a je ireducibilni.
Necht b € R*. Existuje inverzni prvek w k b, takovy, ze plati wb = 1. Z a || b vime,
ze a | b. Tedy b = ac pro néjaké ¢ € R. Vynéasobime tuto rovnici w, dostaneme
bw = acw, coz znamend 1 = acw. V oboru integrity existuje x € R takové, ze
cw = x. To vede k 1 = ax, coz znamend, zZe a je invertibilni prvek, coz je spor s
tim, Ze a je ireducibilni.
Necht ¢ € R je vlastni délitel b takovy, ze ¢ | b. Z predpokladu vime, Ze b | a.
Podle véty plati délitelnost tranzitivné, takze ¢ | a, coZ znamen4, Ze i @ ma
vlastniho délitele, a tedy neni ireducibilni.
Tedy b musi byt také ireducibilni.
Druha strana implikace se dokazuje obdobné.

O
Toto tvrzeni rozhodné neznamend, ze ireducibilni prvky tvori jen jednu tiidu
ekvivalence, protoze ireducibilni prvky se nemusi vzajemné délit. Nyni si ukazeme,
jak obecné vypadaji vSechny tiidy v definovaném faktoroboru, coz nam zaroven
ukaze, jaky vztah maji mezi sebou asociované prvky.

Lemma 3.1.14. Necht R je obor integrity. Pro libovolné a,b € R plati a || b,
prdavé tehdy, kdyzZ a = be pro néjaké e € R*.

Diikaz. Z a || b dostaneme a | b a b | a. To znamend, Ze existuji e, f € R takové,
7ze b=ae a a=>bf. Pokud a = 0, pak podle lemmatu [3.1.6| musi byt také b = 0.
To vyplyva z lemmatu [1.1.4] kde pro vSechna x € R plati 0 = 0 % x. Jelikoz R je
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obor integrity, obsahuje prvek 1, a proto platii 0 = 0% 1. Tedy méme invertibilni
prvek v R. Necht tedy a # 0. Dosazenim b = ae do rovnice a = bf dostaneme
a = aef. Jelikoz jsme v oboru integrity a a # 0, mizeme obé strany rovnice
vydélit a, ¢imz ziskdme 1 = ef. Tim jsme dokazali, ze e, f € R*. Pokud plati
a=>bf,kde f € R*, z definice déleni vyplyva b | a. Z definice invertibilniho prvku
plyne, Ze existuje g takové, ze 1 = fg. Pokud tedy vynéasobime rovnici a = bf
timto g, dostaneme ag = bfg. Vime vsak, ze fg = 1, a tedy b = ag a z toho plyne
a|b.

O

Nyni si dokazme, Ze podminka byt ireducibilnim prvkem plyne z podminky
byt prvocinitelem. Uréité na fadu prichazi otazka, zda-li tyto tyto vlasnosti nejsou
v oborech integrity ekvivalentni, coz jak si ukdzeme pozdéji rozhodné nutné
nejsou. Opacna implikace plati, jen ve specialnich pripadech obort integrity. Uka-
zeme, ze pokud mame obory integrity, kde zaruc¢ime existenci nejvétsiho spolec-
ného délitele, tak uz v nich musi platit i opacna implikace.

Lemma 3.1.15. Necht R je obor integrity a méjme libovolné p € R. Pak kdyZ p
je prvocinitel, tak je ireducibilnim prvkem

Dikaz. Postupujeme sporem a necht tedy p neni ireducibilni

Pokud p = 0, pak podle definice neni p prvocinitelem.

Pokud p € R*, pak podle definice neni p prvocinitelem.

Necht tedy p € R— R* a p # 0. Mé&jme libovolné x € R takové, ze x je vlastni
délitel p. To znamena, Ze existuje e € R takové, ze p = ze.

Podle definice vlastniho délitele vime, Ze p neni nesoudélné s z, tedy p |[f x. Z
toho podle lemmatu [2.2.14] plyne, ze e € R — R*.

Plati p | ze. Pokud by platilo p | z, pak by existovalo f € R takové, ze x = pf.
Dosazenim za p dostaneme x = zef. V oboru integrity musi platit  # 0, protoze
jinak by x = 0, coz je v rozporu s nasim predpokladem. Tedy 1 = ef. Z toho
vsak vyplyva, ze e € —R*, coz je spor, nebof jsme dokazali, ze e € R — R*.

Predpokladejme nyni, zZe plati p | e. Z toho vyplyvé, Ze e = ph. Dosazenim za
p dostaneme e = exh. Z naseho predpokladu ale plyne, ze e # 0, protoze jinak by
p = 0. V oboru integrity miizeme tedy vynasobit rovnici zh a ziskdme 1 = xh.
Tim jsme ale dospéli k zavéru, ze x € R*, coz je v rozporu s definici vlastniho
délitele.

O
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Nyni mame predstavu, jak vypadaji tridy faktorokruhu. Definujme si nyni

integrity. Za¢neme s prvni podminkou o existenci nejvétsiho spolecného délitele.

Definice 3.1.16 (Podminka D). Méjme obor integrity R. KaZdd konecnd mno-
zina prokiu z R md v R alespon jeden nejvetsi spolecny délitel.

Dokazali jsme, Ze v oboru integrity je kazdy prvocinitel ireducibilnim prvkem.
V obecném oboru integrity opacna implikace, jak jsme si ukazali, nemusi platit.
Proto dalsi podminkou pro obory integrity bude platnost této opacné implikace.

Definice 3.1.17 (Podminka P). Méjme obor integrity R. Pak kazZdy ireducibilni
prvek v okruhu R je prvocinitel.

Dalsi podminka definuje obory integrity, kde pokud asociuji souciny, tak aso-
ciuji i ireducibilni prvky, ze kterych se tyto souciny skladaji. Navic pocet téchto
prvki je vzdy stejny.

Definice 3.1.18 (Podminka J). Méjme obor integrity R a dvé prirozend cisla m
an s m-tici p1,pa, ..., Pm @ N-tici q1,qa, . . . , @ ireducibilnich proki z R takové, Ze
P1,D2s - Pm || @1,G2, - - -, @m. Potom plati m = n a existuje permutace 7 takovd,
Ze p;i || gr@y pro i < n.

Dalsi podminka vyzaduje, aby kazda podmnozina v faktoroboru oboru inte-
grity méla néjaky minimalni prvek vzhledem k nasi relaci usporadani.

Definice 3.1.19 (Podminka K). Mé&jme obor integrity R. Relace < na [R] je
fundovand.

Posledni podminka definuje takové obory integrity, ve kterych kazdy prvek,
ktery neni nula a neni invertibilni, lze rozlozit na soucin ireducibilnich prvk.

Definice 3.1.20 (Podminka I'). Mé&jme obor integrity R. Pak kaZdy neinvertibilnd
prvek z R, ktery neni nula, je soucinem ireducibilnich prvki z R.

Dokazali jsme, Ze nejvétsi spolecny délitel je distributivni viic¢i nasobeni. M-
zeme uz nyni dokazat, ze v oboru integrity, ve kterém kazda konecnd mnozina
ma nejvetsi spolecny délitel, tak v tomto oboru integrity uz musi platit, ze kazdy
ireducibilni prvek je prvocinitel. Neboli podminka P plyne z podminky D.

Véta 3.1.21 (DP). V oboru integrity R podminka P plyne z podminky D.

Diikaz. Necht R spliuje D a necht p € R je libovolny ireducibilni prvek.
Predpokladejme, ze p | ab pro a,b € R.

Pokud by platilo p | a, tak podminka P plati pro p.

Predpokladejme, ze p nedéli a.

Z ireducibility p plyne, Ze nejvétsim spolecnym délitelem p a a je 1.

Podle lemmatu je b nejvétsim spoleénym délitelem pb a ab.

Je evidentni, ze p | pb.

Z predpokladu vime, ze p | ab.

p je spolecny délitel a vzhledem k tomu, Ze b je nejvétsi spolecny délitel, tak p | b.
Dokazali jsme, zZe p je prvocinitel a obor hodnot splnuje podminku P.

]
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Nejdrive vSak definujme obor NSD, coz je praveé takovy obor, ve kterém pro
kazdou konecnou mnozinu existuje nejvétsi spoleény délitel. Tedy obory, které
splnuji podminku D.

Definice 3.1.22 (NSD obor). Necht R je obor integrity. Obor integrity je NSD
oborem prave tehdy, pokud spliuje podminku D.

Uvazujme obor integrity Z[v/—5]. Definujeme si nyni normu, jak jsme ji popi-
sovali na za¢atku této kapitoly f(a-+by/=5) = a®+5b%. Ziejmé plati, Ze f(0) = 0.
Ovéfme nyni, zda plati f((a++/=5b)*(c++/—5d)) = f(a++/=5b)x f(c++/=5d).
Nalevo roznasobime a napravo pouzijeme definici normy a dostaneme rovnici:
f((ac—5bd) ++/=5(cb+ad)) = (a?+5b*) * (¢ + 5d?). Dalsim tipravou obou stran
dostaneme (ac — 5bd)? + 5(cb + ad)? = (ac)* + 5(cb)? + 5(cd)? + (5bd)?., coz uz
je jednoduché ovérit, ze plati vzdy a je tedy zfejmé, ze se jedna o multiplikativni
normu.

Vezméme nyni ¢islo 6, pro které plati (1 4 /—5) * (1 —/—5) = 6 = 2 * 3.
Spocitdme-li normy, mame f(2) =4, f(3) =9, f(1 —/=5) =6, f(1++/-5) =
6. Je zjevné, ze vSechny tyto cisla jsou ireducibilni, protoze neexistuje zadné
f(a) takové, aby délilo néjakou normu téchto ¢isel. Tedy tento obor nevyhovuje
podmince P, protoze ¢islo 2 déli soucin (1 4+ v/=5) a (1 — /=5), ale nedél{ ani
jeden z prvki. To tedy podle predchozi véty znamena, ze takovyto obor neni NSD
obor.

Dokazeme nyni jestlize néjaky prvek je nejvétsim spolecnym délitelem néjaké
mnoziny, pak pokud vynasobime prvky této mnoziny néjakym dalsim prvkem,
nejvetsi spolecny délitel nové mnoziny je souc¢inem tohoto prvku a ptivodniho
nejvetsiho spoleéného délitele. Musime vsak predpokladat, Ze existence nejvétsiho
spolecného délitele je zarucena.

Lemma 3.1.23. Méjme obor integrity R, A = aq,as,..,a, takovou, Ze A C R a
e € NSD(A), potom pro kazZdy prvek r € R je rd € NSD(ray,ras,..,ra,).

Diikaz. Podle lemmatu plati pro libovolné b € R vynasobeni nulou: -0 = 0.
Takze 0 € NSD(0,..,0) podle lemmatu kde jen nula déli nulu. Mé&jme
r # 0. Z predpokladu vime, ze d | a; pro vSechny i < n, coz znamend a; = de;
pro néjaké e; € R. To lze vyjadrit jako ra; = (rd)e;, coz implikuje, Ze rd | ra; a
rd je spolecny délitel. Z predpokladu existuje e, které je nejvétsi spolecny délitel
rai,ras,..,ra,. Jelikoz e je nejvétsi spolecny délitel, musi jej délit i jini spoleéni
deélitelé, a rd | e. To znamend, Ze e = rdf pro néjaké f € R. Rozhodné r | ra; pro
i < n. r je spoleény délitel a jelikoz e je nejvetsi spolecny délitel, tak musi také
platit, ze r | e. To znamen4, ze e = rg pro néjaké vhodné g € R. Z toho plyne,
ze rg je nejvétsi spolecény délitel raq,ras,..,ra,. Tudiz pro i < n mame rg | ra;.
Diky tomu musi platit ra; = rgb; pro néjaké b; € R. r je ale nenulové a jsme v
oboru integrity, takze musi platit a; = ¢gb; pro néjaké b; € R. To znamena, ze
pro vsechny i < n plati g | a;. Musi platit g | d, protoze d je nejvétsi spolecny
délitel. Z toho plyne, ze d = gh pro vhodné h € R. Vynasobenim nenulovym r
dostaneme rd = rgh pro néjaké vhodné h € R. Proto rg | rd, ale rg = e, takze
e | rd. Tim padem e || rd, coz podle lemmatu znamend, ze i rd musi byt
nejvetsi spolecény délitel.

]
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Obory integrity, kde kazda kone¢nd mnozina ma nejvétsiho spoleéného déli-
tele, jiz maji kazdy ireducibilni prvek jako prvocinitele. Dokazeme si, ze pokud
v oboru integrity kazdy ireducibilni prvek je prvocinitel, tak rozklady spolu jiz
asociuji. To znamend, ze podminka J plyne z podminky P. To kvuli transitiviteé
znamena, ze kdyz si dokdzeme, ze podminka J plyne z podminky P, potom jsme
jisté dokéazali, ze podminka J plyne i z podminky D.

Véta 3.1.24 (PJ). V oboru integrity plyne podminka J z podminky P.

Diikaz. Necht R spliuje P a necht py,..,pn,q1,--,qm jsou ireducibilni prvky tak, ze
plati pi..p, || ¢1..¢m. Platnost podminky J ovérime indukei. Pro m = n = 1 méme
1 || ¢1. Dokazme ted tvrzeni pro n+m. Z p1..p, || ¢1..¢m, dostaneme py..p, | q1..qm.
Podle definice relace délitelnosti dostaneme ¢;..q,, = p1..ppa pro néjaké a € R.
Jsme v oboru integrity, proto R je uzaviené na asociativnost a nasobeni. Tim
padem mame ¢;..q,, = p1d, pro d € R kde d = py..p,a. Mame p; | ¢1..Gm a
z podminky P plyne, Ze p; je prvocinitel. Podle lemmatu dostavame, ze
p1 | ¢ pro néjaké i < N. Pi vhodném ocislovani dostaneme p; | ¢;. Podle pred-
pokladu ¢; je ireducibilni, proto musi platit p; || ¢;. Pokud na tyto skutecnosti
pouzijeme lemma [2.2.74] dostaneme, Ze p; = ¢ie pro néjaké e € R. Déle mame
P1--Pn = q1--Gmf pro néjaké f € R. Po dosazeni a pouziti komutativniho zédkona
dostaneme py..p, = p1¢2..qm fe, ale jsme v oboru integrity, takze muzeme kratit,
protoze p; je ireducibilni, tedy p; # 0. Dostaneme ps..p, = ¢2..¢ng pro néjaké
invertibilni g € R takové, ze g = fe, nacez pouzijeme indukéni predpoklad.

m

Budeme pokracovat nastinénim vztahu nasich podminek, ukazeme si, ze po-
kud mame obor integrity takovy, ze < je na [R] fundovand, tak pak kazdé ¢islo
Ize rozlozit na soucin ireducibilnich prvki. Dokazme ale nejdrive, ze takové uspo-
radani implikuje existenci ireducibilniho prvku, ktery neireducibilni prvek déli.

Lemma 3.1.25 (Rozklad). Necht R je obor integrity, ktery spliiuje podminku K,
a méjme nenulové a € R — R*. Pak existuje ireducibilni prvek p € R takovy, Ze

pla.

Diikaz. 7 lemmatu mame [1] < [a] < [0].
Definujme
A= {[z] € [R];[1] < [2] = [a]}

. Do této mnoziny rozhodné patii [a]. Proto mnozina uré¢ité bude neprazdna.

Z definice A dale plyne, ze A C [R].

Podle podminky K m4 tato podmnozina minimélni prvek [p].

Z definice A vime, ze musi platit [1] < [p].

Z definice A, [1] < [a] < [0] a transitivity dostaneme pro [p] [p] < [0].

Proto [p| je minimdlni na [R] — [1]. To podle lemmatu znamena, ze p je
ireducibilni prvek.

Z definice A vime, ze plati [p] =< [a], coz znamen4, Ze p | a.
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Nyni si koneéné miizeme ukazat vztah mezi podminkou K a I. To znamena, ze
fundovanost relace na faktorovém oboru integrity implikuje existenci ireducibil-
niho rozkladu pro libovolné neinvertibilni nenulové ¢islo v tomto oboru integrity.

Véta 3.1.26 (KI). V oborech integrity plyne podminky z K podminka I.

Dikaz. Predpokladejme, ze R splnuje podminku K, ale nesplnuje podminku 1.
Definujme mnozinu

M={a€ R;0#a¢ R" a neni soulinem ireducibilnich prvki}.

Jelikoz podminka I neplati, mnozina M je neprazdna.

Vezméme libovolné a € M a dokazme, ze plati [a] C M. Pro kazdy prvek
b € [a] plati, Ze b || a. Z definice mnoziny M vime, ze b # 0.

Podle lemmatu vime, Ze a neni ve t¥idé s 0. Z b || a plyne, Ze b i a jsou
ve stejné tridé, tudiz b # 0 podle lemmatu [3.1.6]

Vime, ze b € R— R*, protoze z lemmatu plyne, Ze invertibilni prvky jsou
ve stejné tride. Z b || a také vime, Ze b a a jsou ve stejné t¥idé a a neni invertibilni.

Predpoklddejme, ze b je souéinem ireducibilnich prvka py,...,p,. Z b || a
dostaneme b = ae pro néjaké e € R*. Ukazali jsme, ze ae = p;...p,. Jelikoz e
je invertibilni, existuje k nému inverzni prvek f € R. Pak vynasobenim rovnice
dostaneme aef = p;...p,f, coz znamena, ze a = py...pyf.

Pouzitim asociativniho zdkona ziskdme a = p; ... p,_1(pnf). Oznaéme p, f =
q pro né&jaké g € R. Podle lemmatu mus{ byt ¢ ireducibilni prvek. Z lem-
matu [3.1.7| vyplyva, ze vsechny prvky ve stejné tridé jsou bud ireducibilni nebo
zadny z nich neni ireducibilni.

Zaroven podle lemmatu prvek ¢ patii do stejné tiidy jako p,, ktery je
ireducibilni. Dostavame tedy a = p;y...p,_1¢q, kde a je soucinem ireducibilnich
prvkil, coz je spor s nasim ptivodnim predpokladem.

Dokézali jsme tedy, ze [a] € M. Definujme A = {[a] € [R];a € M}. Z definice
je ziejmé, ze A C [R]. Podle podminky K existuje néjaky minimdlni prvek [m] v
mnoziné A.

Jelikoz m € M, tak m € R— R* neni nula ani ireducibilni. Dostavame m = pc,
kde ¢,p € R a p je ireducibilni prvek.

Jisté plati ¢ # 0, jinak by podle lemmatu [1.1.9] muselo byt m = 0. Také
¢ € R — R*, protoze kdyby ¢ bylo invertibilni prvek, podle lemmatu by
bylo ve stejné tiidé jako m, coz je spor, protoze podle lemmatu [3.1.7 je ¢ € R* a
me R— R".

Zaroven ¢ nemuze byt souc¢inem ireducibilnich prvki, jinak by i m bylo souci-
nem ireducibilnich prvki, protoze m je souc¢inem c s ireducibilnim prvkem. Nutné
tedy musi byt ¢ € M. Vime, ze ¢ |f m, c € R — R* a ¢ | m, tudiz ¢ je vlastnim
délitelem prvku m.

Podle lemmatu plati [c] < [m]. Vime, Ze [c] € A, coZ je spor s tim, zZe
[m] je minimAlni.

Tim jsme dokazali, ze plati podminka I.
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3.2 Gaussuv obor

Jak jsme ukézali, obory integrity, které splnuji podminku 7, také splinuji pod-
minku K. Také jsme dokézali, Ze obory integrity, které splnuji podminku D, nutné
splnuji podminku P. A ty obory integrity, které splnuji podminku P, nutné spl-
nuji podminku J. Podminky [ a J jsou v této hierarchii nejslabsimi podminkami.
Dokazeme, ze tyto podminky spolecné jsou dostacujici a pokud plati soucasné,
pak plati libovolna z podminek. Nejdiive si proto definujme takzvany Gaussuv
obor, coz je obor, ktery spliuje podminky I a J, tyto podminky zaroven zarucuji
platnost Zakladni véty aritmetiky o jednoznacnosti rozkladu.

Definice 3.2.27 (Gaussuv obor). Necht R je obor integrity a spliuje podminky
I a J. Pak jej nazyvame Gaussiv obor.

Nyni dokazeme, ze v Gaussove oboru ma kazdy prvek kanonické vyjadreni po-
moci ireducibilnich prvki. Dokazeme prvni ¢ast dikazu zakladni véty aritmetiky,
ktery dokazuje existenci rozkladu.

Lemma 3.2.28 (Kanonické vyjadreni). Méjme Gaussiv obor R. Pak kazdy ne-
nulovy prvek a € R — R* ma vyjadreni ve tvaru a = eplfl..epﬁ”, kde pi,...on € R
jsou vzdjemné neasociované ireducibilni proky, e € R* a n,ky,...k, jsou prirozend
cisla.

Diikaz. Podle podminky I mame a = q;..qp,.
Pokud prvky jsou vzajemné neasociované, pak lemma plati.
Predpokladejme, Ze prvky jsou asociované.
Pokud ¢; = g; pro i # j.
Muzeme diky asociativnosti a komutativnosti seskupit stejné prvky k sobé.
Pii vhodném ocislovani skupina kolem ¢; obsahuje [; prvka pro vSechna j < n.
Zapisme tyto prvky jako mocniny a dostaneme a = ¢'*..q, " g1t .gnygmte pro
néjaké d < m —n.
Pokracujeme indukci podle d.
Pokud d = 1, pak a = ¢}'..¢,"" g1+ a pii vhodném odislovani plati ¢ || gna1.
Pro né¢jaké f; € R* musi platit g,.1 = q1f1 podle lemmatu [2.2.14]
Pouzitim komutativity a asociativity dostdvame q,lfjll = gt i
Dosazenim do ptvodniho zapisu ziskime a = fir+igiighn kde ry = Iy + L4 a
ki=1; prol <i<n.
ProtoZe R je uzaviené na nasobeni, miizeme napsat e = f»+! pro néjaké e € R*.
Dostali jsme a = eqi*..q)".
Méme dokazano pro k, a chceme dokazat tvrzeni pro k + 1.
Méme a = eqi'..q;"q, ', ale dikaz je zcela obdobny jako jsme provedli v prvnim
kroku.

[

Dokézali jsme, ze kazdé nenulové neinvertibilni ¢islo lze rozlozit pomoci ire-
ducibilnich ¢isel. Nyni se pokusme dokazat, ze takovy rozklad je jednoznacny az
na invertibilni prvek, jinak jsou prvky dvou rozkladi vzajemné asociované. Toto
je druha cast dikazu Zakladni véty aritmetiky, respektive jeji zobecnéné verze.
Pokud vezmeme pfirozena cisla, tam je invertibilnim prvkem pouze 1 a zadné
prvky nejsou asociované. Proto z této verze plyne Zakladni véta aritmetiky pro
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prirozena ¢isla. Pro cela ¢isla to znamena, ze se ireducibilni prvky mohou lisit ve
znaménku a invertibilni prvek bude bud 1 nebo —1.

Lemma 3.2.29 (Jednoznac¢nost kanonického vyjadieni). Meéjme Gaussiv obor
R a néjaky prvek a € R — R* se dvema kanonickymi vyjadrenimi fqil..qf{‘ =a=
ep]fl..p’an. Potom m = n a pri vhodném ocislovani prvki py,...pm € R plati ¢; || p;
ak; =1; proi <n.
Diikaz  Asociovani je reflexivni, proto urcité plati ¢i'..¢i || pi*..pkm.
Podle podminky J plati m = n a prvek p; je asociovan s nékterym z prvki ¢;..q,.
Pti vhodném ocislovani plati p; || ¢; pro i < n.
Prvek p; je asociovan na levé strané jen s prvkem g;.
Pokud by byl asociovan i s jinym prvkem ¢;, pak by z transitivity asociovani
platilo g; || ¢;, coz je spor s lemmatem m
Takze pocet vyskyti napravo p; a vyskyta nalevo ¢; pro i < n je stejny.
Proto k; = I; pro 1 < n.

O

Dokazali jsme nyni, ze kanonické vyjadreni je jednoznacné, az na vzajemné
asociované prvky. Dale jsme ale ukézali, Ze soucet mocnin vSech vyjadfeni je
pro libovolny rozklad kazdého ¢isla totozny. Tim padem mame dokézano, ze pro
libovolny Gausstiv obor plati Zakladni véta aritmetiky. Nyni se pokusme dokazat,
jaky vztah maji kanonickd vyjadieni dvou ¢isel, kde jedno déli druhé.

Lemma 3.2.30 (Kanonického vyjddieni pti déleni). Méjme Gaussiv obor R.
Meéjme nenulové a,b € R— R* tak, Ze qlf..qﬁl" =ab= p’fl..pfnm jsou dve kanonickad
vyjddreni. Potom b | a prave tehdy, kdyz m < n a pri vhodném ocislovani prvki
P1yePm € R plati q; || p; a ki <1; proi <n.

Diikaz. Kdyz b | a, pak a = bc pro vhodné ¢ € R.

Pokud by bylo ¢ = 0, bylo by a = 0, coz je spor s predpokladem.

Je-li ¢ € R*, pak podle lemmatu[2.2.14] je a || b.

Pro ¢ € R* lemma plati podle lemmatu |3.1.9

Necht ¢ € R — R*, takze ¢ # 0.

Pro ¢ € R existuje podle lemmatu vyjadreni ve tvaru ¢ = hg{l..ggo pro
1<o<n-—m.

Ziskédme soudin be = hgl'..glepht . pkm.

Odtud plyne qlf..qf{’ = hg{l.. g‘?p'fl..pfnm.

Podle lemmatu dostaneme n = o + m.

Jelikoz 1 < o, dostavame m < n.

Z lemmatu [3.1.9 vidime, Ze kazdé ¢; pro i < n muze byt vyjddieno tfemi zptsoby:

1. ¢; je nekteré z p; pro j < m.
Pti vhodném odcislovani plati k; = I; pro ¢; || ps-
2. g; je nékteré z g; pro i < o.

Pti vhodném ocislovani o; = I; pro ¢; || gi, a tim padem k; = 0, takze k; < [;.

3. Necht ¢; mé vyjadieni mezi obéma ¢isly pfi vhodném ocislovani.
Podle lemmatu dostaneme, ze plati [; = k; + o;.
Jelikoz ¢; ma vyjadreni mezi p; i g;, dostavame k; < ; a g; || g; pro i < m.
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Dokazme opac¢nou implikaci.
Z predpokladu mame g¢; || p; pro i < m.
Podle lemmatu [2.2.14] plati, ze ¢; = e;g; pro e; € R*.
Dosadime do a a dostaneme a = i pi!..elmplm _gln.
Diky komutativnosti upravime a = plf..pig@..qffelf..efg y = elf..eigﬂ pro néjaké
y € R".
Proto a = plf..plmm..qﬁlny, takze plati b | a.
O

Poznéavame nyni vztah mezi kanonickymi vyjadrenimi prvka a jejich spolec-
nymi déliteli. Ukdzeme, které z kanonickych vyjadreni spoleénych délitelti odpo-
vida nejvétsimu spolecnému déliteli.

Lemma 3.2.31 (Kanonického vyjadieni spolecného délitele). Meéjme Gaussiv
obor R a nenulové prvky a,b € R — R* takové, Ze a = eqlf..qfl" ab= fplfl..pfnm
jsou dvé kanonickd vyjddreni a a b. Necht ocislovani je takové, Ze q; || p; pro néjaké
r, a pro vSechna i plati 0 < ¢ < r < min(m,n) a ostatni prvky nesdili asociaci.
Pak prvek t € R je spolecnym délitelem a a b prave tehdy, kdyz t = hpi*..pYr, kde
he R a0 <wv <u; prou; =min(k;,l;) pro vsechna i < r.

Dukaz. Méjme prvek t € R.

Pokud t déli b i a, podle lemmatu plati fp’fl..pfnm =txr a eqil..qfl" =ty pro
zr,y € R.

Existuje r takové, ze pro vSechny d < r plati, Ze py = qqzq4 pro néjaké z; € R*.
Substituci a pouzitim komutativniho zdkona dostaneme ezil..zirplll..pir..qun = ty.
Podle lemmatu vidime, Ze a a b maji spolecné prvky rozkladu p;..p,, takze
t = hpi*..plr, kde h € R* a 0 < v; < wu; pro u; = min(k;,l;) pro vSechna i < r.
Pokracujme opac¢nou implikaci.

Z predpokladu ¢; || p; pro i 0 <i <r mame ¢; = w;p;.

Substituci ziskame a = w! pit.wlplr ...
Diky komutativnosti ziskame a = plf..pﬁf..qﬁl"w
Proto t je spolecnym délitelem.

l1 l
AP Th

]

Jak jsme ukéazali sou¢in mocniteli je stejny pro kazdy prvek nezavisle na jeho
kanonickém vyjadreni. Také jsme dokazali vyjadrit nejvétsiho spole¢ného délitele
dvou prvki v Gaussové oboru. Proto Gaussiv obor nutné spliuje podminku D,
ktera tika, ze kazda konec¢nd mnozina mé alespon jednoho nejvétsiho spoleéného
délitele.

Véta 3.2.32 (I+J=D). Méjme Gaussiv obor R. Pak v ném plati podminka D.

Diikaz. Méjme Gaussuv obor R. Podle lemmatu [3.2.31| vime, ze v Gaussove
oboru muzeme najit nejvétsiho spoleéného délitele pro libovolnu koneé¢nou mno-
zinu prvkl. To znamend, ze plati podminka D.

O
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Diky tomu vsak vime, ze v Gaussove oboru platii P, protoze, jak jsme dokazali
pomoci véty DP, v kazdém oboru integrity, kde plati D, plati také P.

Véta 3.2.33 (I+J=P). Méjme Gaussiv obor R. Pak v ném plati podminka P.

Diikaz. Méjme Gaussiv obor R. Podle véty I+J=D dostaneme, ze zde musi platit
D. Podle véty DP to znamena, ze zde musi platit i P.
m

Zatim se ukazalo, ze vSechny tyto podminky plati v Gaussové oboru. Nakonec
ukazme, ze zde plati také podminka K. Nejprve si dokazeme, kolik vzadjemné
neasociovanych vlastnich déliteli ¢isla v Gaussové oboru existuje.

Lemma 3.2.34 (Pocet vlastnich déliteli). V Gaussové oboru pocet vzdjemné

n
neasociovanych vlastnich deélitelii cisla a = ep(* - ...-pi je roven [] (u;+ 1) —2.
i=1

Dikaz. Dokazujeme indukei podle n. Necht n = 1, potom plati, ze a = ep{*.
Prvek e je invertibilni, tudiZ nemtiZze byt vlastnim délitelem. Vime, Ze p? = 1,
proto 0 < v;. Zaroven podle lemmatu je pi* asociovan s a, a proto neni
vlastnim délitelem, coz implikuje v; < u;. Podle definice v; musi byt prirozené

¢islo. Mezi 0 < v; < w; je presné u; — 1. Predpokladejme, Ze pro n = m plati
[T (u; +1) — 2. Cheeme dokézat indukéni krok pro n = m+ 1. Podle predpokladu
i=1
m
[T (u; + 1) — 2 existuje m vlastnich déliteli, které splnuji podminku pro délku
i=1
n = m. Chceme se vyhnout vyjadreni, kde jsou vsechny indexy nulové nebo ma-

ximalni. Tyto pripady vsak jiz nejsou obsazeny v indukénim kroku. Tedy méme

Un+1+1, coz odpovida vSem vlastnim délitelim pro indukéni krok. Pron = m+1
m

to piinese ([] (u; +1) —2)(Um41 +1). Poté nés zajimaji pifpady, kdy pro vSechny

1=

indexy ¢ < n plati v; = 0. Tuto moznost mizeme rozsitit na m + 1 prvki w,,,1
moznostmi. Pro pripady, kdy pro vsechny indexy i < n plati v; = u;, mizeme
Ume1 Moznostmi rozsitit na m + 1 prvka. Takze celkovy pocet vlastnich déli-

teld bude (] (u; + 1) — 2)(ums1 + 1) + tms1 + Umi1, €OZ Se po Upravé rovnd

i=1
m+1

( IT (u; + 1) — 2) - coz jsme chtéli dokazat.
i=1

[]

Dokézali jsme, kolik vlastnich spole¢nych délitelit méa libovolny nenulovy ne-
invertibilni prvek. Pro nas podstatné je, ze takovy pocet délitell je konecény.

Véta 3.2.35 (I+J=K). Méjme Gaussiv obor R. Pak v ném plati vsechny pod-
minky K.

Dukaz. Zbyva tedy dokéazat platnost podminky K v Gaussové oboru. Méjme tedy
libovolnou podmnozinu [R]. Pokud je a € R, pak je ¢ minimalnim prvkem v nasi
podmnoziné. Necht a je libovolny nenulovy prvek a € R — R. Predpokladejme
A C [R] — [1], tedy neobsahuje prvek [1]. Pokud je a ireducibilni je [a] minimalni
prvkem v A. Pokud a neni ireducibilni, pak podle podminky J existuje rozklad
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a = emlfl ... xFm Vezméme prinik A N D, kde D je mnoZina vlastnich déliteli

a. Pokud AN D = (), pak a je minimalnim prvkem. Podle lemmatu je
AN D vzdy koneény. Takze v této mnoziné vzdy najdeme minimalni prvek, ktery
bude zdroven minimalnim prvkem v mnoziné A. Tim padem je relace < na [R)]
fundovana.

]

Nyni pojdme shrnout vsechny dikazy a dokéazat, ze Gaussuv obor spliuje
vsech pét podminek.

Véta 3.2.36 (Gaussuv obor). Méjime Gaussiv obor R. Pak v ném plati vsechny
podminky D,P,J,K,I.

Diikaz. Podminky I,J plati z definice Gaussova oboru.
Diky vété I + J = D vime, ze zde platii D.
Podle véty I + J = P vime, ze v Gaussové oboru plati podminka P.
Nakonec, diky véte I +.J = K vime, ze zde plati i podminka K. Tedy v Gaussove
oboru plati vSechny tyto podminky o délitelnosti.
O

3.3 Bezoutovy obory

Dalsi vlastnosti, které zkoumame na celych ¢islech, je platnost Bezoutovy
véty, coz je dokonce navod jak definovat nejvétsi spoleény délitel, respektive,jak
viubec délit efektivné pomoci Euklidova algoritmu. Pro libovolny obor integrity
vsak nemusi fungovat Euklidiv algoritmus. Jak si ukdzeme, obory, kde Euklidiv
algoritmus funguje, jsou specidlnim pripadem oborti, ve kterych plati Zakladni
véta aritmetiky a zaroven v nich plati Bezoutova véta. To jsou vsak nutné, nikoliv
dostacujici podminky.

Definujme si Bezouttuv obor, coz je obor, kde soucet hlavni idealu je zase
hlavni ideal.

Definice 3.3.37 (Bezouttv obor). Necht R je obor integrity a pro libovolné dva
proky a,b € R takové, Ze (a) a (b) jsou hlavni idedly. Pak nazgvdme obor Bezou-
tovym, jestlize plati (a) + (b) = (d) a (d) je také hlavni idedl.

Nyni ukazme dvé vlastnosti Bezoutova oboru. Témito vlastnostmi jsou, ze
v ném plati Zobecnéna Bezoutova véta a ze kazdy Bezoutuv obor je také NSD
oborem.

Véta 3.3.38 (Bezoutova rovnost). Méjme obor integrity R. Obor je Bezoutiv
prave tehdy, kdyz plati Bezoutova rovnost.

Dukaz. Vezméme libovolné a,b € R. Podle definice Bezoutova oboru vime, ze
plati (a) + (b) = (d) pro néjaké d € R. Z definice souctu idedlt vime, ze pro
libovolné t € R existuji r,s € R takové, ze ra 4+ sb = td. Ale R je obor integrity,
takze obsahuje i jednotkovy prvek. Tedy existuje ¢q,p € R takové, ze qa + pb = d.
Dokazme, ze plati d = NSD(a,b). Podle lemmatu plati (a) C (a) + (b)
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a (b) C (a) + (b). Z definice Bezoutova oboru dostavame (a) C (d) a (b) C (d).
To podle lemmatu znamend, ze d | a a d | b. Tim paddem d je spoleénym
délitelem a,b. Méjme nyni ¢ | a a ¢ | b, podle lemmatu plati (a) C (c¢)
a (b) C (¢). To znamend, ze libovolny prvek = € (a) lze zapsat jako x = yc
pro néjaké y € R. Zéaroven libovolny prvek z € (b) lze zapsat jako z = wc pro
néjaké w € R. Prvky (a) 4 (b) 1ze tedy zapsat jako yc + we pro néjaké y,w € R .
Podle lemmatu plati (a) + (b) < R. Tedy na néj lze aplikovat distributivni
zakon. Dostavame yc + we = (y + w)e. Jelikoz jsme v oboru integrity, plati
y+w = v pro néjaké v a tedy yc+wc = ve. Podle predpokladu (¢) je hlavni ideal
a tedy obsahuje vsechny nasobky c. Tim padem obsahuje i ve, a tedy dostavame
(a) + (b) C (¢). Z definice Bezuotova oboru vime, ze (a) + (b) = (d) . Tedy z
transitivity podmnoziny méme (d) C (c). Podle lemmatu [1.3.36] to znamend ¢ | d.
Tim jsme dokéazali, ze d je tedy nejvétsi spolecny délitel.

Naopak, méjme (a) a (b). Podle Bezoutovy véty plati za + yb = NSD(a,b)
pro x,y € R. Ozna¢me NSD(a,b) = d a dokdzeme, ze (a) + (b) = (d). Nejdiive
dokazme (a) 4 (b) C (d). Mé&jme x € (a) + (b) a d je spoleény délitel a i b. Musi
tedy platit a = de a b = df. Potom z lze zapsat jako x = red + sfd. Podle
lemmatu plati (a) + (b) < R. Tedy na néj lze aplikovat distributivni zédkon
a muzeme psat © = d(re + sf). Jelikoz obor integrity je uzavieny na sc¢itani a
nasobeni, existuje h € R takové, ze plati h = re + sf. Dosazenim dostaneme
z = dh. Tim paddem x € (d). Méjme nyni z € (d). VSechny prvky v (d) jsou tvaru
z = rd pro néjaké r € R. Podle Bezoutovy véty tedy libovolny prvek vypada
jako z = r(ax + by). Podle distributivniho zdkona plati z = (rz)a + (ry)b. Urcité
rx,y € R, a tedy existuji prvky o,p € R tak, ze o = rx a p = ry. Takze mame
2 = oa + pb, coz znamend, ze z € (a) + (b).

O

Dokazme nyni disledek tohoto tvrzeni ve formé véty. V Bezoutové oboru
plati tedy Bezoutova véta, coz zarucuje existenci nejvétsiho spolecného délitele
pro kazdy dvojici prvkia. Tim paddem podminka pro platnost Bezoutovy véty
predstavuje silnéjsi podminku nez pouhd existence nejvétsiho spole¢ného délitele.
Platnost Bezoutovy véty je dokonce prvoradova podminka, kterd vsak, jak je vidét
v definici Bezoutova oboru, 1ze dokonce vyjadrit v jazyce idedli.

Véta 3.3.39 (Bezout a NSD). Méjme obor integrity R. Pokud je obor Bezoutiv,
pak je také NSD oborem.

Diikaz. Podle véty o Bezoutové rovnosti vime, jak pro kazdou dvojici prvka na-
jit nejvetsi spolecny délitel. Tedy pro libovolnou dvojici prvki existuje nejvetsi
spolecny délitel.

O

Vime tedy, ze jak Bezoutovy, tak Gaussovy obory jsou obory NSD, protoze
jsme dokazali, ze v nich plati podminka D. Otazkou je, jestli existuji obory, které
jsou pouze Bezoutovy nebo pouze Gaussovy, protoze pokud takové obory existuji,
jsou vzajemnymi protipriklady:.

Uvazujme obor polynomu dvou proménnych nad celymi ¢isly. Tento obor je
Gaussovym oborem, ale pro nesoudélné x a y mame, ze NSD(z,y) = 1, a v celych
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¢islech neexistuji inverzni prvky. Proto nemizeme najit dva takové prvky, jejichz
linearni kombinace by byla rovna jedné.

Naopak, pokud vezmeme mnozinu vsech feseni nad témito polynomy, bude to
Bezoutiv obor, protoze libovolné ¢islo dokazeme vyjadrit jako linedrni kombinaci
néjakych dvou prvki. Naopak, relace vlastniho délitele nebude fundovana, protoze
kazdy prvek a lze vydélit ¢islem az.

Tyto dva protipriklady jsou zaroven protipiiklady toho, ze ne vsechny Bez-
outovy respektive Gaussovy obory jsou obory hlavnich idedali, které si za chvili
nadefinujeme.

45



3.4 Obor hlavnich idealu

Ukazali jsme si tedy protipriklady, ze ne kazdy Gaussiuv obor je Bezoutiv a
ne kazdy Bezouttiv obor je oborem Gaussovym. Nyni si nadefinujme obor hlav-
nich idealt, ktery je zaroven Gaussovym i Bezoutovym oborem. Déle dokazeme,
ze specidlnim ptripadem oboru hlavnich idedlt je Euklidiv obor, kde se zastavi
Euklidav algoritmus.

Nejprve si definujme pojem oboru hlavnich idedlt, coz jak si ukazeme jsou
obory, kde zaroven plati Bezoutova véta i Zakladni véta aritmetiky.

Definice 3.4.40 (Obor hlavnich ideédli). Necht R je obor integrity. Pokud jsou
vsechny jeho idedly hlavni, nazgvime ho oborem hlavnich idedli.

Ukazme si ze Obor takovy obor, kde plati bezoutova véta a i Zakladni véta
aritmetiky, neboli pokud obor je Gausstv a Bezoutv zaroven musi byt oborem
hlavnich idealii. Definujme si nejdiive dalsi normu.

Definice 3.4.41 (Dedekind-Hasse norma). Necht R je obor integrity, pak funkci
f: R—{0} — N nazgvdme Dedekind—Hasse norma, pokud pro libovolnd nenu-
lova a,b € R splriuje jednu z nasledujicich podminek:

1. Byt nasobkem.:
b| a.

2. Mensi prvek v idedlu:

(3d € (a,0)f(d) < f(b)).

Dokazme si, ze pokud v oboru integrity existuje Dedekind—-Hasse norma, pak
tento obor integrity je také oborem hlavnich ideali.

Lemma 3.4.42. Méjme obor integrity R. Pokud obor splnuje Dedekind—Hasse
normu, pak je také oborem hlavnich idedli.

Diikaz. Necht I = 0, pak b = 0 a I = (b). Necht tedy I # 0. Z existence De-
dekind—Hasse normy, ktera je zobrazenim do prirozenych cisel a tedy lze dobte
usporadat, vime, ze existuje b € I — 0 takové, ze Vr € I — 0 : f(b) < f(r).
Vezmeme libovolné a € I. Pokud a = 0, pak rovnéz a € (b). Pokud by existovalo
néjaké r € (a,b), které spliuje druhou podminku Dedekind—Hasse normy, byl by
to spor s vybérem naseho prvku b. Tudiz pro vSechny a musi platit a € (b), a
tedy I C (b). Naopak, b € I, a podle lemmatu plati (b) C I. Tim jsme
dokézali, ze I = (b).

m
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Definujme si nyni dalsi normu, ktera je zesilenim nasi normy pro obory inte-
grity a tou je ostfe multiplikativni norma. Dokazme, Ze rozklad v Gaussové oboru
je takovou normou.

Definice 3.4.43 (Ostfe monoténni multiplikativni norma). Necht R je obor in-
tegrity a funkci f : R — {0} — N nazgvdme ostre monotonni multiplikationi
norma, pokud pro libovolnd nenulovd a,b € R plati ndsledujici:

1. Monoténnost nasobeni:
f(ab) > maz{f(a),f(b)}.

2. Ostrost normy:

f(ab) = f(a) < ab || a.

Dokazme si, ze rozklad na Gaussové oboru je ostfe monotonni multiplikativni
norma.

Lemma 3.4.44. Méjme Gaussiv obor R. Pak délka rozkladu prvku je ostre mo-
notonni multiplikativni normou.

Diikaz. Definujme f : R — {0} — N takovou, ze f(u) = 0, pokud u € R je in-
vertibilni. Podle lemmatu o jednoznacnosti rozkladu je f(upf*..pkn) = ki +.. 4+ ky
je hodnota funkce pro kazdy prvek jednoznacna. Dokazme, ze plati podminky
pro ostfe monoténni multiplikativni normu. Méjme dva nenulové prvky a,b € R
ozna¢me [(a),l(b) jejich délky. Bez ztraty obecnosti predpoklddejme, ze [(a) <
[(b). Evidentné plati I(ab) = I(a) + I(b). Jelikoz I(a) je pFirozené ¢islo, rozhodné
plati I(ab) > I(b). Rovnost [(ab) = I(b) plati pouze tehdy, kdyZz a je invertibilni
prvek. Podle lemmatu to znamena, ze ab || b.

O

Nyni ukazme, zZe ostfe monotonni multiplikativni norma na Bezoutové oboru
je ekvivalentni s Dedekind—Hasse normou.

Lemma 3.4.45. Méjme Bezoutuv obor R. Pak ostre monotonni multiplikationd
norma je Dedekind—Hasse normou.

Diikaz. Méjme ostfe monoténni multiplikativni normu f a nenulové prvky a,b.
Jsme v Bezoutové oboru, a tedy plati, Ze pro néjaké d € R plati (a,b) = (d).

Z toho plyne, ze d | a a d | b.

Pokud by platilo b | d, pak bychom ziskali z transitivity b | a.

Necht tedy b |/d a tedy b |f d.

Podle lemmatu plati b = dc pro néjaké neinvertibilni ¢ € R.

Tedy rozhodné plati f(d) < f(b).
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Véta 3.4.46 (Gausstuv-Bezouttiv obor a obor hlavnich idealt). Méjme obor in-
tegrity R, ktery je zdroven Gaussovy a Bezoutiv. Potom je také oborem hlavnich
idedli.

Diikaz. Podle lemmatu mame ostfe monoténni multiplikativni normu. Na
zékladé predpokladu, ze se nachdzime v Bezoutové oboru (dle lemmatu ,
tato norma je také Dedekind—Hasse normou. Pak podle lemmatu obor R
splnuje vlastnosti oboru hlavnich ideali.

O

Tato véta zdaraznuje souvislost mezi vlastnostmi oboru a postupné ukazuje,
jak kombinace vlastnosti Gaussova oboru a Bezoutova oboru implikuje vlast-
nost oboru hlavnich idedli. Ukazme, ze kazdy obor hlavnich idealt je zaroven
Gaussovy i Bezouttiv. V minulé podsekei jsme si ukazali priklady Bezoutovych
obort, které nejsou Gaussovy. Tyto priklady slouzi jako protipriklady Bezouto-
vych obori, které nejsou obory hlavnich ideal. Obory, které jsou Gaussovy, ale
nejsou Bezoutovy, jsou naopak protipriklady pro Gaussovy obory, které nejsou
obory hlavnich ideali. Nyni dokazeme, ze obor hlavnich idedlu je vzdy Bezouttv
obor.

Véta 3.4.47 (Obor hlavnich idedlti a Bezoutiv obor). Méjme obor integrity R,
ktery je oborem hlavnich idedli. Pak je také Bezoutiv.

Diikaz. 7 definice souctu idealu vime, ze (a) + (b) = (a,b). Podle predpokladu,
ze R je oborem hlavnich idedlu, existuje prvek d € R takovy, ze (d) = (a,b). Tim
padem plati (a) + (b) = (d). To znamend, ze obor R je Bezoutuv.

]
Tedy pro kazdé dva prvky oboru hlavnich idedlii dokdzeme najit spolecného déli-
tele, coz znamena, ze takovy obor je zaroven Gaussiv, pokud dokazeme, Ze relace
usporadani je fundovana.

Véta 3.4.48 (Obor hlavnich idedlt a Gaussuv obor). Méjme obor integrity R,
ktery je oborem hlavnich idedlu. Pak je také Gaussiov.

Diikaz. 7 véty o Oboru hlavnich idealt a Bezoutoveé oboru vime, ze Obor hlavnich
ideall je Bezoutiiv, coz nutné znamenad, ze v ném plati podminka D.

Tedy podle véty o DP zde plati podminka P.

Podle véty o PJ to znamena, zZe tu plati podminka J.

Gausstv obor jsme definovali jako obor integrity, ve kterém plati podminky I a
J.

Nyni budeme dokazovat, ze tu plati podminka I.

To podle véty o K1 znamend, ze muzeme dokazat, ze zde plati podminka K.
Predpokladejme tedy, ze K neplati a relace < neni fundovand na [R).

To znamend, Ze existuje nekonecné posloupnost prvku z R takovd, ze a;y1 | a;.
Podle lemmatu to znamend, zZe (a;) C (a;11).

Definujme I = oLj (a;).

1=
Dokézeme si nyni, ze I C R.
Uvazujeme néjaky prvek z € [I.
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Podle definice I musi existovat k£ € N takové, ze x € (ay).
Vime ale, ze (ax) < R, takze urcité plati (ax) C R.
Z transitivity podmnoziny dostavame tedy I C R.
Dokazme si tedy, ze mnoziny jsou uzaviené na séitani.
Vezméme z,y € I, pak existuji i,j € N takové, ze x € (a;) a y € (a;).
Bez Gjjmy na obecnosti predpokladejme, ze ¢ < j.
Pak ale musi platit « + y € (a;), protoze (a;) < R.
Z definice I dostavame, ze x +y € I.
Analogicky plati, ze roz € I pro kazdé r € R.
Tedy I < R.
Ale v oboru hlavnich ideala existuje jednotkovy prvek, tedy musi platit 1z € I.
Podle definice I existuje k, takové, ze 1g € (ax).
Podle lemmatu plati (ax) C I.
Avsak jsme difve dokazali, ze I C (ay).
Tedy dostdvame, ze I = (ay) pro néjaké k.
Ale podle piedpokladu plati (a) C (agi1)-
Necht = € (agy1) — (ax). Pak z definice I musi platit x € I, ale to je spor, protoze
jsme dokazali, ze I = (ay).
To znamena, ze musi platit podminka K.
O

Definujme Euklidovu normu, u které ukazeme, ze je nutné Dedekind—Hasse
normou a pomoci které muzeme definovat Euklidiv obor, kde dokazeme, ze fun-
guje Euklidiv algoritmus a tedy mame efektivni zptsob, jak najit nejvétsiho
spolecného délitele.

Definice 3.4.49 (Euklidova norma). Necht R je obor integrity a funkci f : R —
{0} — N nazgvame ostre Euklidovskou normou, pokud pro libovolné nenulové
ab € R plati: b |aV (a=bec+r A f(r) < f(b)).

Definice 3.4.50 (Euklidiv obor). Necht R je obor integrity a ezxistuje v ném
Euklidova norma. Pak obor nazveme Euklidovym oborem.

Véta 3.4.51 (Euklidiav obor a algoritmus). Necht R je Fuklidiv obor. Pak v ném
lze pouzit Euklidiv algoritmus.

Diikaz. Euklidiav algoritmus je definovan néasledovné:

Méjme dany dva prvky ulozené v proménnych u a w.

Dokud w # 0, opakuj:

r =u mod w

u=w

w=r

Po skonceni algoritmu je v u ulozen nejvétsi spoleény délitel ptivodnich ¢isel.

7, definice Euklidovy normy vidime, zZe existuje ostre klesajici fetézec hodnot
funkci nasich zbytka pri provadéni algoritmu. Jelikoz je to funkce do prirozenych
¢isel, posloupnost musi byt koneénd, protoze bude mit maximalné f(u) kroku.
Pokud takova posloupnost neexistuje, Euklidiv algoritmus se nezastavi.

O
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Nyni dokazeme, ze Euklidiv obor je oborem hlavnich idealt, avsak opac¢né to
platit nemusi. Existuji obory hlavnich idedll, které nejsou Euklidovské. Napriklad

Z[M=1] je obor, ktery nenf Euklidovsky viz. ¢ldnek Wilson| (2015)

Véta 3.4.52 (Euklidiv obor a obor hlavnich idedlu). Kazdy Euklidiv obor je
oborem hlavnich idedli.

Diikaz. Podle lemmatu staci dokézat, ze kazda Euklidova norma je De-
dekind—Hasse normou.
Meéjme tedy Euklidovu normu f. Musime dokazat, ze existuje prvek d € (a,b)
takovy, ze f(d) # f(b).
Podle Euklidovy normy méme f(r) < f(b) takové, ze a = bc + r.
Staci dokazat, ze r € (a,b). Z a = bc + r dostavame r = a — be. Jelikoz idedl
je uzavren na néasobeni prvky z R, tak i bc € (a,b). Idedl je uzavien na rozdily,
a tedy a — be € (a,b). To dokazuje, ze r € (a,b), a tudiz je Euklidova norma
Dedekind-Hasse normou.

O

Tim jsme dokézali, ze kazdy Euklidiv obor je oborem hlavnich idedlii. Mame
tedy hierarchii oborti: Gaussovy obory, Bezoutovy obory C NSD obory C obory
integrity C okruhy. Dale vime, ze plati Euklidovy obory C obory hlavnich idealt
= Bezoutovy obory + Gaussovy obory.

Euklidovsky obor

Obor hlavnich idedla

Bezout a Gaussiuv obor

Bezoutuv obor L J Gaussuv obor
NSD obor

Obor integrity
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Z.aver

V ramci prace jsme definovali dvé verze teorie délitelnosti. Prvni verze popi-
suje jak definovat Gaussova ¢isla, na kterych jsme ukézali podminky délitelnosti
definované na oboru integrity a jejich vzajemné vztahy. Také jsme dokazali, ze
tyto obory integrity jsou presné ty, které chceme vyuzivat pro studium délitel-
nosti.

Ukazali jsme, ze pridanim axiomu, ktery stanovuje existenci nejvétsiho spo-
lecného délitele pro kazdou konecnou mnozinu, mizeme dokazat distributivitu
nejvétsitho spoleéného délitele vzhledem k nasobeni. Pridanim dalsiho axiomu,
ktery urcuje, ze na faktorovém oboru daného oboru integrity je relace vlastniho
délitele fundovana, anebo ze kazdy nenulovy neinvertibilni prvek ma ireducibilni
rozklad, ziskame teorii, kde plati Zobecnénd zakladni véta aritmetiky.

V druhé verzi pomoci idedll jsme definovani délitelnosti provadéli pomoci ide-
alt a diky tomu, jsme dokézali platnost Zobecnéné Cinské zbytkové véty. Tedy
existuje opodstatnéni zkoumat a fesit délitelnost na obecnych unitarnich komu-
tativnich okruzich, ale pokud neplati Bezoutova véta, tak nevime jak tuto tlohu
vyTesit. Proto jsme pomoci idealtl definovali Bezoutovy obory, které nam déavaji
navod, jak tuto tlohu vyTtesit.

Tyto obory jsou charakterizovany platnosti Zobecnéné Bezoutovy véty, ktera
rika, ze pro libovolné dva prvky je jejich spoleény nejvétsi délitel linearni kombi-
naci téchto prvkl. Déle jsme demonstrovali, Ze pokud mame obor integrity, ktery
je zaroven Bezouttiv a Gausstv, pak v ném kazdy idedl je hlavni, tj. 1ze jej gene-
rovat jednim prvkem. Zvlastnim pripadem takového oboru integrity je Euklidiv
obor, ktery reprezentuje obory, kde se Euklidiv algoritmus zastavi a umoznuje
polynomialni feseni v zavislosti na délce vstupu a tedy dokonce mame algoritmus
pro nalezeni nejvétsiho spole¢ného délitele.
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