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ABSTRAKT

Préce se vénuje tfem hlavnim tématim — shodnym, podobnym a afinnim zobrazenim roviny
z pohledu analytické geometrie. V prvni kapitole jsou piipomenuty nejzakladnéjsi pojmy, se
kterymi se bude v celé praci nasledné pracovat. Druha kapitola je zamétena na shodnosti.
Nalezneme zde analytickou reprezentaci této transformace jak v maticové, tak i komplexni
podobé. Tteti kapitola je zaméfend na podobnosti. StéZzejni je pak rozklad podobnosti na
shodnost a stejnolehlost, kde se spojuji znalosti jak podobnosti, tak shodnosti. Posledni
kapitola se vénuje afinitam. Tato kapitola jiz neni tak teoreticky zamétena, ale orientuje se
zejména na charakteristické prvky afinnich transformaci a dale také na ptiklady. Dtlezitym
a pfinosnym faktorem této prace jsou feSené piiklady, které jsou doplnény o mnoZzstvi
obrazkl. Prace je urCena zejména pro studenty matematiky, jako studijni text. ale vyuziti

muze najit i u sttedoskolskych ucitelt, k doplnéni sttedoskolského uciva.
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ABSTRACT

The thesis deals with three main topics — isometric, similar, and affine transformations of
the plane from the point of view of analytic geometry. In the first chapter, the most basic
concepts are recalled, which will be subsequently dealt with throughout the thesis. The
second chapter focuses on identical transformations. Here, we find an analytic representation
of this transformation in matrix and complex forms. The third chapter focuses on similar
transformations. The central point is then the decomposition of similarity into identity and
identicalness, where knowledge of both similarities and identities are combined. The last
chapter focuses on affinities. This chapter is not so theoretical anymore but focuses mainly
on the characteristic elements of affine transformations and examples. This work's important
and beneficial factor is the solved examples, supplemented by several figures. The work is
intended primarily for mathematics students as a study material. However, it may also be

used by secondary school teachers to supplement the secondary school curriculum.

KEYWORDS
1sometric transformation, similarity transformation, affine transformation, geometric

transformation, matrix
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Uvod

zobrazeni roviny z analytického pohledu. Analytickd geometrie je velice rozsahld cést
geometrie. V této praci se proto budeme vénovat pouze jejim zlomkem, a to transformacemi
roviny. Text ma slouzit zejména jako studijni text k pfedmétu Analytickd geometrie 11 v
podobé¢, ve které byl vyuCovan na pedagogické fakulté Univerzity Karlovy v roce 2022.
V nové akreditaci jiz tento pfedmét neni, a proto jsme se rozhodli sepsat studijni material
vénujici se tématim, ktera se vyskytovala v jiz zminéném predmétu. Celd prace, stejné tak
jako hodiny Analytické geometrie II, je pojata velice intuitivné a snazi se vybranou latku
vysvétlit pristupné a jednoduse. Studijni materidl popisuje analytickou metodou tfi rizné

transformace — shodné, podobné a afinni transformace.

V prvni kapitole se Ctenai obeznami s nejdalezitéj$imi pojmy, které se tykaji tématu
transformaci v rovin€. Jiz predpokladame znalost stéZejnich pojml analytické geometrie
(vektor, pfimka, rovina) a praci s nimi, jelikoZz toto téma bylo obsahem piedmcétu, ktery

Analytické geometrii II pfedchazel — Analytickd geometrie 1.

Druha kapitola vénujici se shodnostem je rozdélena na dva hlavni celky — shodnosti
zachovavajici pocatek a shodnosti pocatek nezachovavajici. Abychom dodrzeli myslenku
prace, za¢neme tim jednodusSim — shodnosti zachovavajici poc¢atek. Podrobné se s timto
tématem sezndmime a nalezneme hned dvé jeho reprezentace — maticové a komplexni.
StéZejnim materidlem pro maticovou reprezentaci bude publikace Geometrické
transformace (metoda analytickd) (Hejny et al., 1997) a také Analyticka geometrie II:
Geometrické transformace (Stehlikova, 2008). Komplexni reprezentace ¢aste¢né vychazi
z uc¢ebnice Matematika pro gymnazia — Komplexni Cisla (Calda, 1999). Dale také mnozinu
shodnosti, které zachovavaji pocatek podrobime zkoumanim, které se zabyva grupami. Poté

se presuneme k obecnym shodnostem, kde opét nalezneme analytickou reprezentaci.

Treti kapitola se zabyvd podobnymi transformacemi, nalezneme zde spojitost mezi
shodnostmi a podobnosti. Posledni kapitola ndm rozsifi analytické obzory az k afinitdm.
Primdarni roli v této kapitole budou mit fesené priklady. Tato kapitola ndm také doda uceleny
pohled na vSechny predeslé transformace, jelikoz shodné 1 podobné zobrazeni jsou zaroven

1 zobrazenimi afinnimi. Afinni zobrazeni sama o sob¢ obsahuji velice zajimava témata, ktera



se do prace jiz nevesla. Jednim z téchto témat jsou napiiklad osové afinity, které zpracovava

bakalarska prace Osova afinita v roviné (Chomova, 2023).

Neodmyslitelnou soucasti této prace jsou obrazky, které se snazi dodat piehlednost a nékdy
1 kompaktnost v§em tématim. Obrazky jsou autorské a byly vytvofeny pomoci aplikace
Geogebra. Vsechny kapitoly jsou také doplnény o fesené piiklady, aby si ¢tenai mohl ovérit
nabyté znalosti a zaroven si tyto znalosti upevnil. V nékolika piipadech jsou ptiklady

ilustracni a motivuji ¢tenare k naslednému nahlédnuti do problematiky.
Praci jsme se snazili ¢lenit tak, aby se dala pouZivat co nejvice prakticky. V obsahu jsou
odvozeni umistit na zacatek stranky, aby se material dal jednoduse tisknout, a tim byl dobie

pouzitelny do vyuky — naptiklad na stfednich skolach.

Mezi mé hlavni zdroje bude patfit publikace 10 Geometrickych transformaci (Kutina, 2002)
a Geometrické transformace (metoda analytickd) (Hejny et al., 1997) spolu s Analytickou
geometrii II: Geometrické transformace (Stehlikova, 2008). Elektronickd skripta od

Stehlikové castecné vychazeji z Hejného, ale také zaroven piindsi nové poznatky.



1 Zakladni pojmy

V této kapitole jsou pro uplnost a pfipomenuti uvedeny zakladni definice a véty, o néz

se opiraji nasledujici kapitoly.

Definice (Zobrazeni)
Zobrazeni f mnoziny A do mnoziny B je jakdkoli relace mezi mnoZzinami 4, B takova, Ze

pro kazdy prvek x € A existuje pravé jeden prvek y € Bpro ktery plati, ze (x,y) € f.
(Trch & Novotna, 1993, s. 30)

Zobrazeni, potazmo geometrické zobrazeni, je pro tuto praci stézejnim pojmem, jelikoz
shodnosti, podobnosti a afinity, jimiz se budeme dale zabyvat, jsou specidlnim piipadem
takovych zobrazeni. Budeme jest¢ konkrétn¢j$i a naSe zkoumdani zaméfime pouze na
zobrazeni z roviny do roviny, tedy podle Kufiny (2002, s. 11): zobrazeni f je déano, je-li
k libovolnému bodu X (prvku dané mnoziny, napiiklad roviny) uréen jednozna¢né bod X’ =

f(X) jako jeho obraz (z dané roviny).

DalS$im dualezitym pojmem, ktery se ¢asto prolina s pojmem zobrazeni, je pojem relace. Zde
si v§imnéme jedné diilezité veéci: obCas se hovoii o shodnosti a jindy o shodném zobrazeni.
Otéazka, kterou se nyni mizeme zaobirat, zni — zda tato, na prvni pohled jemna jazykova
nuance zpusobi rozdil i v matematice. Shodna, podobna nebo afinni zobrazeni jsou
zobrazeni, které pfifazuje bodim roviny jiné body. Shodnost, podobnost a afinitu miiZzeme
chapat jako vztah mezi dvéma objekty. V geometrii vétSinou hovoifime o shodnych nebo
podobnych trojahelnicich a afinity vyuzivame mezi kruznici a elipsou. Vztah mezi relaci a
zobrazenim je zfejmy: dva objekty, naptiklad trojihelniky, jsou shodné (jsou spolu v relaci)
praveé tehdy, kdyZ existuje shodné zobrazeni, které jeden objekt zobrazi na druhy. Pro nés
bude vhodnéjsi druhé pojeti, zejména proto, Ze zobrazeni se skladaji Iépe nez relace. Obcas
vSak budeme, zejména pro stru¢nost, pouzivat i relacni vyrazy (naptiklad budeme mluvit o

,»primé shodnosti* namisto formalné piesnéjsiho ,,pfimého shodného zobrazeni®).

Definice (Transformace roviny)
Transformaci roviny p rozumime prosté zobrazeni roviny p na rovinu p. (Kufina, 2002,

s. 37)
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Shodnou definici transformace uvadi i Stehlikova et al. (2008, s. 3). V Lavickovi (2006, s. 8)

narazime také na stejnou definici pod pojmem geometricka transformace.

Jinymi slovy, se jednéa o zobrazeni, které je prosté a zdroven na, coz také odpovida pojmu
vzajemné jednoznacné zobrazeni. Transformace je tedy specidlnim pfipadem zobrazeni.
V této praci budeme uvazovat pouze nad geometrickymi transformacemi, zaroven tyto dva
pojmy budeme vnimat spiSe jako synonymni, nezli slovo nadfazené¢ a podiazené. Dale
budeme spiSe vyuzivat pojem zobrazeni, jelikoZ tento pojem je mnohdy pfirozenéjsi — spise
pfemyslime o zobrazovani objekti, nikoliv o transformaci celé roviny.

Na zobrazeni se daji aplikovat rizné operace — piikladem takové diilezité operace je skladani
neboli opakovana aplikace né€kolika zobrazeni. Operace skladdni zobrazeni je casto
definovana v rtiznych publikacich odlisné (zejména v jakém potadi je skladani aplikovano)

—my se dale budeme drzet nasledujici definice.

Definice (Skladani zobrazeni)
M¢jme dvé rovinna zobrazeni z roviny do roviny f a g. Slozenim téchto zobrazeni

v tomto pofadi rozumime zobrazeni g o f z roviny do roviny,

(g° N =g(f(x).
(Kufina, 2002, s. 15)
Definice (Samodruzny bod)

Necht’ je f geometrické zobrazeni v roving, bod roviny S se nazyva samodruznym bodem

zobrazeni f, pravé kdyz pro bod S plati
f(S) =S.
(Hejny et al., 1997, 5. 5)

Samodruzné body pro néas budou po celou dobu naseho zkoumani geometrie zajimavymi
utvary. Mohou nam sdélit velice uziteéné informace, které se budou hodit pfi identifikovani
zobrazeni. Jedno ze zobrazeni, které 1ze identifikovat pomoci samodruznych bodd, se nazyva

identické zobrazeni.
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Definice (Identické zobrazeni)
Identické zobrazeni neboli identita, je geometrické zobrazeni, v némz je kazdy bod

samodruzny.

(Kufina, 2002, s. 18)

Definice (Linearni zobrazeni)
Necht' V(T),V’(T) jsou vektorové prostory (nad stejnym télesem T'). Zobrazeni f:V — V’

se nazyva linearni zobrazeni, jestlize pro libovolné a,b € V,a € T plati:
a) fla+b)=f(a)+f(b)
b) fla-a)=a-f(a).
Neboli plati, Ze zobrazeni f je aditivni (prvni rovnost) a homogenni (druhé rovnost).

(Novotna & Trch, 2006, s. 64)

Z této definice plyne bezprosttedné tvrzeni, ze pro nulovy prvek z vektorového prostoru
plati: £(0) = 0. Dokazme si toto tvrzeni pomoci prvni vlastnosti linearniho zobrazeni —
aditivity. Méjme rovnici:
f0) =£(0+0)=f(0)+£(0),
pfictenim opa¢ného prvku k f(0) ziskame pozadovanou rovnost.
f(0) —£(0) =£(0) + f(0) — f(0)
0 = f(0)

Poznamka: Vektorovy prostor, ktery se nam v geometrie, konkrétné v analytické geometrii,
bude nejvice hodit je mnozina orientovanych usecek v roviné s pocateCnim bodem
umisténym do pocatku kartézské soustavy soutadnic (vektory vektorového prostoru).
Vektory budeme scitat zpiisobem, ktery zname ze stfedni Skoly a nasobit redlnymi Cisly.

(Novotna & Trch, 2006, s. 32) Body roviny tedy ztotoziujeme s vektory, ktery mayji

pocatecni bod v poc¢atku a kone¢ny v daném bodu.

Linearni zobrazeni je zdsadnim pojmem linearni algebry, jelikoZ linearni zobrazeni implikuji

vvvvvv

zobrazeni lze reprezentovat pomoci matic, ¢ehoZ mimo jiné budeme vyuzivat
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v nésledujicich kapitolach (Novotnad & Trch, 2006, s. 64). Skladani linedrnich zobrazeni Ize
pak chapat jako nasobeni matic, pomoci nichZ jsou reprezentovany. Formaln¢ je skladani

zobrazeni definovano pomoci nasledujici véty.
Véta (Nasobeni matic a skladani zobrazeni)

Necht' f, g jsou zobrazeni R?> - R?, jeZ jsou pospana maticemi F, G. Pak zobrazeni g o f

je popsano matici GF.

Diikaz: Necht’ X[x, y] je libovolny bod. Ozna¢me f(X) = X'[x,y'], g(X") = X"[x", y"].
. a c . , . _(¢ 9 .

Matice F = ( b d) reprezentuje zobrazeni f a matice G = ( f h) reprezentuje

zobrazeni g. Pak

) =G D6)-C)=G DE)-eama ()= DG DE)
(Hejny et al., 1997, s. 16)

Grupa
Posledni definici, kterou si v této kapitole uvedeme, bude definice grupy. Stanovsky (2010,
s. 64) povazuje za grupu &tvefici G = (G ,*,, e), kde G je mnoZina, na které je definovana

binarni operace * a plati:

1. Ya,beG: axb€GQG,

2. Va,b,c€G:(axb)xc=ax(bxc),
3. deeGVa€EG:exa=axe =a,
4, VaeG3Ia' €eG:axa' =a xa=e.

Prvku e se tika jednotka (neuralni prvek), prvku a’ inverzni prvek k a.

Kufina (2002, s. 20) mluvi o grupé jako o dvojici (G,*). Pro porovnani — Hejny (1997, st.
18) konkretizuje grupu pouze pro transformace. T je grupa transformaci na M s operaci
skladani, kde je M neprdzdnou mnozinu bodli a T neprdzdnou mnozinou transformaci,

pokud plati
feET=>f1eT, f,geET>gof€T.

V této praci se budeme drzet znaceni G = (G ,*,’, e).
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2 Shodna zobrazeni

Se shodnostmi se seznamuji Zaci jiz na prvnim stupni zakladni Skoly, a to primarné s osovou
soumérnosti. Zak hleda osové soumérné Gtvary, osy téchto Gtvari atd. Déle se Zaci v pribéhu
studia setkdvaji s pojmy jako napiiklad oto¢eni, posunuti, samodruzné body, nebo dokonce
rozliSuji shodnosti pfimé a nepiimé. (Radmcovy vzdélavaci program pro zékladni vzdélavani,

2023, s. 35, 37-38)

Pokud se zeptame zakd na stfedni Skole, jaké znaji shodnosti, jisté pro nas nebude
piekvapivé, Ze odpovi rotaci, sttedovou soumérnosti, osovou soumeérnosti (zrcadlenim)
a posunutim (Réamcovy vzdélavaci program pro gymndzia, 2007, s. 25). Tato rovinna
zobrazeni jsou probirana zejména syntetickou metodou. Jednim z divodi mize byt
nedostateCny aparat, kterym zaci na stiedni Skole disponuji — zejména absenci znalosti
z lineéarni algebry. Jak si ukdZeme na dalSich strankach analytick4 geometrie je zde s linearni

algebrou velice Uizce provazana.

Poznamka: S pojmem osova soumeérnost pracuje vétSina stfedosSkolskych ucebnic
matematiky (zdroj, planimetrie), my vSak primarné budeme vyuZivat pojem zrcadleni,
jelikoZ spolecné s pojmy otoCeni a posunuti, mizeme poZzivat i ¢inna slovesa — otocit,
ozrcadlit, posunout. Pojem zrcadleni mimo jiné také odpovida i anglickému nézvoslovi —

reflection.

Nyni se postupné budeme témito zobrazenimi zabyvat, nejprve vSak zjednodusenou formou,
kde bude hrat hlavni roli pocatek soustavy soufadnic. Pfedem upozornime, Ze stfedovou
soumérnost v roviné budeme povazovat za specidlni pfipad otoceni, konkrétné otoceni o

180°.

Nez se podivame na obecné nalezitosti, které se poji s timto tématem, budeme postupovat
od jednoduchého ke slozitému. Obecné shodnosti jsou velice komplexnim tématem, nejprve
se budeme zabyvat shodnostmi zachovavajici pocatek. Tento krok bude velice prakticky,
zejména z hlediska linearni algebry. Z €isté geometrického pohledu by zjednodusenim byly

i shodnosti zachovavajici napiiklad bod [—8,1]. Avsak zobrazeni, které zachovava pocatek,
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sméfujeme k tomu, aby mohlo byt nazyvano také zobrazenim linearnim a mit jeho velice

Sikovné vlastnosti.

2.1 Shodnosti zachovavajici pocatek

To, ze shodnost zachovava pocatek znamend, ze pokud bychom tento bod, tedy pocatek,
zobrazili, zlstane na misté. Jinymi slovy mlzeme fict, ze pocatek bude samodruznym
bodem. Takovato zobrazeni mame dv¢. Patii mezi n¢ otoCeni okolo pocatku a zrcadleni

s osou prochazejici pocatkem.
2.1.1 Otoceni okolo pocatku

Definice (Otoceni)
Otoceni je zobrazeni urcené stiedem S a orientovanym uhlem velikosti ¢, které bodu

S piifazuje tyz bod S a libovolnému bodu X # S pfifazuje bod X' tak, Ze plati:
|2XSX'|=¢ a |SX'| = |SX].
Bod S se nazyva stfed otoceni, orientovany thel ¢ je uhel otoceni.
(Kufina, 2002, s. 75)

S otoCenim (n€kdy také rotaci) se setkavame po cely Zivot, at’ uz se jedna o hodinky, které
nosime na rukach, rizna kola ¢i periodické jevy a obrazce v ptirodé€ i v architektufe. Pied
tim, nez se budeme pokouset odvodit analyticky popis otoceni okolo pocatku, se podivame
na konkrétni piiklady otoceni jako je otoc¢eni bodu A[x, y] 0 90°, 180° a 45°.

s

y

Ao O Ay

Obrazek 2.1: Otoc¢eni bodu

15



Na Obrazek 2.1 vidime bod A, ktery je zobrazen na bod A; otocenim o 90°, na bod A,
otoenim o 180° (také mozno chépat jako stfedovou soumérnost) a na bod A; otocenim
0 45°. Povsimnéme si, Ze bod se vzdy otaci na stejnou stranu, tedy konkrétné proti sméru
hodinovych ruci¢ek. Pokud tedy zaddvame otoCeni, musime myslet na to, ze zaddvame
orientovany thel. Pfi otoCeni po sméru hodinovych ruc¢i¢ek musime tedy pouzit zdpornou
hodnotu thlu. Jak miizeme pozorovat na oObrazek 2.2, bod B se dostane do bodu B’ bud’
oto¢enim o —50° nebo o 310°. S otoeném tedy souvisi dva dulezité pojmy, a to stied
otoceni a tthel otoCeni. Proto budeme otoceni znacit jako pismeno 75, s dolnimi koeficienty
S (bod stfedu otoceni) a a (orientovany thel otoceni). Otoceni okolo pocatku o thel o

budeme znacit zjednodusené 7.

Obrazek 2.2: Otoceni o orientovany thel

Mohlo by nés napadnout, co se stane s body, které otoc¢ime o 0° (popiipadé o +360° a jejich
nasobky). Tyto body se oto¢i o nulovy uhel, tedy zlistanou na misté, jedna se tedy o identické

zobrazeni.
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Odvozeni matice oto¢eni okolo po¢iatku pomoci polarnich souradnic

Nasim ukolem je najit analyticky popis otoceni okolo poc¢atku O o orientovany thel ¢, tedy
najit soutadnice zobrazeného bodu A’[x’, y’'] pomoci vzorového bodu A[x, y] a tihlu oto¢eni
¢ (Obrazek 2.3). Hleddme tedy né&jaky ptedpis pro zobrazeni f: R? — R?. Snadné feSeni

poskytuji polarni soufadnice. Nejprve si tento pojem pripomenme.

y
Alz’,y]
Qo 1}'
@
X
T 0 xr ’

Obrazek 2.3: Otoceni okolo potatku
Polarni souradnice
Polarni soutfadnice zaznamenava polohu bodu pomoci uhlu ¢, ktery svird osa x
s poloptimkou zacinajici v pocatku prochazejici danym bodem, a vzdalenosti r — vzdalenost
daného bodu od pocatku soustavy soufadnic. Zapis v polarnich soufadnicich pro bod M
vypada takto [¢,r] (Obrazek 2.4). Aby byl zapis jednoznacény, tihel ¢ bereme z intervalu
(0°,360°). (Vondrova, 2005, s. 45)

T~

Y

N

0 €

Obrazek 2.4: Polarni soufadnice
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Maéme-li zadany bod v polarnich soufadnicich lehce pomoci goniometrickych vzorci

v pravouhlém trojuhelniku zjistime soufadnice kartézské.
M[@,r] > M[r-cosq,r-sing| = M[x,y]
Abychom sbody mohli intuitivné pracovat, kartézské soufadnice neopustime uplné
a budeme pracovat se zapisem bodu v podob¢:
M[r - cos¢,r - sing].

Prepisme si tedy body pomoci polarnich souradnic podle Obrazek 2.5. Jednotlivé soutfadnice
zapsané pomoci polarnich soufadnic upravujeme pomoci zndmych goniometrickych vzorei,
nasledn¢ miizeme zapis rozd¢€lit na maticové nasobeni.

Bl=[ el [ = [ ot )

5]
5]

rcosacos@ —rsinasing] _[xcos¢@ — ysing
rsinacosg +rcosasing|  |ycosg + xsing

(cos @ —sin go) [x]
sing cosq@ /Ly

(Stehlikova et al., 2008, s. 10-11)

A'[r-cos(a+ ), rsin(a + ¢)]

Alr-cos a7 sina

A=

~

0

Obrazek 2.5: Otoceni okolo pocatku (polarni soufadnice)
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Odvozeni matice oto¢eni okolo po¢atku rozkladem do baze

Matici otoceni muzeme ziskat i dalSimi zplsoby, napiiklad pomoci souctu otoc¢enych
vektorti. Vyuzijeme toho, ze kazdy bod roviny muzeme chapat jako vektor (z pocatku
do daného bodu) a vyjadrit jej jako linearni kombinaci vektort (1;0) a (0;1), obecnéji
vektorti baze v kartézské soustavé souradnic. Ukazme si toto odvozeni pro otoCeni okolo
pocatku s ostrym thlem a (analogickym zptsobem, l1ze nalézt tuto reprezentaci i pro dalsi

ahly).

M¢jme bod A[ax, ay], ktery mizeme chapat jako vektor d = (ax, ay). Tento vektor lze
zapsat pomoci vektoril baze jako linearni kombinaci téchto vektorti. Tyto vektory oznaéme
Xay.

d=(aya,)=a,(1,0)+a, (01) =(a,0 +(0,a,) =x+y

Dale si také pfipomeiime, Ze jakykoliv bod na jednotkové kruznici lze zapsat pomoci
goniometrického zapisu [cos ¢, sin @] a zaroven kazdy bod na této kruZnici je obrazem
jiného bodu z kruZnice, pokud zobrazenim, které prevadi jeden bod na druhy je otoceni

okolo pocatku (Obrazek 2.6).

[cos(¢p), sin(q)]

Obrazek 2.6: Jednotkova kruznice

Vektor d tudiz miZzeme zapsat nasledovné:

a= (ax, ay) = a, - (cos 0°,sin 0°) + a,, - (cos 90°, sin 90°)

= (ax-c050°,0)+(0,ay-sin90°) =X+y
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s 0.1
”f R o X
' 0o (1.0

Obrazek 2.7:0toceni okolo pocatku rozkladem do baze
Z Obrazek 2.7 vidime, Ze stejné jako vzor d, lze timto zpsobem vyjadfit obraz a’.
a’ = a,-(cosa,sina) +a, - (cosa +90°,sina + 90°) = x’ +y’ (2.1)

Nyni se z ptedstavy o vektorech presuneme zpét k bodiim. Budeme pozivat znaceni jako na

Obrazek 2.8.
y
' )
A%
..".I S S Y ®
= 7
N L
o X
Ll
.Y

Obrazek 2.8: Otoceni okolo pocatku rozkladem do baze I1
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X =[x-cosa,x-sina]
Y’ = [y - cos(a +90°),y - sin(a + 90°)] =
= [y(cos @ cos 90° — sin a sin 90°), y(sin a cos 90° + cos a sin 90°)] =
= [—y-sina,y - cosa]
Obraz bodu A se tedy podle rovnice (2.1) rovna

A[x-cosa—y-sina,x-sina+ y-cosal, (2.2)

coz mizeme pomoci matice zapsat jako

[ = (se sy [] 3

Jiz jsme naSli obecnou analytickou reprezentaci otoceni okolo po¢atku, nyni se podivame na

néjaké konkrétni zadani.

Priklad 2.1

Je dano otoceni okolo poc¢atku o 120° . Najdéte analytickou reprezentaci tohoto zobrazeni a
nasledné otocte bod A [3, 2] a zjistéte jeho soutadnice.

Resent:

Najit analytickou reprezentaci nebude viibec naro¢né, sta¢i vzit nasi odvozenou matici (2.3)

a dosadit do ni ptislusny uhel.

1 V3
. :(C05120° —sin120°): 2 2
120 sin120°  cos 120° V3 1
2 2

Otocit bod by také nemeélo byt ndro¢né, staci na soufadnice bodu uplatnit matici konkrétniho

otoceni a pouzit maticové nasobeni.

o= Gne ea) B
1 3 3
X1_[ 2 2|3 —3 V3 . [-3.2
v | V3 1 2] 3V3 [1,6
2 2 2
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Nase vypocty nastinuje i nasledujici obrazek:

Obrazek 2.9: Otoceni okolo pocatku o 120°

Priklad 2.2

Otoceni okolo pocatku je dano matici A. Zjistéte nalezitosti tohoto geometrického zobrazeni.

VZ V3
T2 2
VZ 2
)

Resenti:

NalezZitostmi zobrazeni myslime charakterizujici prvky tohoto zobrazeni. V tomto ptipade

nemusime feSit o jaké zobrazeni se jednd, jelikoz nam zadani tikéd, ze jde o otoceni.

Charakteristickymi prvky otoceni jsou stfed otoceni a uhel otoceni. Stied je pevné dan

pocatkem kartézské soustavy soufadnic. Jedin€, co nam schazi je uhel otoceni. Ten zjistime

jednoduchou upravou matice na zakladni tvar.

A= 2 2 :(cosa
V2 2 sina
22

V2

cosq = ——-

a = 225°

2

sing = ——

22
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Zjistili jsme, ze matice reprezentuje otoceni okolo pocatku o thel 225°.

Komplexni reprezentace otoceni se stfedem v po¢atku
Body v rovingé lze reprezentovat nékolika zplsoby. Jednim ze zplsobl je reprezentace
pomoci komplexnich ¢isel, kdy kazdému bodu je pfifazeno jedno komplexni Cislo, jak bylo

jiz zmin€no na zacatku této prace.

Nami hledan4 reprezentace piimé shodnosti pak nebude zobrazeni R? — R?, nybrz
komplexni funkce jedné komplexni proménné f:C — C, z+— f(z) = z'. Viceméné
hledame né&jakou pocetni operaci, kterd v konecném disledku komplexni ¢islo v Gaussove
rovin€ otoci.

Vezméme si Cislo z = g + g , tedy Cislo, které reprezentuje bod Z [g,g] Budeme ho

nasobit riznymi dal§imi komplexnimi ¢isly a budeme pozorovat, co se s Cisly déje.
Pro ndzornost budeme pracovat s goniometrickym tvarem komplexniho Ccisla, ktery

zaznamenava velikost ¢isla (vzdéalenost od pocatku) a tihel, ktery svira s osou x.
z=a+ bi = |z|(cos @ + isinp)
Nejprve vynasobime ¢islo z Cislem a (Obrazek 2.10).

Y

| a=120
. \ p =45 X
0

Obrazek 2.10: Komplexni otoceni okolo pocatku I

z =72+\/2—Ei = c0s 45° + i sin45°, a= —\/2—5+\/Z—gi = /2(cos 120° + i sin 120°)

z-a =1 v2(cos(45° + 120°) + i sin(45° + 120°)) = V2(cos 165° + i sin 165°)
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Jiz samotny vypocet ukazuje, co se bude sbodem v Gaussové rovin¢ dit. V tomto
konkrétnim ptipad¢ se thel zvétsil o 120°, coz odpovida otoceni okolo pocatku o 120°. Dale
se nam zvétsila velikost ¢isla neboli vzdalenost bodu od pocatku, coz jiz neodpovida definici
shodnosti, protoze shodnost je takové zobrazeni, které zachovava vzdélenosti. Tyto

informace ndm nastifiuje i Obrazek 2.11.

n oo =120

165

Obrazek 2.11: Komplexni reprezentace okolo pocatku I1

Zkusime tedy nasobit Cislo z ¢islem, které ma velikost jedna.

1 V3
b=—§+7=1-(c03120°+isin120°)
z-b=1-1(cos45°+ 120° + isin45° + 120°) = cos 165° + i sin 165°
VB +Z VE—1Z

T4 T

i =-097 + 0,261

Nyni, jak miiZeme vidét z Obrazek 2.11, se nam podafilo otoc€it bod Z o 120°. Otoceni tedy
muzeme v Gaussoveé rovin¢ reprezentovat jako nasobeni komplexnim cislem o velikosti

jedna (Calda, 1999, s.61)

Z=a-z la| =1,a €C 2.4)

Priklad 2.3
Je dano otoceni okolo pocatku o 45°. Najdéte komplexni reprezentaci tohoto zobrazeni

a nasledné pomoci této reprezentace otocte bod A [4, 1] a zjistéte jeho soufadnice.
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Resent:

Jiz jsme si ukazali, jak reprezentovat body v Gaussové roving, dale tedy o bodu A[4, 1]
budeme hovoftit jako o komplexnim ¢&islu a = 4 + 1i. Také vime, Ze abychom ¢islo
v Gaussoveé roving otocili, staci toto ¢islo vynasobit pfislusSnym komplexnim Ccislem

o velikosti jedna. Oznacme si toto Cislo pismenem r.
Cislo r si miizeme zapsat v goniometrickém tvaru a nasledn¢ upravit na algebraicky tvar.
r =1-(cos45° + isin45°)

V2 V2.
r=—+—1i

2 2
Nésledn€ ndm jiz nic nebréni ¢isla spole¢né vyndsobit, a tim zjistit soufadnice otoceného
bodu. Samoziejmé¢ nezalezi, zda komplexni ¢isla nasobime v goniometrickém nebo

algebraickém tvaru. V tomto piipadeé ndsobime v algebraickém.

a=a-r
(Y2
a = l > Zl

2 2
a’=2\/§+2\/§i+§i—g
, 3V2 5V2
a = > > l

Nalezli jsme komplexni reprezentaci otoceni, které miizeme zapsat rovnici.

T NI
a :a'<7+7l>

Také jsme nalezli otofeny bod a’, kterou mizeme zpatky pievézt do soufadnic
a zaokrouhlené hodnoty porovnat s Obrazek 2.12.

» 3v2 5v2

> > l =[2,1,3,5]
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Obrazek 2.12: Otoceni okolo pocatku o 45°

Otoceni a linearni zobrazeni

vvvvvv

okolo poc¢atku bylo timto zobrazenim, mohli bychom vyuzivat vlastnosti tohoto zobrazeni.
Otoceni okolo poc¢atku zachovava pocatek, tim je splnéna prvni podminka. Na Obrazek 2.13

a Obrazek 2.14 si miZeme ovéfit, Ze plati homogenita i aditivita.

f(A+B)

e A+ B £(B)

Obrazek 2.13: Aditivita linearniho zobrazeni
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o flaa)

Obrazek 2.14: Homogenita linearniho zobrazeni
Zjistili jsme, Ze otoceni okolo pocatku je linearnim zobrazenim. Toto zjiSténi je pro nas
klicové, jelikoz se nam odemykda spousta moznosti, jak nyni s timto zobrazenim a jeho
analytickou reprezentaci pracovat. Kazdé linearni zobrazeni je reprezentovano matici, my
jsme tuto matici pro otoceni se sttedem v pocatku jiz nalezli. Skladani zobrazeni Ize tedy
reprezentovat nasobenim téchto matic, ¢ehoz budeme vyuzivat hned na nasledujicich
strankach. Z linearni algebry vime, ze sloupce matice linearniho zobrazeni jsou tvoreny
obrazy bazovych vektorii (Novotnd & Trch, 2006, s. 64). Tato vlastnost tedy musi platit

u oto€eni okolo poc¢atku — mizeme si to ovéfit nasledujicim piikladem.

Priklad 2.4
Otoceni okolo pocatku jsou zadana maticemi A a B. Zjistéte o kolik stupiili tato zobrazeni

body otadi a zjistéte, kam se oto¢i bazové vektory (1,0), (0,1).

0 -—
g \/52 \/25 'B:(l 01)
2 2

Resent:

Upravou matice na zékladni tvar matice otoCeni zjistime thel otoceni.
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=(cos 135° —sin135°)
sin135° cos 135°

NS

5=(1 0)=(Gnoor cosorr)

Pti zkoumani vektorti s nimi budeme pracovat jako s orientovanymi tiseckami, tedy nejprve
zobrazime pocate¢ni bod a poté koncovy. Oba vektory zacinaji v pocatku, tedy jsou
samodruznym bodem otoceni okolo poc¢atku — zlistanou na misté, jelikoz se zobrazi samy na

sebe. Koncovy bod vektoru zobrazime, jak jsme zvykli. Nejprve se podivejme na otoceni

(- §0)

Jak je vidét (Obrazek 2.15), vektor (1,0) se podle ofekévani otocil na vektor (—£,\/2——),

reprezentované matici A.

S

o]
N

al=

N|<|N|<I Nlﬂwm

SRS
| 5|

jehoZ soufadnice tvoii prvni sloupec matice otoc¢eni. Totéz plati u vektoru (0,1), ktery se

oto¢il na vektor |— £ — \/2—5 .

N

2

Obrazek 2.15: Sloupce matice otoceni okolo pocatku I
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Matice B reprezentuje otoceni okolo pocatku o 90°. Stejnym postupem zjistime, kam se

zobrazi bazové vektory, a dojdeme ke stejnému zjisténi jako u predeslého otoceni .

fB([l)O]
fB([O)l]

[0,1]
-1

)
) = [-1,0]

N

y

A X,
-1 0 1

s

Obrazek 2.16: Sloupce matice otoceni okolo pocatku I1
Skladani otoceni zachovavajici poéatek
Priklad 2.5
Maticove i komplexn€ ukazte, ze 15 0 1, = 1, 0 Tg = Ty p.
Resent:
Skladani zobrazeni obecné komutativni neni, nicméné pro otoceni se stejnym sttedem tato
vlastnost plati. Pro nazornost si to ukdzeme maticové 1 komplexné, kde uvidime, Ze
komplexni zapis je mnohdy kratSi a prehlednéjSi. Budeme pracovat s otocenim, které ma

stted v pocatku, ale jak bylo feceno, tato vlastnost plati obecné pro vSechna otoceni

s libovolnym stejnym stfedem.

Maticové:
15 0 1,(4) = 13(7,(4)) = (Z(l)s g _c(s,i,nﬁﬁ) ' ((Z?SZ _czinaa) [;]) -
(S )~ smey) ] -
_ (cosﬁ -cosa —sinf -sina —cosf -sina —sinf - cosoc) [x] _
y

~ \sinf-cosa+cosf-sina —sinfB-sina+ cosp-cosa

_ (cos(a +B) —sin(a + ﬁ)) [x]
“\sin(fa+p) cos(a+pB) /Ly
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T o13(A) =14 (Tﬁ (A)) = (Z(l)r? Z _Czisnaa) ' ((Z?r? g —C(s);nﬁﬁ> [;])

_ (cos a —sin a) _ (cos B —sin ,8) [x] _

sina  cosa sinff cosf y
. (cosa ‘cosff —sina-sinff —cosasinf —sina - cosﬁ) [x] _
= e

sina-cosf +cosa-sinff —sina-sinf + cosacosf

_ (cos(a +pB) —sin(a + B)) [x]
“\sin(fa+p) cos(a+pB) /Ly

cos(e + ) —sin(a + ,6’)) [x]
y

Tarp(4) = (sin(a +B) cos(a+p)

Komplexné¢:

po1,(z2) =b-(a-z) =(b-a)-z= ((cosﬁ+isin,8)-(cosa+isina))-z=
= (cosfcosa+icosfsina+isinfcosa—sinfsina)-z=
= (cos(a+pB) +isin(a+p)) -z

rporg(z)=a-(b-z)=(a-b)-z= ((cosa+isina)-(cosp +isinp))-z=
= (cosa-cosf +icosasinf +isina-cosf —sinasinf)-z=
= (cos(a+ B) +isin(a+p)) -z

Ta+p(2) = (cos(a + B) + isin(a + B)) - z

Priklad 2.6
Spocitejte 14,00 © 7_450 @ pomoci toho algebraicky vyjadiete sin 75° a cos 75°.
Resent:

cos 120° —sin 120°) _ (cos —45° —sin —45°) _
sin120°  cos 120° sin —45°  cos —45°

1 v3\ [v2 v2\ [ V2 V6 V2 V6

1200 °T_45° = (

72 2| |7 2|+ F T AL
N VZ VZ V6 VI V6 VZ
2 2/ \"2 7 TtT T 7
V6-vZ V642

_ 4 4 :(cos75° —sin75°):r .
V6+vV2 V6—+2 sin75°  cos 75° 75

4 4
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_45° ‘A
120°

o

Obrazek 2.17: Slozeni oto¢eni okolo pocatku
Pomoci sklddani otoc¢eni okolo stejného stfedu jsme zjistili algebraické vyjadieni
goniometrickych funkci, které nezname z tabulkovych hodnot. Algebraické vyjadieni tedy

vypadé nasledovné:

V6— V2
cos75° = —=0,26
4
_ V6 ++/2
sin 75° = — = 0,97.

Grupa otoceni okolo téhoZz bodu

Ukazme, Ze mnoZina vSech otoCeni okolo pocatku s operaci skladani tvoii komutativni
grupu. Abychom toto mohli tvrdit, musime ovéfit uzavienost této mnoziny s operaci
skladani. Déle ov¢tit, Ze skladani je komutativni a asociativni. V neposledni fad¢ je potieba

nalézt neutralni a inverzni prvek k dané mnoZin¢.
Uzavienost mnoZiny a komutativitu jsme ovéfili jiz v Priklad 2.5. Asociativitu miZeme

ov¢tit nasledujici rovnici.

(raomp) emg =7ae (1501
Ta+p °Tp = Ta © Tp+y

Ta+B+y = Ta+B+y
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Nyni staci nalézt neutralni a inverzni prvek. Bez dikazu uvedeme, ze neutralnim prvkem je
otoceni o 0° a inverzni prvek lze snadno nalézt, vzdy vezmeme otoCeni s opacné

orientovanym uhlem.
Symbolicky tuto grupu mizeme zapsat nasledovneé:
G = ({ra;a E R}Iol ra_l; I'd)

Jelikoz jsem si otoCeni okolo pocatku reprezentovali maticovym zapisem a nasledné
1 v komplexni roving, zapis grupy, by mohl vypadat nasledovné¢:

cosa —sina cosa —sina\ ' (1 0

= ( . )) a E IR FOI . ) ) )
sina cosa sina cosa 0 1
G={f(2) =a-za€eC]lal =1}o,f(2)7}id).

Pozorujme, Ze grupa je jednoparametrickd, vzdy volime jeden parametr at’ uz uhel a € R,
nebo ¢islo a € C. Po kratkém zamysleni také mizeme pfijit na to, Ze se nemusime omezit
pouze na oto¢eni okolo pocatku, nybrz na otoc¢eni okolo libovolného stejného bodu. V tomto
ptipad€ je pro nas pocatek stejné obycejny bod jako kazdy jiny, jelikoZ nepotifebujeme

vyuZivat silu linearni algebry.
2.1.2 Zrcadleni s osou prochazejici pocatkem

Definice (Zrcadleni)
Je dana pfimka o. Zobrazeni, které libovolnému bodu L piimky o pfifazuje tyZ bod
a libovolnému bodu X € o ptifazuje bod X’ tak, Ze o je osou Usecky XX’, se nazyva zrcadleni

s osou 0. Pfimka o je ptfimkou samodruznych boda tohoto zobrazeni.
(Kufina, 2002, s. 48)

Pro stru¢nost budeme v této kapitole nékdy vynechéavat spojeni osa pochazejici pocatkem.
Ke zmyleni za obecné zrcadleni nedojde, jelikoZ v této kapitole se budeme vénovat pouze

zrcadleni s osou prochazejici pocatkem.

Zrcadleni (osova soumérnost) je (narozdil od otoceni) shodnosti, kterou ftadime
do nepfimych zobrazeni. Nepiimé shodnosti jsou takové, které nezachovavaji orientaci. Jak

muzeme vidét na Obrazek 2.18, tak v trojuhelniku ABC ¢teme body po sméru hodinovych
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ruc¢i¢ek. Trojuhelnik ABC se zobrazi podle osy o na trojihelnik A’B’C’, kde ale potadi bodi

¢teme po sméru hodinovych rucicek.

Obrazek 2.18: Osova soumérnost

Osovou soumérnost budeme znacit pismenem s, s dolnim koeficientem o, ktery
reprezentuje pfimku neboli zadanou osu soumeérnosti. Specialn€ u osové souméernosti s osou
prochazeji pocatkem budeme nékdy vyuZivat znaleni s,, kde ¢ oznaCuje uhel osy
soumérnosti a osy soufadnic x. JelikoZ osa prochazi pocatkem, je tato soumeérnost také
jednozna¢né zadand. Zobrazeni na Obrazek 2.18 oznacime s,, tedy s,: ABC — A’B’C’. Nase
otazka by mohla byt, kam se pomoci zobrazeni s, zobrazi body A’B’C’. Z obrazku je ziejmé,
zZe by se zobrazily na své ptivodni vzory, tedy na body ABC. Tuto skute¢nost mlizeme zapsat
vztahem (rovnici) s, o s, = Id, tedy pokud na body pouzijeme dvakrat tu samou osovou

soumeérnost s,, dostaneme body ptivodni neboli identické.

Definice (Involutorni zobrazeni)

Zobrazeni f, pro které plati
fof=id
se nazyva involutorni zobrazeni.

Pro zajimavost uvadime, ze napiiklad Kufina (2002, s. 49) vycleiuje z definice
involutorniho zobrazeni identické zobrazeni. Snadno také nahlédneme, Ze podminka

involuce je ekvivalentni s tvrzenim, Ze zobrazeni, je involutorni samo k sob¢.
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Odvozeni matice zrcadleni pomoci polarnich souradnic

Velice obdobné jako jsme odvodili otoceni okolo pocatku pomoci polarnich soutadnic,
muzeme pomoci polarnich soufadnic odvodit i osovou soumérnost s osou prochazejici
pocatkem. Najdeme tedy matici soumérnosti s osou prochazejici pocatkem O, ktera svira

s osou x uhel ¢.

Pti zapisu bodl v poléarnich soufadnicich se budeme drzet uzu, ktery jsme zavedli u otoceni

okolo pocatku.

I e s

[x’] _ [r cos 2¢ cos a + 7 sin 2¢ sin a] _ [x cos2¢ + ysin 2¢
y'l  lrsin2¢p cosa —rcos2¢sina|  |xsin2¢ — ycos2¢

x' cos2¢  sin2e ) x
= 2.5
[y’] (sin 20 —cos2¢ [y] (2.5)

o
A'[r-cos(2¢ — ), - sin(2¢ — a)]

Alr-cos o, 7 sin v

hd

o

Obrazek 2.19: Osova soumernost s osou prochazejici poc¢atkem v polarnich soufadnicich
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Odvozeni matice zrcadleni rozkladem do baze

Dalsi moznosti, jak ziskat analytickou reprezentaci osové soumérnosti je pomoci vektorii
baze. Jak vidime na Obrazek 2.20, postupovali jsme stejn¢ jako u otoceni okolo pocatku.
Nyni si body zapiSeme v polarnich souradnicich a upravime pomoci vzorct.

I !

y !
!
O‘,‘
, !
A . i
' !
_f
4
_f
!
K _f
.,:' Yﬁ._.. 'j.' R ] A
s MR :
X P :
.-‘_".‘ l{, .-’__‘ :z}
xr - ros
[\ N\ X
. -X I
I
/10
!

Obrézek 2.20: Osové soum&most s osou prochazejici pocatkem rozkladem do béze
X' = [x-cos(2¢),x-sin(2¢)]
Y' = [y-cos(—2(90° = ¢)),y - sin(=2-(90° — )] =
= [y cos(2¢ — 180°), y sin(2¢ — 180°)] =
= [y(cos 2¢ cos 180° + sin 2¢ sin 180°), y(sin 2¢ cos 180°
—sin180° cos 2¢)] = [y * sin 2¢, —y - cos 2¢]

Obraz bodu 4 se tedy podle Obrazek 2.20 musi rovnat souétu soufadnic bodt X' a Y’
A" =[x-cos2¢ +y-sin2¢,x-sin2¢ — y - cos2¢],
coz miizeme pomoci matice zapsat jako
[x:] _ (C?S 2¢ sin2¢ )[x]
y sin2¢ —cos2¢/Lly
Poznamka: Stejn¢ jako u otoceni okolo pocatku je uveden postup pro ostry uhel (osa

zrcadleni svird s osou x ostry uhel), analogicky by se postupovalo u thli neostrych.

35



Odvozeni matice zrcadleni skladanim zobrazeni

V tomto odvozeni vychazime z toho, ze zrcadleni pomoci osy soufadnic x (symbolicky: s,)

nalezneme velice snadno. Mé&jme bod X[x, y], pokud tento bod odzrcadlime pomoci osy x,

jeho soufadnice budou vypadat nasledovné X'[x, —y]. Po kratkém pozorovani odhalime

matice tohoto zobrazeni v podobé ((1) _01) . [;] = [_xy]

A

y
? Xz, y]

N

- X[z, —y]
®

Obrazek 2.21: Zrcadleni s osou x

Nyni ptichazi ¢ast, kdy se potfebujeme dostat do pozice, abychom toto zjednodusené

zrcadleni mohli vyuzit. Jediny néstroj, ktery jsem zatim v této praci objevili, je oto€eni okolo

pocatku. Jak vidime na Obrazek 2.22 pravé otoCeni se nam naramné hodi. Budeme

postupovat jako na Obrazek 2.22 a pomoci n€kolika zobrazeni se dostataneme z bodu X pies

body X;, X, az k bodu X"

N

y 0
X, ' ¢
X
........ o .
................. X1 :
________________ : X X
: S 0T —
O 2 [ :
A X.
6X2 e

Obrazek 2.22: Odvozeni matice zrcadleni pomoci skladani

M¢jme zrcadleni s osou prochéazejici pocatkem, které svira s osou x uhel ¢. Abychom dostali

zobrazovany bod X do polohy X; provedeme oto¢ni okolo pocatku.

"y (cos —@ —sin —(p) X=X,

sin—¢@ cos—¢@
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Zrcadleni bude vypadat nasledovné:
1 0
Sx: (0 _1)'X1=X2.
A konecné, abychom se podle Obrazek 2.22 dostali do polohy X', musime provézt kone¢né
otoceni:

e (S50 M9) .y,
sing cos¢

Nasim cilem ovSem neni provadét zrcadleni bodu pomoci tii samostatnych zobrazeni, ale
pomoci jednoho. Nebudeme ¢tenare napinat a prozradime mu, Ze stejné jako otoceni okolo
pocatku, je i1 zrcadleni s osou prochazejici pocatkem linearnim zobrazenim — nyni tedy
muzeme skladani zobrazeni reprezentovat jako nésobeni piisluSnych matic. Toto zjisténi
nam tedy praci zna¢né usnadni. Matice po vyndsobeni a uziti goniometrickych vzorcii

vypadé nasledovné:

Ty ©Sx°T_y =Sy
(cos @ —sin <p) (1 0 ) (cos —@ —sin —<p) _ (cos 2¢ sin2¢ )
sing cosp J\0 —1/\sin—¢p cos—¢ /) \sin2¢ —cos2¢/

Priklad 2.7

1
V3
podle osy o a nasledné zobrazte bod A[3, —0,5].

Je dana pfimka o: y = —=x. Naleznéte pomoci matice analytickou reprezentaci zrcadleni

Resent:

Obrazek 2.23: Osova soumérnost s osou o
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Z Obrazek 2.23 vidime, ze zaddna osa prochéazi pocatkem. Najit analytickou reprezentaci
v podobé matice bude tedy snadné. Staci dosadit uhel, ktery svira piimka o a osa soufadnic

x do zépisu (2.5), ktery jsme si odvodili.

K zjisténi thlu mezi osou o0 a osou soufadnic x ndm staci smérnicovy tvar piimky, kde

koeficient u x odpovida tan ¢, kde ¢ je hledany uhel.

1

tanp = —
LN
@ = 30°

(%)
I

1 V3
(cosZ +30°  sin2-30° ) _|l 2 2
0 sin2-30° —cos2-30° 1/

Nyni zobrazime zadany bod
6—3

3
[1]= A
T X
4

1
2
A1= \/E

2

\ | S
N
N | w

Piiklad 2.8

Osova soumérnost s osou prochazejici pocatkem je zadana matici B. Zjistéte naleZitosti

tohoto geometrického zobrazeni.

Reseni:

B = ( 0 —1) _ (cos 270° sin 270° ) _ (cosZ - 135° sin2 - 135° )
-1 0 sin270° —cos270° sin2-135° —cos2-135°

Po upravé zadané matice jsme zjistili, Ze osa tohoto zobrazeni bude svirat thel 135° s osou

x. Jeji predpis tedy bude vypadat takto:

y = (tan135°) - x,
y = —x.
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Komplexni reprezentace zracadleni

Jiz vime, Ze nasobenim se komplexni ¢isla otaci. Nyni se pomoci komplexnich ¢isel
pokusime bod ozrcadlit. Ke komplexnim ¢islim se vztahuje pojem komplexné sdruzené
¢islo. Na Obrazek 2.24 muzeme vidét, co se s komplexnimi Cisly déje, pokud je komplexné

sdruzime. Komplexni ¢isla, kterd maji pouze redlnou ¢ast, ziistavaji na ose (o = 0).

m=-2+1im=-2-1i
n=1-2i,n=1+2i

y o
N
®
M
. X
0 0=0
e -
M
®
N

Obrazek 2.24: Komplexni sdruzené body

Jak mlZeme vidét, kdyz ¢islo komplexné sdruZime, osa x se chova jako osa zrcadleni. My
bychom vSak radi pomoci komplexnich ¢isel zobrazovali body podle libovolné osy
prochéazejici poc¢atkem. Abychom takto mohli body zobrazovat, budeme si muset praci
rozdélit do nékolika krokd. I v tomto obecnéjS$im piipadé budeme pouzivat komplexné
sdruzena Cisla. Abychom je mohli pouZzivat, musime se dostat do pozice, kdy osa
soumernosti bude splyvat se soufadnicovou osou x. Toho docilime tim, Ze zobrazované body
(vlastn€ i osu soumeérnosti samotnou) oto¢ime do polohy, abychom je mohli komplexné

sdruzit. Tim se body ozrcadli. Poslednim krokem je vratit bod zp&t pomoci oto€eni.

Jak vidime na Obrazek 2.25, budeme otacet okolo pocatku, a to o uhel —¢, kde ¢ je uhel,

ktery svird osa x s osou soumeérnosti. Poc¢etné to vyjadiime pomoci rovnice

Z1=a-'z,



kde ¢islo a reprezentuje otoc¢eni okolo pocatku o uhel —g, jelikoz

a = cos(—¢@) +isin(—¢p) = cos¢p —singp = cos ¢ + s @.

\z

(L]}
;

Obrazek 2.25: Komplexni reprezentace osové soumeérnosti s osou prochazejici pocatkem I
Dalsi kroky jsou znazornény na Obrazek 2.26, kde v konecném disledku vidime, Ze se

pocatecni bod Z dostal do polohy bodu Z3, ktery je osové soumérny s bodem Z podle osy o.
Rovnicemi tuto skute¢nost vyjadiime takto:

Z, =71 =a*Z=axzZ

)

Zy = a-a'Z = a® ' Z

=
LY

v

A

X,
o E

. S

Obrazek 2.26: Komplexni reprezentace osové soumérnosti s osou prochazejici pocatkem II

Osova soumérnost s osou prochéazejici po¢atkem ma komplexni predpis:
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7 =a’-z (2.6)
kde a = cos ¢ + i sin @, thel ¢ je thel, ktery svira osa zrcadleni o s osou soutadnic x.
Priklad 2.9

Je dana osova soumérnost s osou o:y = —x. Najdéte komplexni reprezentaci tohoto

zobrazeni a nasledn¢ otocte bod B [1,4] a zjistéte jeho souradnice.
Resent:
Zjistime, jaky thel svird ptfimka o osou x.
y=-x
y =tan45°-x
Nyni podle odvozeni vySe nalezneme komplexni reprezentaci.
b’ = (cos45° + i sin45°)? - b
b'=i-b
Dale podle nalezené rovnice zobrazime bod B:
b’ =i-(1+4),
b’'=4+i.
Zobrazeny bod B ma podle jednoduchého vypoctu souradnice [4,1].
Priklad 2.10
Maticove i komplexné odvod'te co je vysledkem sg o 54 a s, © Sg.
Resent:

G o5 = (COS 2B sin2p )_(cosZa sin 2a ) _

B~°a = \sin2f —cos2f) \sin2a —cos2a’
. (cos 2f -cos2a +sin2f -sin2a cos2f - sin 2a — sin 2f8 - cos 20{)
~ \sin2pB - cos 2a —cos 2 - sin2a  sin2p - sin 2a +cos 23 - cos 2a

_(cos(2f —2a) sin(Qa —2P)\ _ (cos(2f —2a) —sin(2f — 2a)
B (sin(Z,B —2a) cos(2B — 2a)> B (sin(Zﬁ —2a) cos(2B - 2a) )
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S o _(cosZa sin2a)_(COSZB Sin2,3>_
@ ">~ \sin2a —cos2a’/ \sin2f —cos2B) "

_ (cos 2a - cos2f + sin2a - sin 2 cos 2a - sin 28 — sin 2a - cos 2ﬁ)
~ \sin2a - cos2f —cos2a -sin2f  sin2a-sin2p cos2a - cos 2f3

_ (cos(Za —2B) sin(2B — 2a)> _ (cos(Za —2B) —sinQRa — 2,8))
~ \sin(2a — 28) cos(a — 2f3) sin(2a — 2B)  cos(Ra — 2pB)

Pomoci souctovych goniometrickych vzorct jsme dospéli, k zajimavému zjisténi. Slozenim
dvou osovych soumérnosti s osami prochazejicimi pocatkem ziskdme otoceni okolo
pocatku. To znamend, ze mnozina vSech osovych soumérnosti s osou prochazejici poc¢atkem
neni uzaviend s operaci skladani. Dochazime k jednoduchému zavéru — tato mnozina

s operaci sklddani netvofi grupu.

2.1.3 Grupa shodnych zobrazeni zachovavajicich po¢atek

Nyni se podivame, jestli zobrazeni zachovavajici pocatek (otoceni okolo pocatku, zrcadleni
s osou prochazejici poc¢atkem) a operace sklddani tvoti grupu. Jiz jsme zjistili, Ze otoCeni
okolo stejného bodu grupu tvoii. Naopak jsme jiz ovérili, Ze osova soumérnost grupu
netvofi. Abychom ovéfili, zda je néjaka mnozina s operaci grupou, musime oveéfit

Ctyfi vlastnosti (uzavienost, asociativitu, neutralni prvek, inverzni prvek).

Jiz vime, ze sloZenim dvou otoceni okolo pocatku vznikne opét otoceni okolo pocatku.
Skladanim dvou zrcadleni, ziskdme otoceni okolo priseciku os zrcadleni (v naSem piipadé
okolo pocatku). Potfebujeme zjistit, jaké zobrazeni nam vznikne, pokud sloZime otoceni

a zrcadleni, které zachovavaji pocatek.

oo, = (cosa —sina) _ (COS 23 sin2p )
"%~ \sina cosa sin2f —cos2f
(cosa rcos2f —sina -sin2f cosa -sin2f + sina - cos 2[3)
sina -cos2f + cosa-sin2f sina-sin2f —cosa-cos2f

(cos(a +2B) sin(a + 2B) )
sin(a + 28) —cos(a + 2p)
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ooy = (COS 2B  sin2f ) _ (cos a —sin a) _
B~'a = \sin2f —cos2B) \sina cosa’/
_ (cos 2f -cosa +sin2f -sina  —cos2f -sina + sin 2f - cos a)
~ \sin2B -cosa—cos2f-sina —sin2f -sina —cos2f - cosa

_ (cos(Z,B —a) sin(2B —a) )
~ \sin(2f —a) —cos(2f —a)

Operace skladani je asociativni, stejné tak, jako maticové nasobeni. Neutralnim prvkem bude
identické zobrazeni. Déle otoceni mé inverzni prvek — otoceni o opacny thel. Zrcadleni je
zobrazeni involutorni — je inverzni samo k sob¢. Grupu maticovym zapisem mizeme zapsat

nasledovné:

cosa —sina\ (cos2f sin23> } 1(1 0
G({(sina cosa)’<sin2[3 —cos 2f3 & BERge, '(0 1) '
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2.2 Obecné shodnosti

Nyni se na shodnosti podivime z obecnéjSiho hlediska. Budeme se zabyvat shodnostmi,
které pocCatek zachovavat nemusi (nicméné, nékteré stale mohou). Zacneme posunutim,
nasledné si popiSeme obecny piipad rotace a osové soumérnosti, a nakonec se zamétime na

posunutou osovou soumernost.
2.2.1 Posunuti

Definice (Posunuti)

Polohou orientované usetky MM’ je dan vektor u. Zobrazeni, které libovolnému bodu
X roviny pfifazuje bod X’ tak, Ze plati XX’ = MM, se nazyva posunuti o vektor U.

(Kuftina, 2002, s. 63)
Mimo to, ze je posunuti samo shodnosti, budeme posunuti pouzivat k dal$im tcelim.
Zejména k tomu, abychom nemuseli byt omezeni na vztaznou soustavu, kdy rotace i osa jsou
ukotveny v pocatku. Posunuti budeme znaclit pismenem ty s dolnim indexem u, ktery
vyjadiuje vektor, o ktery se budou zobrazované body posouvat.
Odvozeni matice posunuti
Najit soufadnice posunutého bodu o vektor 1 = (ux, uy) jisté nebude tak tézké. Z Obrazek
2.27 vidime velice jasné, kam se bod A[x, y] zobrazi. Soufadnice posunutého bodu budou
tedy:

X =x+u, y=y+tu,.

('Uf U ?l)

Obrazek 2.27: Posunuti

44



Stejné jako u shodnosti, které pocatek zachovavaji, bychom i u posunuti a dalSich zobrazeni
radi nalezli maticovou reprezentaci. V tomto piipadé to bohuzel nebude tak ptfimocaré jako
u minulych pfipadi. Nasim tkolem je pficteni konstanty k soufadnicim zobrazovaného

bodu.
b
¢ D6 =(xra) o)

Pokud se podivame na nasobeni v rovnici (2.7), at’ se budeme snazit sebevic, tak nedocilime
toho, abychom pficetli samostatnou konstantu. Nejblize posunuti je matice identického

zobrazeni, ktera sice nepfi¢ita konstantu, ale alespont neméni koeficient u soutadnic bodu.

1 0\ (¥ X

(0 1) ' (y) - (y)
Timto bychom tuto ¢ast mohli uzaviit a skoncit se skuteCnosti, Ze pomoci matice
nenalezneme analytickou reprezentaci posunuti. My vsak toto tvrzeni upravime a fekneme,
7e matice typu 2 X 2 nam nenabizi spravné feseni pro posunuti. Sikovny nahled nam da
matice typu 3 X 3, kde spodni fadek této matice bude umeéle vytvoreny s pevné danymi Cisly.
Stejné tak vSem bodim piidame novou tfeti souradnici s ¢islem 1. Zkusme tedy najit
zbyvajici koeficienty. Napomocnd nam bude matice identity, jelikoZ nechceme, aby se

soufadnice bodu ménily ndsobenim, ale pouhym pfictenim konstanty.

A=T-A
X+ uy a ¢ e ve
-G 1 )
1 0 0 1 1

Po tomto triku Ize matici posunuti lehce odhalit, bude vypadat takto:

1 0 wu,
T = (O 1 uy>.
0 0 1

(Hejny et al., 1997, s. 21)

Komplexni reprezentace posunuti
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V komplexnich ¢islech bude posunuti velice jednoduché — k danému komplexnimu ¢islu
staci pricist jiné komplexni ¢islo.

Z=z+4+a a€ecC

Posunuti a linearni zobrazeni

Na prvni pohled je ziejmé, Ze posunuti neni linearnim zobrazenim, jelikoz nezachovava
pocatek. Timto zjiSténim vSak ztracime pro nas zajimavé vlastnosti, které nam dovoluji
skladani zobrazeni reprezentovat jako nasobeni pfislusnych matic. Tuto nepfijemnost si

objasnime hned v dalsi kapitole.

2.2.2 Otoceni

Zatim jsme probrali pouze analytickou reprezentaci otoCeni okolo pocatku. Nyni se
zamé&fime na obecné otoceni, tedy otoceni okolo libovolného bodu. JiZ zndme analytickou
reprezentaci otoceni okolo pocatku, zkusme tedy této znalosti vyuzit a nalézt analytickou
reprezentaci pro otoc¢eni okolo libovolného bodu. Staci nam nas konkrétni pifipad (otoCeni
okolo libovolného stfedu) do této polohy posunout, poté otocit okolo pocatku, a nasledné

posunout nazpét, jak ukazuje Obrazek 2.28.

Tsa =tz oToqot=

Obrazek 2.28: Otoceni okolo libovolného bodu

Nyni se musime vypotadat s dalSim problémem, a to je ndsobeni matic, jelikoZ bychom
chtéli dostat pouze jednu matici a celé zobrazeni provést najednou, nikoliv provadét

samostatné tii zobrazeni. Matice posunuti je typu 3 X 3, zatimco rotace 2 X 2, a tyto matice
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spolu nemiizeme nasobit. Pokusme se matici rotace doplnit také na matici typu 3 X 3. Pokud
budeme pracovat s matici 3 X 3, tak potfebujeme, aby i body byli tiislozkové. To vSak neni

zadny problém, jelikoz jsme si v minulé kapitole tekli, Ze tfeti soufadnice u bodu je ¢islo

cosa —sina e\ /x x'
(sin a cosa f) <y> = (y’)
0 0 1/ M 1

Nyni mizeme snadno ur€it neznamé v matici, tak aby posledni soutradnice ve vysledku bylo

jedna.

¢islo jedna, a zaroven aby se jednalo pouze o oto¢eni okolo pocatku.

cosa —sina 0\ /x x
sina  cosa O <y> =1y
0 0 1/ M 1

Nasledné spolu matice vynasobime (davejme si pozor na potradi matic, vici poradi skladani
zobrazeni) nebot’ tato operace je ekvivalentem pro sklddani zobrazeni. Matice otoCeni

s libovolnym stfedem S[m, n] a thlem otoceni a, kde vektor 0S oznadime jako U = (m,n),

by vypadala nésledovné:

1 0 m\ /cosa —sina O0\/1 0 —m
0 1 n sina cosa OJ{0O 1 —m]|=
0O 0 1 0 0 1/\0 O 1

cosa —sina m\/1 0 —-m
=|sina cosa n 0 1 —mn|=

0 0 1 0 0 1
cosa —sina —cosa-m+sina-n+m
=|sina cosa —sina-m—cosa-n+n | =
0 0 1

=|sina cosa n-(1—-cosa)—sina-m
0 0 1
cosa —sina u)

cosa —sina m-(l—cosa)+sina-n>

= | sina cosa v
0 0 1

(Hejny et al., 1997, s. 22)

Ze stejného divodu jako posunuti ani otoceni okolo libovolného bodu nebude linedrnim
zobrazenim. Dobrou zpravou je, ze linedrni zobrazeni neni jedinym zobrazenim, které

skladani reprezentuje jako ndsobeni matic. Dalsi takové zobrazeni je zobrazeni afinni. Afinni
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zobrazeni mizeme zjednodusené popsat jako slozeni linedrniho zobrazeni a posunuti, coz

piesné odpovida odvozenému otoceni okolo libovolného sttedu. (Bican, 2009, s. 202)

Tv
/
f(A)
A
D X,
0
S

Obrazek 2.29: Afinni zobrazeni (otoceni)
Podivejme se na Obrazek 2.29 reprezentujici otoceni okolo libovolného stfedu. Sedou
barvou je naznacené rozlozené afinni zobrazeni, které se skladd z linedrniho zobrazeni

(otoceni okolo pocatku) a nasledného posunuti.

Priklad 2.11
Naleznéte maticovou reprezentaci otoceni o 90° se stiedem S[2,3] a nasledné otocte bod

A[1,3].

Reseni:

Nyni méame dvé moznosti feSeni. Mizeme se podivat na minulou stranu a dosadit nezname
do odvozeného tvaru matice nebo postupné matici odvodit. Pro ndzornost si matici posupné

odvodime.

Rg g0 = Tﬁ °Rpgp° © Tﬁ
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1 0 2\ /cos90° —sin90° 0\ /1 0 -2
Rsooe={0 1 3]{sin90° cos90° O0]){0 1 -3

0 0 1 0 0 1/\0 0 1

1 0 23,0 -1 0\/1 0 -2 0 -1 2/1 0 -2
=<013><1 0 0)(01—3>=<1 0 3)(01—3)
0 0 1/\0 O 1/\0 O 1 0 0 1/\0 0 1
0 -1 5
=<101>
0 0 1

Po nalezeni matice zobrazime bod:
0 -1 5\/1 2
1 0 1]13])=(2]-4"[22].
0 0 1/ \1 1

Priklad 2.12

Komplexné otoéte bod Z[—1,2] kolem stiedu otoceni S[1,1] o tthel & = 90°.
Resent:

Budeme postupovat jako v maticovém piipad€ — nejprve si pomoci posunuti presuneme
vSechny body tak, aby stfed otoceni byl shodny s poc¢atkem soustavy soufadnic, nasledné
oto¢ime kolem pocatku (rovnice (2.4)), a nakonec posuneme zpét na ptivodni umisténi. N4s

postup také popisuje Obrazek 2.30.

d 7

Obrazek 2.30: Komplexni reprezentace otoceni
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Z=z-5)(a)+s
Z=(-1+4+i—1-1i)(cos90°+isin90°) + 1 +i

z'=—i

Vysledkem je tedy ¢islo z' = —i nebo bod Z[0, —1].

Dale se zaméfme na obecny tvar otoceni v komplexni roving. Otoceni okolo pocatku vypada

nasledovné:
z'=a-z, a€R|a|l =1
Otoceni okolo obecného bodu vypada po Gpravée takto:
zZ=(z-s)(a)+s=za—sa+s.
Pro zjednoduSeni nahradime vyraz —sa+s komplexnim ¢islem b.

z'=a+z+b, a€R|a|=1,b€eC

2.2.3 Osova soumérnost
Podobné jako u otoceni budeme skladat matice posunuti a osové soumérnosti s osou

prochazejici pocatkem.
So =tﬂ’0501°t:j

Jak miiZeme vidét na Obrazek 2.31, budeme posouvat o vektor OP,, ktery si oznacime jako

u=(mn).

7B,

B,

01 o

Obrazek 2.31: Osova soumérnost
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1 0 m)\/cos2B sin28 0\/1 0 —-m
<0 1 n)(sinZB —cos2f 0)(0 1 —n>=

0 0 1 0 0 1/\0 0 1
cos2f sin2f m\/1 0 —-m
=|sin2f —cos2p n)(O 1 —n) =
0 0 1/\0 0 1

=|sin2f —cos2f —sin2f-m+cos2f-n+n
0 0 1
cos2B sin2f m-(1—cos2B)—sin2p n>

cos2fB sin2p —cosZ,B-m—sinZ,B-n+m)

=|(sin2f —cos2f n-(1+cos2B)—sin2f-m
0 0 1

cos2fB sin2p u>

=|sin2f —cos2f v
0 0 1
Co se tyce osové soumernosti a linearniho zobrazeni, jisté nebude prekvapenim, ze stejné
jako u otoceni, se nase pozornost ptesune k zobrazeni afinnimu (Obrazek 2.32).
S
Yy 0
B

~

/ 0

Obrazek 2.32: Afinni zobrazeni (Osova soumérnost)

Priklad 2.13

Naleznéte maticovou reprezentaci osové soumérnosti s osou 0: y = x + 2, nasledné¢ zobrazte

bod A[—1,0].

Resent:
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2 COS(Z'%) Sin(z'%) 01 0 2
) (55 1)-

sin(Z-%) —cos(Z-%) 0
0 0 1

1 0 =2\/0 1 0\/1 0 2 1 0 =2\/1 0 2
=(0 1 0)(1 0 0)(0 1 0>=<1 0 0)(0 1 0)
0 0 1 0 0 1/\0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 -2

0 2).

0 1

Po nalezeni matice bod zobrazime:

0 1 —-2\[-1 -2
(10 2)|o|-|1]-wr2n
0 0 1 1 1

Obrazek 2.33: Zrcadleni bodu A

Priklad 2.14
Naleznéte maticovou reprezentaci osové soumérnosti s osou 0:y = —2x + 4, nasledné

zobrazte bod B[3,3].
Resent:

<1 0 2) cos(2-tg71(-2)) sin(2-tg71(-2)) O (1 0 —
S, =

0 1 O0J|sin(2-tg73(-2)) —cos(2-tg7(-2)) 0|0 1 O |=
0 0 1 0 0 1/ \0 0 1
3 4 3 4 16
(102>_§ 50<10—2> "5 75 5
=(o 1 o)] 4 3 01 0)=| 4 3 8
00 1/{7 s 5 9 \0 o 1 "5 3 3
0 0 1 0o 0 1

52



Zobrazeny bod bude vypadat nasledovné:

Obrazek 2.34: Zrcadleni bodu B

Piiklad 2.15

. ] 3

Komplexné zrcadlete bod Z[—3,3] pomoci osy 0:y = \/3——x + 2.

Resent:

Nejprve si pfipomenme, jak jsme postupovali v ptipad€, kdy osa prochdzela pocatkem
soustavy soutadnic. Jelikoz jsme pouzivali sdruzena komplexni ¢isla, museli jsme dostat osu
do takové polohy, aby se ptekryvala se soufadnicovou osou x. Toho Slo snadno docilit
otocenim okolo pocatku. V naSem obecném piipadé tedy nejdiive posuneme osu tak, aby
prochazela pocatkem soustavy soufadnic, nasledné otofime, aby osa splyvala s osou

soutfadnic x, komplexné sdruzime a postupné vratime do vychozi polohy. Cely proces opé&t

nastifluje Obrazek 2.35.

Prisecik pfimky o a osy soufadnic x bude bod S [—2\/5, 0]. Tento bod budeme od¢itat od
zobrazovaného Cisla, abychom ho nésledné mohli ozrcadlit pomoci osy prochazejici

pocatkem, kterd svird s osou x thel ¢ = 30°. Komplexni ¢islo o velikosti jedna, kterym
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budeme nésobit ¢islo z, abychom ho otocili, ozna¢ime pismenem a s dolnim indexem plus

pro kladny thel a a minusem pro zaporny thel.

zo = (z—s)(a-)

zo = (=3 4 3i 4+ 2v3) - (cos(—30°) + i sin(—30°))
9-3v3 3+43

Zy = > + > l

Nyni ¢islo komplexné¢ sdruzime a nasledné opét otocime a posuneme.

__9-3V3 3443
2y =—> 5L
=Zy"
—3\/_ 3+43
< > ) (cos 30° + i sin 30°) — 2v3
—3+5V3 3-3V3
7' = + 1—2\/§
2 2
-3+ 3—-3
z'= 2\/_ 2\/_ =—-0,63 —-1,1i

Obrazek 2.35: Komplexni reprezentace osové soumernosti
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Tento postup byl v porovnani s piimou shodnosti (oto¢eni okolo libovolného bodu

vvvvvv

popsali pomoci komplexnich ¢isel obecné.

zZ'=(z—-5) (cos(—a) +ism(—a)) - (cosa +isina) + s

Z=a*"7-5"a*+s

Vyraz —5 - a® + s mizeme nahradit komplexnim &islem b. Koneéna rovnice zrcadleni

tedy vypada nésledovné:

2.2.4 Posunuté zrcadleni

Tuto podkapitolu za¢neme motivacnim piikladem.

Priklad 2.16

Je dano geometrické shodné zobrazeni, pomoci matice Q. Urcete, o jaké shodné zobrazeni

1 0 2
0 -1 2
0 0 1

Po Gpraveé matice zjistujeme, Ze by se mélo jednat o osovou soumérnost s osou rovnobéznou

se jednam, a zjistéte jeho nalezitosti.

Q

Resent:

S OSOu X.

cos0° sin0° 2
Q =|sin0° —cos0° 2
0 0 1

Nyni se pokusime nalézt samodruzné body. JelikoZ jiz vime, o jaké zobrazeni se jedna, m¢la

by ndm vyjit pfimka samodruznych bodt, tedy osa zobrazeni.

3 ) 6)-6)
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Po upravé této soustavy rovnic zjistime, Ze soustava nemd feSeni, coz znamena, ze toto
zobrazeni nema zadné samodruzné body. Dostavame se k zavéru, ze se nemuze jednat

0 0Sovou soumernost.

Y
5 . Py
A B
C
1€
c’
X
0 A 1 ZB 3 4

Obrazek 2.36: Zobrazeni reprezentované matici Q
Po zobrazeni n¢kolika bodii miizeme na Obrazek 2.36 pozorovat, Ze se jedna o nepifimou
shodnost. Posledni shodnost, u které jsme jesté neodvodili analyticky popis je posunutd
osova soumeérnost. Jedna se o shodnost, kterd kombinuje osovou soumérnost podle

0sy 0 a posunuti ve sméru osy.

Definice (Posunuté zrcadleni)
Je dana ptfimka m. Zobrazeni sloZené z posunuti £ ve sméru piimky m a zrcadleni podle osy

m v jakémkoliv potfadi se nazyva posunuté zrcadleni.
(Kufina, 2002, s. 98)

Posunutou osovou soumérnost budeme znalit pismenem v,y s dolnimi koeficienty
oznacujicimi osu soumérnosti a vektor posunuti. Toto zobrazeni si mizZeme snadno
interpretovat na stopach ve snéhu. Jak vidime na Obrazek 2.37, stopy jsou posunuté o vektor

¥ a k tomu jsou prevracené pomoci osy o .

oN: -

P ———
L

% xa y

(o]

)

Obrazek 2.37: Stopy
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Odvozeni matice posunuté soumérnosti

Budeme postupovat podle definice, tim padem budeme sklddat osovou soumérnost s,

14 ’ i . W v 4 r W .
s posunutim t3, kde vektor posunuti t = (q,7) je rovnob&zny s osou 0sové soumernosti o.

o,t
cos2f sin2B u 1 0 ¢ cos2f sin2f u+gq
<sin 2 —cos2f v) : (0 1 r) = (sin 2 —cos2f v +r)
0 0 1 0 0 1 0 0 1

sin2ff —cos2f I

(cosZ,B sin 28 k)
0 0 1

(Stehlikova et al., 2008, s. 18)

Jak mizeme pozorovat, matice osové souméernosti a posunuté osové soumernosti jsou
viceméné totozné, my bychom vSak radi tyto matice rozeznavali. Jednoduché feSeni
poskytuji samodruzné body. Jak ukazal motivacni Piiklad 2.16, tato zobrazeni se liSi v poctu

samodruznych bod.

2.2.5 Obecné matice shodného zobrazeni

Mame odvozena nasledujici zobrazeni: zrcadleni, otoceni, posunuté zrcadleni a posunuti
(Obrazek 2.38). Jsou toto vSechny existujici shodnosti, nebo jich je vice? Podivame se
na definici shodnosti a pokusime se ovéfit, Ze jsme naSli vSechna zobrazeni a jejich

analyticka vyjadreni.

Definice (Shodné zobrazeni)
Zobrazeni roviny na rovinu se nazyva shodné zobrazeni neboli shodnosti roviny, pravé kdyz

pro kazdé dva body roviny X, Y a jejich obrazy X', Y’ plati

|XY| = |X'Y’|.

\
N
“
N\

Obrazek 2.38: Zrcadleni, otoceni, posunuté zrcadleni, posunuti
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Odvozeni obecné matice shodnosti

Najdéte vSechny shodnosti
f:R? > R?, X[x,y,1] = X'[x, ¥y, 1],

které lze v maticovém tvaru zapsat predpisem

!

X a c e\rx
-0 ¢ b
1 0 0 1/11

Vezméme si obecnou matici zobrazeni F, tu muzeme rozlozit na dv€é matice zobrazeni, ze

kdea,b,c,d, e, f € R.

kterych jedna ndm bude geometrické utvary posouvat (matice posunuti T') a druha nam bude

geometrické utvary otacet ¢i zrcadlit (matice shodnosti I).

F=T-1I

a ¢ e 1 0 eN/a ¢ O
p=(b f>=<0 f)(b y o)
0 0 1 0 0 1/\0 0 1

Nase zkoumani tedy zamétime na matici I, kterou posléze miizeme zmensSit na matici 2 X 2.

[N

Definice shodného zobrazeni nam dava podminky pro vzdalenost dvou bodii. My si tuto
definici upravime a nahradime vzdalenost bodu vzdalenosti vektort.
IXY| =Y =X| =[5 =(x,y)], VvEIf@I| =V

Ze svéta bodl jsme se dostali k vektordm. Zobrazeny vektor f () mizeme vyjadfit pomoci
matice /. Dostaneme se k rovnici, kterou upravujeme maticovym nasobenim, nasledné

pouzijeme vzorec pro velikost vektoru.
Nyni z definice shodnosti:
G G)I=1G)
|(ax + cy, bx + dy)| = |(x, )|,

V(ax +cy)? + (bx + dy)?) = (x2 + y2),
a’x? + 2acxy + c?y? + b%x? + 2bdxy + d?y? = x? + y2.
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Chceme, aby tato rovnost platila pro vSechny body, tim padem pro Vx,y € R. Z toho
divodu porovname nésledujici koeficienty:

x?: a’+b?=1,

y2: ct+d? =1,

xy: Z2ac+ 2bd = 0.

Po zkousce vysledkl a vhodnym parametrizovanim dospéjeme ke dvéma feSenim:

(cosgo —singo) (cosgo singo)
singg cose )’ \sinp —cosq@/

Nasledné opét slozime s maticemi posunuti a dostavame uplna feseni:
cosp —sing e cosgp sing e
singpg cosg f|,|sing —cose f |

0 0 1 0 0 1

Autofi Hejny et al. (1997, s. 23) uvadéji postup obdobny, ktery vede k naprosto totoznym

vysledkiim. Pro ucelenost doporucujeme k nahlédnuti.
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3 Podobna zobrazeni

Podobnost mizeme jednoduse chapat jako zobrazeni, které zachovava tvar a méni velikost.

>

Obrazek 3.1: Podobné trojithelniky
Prvni mySlenky Zak a studentli mohou casto vést k podobnym trojihelnikim a vétdm o nich
(SUS, SSU, UU). Pomoci podobnosti lze v geometrii dokdzat spoustu matematickych vét
(Eukleidovy véty, Pythagorova véta). My se vSak na podobnost podivame z analytického
pohledu, stejné jako na shodnost, a budeme se snazit nalézt jeji predpis a geometrické

nalezitosti.

Definice (Podobné zobrazeni)

Zobrazeni roviny na rovinu se nazyva podobnym zobrazenim roviny neboli podobnosti
roviny, pravé kdyz existuje kladné ¢islo k tak, Ze pro kazdé dva body roviny X,Y a jejich
obrazy X', Y’ plati:

Cislo k se nazyva koeficient podobnosti.

Pokud je koeficient podobnosti k roven jedné, zobrazeni je shodnosti a hovotime o nevlastni

podobnosti. Je-li koeficient podobnosti k rtizny od jedné, podobnost se nazyva vlastni.
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3.1 Odvozeni analytické reprezentace podobnych zobrazeni

V minulé kapitole jsme pro shodnost nasli Sikovné vyjadieni pomoci matice, zkusme tedy
to samé udélat i pro podobnosti. Odvozeni je obdobné jako v zavéru kapitoly o shodnostech

— vyjdeme z obecné definice a odvodime souhrnny piedpis.
Najdéme vSechny podobnosti
f:R?2 > R?,  X[x,y] > X'[x,y],

které lze v maticovém tvaru zapsat predpisem

x' a ¢ e\ rx
1 0 0 1/l

Vezméme si obecnou matici zobrazeni F — tu muzeme rozlozit na dvé matice zobrazeni,
ze kterych jedna ndm bude geometrické utvary posouvat (matice posunuti T7) a druha ndm
bude geometrické utvary otacet ¢i zrcadlit a dale zmensSovat nebo zvétSovat (matice

podobnosti P).

F=T-P

a c e 1 0 eN/a ¢ 0
(b a f)=<o X f)(b y o)
0 0 1 0 0 1/\0 0 1

NasSe zkoumani tedy zaméefime na matici P, kterou posléze mizeme zmensSit na matici typu
2 X 2. Definice podobného zobrazeni nam davéa podminky pro vzdéalenost dvou bodii. My si

tuto definici upravime a nahradime vzdalenost bodu vzdalenosti vektort.
IXY| =Y = X| = [9| = |(x, y)I,3k > 0,Vv: |f(D)| = k - ||

Ze svéta bodl jsme se dostali k vektorim. Zobrazeny vektor f () mizeme vyjadfit pomoci
matice P. Dostaneme se k rovnici, kterou upravujeme maticovym nasobenim, nasledné

pouzijeme vzorec pro velikost vektoru.

GG D GI=+16)
|(ax + cy,bx + dy)| = k- |(x, y)|
\/((ax +cy)? + (bx + dy)?) =k -/ (x? + y?)
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a’x? + 2acxy + c?y? + b%x? + 2bdxy + d*y? = k?x? + k?y?

Nyni porovnidme jednotlivé koeficienty u neznamych x?2,y?, a xy, jelikoz, stejné jako

u shodnych zobrazeni, chceme, aby rovnice platila pro Vx,y € R.

az + bZ = k2 (32)
C2 + dz = kz (33)

Nyni do umocnéné rovnice (3.4) dosadime upravené rovnice (3.2) a (3.3).
ac = —bd
a2C2 — b2d2
aZ(kZ _ dZ) — (kz _ aZ)dZ
a’k? — a?d? = k?d? — a*d?
d? = a?
d=*a
Obdobnym postupem ziskame dalsi rovnost:

c = +b.

Po provedeni zkousky ziskdvame dvé mozné kombinace, jak mize vypadat matice

podobnosti P:

(Z _ab) a (Z _ba)»kde (a,b) # (0,0).

Po sloZeni s matici posunuti T ziskavdme konecny tvar matice podobnosti F, kterd miize mit

dva tvary: matice F* reprezentujici pfimou podobnost a matici F~ reprezentujici nepfimou

a —b e a b e
F+=<b a f) a F_=<b —a f),
0 0 1 0O 0 1 (3.5)

(a,b) # (0,0)

podobnost.

Dals$i moznost nalezeni matice podobného zobrazeni nalezneme ve Stehlikové (2008, s. 27—

28).
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3.1.1 Podobnost a determinant

Nejprve si vezméme obecny tvar matice podobnosti, ktery jsme jiz odvodili.

a +b e

P=|b +a f

0 0 1
Mame pied sebou matici typu 3 X 3, jeji determinant lze snadno zjistit pomoci Sarrusova
pravidla. Diky poslednimu fadku matice podobnosti 1ze dokonce matici zmensit na matici

typu 2 X 2 a tfeti sloupec zanedbat. Nyni se podivdme na vypocet determinantu u tohoto

zjednoduSeného obecného tvaru a pokusime se nalézt spojitost s koeficientem podobnosti.

a

det Pt = |b

;z| =a? + b?

det P~ = |Z —ba| = —(a? + b?)

Jelikoz jsme zachovali znaceni jako pfi prvotnim odvozeni matice podobnosti, mizeme

podle rovnice (3.2) vztah pfepsat na rovnici ve tvaru:

det P* = +k?
det P~ = —k?
k = ./|det P|.

Determinant je tedy pomérné silny nastroj, ktery ndm odhali jak orientaci podobnosti, tak
jeji koeficient. Stejnou analogii 1ze pouZzit pro shodnosti a jejich matice s determinanty.

Shodnosti neboli nevlastni podobnosti maji tedy determinant roven 1.

3.1.2 Stejnolehlost

Stejnolehlost je specidlnim piipadem podobnosti.

Definice (Stejnolehlost)
Je dano realné Cislo [ rizné od 0 a 1 a bod S. Zobrazeni, které libovolnému bodu X roviny

ptitfazuje bod X* tak, ze plati
|SX'| =1-1SXI|,
se nazyva stejnolehlost h(S, [).

(Kufina, 2009, s. 129)
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Kazda stejnolehlost je podobnosti spomérem podobnosti k = |l|. Stejnolehlost

s koeficientem —1 je stfedova soumérnost.

Analyticka reprezentace stejnolehlosti
Necht’ mame stejnolehlost s koeficientem [ a se stfedem v pocatku O. Z definice snadno

odvodime matici stejnolehlosti ve tvaru:

[l 0 0
HO,l ={0 l 0.
0 0 1

Pokud bychom hledali matici stejnolehlosti s libovolnym stiedem, vyuzijeme stejny postup
jako u hledani obecnych ptipadii shodnosti. Necht’ médme stejnolehlost s koeficientem [ a se

sttedem S[m, n]. Matici stejnolehlosti ziskdme nasledujicim zptisobem

1 0 m\/L 0 0\/1 0 —-m
f&l=<0 1 n)(O l o)(o 1 —n)
0 0 1/\0 0 1/\0 0O 1
[ 0 m—Im I 0 A-D'm (3.6)
=<0 l n—ln>=<0 l (1—l)-n)
0 O 1 0 O 1

(Stehlikova et al., 2008, s. 27)

Priklad 3.1
U zadanych matic 4, B, C, D, které reprezentuji podobnd zobrazeni zjistéte, zda se jedna
o pfimou nebo nepifimou podobnost a naleznéte koeficient podobnosti. Spocitejte

determinant jednotlivych matic a naleznéte samodruzné body téchto podobnosti.

1 2 3 0 3 -2
A=12 -1 4|, B={-3 0 1|,
0 0 1 0 0 1

1
5 00 4 —9 21

C= 1, D=<9 4 3)
0 5 0 0 0 1
00 1
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Resent:

Pouze z tvaru matic mtizeme pozorovat, Ze matice C reprezentuje stejnolehlost se sttedem
v pocatku, ostatni matice nelze dale identifikovat. Zkusme tedy najit zadané prvky
a nasledné je spole¢né porovnat. Nejprve budeme pracovat se zadanou matici A. Zjisténi,
zda se jedna o podobnost pfimou ¢i nepfimou nam povi tvar jiz zadané matice, ktery
porovname se zakladnim tvarem podle rovnice (3.5). Matice A tedy reprezentuje nepfimou

podobnost.
Dale se pokusime zjistit koeficient podobnosti, ktery mizeme podle definice podobnosti

(3.1) spocitat takto:

| X'Y'|

k——lXYl.

Zobrazime tedy libovolnou ptfimku a zjistime koeficient podobnosti.

k:\/(4—3)2+(6—4)2:\/§
V(0 —0)2 + (1 - 0)2

Poznamka: Jiz jsme si ukazali, ze koeficient podobnosti se da zjistit pomoci determinantu.
Nyni pocitdme koeficient podobnosti pomoci definice, abychom ho nasledn€ mohli porovnat

s determinantem a informace si ové&fit a upevnit.

Déle nalezneme samodruzny bod neboli bod, ktery se pfi zobrazeni zobrazi sam na sebe.

1 2 3 X X
2 -1 4] }Il = IYl
O 0 1 1 1

x+2y+3=x

2x—y+4=y

. “1r Y . 7 3
Soustava rovnic nam sdéli jedno feSeni a to bod S, [— 70 5].

Determinant matice vypocitame naptiklad pomoci Sarrusova pravidla, které mizeme vidét

v nasledujici rovnici.
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1 2 3
Al=|2 -1 4/=-1-0+0-0+0-4=-5
0 0 1

Stejnym zpisobem budeme postupovat u zbylych matic. Pro ptfehlednost jsme vysledné
prvky zapsali do Tabulka 3.1, znaménkem plus budeme znacit podobnost pfimou, naopak

znaménkem minus podobnost nepfimou.

Tabulka 3.1: Charakteristické prvky podobnosti

Matice | Druh podobnosti k Determinant Samodruzny bod

A . V5 5 [_ 7 E]

2" 2

1 21
B + 3 9 [ﬁ 30

1

C - 2 4 [0,0]
D + V97 97 [—1,2]

Jak si mizeme ztabulky vSimnout, druh podobnosti se v nasem piipad¢ pienasi do
determinantu v podobé znaménka. Koeficient podobnosti je pak odmocninou absolutni

hodnoty determinantu, jak jsme oc¢ekavali.

3.2 Komplexni reprezentace podobnych zobrazeni

V této kapitole jsme se zatim velice podrobn¢ vénovali maticim. JiZ u shodnosti jsme si vSak
ukazali, ze matice nejsou jedina cesta, co se tyCe analytické reprezentace zobrazeni. Dalsi
moznosti je reprezentace pomoci komplexni roviny. V Ptiklad 2.12 a Ptiklad 2.5 jsme nasli
zpusob, jak vyjadfit otoceni okolo libovolného bodu a osovou soumérnost s libovolnou osou
komplexné. Pro nase dalsi ucely se nyni podivame na vyjadieni pfimé podobnosti pomoci
komplexnich ¢isel. Neptimou podobnost pfenechame pouze maticim, jelikoz, jak jsme vidéli
jiz u neptimé shodnosti, zapis zacina byt znacné slozity a neefektivni. Odvozeni zacneme

konkrétnim ptikladem, ze kterého se pokusime odvodit obecnou reprezentaci.
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Priklad 3.2
Trojuhelnik ABC se zobrazi na trojihelnik A'B'C’. Zjistéte, o jaké zobrazeni se jedna
analeznéte jeho analytickou reprezentaci pomoci matic. Nasledné¢ se pokuste odvodit
komplexni reprezentaci.

Al21] - A'[42]

Bl[6,1] — B'[12,2]
C[2,4] - ('[4,8]

Resent:

Obrazek 3.2: Podobné trojuhelniky — komplexni reprezentace

U kazdého piikladu je vhodné si nacrtnout obrdzek. Z naseho Obrazek 3.2 vidime, Ze
zobrazeni bude piima podobnost, jelikoZ se zachovavaji tihly (podobné zobrazeni) 1 potadi
bodi (pfimé zobrazeni). Z rovnice (3.5) zndme podobu matice pfimé podobnosti, nyni tedy
pomoci soustavy linearnich rovnic tuto matici nalezneme. V nasledujicim zapise se postupné
zobrazuji tf1 body. Na tomto misté¢ uved'me poznamku ke znaceni — pro kompaktnost a

usporu mista neni kazdému bodu vénovéana samostatna rovnice, ale jsou oddéleny svislou

¢arou.
fX)=X
a —b e 216]|2 411214
b a f]-|1|14|=1|2[2]8
0O 0 1 11111 11111

2a—b+e=4
6a—b+e=12
2a—4b+e =4
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2b+a+f=2
6b+a+f =2
2b+4a+f =38

Nyni soustavu rovnic vyfesime pomoci Gaussovy elimina¢ni metody v matici.

2 -1 1 04
2 =4 1 0|4 1 0 0 0]2
6 -1 1 012 _(0 1 0 0]0
1 2 0 1|2 0 0 1 0]0
1 6 0 1|2 0 0 0 110
4 2 0 1'8

2 0 0

F=<020>
0 0 1

Obrazek 3.3: Stejnolehlost
Nalezli jsme matici podobnosti F' a podle tvaru zjistujeme, ze se jedna o stejnolehlost se

sttedem v pocatku s koeficientem 2 (Obrazek 3.3).

Nyni se pfesuneme do komplexni roviny a podivame se, jak se komplexni ¢isla méni.

!

Z - Z
24+i > 4+12
6+i - 12+ 2i
2+4i - 4+8i

Po kratkém pozorovani zjiStujeme, Ze kazdé cislo bylo vyndsobeno ¢islem 2, abychom

dostali zobrazeny tvar. Zobrazeni f tedy komplexné¢ mizeme reprezentovat rovnici:

z = (24 0i) -z
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Komplexni reprezentace stejnolehlosti se sttredem v pocatku

V minulém piikladu jsme nalezli jednu konkrétni komplexni reprezentaci stejnolehlosti,
zkusme nyni tuto myslenku zobecnit. Piipomenme si komplexni odvozeni rotace okolo
pocatku, viz str. 23. Stejnolehlost méni vzdalenost od svého stfedu, nikoliv thel, ktery se
vyskytuje v goniometrickém tvaru komplexniho ¢isla. Nas tkol bude nyni naprosto opacny
od odvozeni otoCeni okolo pocatku — hledame takovou operaci, kterd neméni thel

komplexniho cisla, ktery svira s osou x, ale naopak méni velikost komplexniho ¢isla.

Viceméné chceme ¢islo otocit o 0° a zvétSit jeho velikost v zavislosti na koeficientu

stejnolehlosti [ € R\ {0,1}.

z'=1-(cos0°+isin0°) -z
zZ =11z

z'=1"z

Primé podobnosti komplexné
Komplexni reprezentaci pfimych podobnosti miiZzeme odvodit analogicky, jako piimé
shodnosti. Mé&jme na paméti komplexni reprezentaci stejnolehlosti — podobnosti tedy

muzeme reprezentovat nasledujici rovnici:
Z =kz+m,kdek € R\ {0},meC

Pokud bude k rovno 1, bude se jednat o shodné zobrazeni.

3.3 Samodruzné body podobnosti

Stejn¢ jako u shodnosti budou u podobnosti samodruzné body zajimavym tématem.
U shodnosti byly samodruzné body velice rozmanité. Nékteré shodnosti mély nekonecné
mnoho samodruznych bodi, nékteré dokonce Zadny. Pojd'me se opét podivat na tabulku
(Tabulka 3.7), kde jsme hledali samodruzné body jiz u ¢tyt raznych podobnosti. Pokazdé
jsme nalezli pouze jeden samodruzny bod jak u podobnosti pifimé, tak i nepiimé. Je tedy
ptirozené se domnivat, ze kazdé podobnosti nalezi prave jeden samodruzny bod. Nyni si tuto

domnénku ovéfime.

Véta (Samodruzné body vlastni podobnosti)

Kazda vlastni podobnost ma praveé jeden samodruzny bod.
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Diikaz:
Ditikaz rozdélime do dvou ¢asti na piimou podobnost a nepiimou podobnost.

a) Pfimou podobnost dokazeme pomoci komplexnich ¢isel. Podobné zobrazeni f

pomoci komplexnich ¢isel vyjadiime nasledujicim zptsobem:

f:C->C
f(z)=z-a+c, a,c€C,lal #1,0.
f(s)=s
a-s+c=s
s(a—1)=—c
o
1—a

Pro ¢islo a ndm vznikla podminka a # 1. To nds viibec neomezuje, jelikoZ aby se
jednalo o vlastni podobnost, musi byt velikost ¢isla a rizna od jedné. Nasli jsme

samodruzny bod S, ktery je uréen jednoznacné.

b) Nepiimou podobnost dokdzeme pomoci maticové reprezentace. Hledame takovy bod

S[x, y], ktery se zobrazi sam na sebe, a tudiz vyhovuje rovnosti:

a b e X v
(b —a f)' }’l = yl.
0O 0 1 1

1
Tuto rovnost 1ze zapsat jako soustavu linearnich rovnic, kterou si nasledné prepiSeme

do matice
ax+by+e=x
bx—ay+f=y
_(a—1 b —e
Me= ("0 o al=p)

M= (a;l _ab_ 1).

Chceme dokazat, ze existuje pravé jeden takovy bod S[x, y], ktery vyhovuje dané

soustavé rovnic. Z linearni algebry vime, Ze soustava n linedrnich rovnic
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onneznamych mé pravé jedno fteSeni, pravé tehdy kdyz je matice soustavy

M regularni. Aby matice M byla regularni, jeji determinant musi byt rizny od nuly.

a—1 b
b —a—1¢0

(a—1)(-a—1)—b%2#0

—a?—-b*+1+#0

—k*+1#0

k% # 1

k++1

Vyraz a? + b? jsme nahradili koeficientem podobnosti k z rovnosti (3.2). Z definice
podobnosti vime, ze k musi byt vétsi nez nula a ze pokud k je rovno jedné, jedna se
o vlastni podobnost. Z toho plyne, Ze se nikdy nestane aby k bylo rovno jedné nebo

minus jedné a véta je dokazana.

Poznamka: Dal$i ndhled na tuto problematiku nabizi Kufina (2002, s. 156).

3.4 Rozklad podobnosti na stejnolehlost a shodnost
Kazdé¢ podobné zobrazeni s koeficientem k miZeme rozlozit na stejnolehlost h(S,1)
a shodné zobrazeni s. Stfed S miZeme v roviné volit libovolné, shodnost je pak urcena

jednoznacné.
(Kufina, 2009, s. 152)

Jelikoz si stfed stejnolehlosti mizeme zvolit libovoln€, volime si ho v pocatku, rozklad

podobnosti vypada nasledovné:

a +b e cosp Fsing e\/l 0 0
FE?,F=<b ta f|=|sing +cosep fJ{0O I 0] 3.7)
0 0 1 0 0 1/\0 0 1 ’

Tento rozklad nas vSak pftili§ neuspokojuje geometricky, jelikoz shodnost v rozkladu je
pomérné neurcitd, zatimco stejnolehlost ma stfed v pocatku. Uved’'me si tedy dalsi tvrzeni

o rozkladu podobnosti podle Kutiny (2002, s. 157).
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Libovolnou vlastni pfimou podobnost, ktera neni stejnolehlosti. Lze rozlozit na stejnolehlost

a rotaci s tymz stfedem.

Libovolnou vlastni nepifimou podobnost 1ze rozlozit na stejnolehlost a osovou soumérnost,

jejiz osa prochazi stitedem stejnolehlosti.

Nyni spojme znalosti o samodruzném bod¢ podobnosti. Pokud budeme volit tento rozklad a
stted stejnolehlosti zvolime v samodruzném bod¢, geometricky se pro nas stane situace

mnohem zajmav¢jsi.

3.5 Resené priklady — rozklad podobnych zobrazeni

Nyni se podivame na nékteré typické piiklady, které provazely kurz Analytické geometrie II.
Jednim z nich je ptiklad, kdy je zaddna Usecka a jeji obraz, a my mame zjistit, ktera
podobnost tuto secku na zobrazenou Gsecku zobrazi. Prvni otdzka, kterou bychom si méli

polozit je, zda bude takova podobnost existovat vzdy, a pokud ano, kolik jich bude.
Prvni otazka ma zcela trividlni feSeni — kazdé dve tsecky jsou si podobné, jelikoz mezi nimi
existuje podobné zobrazeni, které pievadi jednu na druhou. MiiZze se jednat o vlastni

podobnost (GseCky maji rizné velikosti), nebo o nevlastni podobnost — tedy shodnost

(GseCky maji stejné velikosti).

Y

Obrazek 3.4: Uréenost podobného zobrazeni
Odpoveéd’ na druhou otazku po kratkém zamysSleni také nebude viibec slozita. Doplnime
zadanou usecku AB o tfeti bod C tak, aby nam vznikl trojihelnik ABC. Nésledné také
budeme chtit doplnit usecku A’B’ bodem C’, tak abychom méli trojihelnik A’B’C’ (kde si

ptislusné poméry stran odpovidaji tak, abychom zachovali podobnost obrazce). AvSak jak
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vidime na Obrazek 3.4, takové trojihelniky jsou pravé dvaato A’B’C’ ataké A’B’C”. Existuje

tedy praveé jedna piima a jedna neptima podobnost, ktera prevadi isecky AB na A’B’.
(Kufina, 2002, s. 152)
Piiklad 3.3

Analyticky popiste vSechny podobnosti f € P, které usecku AB zobrazi na Gsecku A’'B’.
Najdéte samodruzné body téchto podobnosti a analyticky urcete jejich rozklad
na stejnolehlost se sttedem v samodruzném bod¢ a vhodnou shodnost (otoceni se sttedem
v samodruzném bodé¢, resp. zrcadleni podle osy timto bodem prochazejici). Vysledna

zobrazeni rozkladu u pfimé podobnosti geometricky popiste.

f:AB — A'B, fep
A[0;4‘]1 B [_2;3]1 A,[ll _3]' B’[Z,O]

N

Y
]
/ A
B
J X,
0 B’

A

Obrazek 3.5: Podobné zobrazeni — priklad I
Resent:
Existuje pravé jedna piiméd podobnost, a pravé jedna nepiiméd podobnost, ktera zobrazi
usecku AB na usecCku A’B’. Jelikoz se jedna o podobnost, jako prvni si spocitame koeficient

podobnosti pomoci rovnice z definice podobnosti (3.1).
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|A'B’| = k- |AB|
V10 =k -5
k=+2
Nyni se podivame zvIast’ na pfimou podobnost a nasledné na neptimou podobnost. Abychom

se vyhnuli nedorozuméni budeme pfimou podobnost a jeji matici znacit P* a nepiimou P~.

Matici pfimé podobnosti snadno zjistime sestavenim soustavy linearnich rovnic.

fX)=Xx
a —b e\[0]|-2 112
b a f|l4]13]|=]|-3]|0
0O 0 1/11l11 111
Oa—4b+e=1
0b+4a+f=-3
—2a—3b+e=2
—2b+3a+f=0
0 -4 1 0|1 1 0 0 0]-1
4 0 0 1(-3}_({0 1 0 0|1
-2 =3 1 0|2 0 0 1 0]-3
3 =2 0 110 0 0 0 111

Po vyfeSeni linedrni soustavy jsme koeficienty dosadili do matice, tim jsme nalezli

analytickou reprezentaci pfimé podobnosti.

-1 1 -3
Pf=|-1 -1 1
o 0 1

Nasim dal§im tkolem je rozlozit tuto podobnost na stejnolehlost a shodnost. JelikoZ mé mit
stejnolehlost stfed v samodruzném bod€ podobnosti, nejprve tento bod zjistime podle

definice (opét pomoci soustavy rovnic).

Y

—x+y—3=x
—x—y+1l=y

74



Samodruznym bodem podobnosti je tedy bod:
Sp+[—1,1].
Nyni podle véty o rozlozeni podobnosti podobnost rozlozime. Nejprve najdeme stejnolehlost

se sttedem v samodruzném bodé podle vzorce (3.6), které jsme si odvodili na minulych

stankach. Stejné¢ tak nalezneme matici shodnosti.

V2. 0 (1-v2)-(-D V2 0 -1+42
H'=|0o v2 (1-v2):1 |=|0 v2 1-v2
1

0 0 0 0 1
11
-—— —= e
VZ W2 V2 0 —1++2
Pf=| 1 1 fllo V2 1-v2 (3-8)
Z 2 0 0 1
0 0 1

Jelikoz se jednd o ptimou podobnost, tak 1 shodnosti bude otoCeni. Zadani poZzaduje, aby
otoCeni mélo stfed v samodruzném bod€ podobnosti (stejné jako stejnolehlost). Takové

oto€eni nalezneme pomoci rovnice odvozené v kapitole 2.2.2.

1 1 2
- — 1-=
cose —sina m-(l—cosa)+sina-n V22 \2
S*=|sina cosa n-(1-cosa)—sina-m|= _i _i 1
0 0 1 NG
0 0 1
Rozklad ptimé podobnosti tedy vypada nasledovngé:
1 1 1 2
V2 V2 V2| (V2 0 -1++2
pr=1 1 1 . 0 V2 1-+2
N 0 0 1
0 0 1

Dalsim tkolem je popsat dil¢i zobrazeni, ze kterych je slozen rozklad. Budeme postupovat

velice obdobnym zplisobem jako v kapitole o shodnostech.

2
cos225° —sin225° —-1-——
S* = V2

~ | sin225°  cos225° 1
0 0 1
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Jak mizeme vidét na matici shodnosti, jedna se o otoceni o 225° okolo bodu S*[—1,1].

Neptimou podobnost nalezneme velice obdobnym zptsobem. Nejprve pomoci soustavy

linearnich rovnic nalezneme matici nepiimé podobnosti.

fxX)=X
a b e\[0]|-2 112
(b - f)[4 3H_3 o]
0 o 1/l111 1 11
Oa+4b+e=1
0b—4a+f=-3
—2a+3b+e=2
—2b—3a+f =
0 4 1 01 1 0 0 o] 1/5
-4 0 0 1[-3) [0 1 0 oOf-7/5
-2 3 1 0]2 0 0 1 0/33/5
-3 =2 0 1lo0 0 00 1l-11/5
1 7 33
5 5 5
Pl 7 1 11
5 5 5
0 0 1

Dale nalezneme samodruzny bod neptimé podobnosti.

1 7 33
575 05\ P
71 1 y]=M
T
0 0 1
1 7 33
gx—§y+?=x
7 1 11
TR Y
Sp+[—11,11]

Rozklad na shodnost a stejnolehlost bude vypadat ndsledovné:

76



1 7 33

5 5 § cosé sind e V2 0 g
P = 7 1 11 | = (sinS —cosd f>- 0 V2 hl/

5 5 5 0 0 1V \o o0 1

Dopocitame tedy jednotlivé koeficienty, aby vyhovovaly zadani (stfed stejnolehlosti v samo

druzném bod¢ podobnosti).

V20 (1-V2)-(-1D\ [VZ 0 -11+11V2

H™ =10 v2 (1-v2)-11 |T|0 V2 11-11v2
0 0 1 0 O 1
/1 7 33\ /L 7 e\
5 5 5 5V2 52 VZ 0 —11+11V2
Pr=l_7 1 uf={ 7 1 f| 0 vZ 11-11V2
5 5 5 \5\/7 52 / 0 0 1
0 0 1 0 0 1
cos2f sin2f m-(1—cos2B)—sin2f-n
5_=<sin2ﬁ —cos 2f8 n-(1+c052ﬁ)—sin2/j‘-m>=
0 0 1
1 7 11_|_88
52 5v2 5v2
= 7 1 11 66
52 5v2 5v2
0 0 1

Rozklad nepiimé podobnosti vypada nasledovné:

1 7 88
—_— - 114 —
5v2 52 572 /vV2 0 —-11+11V/2
pr=l_ 7 1 66 Jlo vZ 11-11v2
5v2 5V2 52 0 0 1
0 0 1

Priklad 3.4

Analyticky popiste vSechny podobnosti f € P, které usecku AB zobrazi na Gsecku A’'B’.
Najdéte samodruzné body téchto podobnosti a analyticky urcete jejich rozklad

na stejnolehlost se stfedem v samodruzném bod¢ a vhodnou shodnost (otoceni se stitedem
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v samodruzném bodg¢, resp. zrcadleni podle osy timto bodem prochazejici). Vysledné shodna

zobrazeni v rozkladu geometricky popiste.

fiAB — A'B, fep
A[4,0], B[6,0], A’[0,7], B’[0,3]

y
IIA,
[ ]
B
A By
0

Obrazek 3.6: Podobné zobrazeni — ptiklad 11
Resent:
Stejn¢ jako v minulém piikladu, existuje pravé jedna pifimad podobnost a jedna nepiima
podobnost, kterd zobrazi isecku AB na useCku A’B’. Budeme postupovat stejnym zpiisobem

jako v prvnim ptipadé. Nejprve tedy nalezneme koeficient podobnosti:

|A’'B’| = k - |AB|
4 =k-2
k=2

Nyni se zaméfime na pfimou podobnost — nalezneme matici pomoci linedrni soustavy

rovnic.
fX)=X
a —b e\[4]|6 0]0
(b . f)[00=73]
0O 0 1/1111 111

4a—-0b+e=0
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4b+0a+f =7
6a—0b+e=0
6b+0a+f=3
1 0]0 1

o

~

4 0
0 4
6 0
0 6

or oo
_o oo
|
N

0 1|7 0
1 0)0 0
0 113 0

_ o

Nalezena piima podobnost tedy vypadé nasledovné:

0 2 0
Pt=(-2 0 1)
0 0 1

Samodruzny bod je podle rovnice (3.9) bod S* E, ﬂ

0 +2 0\ x
-2 0 1/ [3’] =
0 o 1/ 1

+2y =x

X
yl (3.9)
1

—2x+1=y

Dale nalezneme jiZ podle znamych vzorcii vhodnou stejnolehlost a shodnost.

2 0 a-2-()\ (2 0 -2
5 5
H+:02(12)(1):02 !
5 5
0 0 1 0 0 1
1
0 1 m-(1—cosa)+sina-n 0 1 5
S*={-1 0 n-(1—-cosa)—sina-m|= 1 0 3
0 0 1 - <
0 0 1
0 1 1 2 0 2
5 5
PP=121 0 3o 2 -2
5 5
0 0 1 0 0 1

Nasli jsme konecné rozlozeni piimé podobnosti. Posledni ¢ast pro pfimou podobnost je

zjisténi, o jakou shodnost v rozkladu se jedna.
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cos270° —sin270°

sin270° cos270°
0 0

(95)
+
Il

= Ul wol] -
Il

= Ul WW| =

Jedna se o otoceni okolo bodu S E, %] 0 270°.

Nyni se budeme vénovat neptimé podobnosti.
fX)=X

a b e\[4]6 0|0
<b —a f) [0 O]=[7 3]
0O o0 1/1111 111

4a+0b+e=0
4b—0a+f =7
6a+0b+e=0

6b—0a+f =3
4 0 1 0}o 1 0 0 0]0
040 17y (0 1 0 0]-2
6 0 1 010 0 0 1 00
0 6 0 113 0 0 0 111

Nalezena nepifima podobnost tedy vypada nasledovné:

0o -2 0
P~={-2 0 15}
0 0 1

Samodruzny bod nalezneme pomoci nasledujici rovnice.

0 -2 0 X X
(—2 0 15) ' [Yl = l)’l
0 0 1 1 1

-2y =x

—2x+15=y

Samodruznym bodem nepiimé podobnosti je bod S™[10,—5]. Nyni nalezneme rozklad

nepiimé podobnosti na stejnolehlost se sttedem v samodruzném bodé¢ a ptislusnou shodnost.
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2 0 (1-2)-(10) 2 0 -10
H—=<0 2 (1—2)-(—5)>=<0 2 5)
0 0 1 00 1

0 -1 5
S ={-1 0 5
0 0 1

Rozklad nepiimé podobnosti vypada nasledovné:

0 -2 0 0 -1 5\/2 0 -10
P~ = <—2 0 1)={(-1 0 5]J10 2 5 |
0 0 1 0 0 1/\0 0 1

Nasli jsme ptislusny rozklad — nyni se podivame na matici shodnosti. Jelikoz vime, ze
se jednd o zrcadleni, upravime si matici na pfislusny tvar. Nasledné¢ budeme hledat

samodruzné prvky tohoto zobrazeni.

0 -1 5 cos2-135° sin2-135° 5
ST=(-1 0 5])=|sin2-135° cos2-135° 5

0 0 1 0 0 1
0 -1 5 X X
-1 0 5| <}’> = (3’)
0 0 1 1 1
-y+5=x
—x+5=y
Matice S~ reprezentuje osovou soumernost s osou p:y = —x + 5.

81



4 Afinni zobrazeni

Jiz jsme zjistili, Ze rizné matice mohou piedstavovat rizné zobrazeni, a to jednak linedrni a
jednak nelinearni. Matice vzdy museli byt v néjakém jistém tvaru a dodrZovat urcita
pravidla. Otazkou tedy z(stava, zda matice, kterou budeme volit zcela libovoln¢, bude
predstavovat néjaké vzajemné jednoznacné zobrazeni. Vzajemné jednoznacné zobrazeni
volime zdmérné, jelikoz se nemuze stat, Ze by se celd rovina zobrazila do jedné pfimky, nebo

dokonce do jednoho bodu.

Piiklad 4.1

Zjistéte, zda zadané matice zobrazi 3 body XY O na jiné tfi rizné body.

X[1,0],Y[0,1],0[0,0]

1 1 1
1 2 =2 0 0 -3 1 1 0 2 T2 T2
A=(3 4 —-1],B=(l0 0 o0 |,c=(1 1 o|,D=]| 1 1 3
00 1 00 1 00 1 7 1 1
0 0 1
Resent:
/\y
Y, y
[ ]
X4 Xp Y
» @ r
Op
L ]
oY o
Yp
X, » X,
0O X ’ 0] X
[ ]
oF

Obrazek 4.1: Zobrazeni reprezentovana regularni matici (A, D)
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Xp, }:B; Op \ X

Obrazek 4.2: Zobrazeni reprezentovana singularni matici (B, C)

Vysledky si v tomto ptipadé demonstrujeme pouze pomoci Obrazek 4.1 a Obrazek 4.2. Je
zifejmé, Ze matice B a C nezobrazi zadané body do tii riznych bodl. Pojd’'me se tedy nejprve
zaméfit na matice A a D. Jak mizeme vidét tyto matice ziejmé reprezentuji vzajemné
jednoznacna zobrazeni, jelikoz z dosavadniho pozorovani to vypada, Ze tfi body se zobrazi
na tfi jiné body. Z obrdzk je zfejmé, Ze zobrazeni nezachovava vzdalenosti ani thly, proto
se nemuze jednat o shodnost ani o podobnost (tomu samoziejmé také nasvédcuje i tvar
zadanych matic). Zobrazeni nezachovavajici tthly ani vzdalenosti by mohlo byt afinni
zobrazeni. Pouze z obrazku tuto skutecnost bohuZel neovétime. Matice B a C nespliluji nasi
podminku — matice B bude zfejmé reprezentovat projekci do bodu a matice C zfejmé
projekci na pfimku. Tato zobrazeni vSak nejsou obsahem této prace a dale se jim vénovat

nebudeme.

Jiz u podobnosti jsme analyzovali riizné matice podobnosti a mimo koeficientu podobnosti
jsme se zaméfili také na determinant. Diky tvaru matice a hodnoty determinantu mizeme
dokonce rozliSit podobnost vlastni a nevlastni. Podivejme se tedy na determinant u matic

A B,C,D.
|A|=4-04+0-04+0—-6=-2
IBl=0-0+4+0—-0+0-0=0
|C|=1-04+0-0+0-1=0

|D|—1 0+0 0+0+1—1
8 4

8
Vidime, Ze determinant matic B, C je roven nule neboli Ze matice B a C jsou singularni,

zatimco matice A a D jsou regularni. To pro nas v konecném disledku nemusi byt velké

83



ptekvapeni, jelikoz jiz v ivodu této prace jsme si uvedli, ze sté€Zejni pro nas bude pojem
transformace. Ekvivalentni podminka pro to, aby bylo zobrazeni transformaci, je existence
inverzniho zobrazeni. Jelikoz reprezentujeme tyto zobrazeni maticemi, musi k dané matici
existovat inverzni matice. Matice ma inverzni matici prave tehdy kdyz je matice regularni

(Novotna & Trch, 2006, s. 15).

Definice (Afinni zobrazeni)
Zobrazeni roviny na rovinu se nazyva afinni transformaci roviny neboli afinitou, pravé tehdy
kdyz jsou obrazy X', Y’, Z’ libovolnych tii kolinearnich bodii X, Y, Z rovnéz kolineéarni a pro
jejich délici pomér plati

XY, Z) =X'Y,7Z).
Sekanina (1988, s. 10) definuje afinni zobrazeni jesté s moznosti, Ze body X', Y’, Z’ splynou
v jeden bod. My nad timto neuvazujeme, jelikoZ jiz na zacatku této prace jsme si uvedli, ze

uvazujeme nad transformacemi a ty musi byt vzdjemné jednoznacné. Budeme se tedy

priklanét k definici podle Kutiny (2002, s. 37).

(Kufina, 2002, s. 37)
4.1 Analyticka reprezentace afinniho transformace
Stejné tak jako pro shodnosti a podobnosti bychom radi nasli maticovou reprezentaci i pro

afinity. Jiz vime, Ze matice musi byt regularni. Otadzkou zlstava, zda je toto jedina nutna

podminka.

Véta (Analytické vyjadieni afinniho zobrazeni)

Libovolné afinni zobrazeni g ma analytické vyjadieni

g:x' =ax + by +e,
y =cx+dy+f,

kde ad — bc # 0. Tyto vysledky mizeme zapsat maticové takto:

g: X' =XA+B,|A| #0

Kde X' = (.3, X = ey, 4= (% 2).B=(e.p).
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(Kufina, 2002, s. 186)

Nyni miizeme pouzit trik s matici, kde pfidame uméle vytvoreny radek a zapis bude vypadat

nasledovné:

g: X =F-X,

a b e
kdeF=(c d f),lFIiO.
0 0 1

Podivejme se na prvky matice F podrobnéji. Jiz u obecnych shodnosti jsme si fekli, ze afinni
zobrazeni je slozenim linearniho zobrazeni a posunuti. Prvni dva sloupce matice shodnosti
piedstavuji zobrazené bazové vektory (v nasem piipadé u = (1,0), ¥ = (0,1)). Stejné tomu
bude i v tomto piipadé€. Posledni sloupec bude poté zndzoriovat zobrazeny pocatek (0,0)
Stehlikova et al., 2008, s. 53). Kazdé podobné zobrazeni je afinni (Sekanina, 1988, s. 74).
Z toho plyne, ze i shodné zobrazenti je afinni. Tyto vlastnosti tedy plati pro vSechny odvozené

matice — jak jsme mohli pozorovat jiz v nékolika uvedenych ptikladech, zejména v Piiklad

2.4 a Priklad 4.1.

Priklad 4.2
Naleznéte analytickou reprezentaci afinity, kterd pfevadi trojuhelnik ABC na trojuhetnik
A’B’C’. Nacrtnéte obrazek. Naleznéte samodruzné body. Podle determinantu urcete, jestli se

jedna o zobrazeni ptimé nebo nepiimé.

A[2,0] - A[+5,+6]
B[1,1] - B’[-2,+6]
C[74] - C[-3,—4]

Reseni:

Opét pomoci jiz znamého algoritmu nalezneme matici afinniho zobrazeni.

fX)=Xx

a b e\[2]1]7 5|-2]-3

(c y f)014]=[6 ; _4]

0 0 1/11l0l11 11111
2a+0b+e=5
at+b+e=-2
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7a+4b +e = -3
2c+0d+f=6

c+d+f=6
7c+4d+f=—4

Po vyfesSeni soustavy linearnich rovnic jsme nalezli koeficienty a matice afinity vypada

/20 43 5\
9 9 9

nasledovné:

F = 10 10 74
9 9 9
0 0 1

Nyni se pfesuneme k determinantu. Pokud je determinant matice afinniho zobrazeni kladny,

jedna se o ptfimé zobrazeni. Pokud je zaporny, jedna se o zobrazeni nepiimé. (Lavicka, 14)

Jelikoz je determinant zaporny, jednd se o zobrazeni nepfimé, mimo jiné to muizeme

pozorovat i na Obrazek 4.3.

Obrazek 4.3: Afinni zobrazeni

4.2 Samodruzné body primky a sméry afinniho zobrazeni
U podobného a shodného zobrazeni jsme zkoumali zejména samodruzné body. Dalsi takové

prvky, které je mozné zkoumat jsou samodruzné piimky a samodruzné sméry (vektory).
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Nejprve si musime uvédomit, ze ptfimka samodruznych bodi neni to samé, co samodruzna

piimka.

Obrazek 4.4: Pfimka samodruznych bodl x samodruzna ptimka

Podivejme se na Obrazek 4.4, kde vidime posunuti o vektor ¥ a pfimku p rovnob&Znou
s timto vektorem. Jiz jsme zminili, ze posunuti zddné samodruzné body nema — z toho
divodu nemiize mit pfimku samodruznych bodu. Nyni si pfedstavme posunuti jako uchopeni
objektu z roviny a nésledné polozeni objektu zpét do roviny. Body A, B, C leZici na pfimce
p jsme takto uchopili a posunuli na body A’, B’, C’. Zobrazené body opét nélezi ptimce p,
jelikoz je ptfimka rovnobéznd se smérem posunuti. Pokud bychom takto uchopili celou
pfimku p a posunuli ji, pfimka se zobrazi sama na sebe (na rozdil od jednotlivych bodl) —
bude to samodruzné pfimka. V nasi predstavé o posunuti, kde si toto zobrazeni mizeme
predstavit jako zminéné uchopeni objektu, je nemyslitelné, Ze by se pfimka zobrazila na néco
jiného neZ pfimku. Nikdy vSak nebude v naSich sildch, abychom zobrazili vSechny body

pfimky, a tim si toto tvrzeni potvrdili.

Nez se budeme zabyvat samodruznymi pfimkami a vektory, je nutné si ovéfit, Ze piimka se

v afinnim zobrazeni zobrazi na pfimku a vektor na vektor.

4.2.1 Afinni obraz primky

Véta (Afinni obraz primky)

Afinnim obrazem piimky je pfimka.

Duiikaz:
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M¢gjme ptimku p:Ax + By + C = 0,(4,B) # (0,0) a regularni matici X. Dale m&me

a b i\'/a b i\ ,x
(A,B,C)(c d j) (c d j><y>=0. (4.1)
0 0 1 0 0 1/\

Tato rovnice musi dat ziejmé rovnici piimky p, jelikozZ vynasobenim matic dostaneme matici

rovnici

jednotkou, kterou miizeme ze zapisu vypustit, protoZe nic nezméni. Maticovym nasobenim

zbylého vyrazu dostaneme zapis piimky : Ax + By + C = 0.

Oznacme

a b i\ *
A4,B,C)=(,B,C){c d j ,
0 0 1

x' a b i\ /x
()=« 1)6)
1 0 0 1/ M
X

Po dosazeni vyrazu z (4.2) do (4.1) dostaneme (A’,B’,C") <y’> = 0. Coz po vynasobeni
1

odpovida rovnici A’x’ + B’y’ + €’ = 0. Nyni ovéfme, Ze noveé vznikla rovnice je rovnici

piimky ¢ili ze (4’, B") # (0,0).

(4.2)

Zadana matice X je regularni — k ni inverzni matice je opét regularni. Pfipomenime
si, Zze vyraz (A, B) je také rizny od nuly. Z rovnice (4.2) nam pro koeficienty matice

a, b, c a d vznika podminka
Aa + Bc # 0, Ab + Bd # 0.
Dokazme, ze tato podminka plati vzdy.

Rovnice mizeme upravit a nasledné sloucit do rovnice cb # da. Tento zépis nam

tik4, ze matice X ~! musi byt regularni, coZ je nasim piedpoklad.

Rovnice ptimky A'x" + B’y’ + C’ = 0 je tedy evidentné obrazem piimky p v afinité, kterd je
reprezentovand matici X. Tvrzeni je dokdzano a jako bonus jsme nalezli také koeficienty

zobrazené piimky A’, B’ a C’, které spocitime pomoci prvniho vztahu (4.2).

(Hejny et al., 1997, s. 41)
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Priklad 4.3

Afinita je dana matici F. Naleznéte samodruzné body a piimky tohoto zobrazeni.
-1 0 1
F=11 2 0
0 0 1
Samodruzné body nalezneme pomoci rovnice

f
-1 0 1
(120)-
0 0 1

Nalezli jsme jeden samodruzny bod S E ,— %]

Resent:

$S)=S

X X
|-
1 1

Samodruznou ptimku p: Ax + By + C = 0 nalezneme pomoci rovnice:
(A4,B,C) = (A,B,C)F 1,
-1 0 1\
4,B,C)=AB0O(1 2 0f .
0 0 1
Nejprve nalezneme inverzni matici
-1 0 1]1 0 O 1 0 0
1 2 00 1 O0J~{0 1 O

-1 0 1
1/2 1/2 -1/2|.
0o 0o 1lo0 0 1/ \o 0 1

0 0 1

Podle rovnice

-1 0 1
1 1 1
ABCO=M4B0O:| = = —=
( )=( 5 5 =3
0 0 1

budeme hledat koeficienty A, B,C. Nejdiive si musime uvédomit, ze napiiklad vektor
(1,2,3) reprezentuje ptimku w:x + 2y + 3 = 0, ale stejn¢ tak ji reprezentuje vektor
(2,4,6) a kazdy dalsi nasobek. Abychom tedy nasli vSechna feSeni, musime hledat ¢isla

A, B, C akoeficient t € R \ 0 tak, aby platilo:
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T1 1
t-(4,B,C) =(4,B,0) - 5 3 3
0 0 1
1
tA=—A+§B
1
tB=§B

1
tC=A—§B+C

Nachazime dvé feSeni —p:x +3y+1=0,q:2x — 1 = 0.

Hledani inverzni matice miize byt Casto zdlouhavou a naro¢nou tulohou, proto si nyni
ukézeme, jak najit samodruzné pfimky i bez pouziti inverzni matice. Vezmeéme si rovnici,
podle které jsme samodruzné ptimky nalezli. Tuto rovnici nasledné vynasobime matici

F zprava (méjme na paméti, ze maticové nasobeni neni komutativni).

t-(4,B,C)=(AB,C)-F1

t-(4,B,C)-F=(4B,0C)
Pokud oznacime % = q,q € R\ 0, dostdvame rovnici pro vypocet koeficientli samodruzné
piimky pro afinni transformaci reprezentovanou matici X.

(4,B,C)-F=(AB,0)-q
(Hejny et al., 1997, s. 43-44)

4.2.2 Afinni obraz vektoru
Pfipomenime, Ze body zapisujeme s pouZitim tfeti uméle vytvotfené soufadnice jedna —

X[x,y,1]. Jak tedy zapiSeme vektor? Nasledujici véta nAm odpovi i na tuto otdzku. Prozatim

vSak budeme vektor reprezentovat pomoci dvou bodt a jejich rozdilem.

Véta (Afinni obraz vektoru)
V roviné jsou déany ¢tyfi body A4, B, C, D, tak Ze A— B = C — D. Necht f je libovolna
afinita. Pak plati f(A) — f(B) = f(C) — f(D).

Nyni vétu uvadime bez dlikazu, ktery je k nahlédnuti v (Hejny et al., 1997).
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Z véty také plyne zapis vektoru, a to ve tvaru v(u, v,0), jelikoz od sebe odeéitame dva

zobrazené body [¢, £, 1] — g, k', 1] = (€ — g, f — K, 1-1) = (¢ — g, f — K, 0).

(Hejny et al., 1997, s. 41)

Piiklad 4.4

Naleznéte samodruzné body, pfimky a sméry afinity, zadanou pomoci matice W.

2 0 -2
w=[3 -1 —4
0 O 1

Resent:

Samodruzné body:

2 0 =2\[x X
<3 -1 —4) ly yl.
0 O 1 1 1

Po vyieSeni piedeslé rovnice jsme nalezli jeden samodruzny bod afinity S[2,1].

Samodruzné piimky:

2 0 =2
0 O 1

(2a + 3B,—B,—2A — 4B + C) = (Aq, Bq, Cq).

Dostavame tii feSeni (—1,0,2), (1,—1,-1), (0,0,7),r € R. Pouze dvé z téchto feSeni

mohou reprezentovat ptimky: p; = —x+2=0ap,=x—y+1=0.
Samodruzné sméry:
hledame vektor U = (u, v, 0), ktery se zobrazi sam na sebe, tomu odpovida rovnice:

2 0 =2
(3 -1 —4) *(u,v,0) = A(u, v, 0).
0 O 1

QRu+3v+0,—v+0,-2v—4v+ 0) = (Au,Av,10)

Po roznasobeni zjistujeme, Ze tfeti sloupec v matici miizeme zanedbat, protoZze tvar vektoru

tento sloupec cely vynuluje. Nyni tedy budeme pracovat pouze se ¢tvercovou matici o
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velikosti 2 x 2, kterou oznadime W = (g _01) Obecna rovnice hledani samodruznych
smért vypada nasledvné:

W-i=21-1.
Tato rovnice mimo jiné fika, ze vektor U musi byt vlastnim vektorem matice W (Bican,

2009, s. 151). Ukol najiti samodruznych smérti afinity se méni na najiti vlastnich vektort

matice W.
det(W — AE) = 0
2—2 0 _
|( 3 —-1- ,1)| =0
-HDA-1)=0
Nalezli jsme dvé vlastni ¢isla 44 = 2, 4, = —1, kterym odpovidaji dva vlastni vektory
(=1,0),(1,-1).
Priklad 4.5

Jsou dény body A = [0,0], B = [3,0], C = [4,2] a D = [1,2]. Naleznéte matici afinity, ktera
pievadi (po fadé€) body A, B, C nabody D, B, C. Dale také naleznéte samodruzné body,
pfimky a sméry afinity.

Reseni:

Nejprve pomoci soustavy rovnic nalezneme matici tohoto zobrazeni.

fX) =X
a b e\[0]|3|4 0134
c d f]l0[{0[2]=1]7(0]2
0 0 1/111111 11111
Matice tedy vypada nasledovné:
2 1 "
3 6
G = 2 4 )
3 3
0 0 1

Samodruzné body nalezneme pomoci nasledujici rovnice:
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[
| DN
SWl AN =
N
~~
_ < xR
N~
Il
~/
_ < R
\-_/

Po vyteSeni soustavy rovnic jsme nenalezli jeden samodruzny bod, ale dokonce celou

piimku samodruznych bodi — s: y = 2x — 6.

Xy
I

A /B:B'

Obrazek 4.5: Samodruzné body afinity G

Samodruzné ptimky nalezneme pomoci nasledujici rovnice:

2 1
3 5 !
(A4,B,C)-| 2 4 = (4,B,C) - q.

3 3 °

0 0 1

2 2
§A—§B:Aq

1 4
cA+3B=Bq

A+2B+C=Cq

Tuto soustavu rovnic miZzeme opét poskladat do maticového zéapisu, nyni vSak budeme

vektor reprezentujici pfimku zapisovat do sloupce.
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2 2

3 739 sa A
L) ()
c 3 Y] \c C
1 2 1

Vsimnéme si, ze matice v tomto zapisu se transponovala, rovnici tedy také mizeme zapsat

(-l

Nyni se opét dostdvame k zajimavému zjisténi — nalezeni koeficientd samodruzné piimky

jako:

1ze provést pomoci vlastnich vektorl transponované matice zobrazeni. Po vyfeseni rovnice
dostavame jedno vlastni ¢islo matice a to tedy g = 1. Nalezneme vlastni vektory pomoci

vlastniho ¢isla:

Resenim je osnova samodruznych pfimek rovnob&zna s osou samodruznych bodu:
x—2y+c=0,c€eR

Samodruzné sméry nalezneme také pomoci vlastnich Cisel. Vysledny samodruzny smér je

rovnobé&zny s osou afinity.
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Zavér

Cilem bakalaiské prace bylo vytvoftit studijni materidl, zejména pro studenty matematiky
pedagogické fakulty Univerzity Karlovy. V préci jsou témata, kterymi se zabyval predmét
Analytickd geometrie II, ktery se v soucasné dobé¢ jiz nevyucuje. Material tedy slouzi

zejména k samostudiu a prohloubeni geometrickych znalosti student. Déle by také mohl

slouzit jako rozsitujici material, napiiklad pro zdky na gymnaziich.

Ve tfech hlavnich kapitolach byly shrnuty analytické poznatky o afinnich zobrazenich, mezi
které patfi zobrazeni shodnd, podobna a afinni. Nejpodrobnéji byla probrana shodna
zobrazeni v prvni Casti. Dale jsme na tyto znalosti navazovali jak v podobnych zobrazenich,
tak v afinnich. Kapitola o podobnostech byla zavrSena vétou o rozkladu podobnych
zobrazeni na shodnost a stejnolehlost. Na tuto vétu se soustfedi kapitola 3.5 s feSenymi

ptiklady.

Posledni kapitola o afinnich zobrazeni nés s timto tématem spiSe seznamuje. Prozkoumava

spiSe obecné znalosti o afinitidch a spojuje je s tématy podobnych a shodnych zobrazeni.

Zabyvali jsme se hned dvéma analytickymi reprezentacemi — maticova reprezentace
a komplexni reprezentace. Pfedmét spojoval né€kolik oblasti matematiky — analytickou
geometrii, syntetickou geometrii, komplexni ¢isla a linearni algebru. Tento text si daval za
cil podobné ambice, a to tedy spojeni téchto odvétvi do piehledného textu, zabyvajici se

transformacemi roviny.

Na praci by se dalo navazat napiiklad zkoumanim transformaci riznych objektii, konkrétné
tteba transformacemi kuZelosecek, coZ bylo také tématem piedmétu Analyticka
geometrie II. Dale také studiem projektivni geometrie, ktera je obsahem navazujiciho

pfedmétu Analyticka geometrie I11.
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