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ABSTRAKT

Tato diplomové prace je zamérena na porozumeéni algebraickym vyrazm u zakl 2. stupné
zakladnich skol. Cile jsou dva. Zaprvé, na zékladé kvantitativniho vyhodnoceni feseni zakd
urcit, jaké chyby jsou u algebraickych vyraz nejvice prominentni v okruzich: zobecriovani,
algebraizace, intepretace, geometrizace a manipulace vyrazd, a zadruhé srovnat, jak je
zavedeni téchto vyrazd pojato v rliznych ucebnicich matematiky. Nad ramec tohoto je
zahrnuta i reserse literatury. Véetné vybéru vyzkumi o porozuméni algebraickym vyrazim
je v této sekci podan popis pro to, jak lze docilit vyssiho porozuméni algebry vhodnymi
aktivitami pri vyuce, a déle jaké jsou casté chyby a jejich mozné dtvody pro diléi okruhy.
Druhou cast prace poté predstavuje 2dilnd komparace ucebnic. Jeji prvni ¢ast odpovida
analyze vykladu, kdy se resi rGzné pristupy, jak autofi dokladdaji platnost manipulace
algebraickych vyraz(. A druhou &asti je kvantitativni analyza uloh (tj. prehled jejich slozenfi
u vykladu upéti okruhd stanovenych vyse). Treti Cast préce je nakonec tvorena
vyhodnocenim experimentu. S pisemnym otestovanim 207 zakd z poslednich rocnikd
povinné skolni dochazky byly pro tuto ¢ast vytyceny dalsi 2 dilci cile - zaprvé, zjistit, jaké
okruhy Uloh ¢ini zakdm nejvétsi potize u algebraickych vyraz(; a déle ovérit, zda se shoduji
Pro druhy cil se podafilo nalézt ¢astecnou shodu. Geometrické i zobecnujici tlohy, jez byly
v TIMSS 2007 vice problematické, vysly i zde nejhire, zatimco algebraizace nejlépe. Podle
klesajici pramérné uUspésnosti bylo celkové poradi okruhl: algebraizace, interpretace,
manipulace, zobecnéni a geometrizace vyrazt. Nejnarocnéjsi okruh tedy byla celkové

geometrizace.
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ABSTRACT

This master’s thesis focuses on the understanding of algebraic expressions by higher
primary school pupils. The objective is twofold. First, to determine, based on the quantita-
tive evaluation of research data, the most common mistakes pupils make under the
headings of generalization, algebraization, interpretation, geometrization, & manipu-
lation; and then second, to compare the introduction of algebraic expressions in different
mathematics textbooks. Beyond this, a theory is also appended. Including several research
results, literature review also delves into several activities effective in enhancing pupils’
understanding of algebraic expressions, as well as an illustration of their typical errors
associated to the aforementioned headings. The second part of the thesis then consists
of the two-part textbook analysis: First, a qualitative analysis of authors' reasoning when
validating modifications of algebraic expressions, and then a quantitative analysis of the
algebraic tasks concerning the headings (i.e., the creation of a task overview). The third
part of the paper finally evaluates the author's research. With the test sample of 207 pupils
selected from the last years of compulsory education, two additional objectives were set
out - first, to find out which tasks (according to said headings) are the most difficult in the
context of algebraic expressions; and then, to check whether they coincide with TIMSS
2007 (that being the geometry, generalization and complex cases of algebraization).
Partial agreement was found for the second objective. Both geometry and generalization
marked for TIMSS 2007 as the most difficult items also scored the lowest success rate in
this study. On the other hand, algebraization scored comparatively the best. According to
the decreasing average success of pupils the overal order of headings was: algebraization,
interpretation, manipulation, generalization and geometrization of expressions. The most

demanding headings was thereafter the geometrization.

KEYWORDS

Algebraic expressions, variable, comparison of textbooks, didactic test
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UvOoD
Zavedenialgebraické symboliky je pro ucitele jednim z nejddlezitéjsich momentt zékladni
Skoly. Je tomu jednak proto, Ze spravné zavedeni této symboliky dovoluje zékovi déle
v matematice objevovat, jaké dalsi vyznamy mohou pismena mit, ale i to, Ze nespravné
zavedenivede na chyby - a to i u dal$iho uciva. Proto je dllezité znat hlavni Uskali zavedeni
symboliky. Toho je docileno skrze nésledujici cile: u algebraickych vyraz( zaprvé srovnat,
jak probiha jejich zavedeni v rdznych ucebnicich matematiky. A déle zjistit, jaké jsou u nich
nejcastéjsi chyby zakd pri jejich odlisSném pouziti (tj. pfi zobecriovani, algebraizaci,
intepretaci, geometrizaci a manipulaci vyrazi). Pro naplnéni téchto cild byly vytyceny tyto
dilci cile:

e C1: S vyuzitim odborné literatury vymezit zékladni okruhy prace s algebraickymi

vyrazy. Soucasti tohoto cile je vymezit i pro né typické obtize;
e C2:Nazakladé komparace uc¢ebnic matematiky pro 8. roénik ZS a viceletd gymnézia

stanovit spolecné trendy téchto ucebnic pfi zavadéni algebraickych vyraz{;

e (C3: Kvantitativni analyzou uc¢ebnic popsat hlavni trendy z hlediska pritomnych typU
Uloh;

e C4: Na zakladé provedeného testovani identifikovat nejcastéjsi typy chyb zakd pri
jejich pouziti algebraickych vyrazd napfric vSemi okruhy;

e C5:Pomocivlastniho Setfeni ovérit, zda byly problematické okruhy vyrazi stejné jako
v Setfeni TIMSS 2007.

Vsechny tyto dilci cile byly zaloZzeny na 3 ddvodech naznacenych v préci. Prvnim je to, ze
podle analyzy zédkovskych vysledkd z cyklu TIMSS 2007 (Rendl & Vondrova, 2014) byly
algebraické vyrazy zarazeny do kritickych mist matematiky zakladni skoly'. Zadruhé, dle
souvisejicich datz TIMSS 1999, 2007 a PISA 2003, 2012, 2022 patfijazyk algebry soucasné
i do oblasti, v nichz Cesti Zaci setrvale vykazuji nedostatky. A zatfeti, v ceském prostredi
existuje jen mélo praci téhoz typu. Poslednim bodem je mysleno to, ze mezi zadvérecnymi
pracemi studentl vznikaji zpravidla ty, kde se autofi zabyvaji jen jednim z okruhd - tj. napf.
geometrickym uzitim vyrazd ¢ manipulacemi. Tato prace je vSak pojata jinak.
Problematiku vyrazi zdmérné pojiméa u vice okruhd najednou, a tedy cili na holistické

pojeti a vytvareni namétd pro dalsi specializované vyzkumy.

' Autory uvadéna kritickd mista’ (déle rozebrana v Havlickova & kol., 2015), jsou takové oblasti u¢iva
matematiky, v nichz ¢esti Zaci opakované selhdvaji vinou své nedostatecné znalosti. Mezi tyto oblasti
patfi na Urovni zdkladni skoly napf. i zlomky, slovni dlohy a mira v geometrii.
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1 SLOVNIK ZAKLADNICH POJMU

Predtim nez je prestoupeno k naplnéni cill v rdmci préce, je potfeba vymezit nékolik
pojmd, které jsou pouzivany k popisu. Tyto pojmy jsou nasledovné.

Algebraicky vyraz: Tento koncept ve své knize vymezuje napt. Vosicky (1997, s. 34). Uvad;,
Ze se jedna o ,zapis, ktery je spravné vytvoreny z konstant, matematickych operacnich
znakd, Cisel, vysledkl operaci a proménnych,” pricemz pokud neni pfitomna proménna,
jedna se o Ciselny vyraz (proménna, viz oddil 2.1).

Matematicky model (déle i model): Jako matematicky model je nazvana kazdé smysluplna
reprezentace matematického konceptu, jiz je mozné prevést na jiny model. Pokud je timto
konceptem napriklad obsah ctverce (o strané a), potom jeho vyplnény nakres odpovida

jeho geometrickému modelu, zatimco algebraicky vyraz a? jeho algebraickému modelu.

Teorie generickych modell (dale i TGM): Teorie konstruktivistického vyucovani matema-
tiky zalozenad na poznavacim procesu z Tab. 1. Autorem této teorie je Ceskoslovensky

didaktik M. Hejny, syn V. Hejného a autor Hejného matematiky.

Tab. 1: Stéddia poznavaciho procesu (Hejny, 2014, s. 40)

(1) stddium motivace (prvotni zaujeti zéka) k=
>
. . s o . . ’ N <
(2) stddium izolovanych modeld  (viz ,izolovany model’) § -% %{
a S
\ prvni abstraktni zdvih 1 = 0 2
8 2o 2
(3) stddium generického modelu  (viz ,genericky model’) > <y
v = 9 9
I druhy abstraktni zdvih | b 2
Bown
(4) stddium abstraktniho modelu  (viz ,abstraktni model’) é

Izolovany (&i separovany) model: Podle TGM je tento model kazdy matematicky model
nesouvisejici s jinymi modely téhoz konceptu. Jednotlivé modely se mohou od sebe lisit
vizualné i obtiznosti (viz srovnani Tab. 2), pficemz model nepfislusici danému konceptu je

tzv. ne-model Ci zavadéjici model (napr. ukazka chyb u Gpravy vyraz() (Hejny, 2014).

Tab. 2: Ptiklad izolovanych modeld kvadratické rovnice (vlastni)

x=0 y*=0 3z241=0 2a2+3b+4=0

Genericky model: Podle TGM je genericky model kazdy prototyp izolovanych modeld,
kterych je vice. Specidlnim pripadem jsou pravidelnosti, kde jsou jeho 2 typy (Hejny,
2004). Zaprvé se jednd o tzv. procesualné genericky model (k nalezeni neznédmych ¢lent
je tfeba vyuziti jeho predchlidct pfi popisu vztahu slovy - tzn. verbalni rekurentni vzorec),

a dale konceptualné genericky model, ktery, oproti procesualnimu, je jiz zcela obecnym

ndvodem tzn. nevyuzivé predchldct a je to explicitni vzorec (Obr. 1) (Hejny, 2004).



Tab. 3: Priklad generického modelu - kolacovy model zlomku (vlastni)

Stim, jak z&k poznava dalsi izolované modely jednoho konceptu (jako napt. Uprav
vyrazl), je dulezité, Zze v pribéhu casu poznava i jeho dalsi kritické atributy - tedy rlzné
podoby a vlastnosti konceptl. Pro koncept zlomku je to napf. to, Ze Ize mit i zlomek
s hodnotou vyssi nez 1 ¢i mensi nez 0. U obou jde totiz o atributy vedouci ke zméné
generického modelu. Pro zlomky vétsi nez 1 je zména modelu napf. vyvoléna tim, ze

k jejich zndzornéni jiz nestaci 1 model jako u Obr. 1 (Novékova & Vondrova, 2015).

Obr. 1: Reprezentace 2 izolovanych modell zlomku pomoci generického modelu kolace
Abstraktni model: Podle TGM je abstraktni model genericky model konceptu, ktery jiz byl
vyjadren (forméalnim) jazykem pismen (Hejny, 2014). Jeho ukézku u zlomku nabizi Tab. 4.
Tab. 4: Priklad abstraktniho modelu zlomku (vlastni)

Zapis zlomku ve tvaru %, kde a,b € Z A b # 0 pro ndhradu modelu kolace

Formalni poznatek: Podle TGM je formalni poznatek takovy poznatek, jez neni osvojen
porozuménim, ale memorovanim. Jedné se tedy o znalost primérné nezadouci. Ddvodem
jeto, ze zak koncept neumi samostatné pouzit v nové situaci, ale jen si pamatuje jeho zapis

a pripadné pouZziti pro zndmé situace a podle zndmych navodud (Hejny, 2014).

Konceptuélni poznatek: Podle TGM je konceptudlni poznatek kazdy poznatek nabyty

porozumeénim. Rozlisuji se 2 typy tzv. strukturdlné ukotveny poznatek (ten se u zaka utvari

kombinaci jeho starsich konceptuélnich poznatkd (nejen) v matematice) a déle sémanticky

ukotveny poznatek (ten je naopak zalozen na analogii konceptu k Zivotni zkusenosti zaka).
Z hlediska prikladl jde casto o dvé rlzné situace. Napf. u prvniho pfipadu muze jit

o odvozeni vzorecku pro obsah ctverce pres jiné zndmé vztahy (tzv. strukturaini model)

a u druhého o myslenku linedrnich rovnic jako rovnovaznych vah (tzv. semanticky model).

Uloha: Podle konvence je Uloha dosud nesplnény tkol, ktery zak fesi pro procvi¢eni uciva,

nebo vstupni porozuméni konceptu. Soubor alespon jedné uUlohy je nazvan cviceni.

P¥iklad: Predem splnény ukol, ktery je komplementem Ulohy, je oznacen jako priklad. Zak
v ném poznava zprostredkované principy autora, ktery situaci vzorové resil, a tyto principy

pak aplikuje u vlastniho reseni uloh.



1.1 Zasady formatovani prace

Kromé vybranych pojm, které jsou predstaveny vyse, je pred zacatkem prace dale treba

vymezit nékolik zésad jejiho formalniho zpracovani. Tyto zasady jsou nasledovné.

Znadeni tabulek

V préci jsou pouzivany celkem tfi druhy tabulek, jeZ se lisi zdrojem informace. Jedné se o:
1. Tabulky vytvorené bez vyuziti jakéhokoliv nevlastniho zdroje;
= Tyto tabulky jsou v titulku oznacené jako: (vlastni).
2. Tabulky vytvorené z informaci jinych autord, ale ne formou jejich pfimych citaci;
= Tyto tabulky jsou v titulku oznacené jako: (jména autord, rok publikace).
3. Tabulky pfimo odcitované z praci jinych autord (. pfevzaté).
= Tyto tabulky maji v titulku: (jména autorl, rok publikace, strany citované casti).

Vyse uvedené znaceni plati pro vsechny obrazky a tabulky z kap. 2; kdezto pro kap. 3a 4
nikoli. Rozdilem je to, ze v kap. 3 (srovnani ucebnic) nejsou uvedena samotnd jména
autorl, ale pouze nakladatelstvi dané ucebnice z divodu prehlednosti, a pro kap. 4 jsou

vSechny materidly vlastni. Z tohoto divodu nejsou v této kapitole nijak vyrazné odliseny.

Pfimé citace z cizojazyénych zdroju
Text mimo cCeskych zdrojd obsahuje i obc¢asné citace zahrani¢ni literatury. Tyto citace jsou
vzdy uvadény v cestiné. Pokud autor neuved| plvodni informaci v ¢esting, je tudiz ¢ast

zdroje prelozena - a to jako vlastni preklad bez dodate¢né korektury.

Rozliseni pfimé citace s pridanym textem
Paklize je pfima citace v textu doplnéna o hranaté zavorky [ ], znamena to, Ze tato citace

byla doplnéna o dodatecny text. Tato informace slouzi vzdy k pribliZzeni kontextu citace.

Odligeni ptfimé citace a vlastniho zvyraznéného textu

V textu se vyskytuji pasaze zvyraznujici nékterd slova ci véty. Tyto ¢asti maji své znaceni.
Zaprvé kurzivu, kterd je obvykle, ale ne vzdy vyuzivdna u samostatnych ¢i kratSich spojent
slov, a zadruhé jednoduché uvozovky obvykle pouzité pro delsi slovni spojeni. Pokud jde
o citace, ty jsou stale znaceny standardné. Pro jejich odliseni slouzi bud’ dvojité uvozovky,

je-li citace kratsi, ¢i zvétsené odsazeni textu, je-li citace delsi.
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2 TEORETICKA CAST

Tato kapitola se zaméfuje na cil C1, jenz souvisi s vymezenim zékladnich pojm. Hlavnim
cilem je zde tudiz predstavit odlisné okruhy algebraickych vyraz(, které jsou sledované
u vyzkumu (tj. zobecnovani, intepretace, Upravy a modelovani), a dale ilustrovat pro né
charakteristické chyby - vcetné literatury. V posledni casti jsou nésledné predstaveny
i didaktické ndméty. V konkretizaci se jedna o rdzné podnéty k tomu, jak vyuzit geometrii
k zavadeéni ¢i navyseni porozuméni u algebraickych vyrazd, a déle prehled vysledkl dvou

mezinarodnich vyzkum(: vyzkumu TIMSS a vyzkumu PISA.

2.1 Role pismen

Prvni pojem, ktery je potfeba zavést pfi interpretaci jazyka algebry, je role pismen
predstavujicich jejich vyznamy. Téchto roli je vice. Role jednotky 7ék chape tak, ze pismena
nejsou jen elementy slov, ale i zkratkami reference (napt. 1 m pro ,1T metr’ ¢i 21 pro 2 litry’).
Roli objektu déle chape jako ztotoZznéni vybranych pismen s urcitymi objekty (napf. usecku
a jako geometricky objekt ¢i bandn b jako redlny objekt). A nasledné roli veliciny jako
spojeni obou. Dlvodem je to, Ze principalné souvisi' s algebrou. Vzhledem k tomu, Ze role
veliciny podle (Rhine & kol., 2018) odpovida zévislé promeénné, jez je vyjadrena jinymi
proménnymi. CoZz ma pro zdka za vyznam to, Ze pismeno zastupuje celou ciselnou
vlastnost (napf. obvod o, obsah S, ale i ¢as t), coz déle rozviji role atributu. Ta méa podle
stejnych autord specifi¢téjsi vyznam. Roli veliiny zuzZuje na jeden konkrétni objekt (napr.
a v Uloze: Sestrojte [konkrétni] Usecku a, pro niz plati [Ciselnd vlastnost] a = 4 ¢m), coz

dovoluje distinkci role objektu i jeho vlastnosti u feseni tloh.

Role konstanty, jez dovoluje fesit Ulohy u zkoumani kruznic, je dalsi ddlezita role. Ddvodem
je jeji dualita. Pismeno 7 (Ludolfovo &islo) na jednu stranu totiz plni roli, kdy jde o symbol
1 &isla (tzn. jako konkrétni ¢islo miZe vstupovat i do operaci s dal$imi Cisly, viz @ + 2), ale
zaroven je to i znak pro vSechny jeho &islice (4. 3,14 ..., kdy reprezentuje nekone¢né mnoho
znakt). Toto odliseni je pak zasadni'i v algebre. Pricinou je to, Ze role pismen zde maji ¢asto
rizné vyklady, kdy kromé jednoho objektu muize roli napf. byt i nasledujici podle

(Trigueros & Ursini, 1999; Vondrov4, 2019).

Proménna

Pismeno, jez v dané &asti zapisu vyjadfuje vsechny &iselné hodnoty, jez se v zapisu
mohou ménit. Cast autor( ji proto povazuji za obecné uziti pismene. Napt. Furinghetti
& Paola (1994) uvadi, Zze proménna je genericky model véech roli uvadénych dale, tzn.

Ze to jsou role proménné, zatimco Vondrova (2019) uvadi, ze jde jen o role pismen.
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Urcita neznama

Pismeno, které predstavuje zatim nespecifikované hodnoty. Cilem je tyto hodnoty urcit.
Priklad: Pismeno x € R je v roli nezndmé napr. v linedrni rovnici x + 2 = 8.

Parametr

Pismeno, jez je nastroj k vyjadreni celé tridy objektl. Na rozdil od nezndmé je jiz
u parametru zndm obor hodnot proménné.

Priklad: Pismeno b € R v modelu vsech linearnich rovnic ax + b = 0.

Zobecnéné ¢islo

Pismeno se nachazi v roli zobecnéného ¢isla, pokud za néj maze byt ve vyroku dosazeno
libovolné ¢islo a nedojde ke zméné platnosti vyroku (Vondrova, 2019).

Priklad: Pismena a, b € R jsou v roli zobecné&né ¢islo u (a + b)? = a? + 2ab + b?.
Koeficient

Pismeno je koeficientem, zastupuje-li &isla, jimiz je ndsobena jind hodnota ¢i proménna.

Priklad: Pismeno a € R néasobici proménnou x € Ru ax + b = 0 je v roli koeficientu.

Dlvodem pro to, pro¢ se nékdy tyto posledni 4 uvadéné role nazyvaji rolemi proménné
namisto roli pismen, je to, Ze jde o jeji zvlastni pripady. Pfikladem jsou Furinghetti & Paola
(1994). Spolu s Trigueros & Ursini (1999) uvadi to, Ze nezndma je omezeni role proménné
na pripad, kdy pismeno zastupuje jen nezndmé a hledané hodnoty. Parametr je dle nich
typ proménné, jenz je nezavisly na ostatnich proménnych Glohy a dovoluje Zakovi vyjadrit
jinou (tzv. zavisle) proménnou. A zobecnéné &islo je typ proménné u ekvivalentnich Gprav
(napf. u scitdni a odcitdni mnohoclend, kdy je nutné za proménnou dosadit libovolnou
hodnotu). Na druhou stranu, i toto pfinési riziko. Davodem je to, ze jelikoz o vybéru jedné
z raznych roli proménné casto rozhoduije jen to, co je aktualni cil fesitele Ulohy (tj. zda se
napr. jen snazi odvodit vzorec obvodu c¢tverce ¢i tento vzorec jiz prakticky pouzivd), je

mozné, ze se role pismen prabézné zméni. Tuto situaci ilustruje nize Vondrova (2019).

Problematika [pismen v algebre] je o to sloZitéjsi, ze ne vzdy dokédzeme fict,
v jaké roli pismeno je. Napfr. H. Bloedy-Vinner (2002) to ukazuje na prikladu
Ulohy: Najdéte rovnici pfimky, kterd prochézi bodem o soufadnicich [2; 5]
a ma smérnici 3." Zaéneme rovnici y = ax + b. Z kontextu ulohy plyne, ze
vni jsou y a x proménné a a a b parametry. Pak dosadime hodnotu
smérnice a dostaneme y = 3x + b. Nyni hleddme konkrétni hodnotu b. Tim
se z b stdvad nezndma, jejiz hodnota zalezi na parametrechxay. Zaxay
dosadime souradnice daného bodu a dostaneme rovnici 5=3-2+b
snezndmou b. V ziskané rovnici y =3x —1 jsou x a y opét proménné
(Vondrova, 2019, s. 118).
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DUsledkem uvedeného jevu, kterym se déle zabyvaji i Furinghetti & Paola (1994), je jedna
z Castéjsich chyb v Gvodu algebry - Zaci jednotlivé role dostateéné nerozlisuji, ale napr.
(a) zaménuji zobecnéné Cislo za jednotku ¢i objekt (Kichemann, 1981) nebo (b) zaménu;ji
zobecnéné ¢islo za nezndmou (Bardini & kol., 2005). Priklad druhého jevu je nasledovny.
Lze si ho predstavit tak, ze zék u feseni Ulohy, jez principalné nezévisi na vyuziti nezndmé,
ale zobecnéného Cisla, nebude vyraz jen tvorit a déle upravovat (napf. pfi svém zobecnéni
Ciselnych vztahd), ale ivycislovat, tzn. po utvoreni vyrazu prejde k roli nezndamé?. Na
druhou stranu, u zdmény typu (a) je to jiné. Zde chyba nastava tim, Zze zak jednoclen typu
5j (j zde napr. odpovida poctu jahod) neinterpretuje jako ,pétindsobek poctu jahod
odpovidajici j' (tedy j jako zobecnéné Cislo), ale jen jako ,5 jablek’ (tedy j jako jednotku).
Jedné se tedy o zpredmétnéni pismene. Dle klasifikace v Tab. 5 jde presnéji o situaci, kdy
73k ve svém vyvoji porozuméni proménné jesté nedosel do stadia, kdy pismeno mize byt
i zastupce vice hodnot (tj. stadia 5 a 6). A vnima ho jen jako jeden objekt (viz Kichemann,

1978; Weinberg & kol., 2004).
Tab. 5: Souhrn 6 stadii porozuméni roli pismen v algebre (Kichemann, 1981)

1) Vyéisleni pismen (Letter evaluated): Zék za pismena ve vyrazech dosazuje &isla, aby

se jich zbavil. Jeho porozuméni vyraziim se tedy omezuje jen na cCiselné vyrazy.

2) Ignorovani pismen (Letter not used): Pismena jsou ignorovana ¢i nejsou uvazeny

jejich role. Ulohu, kde se pismena vyskytuji, Fesi 74k pouze za pomoci zadanych &isel.

3) Pismena jako objekt (Letter used as an object): Pismenu je pfisouzen vyznam objektu

¢i jednotky. Podpora tohoto pohledu je rozebrana déle.

4) Pismeno jako uréitéd neznama (Letter used as a specific unknown): Zak v tomto stadiu
jiz povazuje pismeno za vyjadreni ¢isla, které je konkrétni, avsak stédle nezndmé. Tuto

hodnotu je tudiz potreba urdit.

5) Pismeno jako zobecnéné ¢&islo (Letter used as a generalised number): Na pismeno je

nahlizeno jako na model vice individualnich hodnot. Z&k se uz nesnazi pismeno vycislit.

6) Pismeno jako proménna (Letter used as a variable): Na pismeno je nahlizeno jako na
abstraktni model celé mnoziny ¢iselnych hodnot, nikolijen jako na zastupce jejich prvka.

Oproti predchozimu stadiu se tedy lisi to, ze Zak ztotozni s pismenem jiz celou mnoZinu

hodnot, a nejen jeji dil¢i prvky (tzn. [de o vlastni matematicky objekt).

2 Skutecnost, ze 7aci provadi zdménu za nezndmou ma mimo neformélniho vyuZiti nezndmé na
1. stupni (Novakové & Vondrova, 2015; Hejny, 2014) i historicky zéklad. Stejné jako z&ci zaménuji
tuto roli za zobecnéné &islo (resp. za proménnou v obecném smyslu), tak i historicky neznama
predchazela soucasnému pojeti proménné, jez se zavedla az pozdéji (Ely & Adams, 2012).
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Kidchemann (1981) déale uvadi, Ze tfi posledni role z Tab. 5 tvofi tfi role proménné. Jinymi
slovy, stejné jako Rhine & kol. (2018) zvazuje, Ze zatimco prvni tfi odpovidaji
nedostatecnému porozuméni pismen v algebre, ty zbylé jsou hlavni koncepty algebry, tzn.
nezndmou, zobecnénym cislem a proménnou. U tohoto se pak i zastavuje. V ¢lanku uvadi,
Ze jednou z moznych pricin zamény roli pismen ze strany 7akl je i pojeti vyuky uciteli, coz
naznacuje i Zalska (2015). Ta spole¢né se svymi kolegy zjistila, ze 243 z tdzanych uditeld
matematiky (93 % souboru) v jejich dotazniku i o vyuce algebry véfilo v uziti metody
jablicek a hrusek’, ¢ize metaforu, kdy scitat rizné proménné je priblizeno ke scitanijablek
a hrusek. Ucitelé také vérili, ze pochopeni souctu 2j + 3h mize u zakl posilit to, kdyz jim
obé proménné priblizi jako jablka a hrusky, coz znamena jako objekty. Nicméné to nese
sva rizika. Jak uvadi Novékova & Vondrova (2015), kdyz ucitel tento pristup pouZije, musi
pro spravné porozumeéni rolim pismen nasledovat jen zdUraznovani pravého vyznamu
pismen, totiz role proménné - a to hlavné u zakd. To znamena, Ze pismena j i h nesmi byt
jiz dale ¢tena jako 2j coby 2 jablka’, ale jako proménnd, coz je pocet jablek a pocet hrusek.
Ze stejného dlvodu je tfeba dbat i na velic¢iny. Jak uvadi MacGregor & Stacey (2007)
i jejich znaceni ma rys toho, ze zpravidla vychazi ze synkopického znaceni (tj. uzivani

zkratek jako obvod 0), coz pfipomina roli jednotek a mdze vést k zaméné roli.

...zaci v aplikované matematice [jako je fyzika] rychle prichazi na to, ze se
rlzné veliciny znadi pocatecnimi pismeny svych nazvd, tj. napt. A vyuzivaji
pro plochu [area], m pro hmotnost [mass], t pro cas [time]. Lze nicméné
soudit, ze pravé toto znaceni u nich posiluje jejich mylnou predstavu. Uzita
pismena si totiz poté nespojuji pfimo s mnozinami Cisel [obory proménné],
ale spise s ndzvy téchto samotnych velic¢in a také s adresovanymi predméty

[v roli objektu] (MacGregor & Stacey, 2007, s. 16).

MacGregor & Stacey (2007) dale kromé tohoto upozornuji, Ze stejny jev mize vyvolat

. s

i nevhodna rutina ucitele. Priklady uvadi dva. Za prvé varuji pred tim, kdyz si ucitel
neuvédomuje, Ze pro jeden vyznam vyuziva vzdy stéle stejnych pismen, ¢im se stavaji jeho
prototypem (tj. pro urcité neznamé voli vzdy pismena x,y, coz vede na jejich mozné
ztotoznéni's nezndmou jakozto jejim generickym modelem). A za druhé, kdyz uzivéa zkratek

bez dlrazu na role pismen (viz Tab. 6 a dale chyby u Tab. 7).

14



Tab. 6: Mozné intepretace jednoclenu 3a (Rhine & kol., 2018)
Jednim z problémd, ktery se napojuje na nepochopeni konceptu proménné, je mylné
pochopeni konceptu z ni vychéazejicich. Jedna se napf. o zdmény jednoclenu:
(1) 3a v roli prvni polozky seznamu s poradovym &islem tfi;
(2) 3a v roli zkratky ,tfi aut’ ¢i jiného pocitatelného objektu zacinajictho na pismeno a;
(3) 3a v roli obsahu plochy o velikosti tfi ary (zejména v psaném projevu);

(4) 3a v roli trojndsobek proménné a.

Tab. 7: Vybrané chyby v chapani konceptu proménné (Booth,1986; Fujii, 1993; Weinberg
& kol., 2004; Rhine & kol., 2018)

Nekonzistentni hodnota proménné napfic jednim vyrazem

Jak uz vyplyva z textu vyse, konceptudlni porozuméni proménné je zavislé na pochopeni
vice stran tohoto konceptu. Jednak té, kdy jde o pismeno, jez je reprezentantem vsech
hodnot oboru proménné (viz Tab. 5), a déle to, Ze jedna a tatdz proménna nabyva pfi
dosazeni vzdy stejné hodnoty (. je u ni dodrzena konzistence hodnot v rémci celého
zapisu). U této chyby véak druhé uvédoméni chybi. Zak u uréeni hodnoty vyrazu nevnima
to, ze kazdy zépis proménné a musi nabyt stejné hodnoty (zfejmé v domnéni, ze

proménna znadi provedeni takové zmény), a tuto hodnotu méni jako nize (Fujii, 1993).

Priklad: V feseni x + x + x = 12 Zak oznadi za mnozinu feseni i neplatnou trojici 3, 4

a 5.Duvodem je to, Ze za kazdé x dosadil po fadé Cisla 3, 4 a 5, tj. dosadil:

3+4+5=12

Problém cifer
Dalsi z chyb, jez se miZe objevit spise u Zakd poznavajicich algebru, vznikd u pismen
v roli cifer. Tato role nastavé u dosazeni. Chyba spocivéa v tom, Ze vyraz 2x nevnima zak

jako soucin 2-x s proménnou x, ale 2-10 + x - 109, kde x stoji na pozici jednotek

dvojciferného ¢isla (Rhine & kol., 2018).

Ptiklad: Pri dosazeni ¢isla 3 do vyrazu 2x je fesenim i 23, zatimco pro opacné x2 je to
32.Chyba je tedy podobna feseni algebrogram. V téch, napf. v Hejného matematice,
kde jsou hojné vyuzivany, fesi zaci kombinatorické Ulohy typu AA = 30 + 4, kde pismena
nemaji roli proménné, ale Cisel na pozici cifer. To znamen4, Ze feSeni vyznacené ulohy

neni reseni kvadratické rovnice, ale rovnost 33 = 30 + 3.
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Zaména multiplikativniho operéatoru za aditivni (viz oddil 2.6)

Potreba Zaka vypocitat kazdy algebraicky vyraz ur¢enim hodnoty proménnych maze byt
dUsledkem jeho neporozuméni riznych roli proménné, ktera se projevii u intepretace
jednoclenu. Tato chyba je pravé tento pfipad. Nastava tak, Zze zak vlivem neporozuméni
proménné (viz Tab. 5) nahradi multiplikativni operétor u jejiho koeficientu za aditivni
a cely vyraz upravi bud' (1) sectenim proménnych, jez secist nelze, nebo (2) sectenim
proménnych a cCisel. Priklad je nize.

P¥iklad: Zak v rdmci zjednodusen vyrazu 5(2 + x) provede jeho neekvivalentni Gpravu
5(2 +x) =5+ 2x = 10x, ¢i opacné pro zadani 5+ 2x napiSe 5+ 2x = 5(2 + x). Divodem
je zkusenost zdka. Podle (Booth,1986; Rhine & kol., 2018) je na viné to, ze si zak
v aritmetice az pfilis zobecnuje dfive poznané pripady linedrniho fazeni znak, jako

napF.ul%:1+% neboi23=20+3.

Proménné nemUze nabyvat hodnoty sloZzeného vyrazu

Provadéni substituce za slozeny vyraz, jako je x = y + 3, vyzaduje od zdka porozuméni
vice konceptim najednou. Zaprvé vyzaduje to, ze dojde na porozuméni vyrazuy + 3
jako objektu, ktery nenfi tfeba upravovat, a déle Zze dojde na konceptualni porozuméni
rovnosti, kdy se jednoclen mlze rovnat i dvojclenu. Tato Uvaha ovéem neni trivialni.
Studie jako (Weinberg & kol., 2004) jiz déle dokazuji, ze a¢ zaci 11-13 let zvladnou
s relativné vysokou Uspésnosti nahradit proménnou za libovolné ¢&islo (56 % zakd
6. rocniku, 77 % 2akQ 7. rocniku, 87 % zaku 8. rocniku), potizi je substituce za sloZzené
vyrazy (26 % zakd 6. roéniku, 30 % zakl 7. ro¢niku a 40 % zakd 8. roéniku). Prikladem je
nize citovany zak. Pro Ulohu spocivajici v uvézeni pripadu n = 4, kdy ¢islo 4 bylo dané,
prvné uvedl, Ze dosazenitohoto ¢islaza n mozné je, protoze pismena mohou vyjadfovat
libovolna cisla; nicméné un = 3r + 2 totéz fict nedokazal. Podle jeho odpovédi se spise
zdalo, Ze ¢leny u 3r + 2 vnimal oddélené. Soucet ¢lenli nejspise nebyl objektem, ale jen

instrukci vyraz zjednodusit, coz vedlo na nasledujici otazku.
Otézka (parafraze): Pokud nam rikas, ze Ize dosadit n = 42 a zarovenn n = 42 = 15 + 27,
lze také fici, Ze mUzeme dosaditin = 3r + 2, bude-lir = 5?
Myslim, Ze ano. | kdyz... asi ne. Proménné predstavuji vzdy jen jedno Cislo,
jednu hodnotu, a Ize tedy mit n a néjaké jiné pismeno ¢i proménnou, kdy

n bude tfeba 15 a ta jind proménna 27. Ale nejde, aby [pro n] soucasné

platilon = 15 4+ 27 (Weinberg & kol., 2004, s. 7).
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2.2 Sily jazyka algebry

Hejny (2014) uvadi, Ze pokud ma zak plné porozumét konceptu proménné, je dllezité,
aby védeél, jaky ma jazyk pismen oproti ¢isldm vyhody - resp. vlastnosti. Tyto vlastnosti zve

jako sily jazyka algebry (viz dale) a uvadi je jako spojeni Tab. 8 a Tab. 9.

Tab. 8: Zékladni sily jazyka algebry - skupina oznacena podle autora (Hejny, 2014)

Kédovaci sila. Sila zahrnujici jakékoli vyuZiti k6dd (tj. pismen a jinych symbold), jez jsou
v zadani Ulohy. Podle autora zahrnuje jeji vyuZiti naptiklad rozpoznani kédd v textu i
u obrazkl zadani, jejich zaznamenani do legendy a pfipadné dosazeni za né.
Uchopovaci sila. Tato sila dale dovoluje vyuziti pismen k oznaceni vybrané ¢asti zadani,
kterd nebyla kddem (tzn. zak analyzuje zadani a poté oznacuje pro néj dulezité casti). Pri
reseni Uloh jde tedy i o rozliseni toho, jaké jsou zndmé a nezndmé veliciny.
Vyjadrovaci sila. Sila dovolujici expresi vztahl vzeslych z predchozich sil jazyka algebry.
To znamen4, ze pokud je v zadani rovnou fec¢eno (Ci si zak uchopovaci silou sam oznaci),
Ze véha jednoho jablka’ je x, pak Ize z tohoto déle odvodit i vahu poloviny jab/ka%éi
vahu Ctvrtiny jablka z.

Transformacni sila. Pro vyjadreni vztahG dovoluje transformacni sila déle ménit tvar
téchto predchoziho vyjadreni. Podle Hejného spolu se zobecnénym cislem jako roli

pismen dovoluje vyuzit jazyka pismen i k prevodu algebraického modelu do vice

vyhodného tvaru (ekvivalentni Gpravy).

Tab. 9: Rozsitujici sily jazyka algebry - neformalni oznaceni skupiny (Hejny, 2014)

Argumentacni sila. Kombinace vsech zédkladnich sil za Gcelem zddvodnéni urcitého

tvrzeni. Jedné se zpravidla o postup:
1. uZiti uchopovaci sily k prvotnimu oznaceni véech hledanych a zndmych objektd;
2. uziti vyjadrovaci sily k popisu zadanych vztahG mezi zndmymi a neznamymi velici-
nami;
3. uziti transformacdni sily k Gpravé vzniklych ¢i zadanych modeld do vhodného tvaru.

Vhodny tvar je pfitom ten, jez dolozi platnost ¢i neplatnost zkoumaného vyroku.

Objevitelska sila. Poté, co 7zak vyuzije argumentacni sily, dochazi k odhaleni nového
tvrzeni - at uz pravdy, ¢i nepravdy. Jedna se zpravidla o poznéni zaloZzené na kombinaci
vice pravd - napf. tvrzeni jiz dfive dokadzanych (matematickych vét a lemmat) a tvrzenf

implicitné pfijimanych (definic a axiomt). Jejich spojeni zajistuje matematicka logika.
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Navrh sil Hejného (2014) je dale mozné vztdhnout k pracim Kvasze (2008, 2012), z nichz
Hejny vychazi. Autor prvné identifikoval rdzné vyvojové stupné jazyka matematiky, jez jsou
u dvou prikladd uvedené nize, a nasledné porovnal jejich potenciality u 4 a déle 6 sil jazyka
matematiky (viz Tab. 10). Tyto potenciality zalozil na ménicich se funkcich jazykd, které se

v matematice objevily po sobé.

» Jazyka elementarni aritmetiky: jazyk Cisel, zadvorek a symboll aritmetickych operaci;

= Jazyka syntetické geometrie: jazyk geometrickych obrazcl a geometrickych téles.

Zde uvedeny jazyk syntetické geometrie je autorem nejvice srovnavan vici jazyku algebry.

Tab. 10: Sily jazyka algebry (Kvasz, 2013; 2012; 2008)*

Logicka sila. Sila ,ukazujici, jak slozité vzorce Ize v jazyce dokézat”. Pro jazyk algebry je to
vyuZziti proménné jako obecného objektu. Diky jejimu zavedeni Slo totiz nové dokazovat
platnost modalnich predikatd i bez jazyka geometrie, napf. u forméalni manipulace
symbold, zkratek ¢i slov pfi dikazu lichosti dvou po sobé jdoucich ¢isel (Kvasz, 2008):

vneEN:n+(n+1)=2n+1+ 2n.

Expresivni sila. Sila, které v teorii autora ,ukazuje, co nového, co v predchozich stadiich
vyjadrit neslo, nynéjsi jazyk jiz vyjadfit umoznuje” - u jazyka algebry je to nezavislost vSech
mocnin na jejich geometrické interpretaci. Usuzovano je tim to, Zze zatimco syntetickou
geometrii jesté limitovalo v jazyku to, Ze jednoznac¢nou geometrickou intepretaci (a tedy
i vyjadreni) v ni maji jen prvni 3 mocniny (tj. délka Gsecky, obsah ¢tverce a objem krychle),
v algebre jsou tyto intepretace pritomné i pro vSechny vyssi mocniny. Chdpéno je tim to,
e viechny jako a*, a® Ize zasluhou R. Descarta (1596—1650) chapat i jako délky usecek,

tj. skrze reinterpretaci soucinu analytické geometrie (Kvasz, 2008).

Metodicka sila: Sila ,prezentujici, jaké nové metody je mozné v jazyce zavést v oblasti,
kde na predchozich stadiich existovala jen smésice nesouvisejicich trik(”. Pro algebru je
to notace velic¢in F. Vieta (1540-1603). Jeho pfistup spocival vtom, Ze jazykové odlisil
veli¢iny znamé a nezndmé, presnéji neznamé znacil velkymi samohlaskami (4,E,1,0,U ...)

a znamé (parametry) velkymi souhldskami (B, C,D, F, G ...) (Kvasz, 2008).

Integrativni sila: Sila ,ukazujici, jak [novy] jazyk umoznuje vidét jednotu a fad tam, kde se
drive ukazovaly jen spolu nesouvisejici pfipady.” V algebre je to novy pohled na zédporna
¢isla. Pdvodcem je M. Stifel (1487-1567), ktery jako prvni interpretoval tato ¢isla
i s pravidly aritmetiky ve formé cisel mensich nez nula (presnéji: 0 — z, z € N), coz ménilo
obor parametrd. Spolu s praci Vieta to vedlo napr. na to, Ze misto vice ,obecnych’ tvard

rovnic pro rtzné kombinace clend Ize sestavit jen jeden obecny tvar (Kvasz, 2008)

3 Vsechny definice sil jsou prebrany z ¢lanku (Kvasz, 2013, 's. 316).
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Explanatoristickd sila. Sila, jez je spojena s vysvétlenim selhavajicich metod jiného jazyka.
Presnéji je svdzéna s tim, Ze ,ukazuje to, jak novy jazyk umi osvétlit drive nepochopitelna
selhani jazyka,” jako napr. u feseni staroreckych uloh. Dle Kvasze (2008, 2012) je pravé to
priklad u jazyka algebry. DGvodem je to, Ze tyto plvodné geometrické ulohy (jako napr.
duplicita krychle) nejsou v geometrii euklidovsky resitelné, jelikoz algebraicky vedou na

kubické rovnice, jez jsou ireducibilni a maji eukleidovsky nekonstruovatelné koreny.

Konstitutivni sila. Tato sila je stejné jako sila metodickéd oproti ostatnim sildm predstavena
az v (Kvasz, 2012). Autor tedy koncepci prehodnotil. Uvadi, Ze konstitutivni sila ,ukazuje,
jak novy jazyk dovede prekrocit meze skutecnosti vytyéené u predchoziho jazyka a déle
jak dovede konstituovat radikadlné novy druh objektd”. V algebre jsou témito novymi
objekty deskriptivni predikaty. Jmenovité jde o uziti neznamych a parametrl (tj. riznych

roli proménné) a také operaci umocnovani i odmocnovani, jez pomohly u feseni rovnic.

Jak dokladaji Tab. 8, Tab. 9, Tab. 10, nazory na sily jazyka algebry se mohou vyrazné lisit.
Zatimco Kvasz vychézi z historie matematiky, kdy rozebird, jaky dopad mély zmény na vyvoj
matematiky rGzné formy jejiho jazyka, Hejného pohled odpovidad vice perspektivé
pedagogicko-didaktické, kdy odrazi skolni vyuku (Tab. 11). V jeho pripadé je tedy zdsadni
poznavaci proces. Jednotlivé sily uvazuje u algebry oproti Kvaszovi vice v abstrakci
z pohledu 74k, a tedy zékladni sily uvazuje napt. jako ty, jez Zak miZe poznatina 1. stupni.
Tab. 11: Priklad praktického vyuZiti sil jazyka algebry dle Hejného (2014); (vlastni)

Uloha: Pavel a Jan dali dohromady uspory a jejich kamarad nyni zkouma, kolik kazdy
prispél. Vi, Ze spolec¢né maji oba chlapci 300 K¢ a Ze Jan dal to Uspor dvojnasobek toho,

co pridal Pavel. Nevi ovsem, kolik pridal Pavel. Zjistéte, kolik korun to je.

Uchopovacisila
= Penize obou chlapcl se nejprve znadi riznymi pismeny. Témito pismeny muze byt
napf.
penize Pavla... x, penize Jana ... y.
Vyjadrovaci sila

= Zpodminek zadani se déle sestavi vsechny potfebné vztahy neboli rovnice. Zde tedy

x+y =300, y=1

>
Transformacdni sila

= Sestavené rovnice se nakonec upravi do vhodného tvaru. Touto Upravou muze byt
napf: sled ekvivalenci

x +2 =300 & 2x +x = 600 & 3x = 600 & x = 200 [ke].
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2.3 Algebraické uvazovani

Vyse ilustrované pochopeni sil jazyka algebry a roli pismen, je ve vyuce déle doprovazeno

o zplUsob mysleni, které je oznacovano jako algebraické. Toto mysleni mé vice

komponent. Napfiklad Kaput (2008) identifikuje, Ze jsou celkem 2: (a) provadéni stale

sofistikovanéjsich forem zobecnéni v kontextu pouzitého jazyka matematiky a (b)

manipulaci s jeho vystupy. Na druhé strané Usiskin (1988) rozlisuje ctyri. Tyto slozky déli

z pohledu vyuky na:

Algebra as generalized arithmetic: proces pojeti algebry s ddrazem na zobecrovani.
Hlavni roli zde autor pfisuzuje roli zobecnéného ¢&islo a za hlavni ¢innosti s pismeny

povazuje odvozovani novych tvrzeni z ¢iselnych modell.

Algebra as a Study of Procedures for Solving Certain Kinds of Problems: pojeti
algebry s dlrazem na hledani odpovédi. Hlavni roli se zde podle autora stava urcita

neznama a hlavni ¢innosti je nalézani odpovédi na otazky.

Algebra as the Study of Relationships among Quantities: zaméreni vyuky na studium,
veli¢in na bazi korelace i kauzality. Hlavni roli je podle autora tedy zavisla a nezavisla

proménna (neboli i role veliciny) a hlavni ¢innosti je hledani a vyjadreni vztahl.

Algebra as the Study of Structures: nasmérovani vyuky poslednim smérem je mifeno
k analyze abstraktnich matematickych objektl. Téchto objektd je vice. Mdze se jednat
napfiklad o koncept mnohoclenu, ktery je zavadén jako 1 model souctu prislusného
poctu jednoclend ¢i koncept algebraickych rovnic misto rovnosti dvou algebraickych

vyrazU.

Shodné s timto ¢lenénim uvadéji analogické zavéry i dalsi autori. Z ceskych Ize upozornit

napf. na praci Novékové & Vondrové (2015), kde autorky rozlisuji ,3 pilite algebry’ jakozto

tfi pilife podpory algebraického uvazovani (viz Tab. 12). Zatimco ze zahranici Ize zminit

diskutovanou praci (Chimoni & kol., 2018).

Tab. 12: Tri pilite algebry (Novékové & Vondrova, 2015)

1. Pilit (Aritmetika): ciselné vyrazy a jejich vlastni aritmetika, tj. Gprava vyrazd

korespondence jazyka pismen a vzorcd pro vypocet miry v geo-

2. Pilit (Geometrie):

metrii.

Ulohy se zaméfenim na zobecnéni s vazbou na funkce, poslo-

3. Pilit (Zobecnéni):

upnosti a rady (zkracené pravidelnosti urcitych entit)
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Chimoni & kol. (2018) se lisi tim, Ze predstavuji algebraické uvazovani jako schéma 4
dimenzi. Toto schéma znéazornuje Obr. 2. Prvni jeho dimenzi, obsahovy proud, chapou
autori podobné jako slozky u (Usiskin, 1988). Jednd se o tedy oznaceni vice Cinnosti
podporujicich porozumeéni zéka v algebre (zobecnéni, studium vztahl a vytvareni vyraz(?),

kdy prikladem prvniho je strukturélni uvazovani.

Druhou dimenzi nasledné zvou koncepty a chapou ji jako zésadni pojmy. Obr. 2 pfiblizuje,
Ze nejde jen o algebraické koncepty, ale i aritmetické. Konkrétné jde i o zménu chapani

notace pro operace a rovnosti, jez dovoluji Upravy vyraz( a rovnic (viz oddil 2.6).

Obsahove Zobecnena

; . Funkéni mysleni Jazyky modelovani
proudy aritmetika :
Koncepty Rovnost/ekvivalence, vlastnosti cisel, vlastnosti matematickych operaci

Neznameé, symboly, promenné, kovariace, korespondence

Procesy Vsimani si, tvorba hypoteéz, reprezentovani, zduvodnovani, zobecnovani,
prokazovani

Formy

usuzovani Abduktivni, induktivni, deduktivni usuzovani

Obr. 2: Dimenze algebraického uvazovani (Chimoni & kol., 2018, s. 61 preklad dle Vondrov,
2019, s.120)

Posledni 2 dimenze jsou propojené. Procesy jsou podle autorl obecnéjsi postupy, jez maji
zaklad v revidované Bloomové taxonomii kognitivnich procesd (viz slovesa jako vS§imani si
a zdGvodriovani), kdezto formy usuzovani jsou zplsoby odvozeni zavérd. Tyto formy jsou
celkem tri. Zaprvé jde o usuzovani induktivni (to spociva v dosazeni obecnému zavéru na
zakladé generalizace vice konkrétnich pfipadd). Dale jde o dedukci (1. vyjiti z obecného
pripadu Cijejich kombinace, jako u vypoctu obsahu jednoho konkrétniho ¢tverce pomoci
vzorce S = a? &ivsituaci, kdy se obecny tvar Pythagorovy véty zuzitkuje k odvozeni obecné
délky Uhlopficky ctverce). A posledni forma je abdukce. Ta, jak uvadi Rivera & Becker
(2007), slouzi pri plédnovani postupl. Laicky fec¢eno, jde o Usudek, kdy zak vyvozuje zavéry
jesté tehdy, kdyZz nemé vSechny Gdaje neboli vTab. 13, Tab. 14 jde o praci s odhadem

u strategické manipulace a globalni meta-urovriové aktivity.

* Podporu téchto Cinnosti Ize vidét déle i u (Kieran,1998; Hejny, 1989) v rémci Tab. 13, Tab. 14.

> Toto uvazovani vyclenili ve své starsi praci i Linchevski & Livneh (1999). Znamena, ze 74k vyuziva
strukturu zépisu, aby dosel k novému zavéru. Piiklademije1+1—-1,2—-1=1, ..., kde nefesi vie
zvlast, ale po Uvaze vyrazl sestavi abstraktni model 1 + a —a = 1 &i genericky model 1+7 — 7= 1.
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Tab. 13: Zakladni algebraické cinnosti pro rozvoj algebraického uvazovani (Kieran, 1998)
Aktivity o zobecnovani (Generational activities)
Ulohy zamé&tené na zobecnéni geometrickych, figurélnich ¢i ¢iselnych pravidelnosti.
Aktivity o transformaci (Transformational activites)
Ulohy zaméfené na zménu tvaru algebraického modelu (tj. Gpravy rovnic a vyrazd). Tyto
a predchozi aktivity odpovidaji pojeti algebraického uvazovani u (Kaput, 2008)
Globalni meta-urovriové aktivity (Global meta-level activites)

Ulohy zalozené na vlastni tvorbé postupu, ne provedeni algoritmu. Zdkladem je, ze zak

analyzuje danou situaci a syntetizuje v ni dosud zndmé postupy do nového postupu.

Tab. 14: Hladiny préce s algebraickymi vyrazy, jez zvysuji jejich porozuméni (Hejny, 1989)
Hladina modelace

Za hladinu modelace oznacuje Hejny jakykoli prechod mezi alespon 2 systémy jazyka.
Jedné se napt. o:

e matematizaci (vystupem modelace je libovolny matematicky model);

e algebraizaci (vystupem modelace je libovolny algebraicky model)

e geometrizaci (vysledkem modelace je libovolny geometricky model).
Priklad: Zapis, Ze A je liché ¢islo, ve tvaru A = 2k + 1, kde k € Z.
Standardni manipulace

Podobné jako Kieran (1998) i Hejny nazyvé standardni manipulaci podminkou osvojeni
vyssiho matematického vzdélani. Jedna se zpravidla o algoritmy, jez mé zék obvykle

zautomatizované a jez jiz pozbyly vyznamu strategické manipulace.

Ptiklad: RozloZte na soucin dvojélen: x% — y?; rozndsobte: (x + 1) - (x — 1)

Strategickd manipulace

Proces feseni aktivit, jez Kieran (1998) zve globalni meta-Urovrové, nese u Hejného
nazev strategickd manipulace. Jednéd se o hladinu préce, kdy zak vyrazy nevyuziva jen
v ramci naucenych postup, ale tyto postupy si sam vymysli na zakladé starsich znalosti.
Priklad: Dokazte, Ze kazdy soucet tfi po sobé jdoucich pfirozenych cCisel je délitelny 3.

1. uziti pravidel o s¢itdni mnohoclent: n+ (n+ 1)+ (n+2) = 3n + 3.

2. uziti pravidel o vytykdniz vyrazu: 3n+3 =3 - (n+ 1).

3. uziti definice byt ndasobkem/délitelem, a definice ekvivalentnich vyraza:

n+n+1)+m+2)=3n+3
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2.3.1 Algebraické uvazovéniv RVP ZV

Algebraické uvazovani, zndzornéné na Obr. 2 jako spojeni obsahovych proudd: modelace
zobecnéné aritmetiky a funkéniho mysleni, je v pfimé vyuce podporovano v propedeutice.
Ukazku nékterych takto podnétnych doporuceni tvori napfriklad:

» Zaraditipred tvodem do algebry zobecnuijici Ulohy vyuzivajici ¢iselnych pravidelnosti
a zavislosti (tj. i posloupnosti). Ddvodem je to, Ze tyto Ulohy buduji u zakd funkéni
mysleni ve vztahu k ¢islim a také porozumeéni ¢iselnym oborlim (Lee & kol., 2018,
Mason, 2017);

»  Zaclenit do vyuky matematiky i zkoumani neciselnych pravidelnosti (tj. figuralnich), jez
dovoluji vyuziti predstavivosti. Vyhodné je i to, zafadit k tomu préci s fyzickymi modely
(Carraher & kol., 2008; Warren, 2005);

* Integrovat do vyuky matematiky jiné zpUsoby zobecnéni. Tyto formy mohou zahrnovat

indukce, dedukce apod., jakoz i to, kdy zak k zavéru dojde prostrednictvim softwaru.

(Papic & kol., 2011; Peirce & Radford, 2006)

Z hlediska kurikularnich dokument(, které doruceni vyse respektuji, dochazi na podporu
algebraického uvazovani i na Grovni rdmcového vzdélavaciho programu (RVP ZV). Tento
dokument, z n&jz podle (MSMT, 2021) vychézi ¢eské zakladni §koly a viceletd gymnazia pi
navrhovani svych skolnich vzdélavacich pland, priblizuje u vzdélavaci oblasti Matematika
a jeji aplikace troji aplikace zobecnéné aritmetiky - jmenovité: (1) rozvoj algebraického
uvazovani pfi zkoumani obecnosti (v kontextu Obr. 2 tedy procesy ,Vsimani si' a ,Tvorbu
hypotéz'); (2) rozvijeni algebraického uvazovani v rdmci vyjédreni nalezené obecnosti (ne
nutné ale algebraickou cestou); a vysvétleni obecnosti v souvislosti s aktualnimi poznatky
zaka.

Po strance slozek algebraického uvazovani, které predstavuji dil¢i obsahové proudy, jsou
déle dalezité i diléi okruhy vzdélavaci oblasti. Pro 2. stupef jsou to: (i) Cislo a proménna;
(i) Zavislosti, vztahy a prace s daty; (iii) Geometrie v roviné a v prostoru; a (iv) Nestandardni
aplikacni dlohy a problémy, kdy samotné formalizovani proménné nélezi do prvniho z nich

- tedy okruhu Cislo a proménna.

Tento okruh (navazujici na starsi okruh Cisla a pocetni operace z 1. stupné) pokraduje

v rozvoji znalosti aritmetiky i na 2. stupni, a to s rozsirenim o uziti pismen. Zdlraznéna je:

e dovednost 7kl provést spravné algoritmus vsech aritmetickych operacich;
e porozumeéni zakl, proc jsou Ciselné operace provadény urcitym postupem;

e dovednost zdka propojit kazdou z téchto operaci s jistou redlnou situaci.
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Podporu funkéniho mysleni, zajistuje nasledné okruh Zavislosti, vztahy a prace s daty. Nad
ramec vzorcd, které 72ak poznava, kdyz se uci pocetné urcovat miru v geometrii pomoci
pismen (obsah, obvod, ...), jsou pro algebraické uvazovani vyznamné i tfi dals$i koncepty
(Ely, Adams, 2012):

* pfimé a nepfimé Udmérnost, jezZ je pro zaka formalni tvod do konceptu funkce;

» vyjadfeni oboru proménné vice zplsoby (vyctem, tabulkou, grafem atd.);

= explicitné stanovené role pismen v podobé zavisle a nezavisle proménné.
Modelace, at uz chdpéna jako tvorba ¢i zména matematického modelu na jiny, je déle
rozvijena s o¢ekavanym vystupem [M-9-2-05]. V ném stoji, ze Zék na konci povinné skolni
dochézky Uspésné matematizuje jednoduché redlné situace s vyuzitim funkcnich vztahd
(ne vSak ale nezbytné jen s pismeny), pficemz to, s jakym modelem je algebraizuje, udavaji
vystupy [M-9-1-07 az 09].
V nich je postupné upresnéno, ze zék zvladne tri typy algebraizace: zaprvé, jednoduchou
readlnou situaci reprezentuje soustavou 2 linearnich rovnic o dvou nezndmych (nejslozité;si

pfipad), zadruhé realnou situaci znazorni pomoci linedrnich rovnic ¢i pomoci vyrazi.

V nédvaznosti na to, jaky model je uveden posledni, je dale ve vystupech [M-9-1-07 az 08]
popséna jejich ocekava Uprava. Pise se zde, Ze (1) zédk 9. ro¢niku dovede urcit hodnotu
vyrazu pfi dosazeni za v ném uzité proménné; (2) dokaze secist, odecist nebo vynasobit
mnohocleny rdzné délky (ne nutné tedy délit); a konecné (3) prevést algebraicky vyraz na

soucin vice vyrazl, a to pomoci vzorcl i vhodného vytykani.

Pro propojeni algebry a geometrie (2. pilif v Tab. 12) jsou v okruhu Geometrie v roviné
a v prostoru dulezité vystupy [M-9-3-10], [M-9-3-04]. V nich stoji, ze z4k koncem povinné
skolni dochéazky urci vypoctem geometrické miry prostorovych téles a rovinnych Gtvard

pomocivzorcl ijinych postupl a také, Ze zjisti jejich metrické a polohové vlastnosti s uzitim

vhodné symboliky. Tato symbolika mize zahrnout tudiZ i jazyk pismen.

Strategickd manipulace, zminéné Hejnym, nachazi nakonec nejvétsi uplatnéni u okruhu
Nestandardni aplikacni dlohy a problémy. Jak uz ndzev napovida, i na 1. stupni se v tomto
okruhu nabizi vyuziti propedeutiky vybranych konceptd, napf.: vystup [M-5-4-01]: z4k
modeluje jednodussi slovni Ulohy (propedeutika pro proménnou ¢i rovnice), [M-5-4-01]:
zak popisuje obecnd pravidla pro dciselné ¢&i figurdlni pravidelnosti (propedeutika
zobecnéni); anebo [M-5-4-01]: z&k resi Ulohy jako magické ctverce a souctové trojuhelniky
(propedeutika proménné). Na Urovni 2. stupné se tato ¢innost prohlubuje. Ocekavany
vystup [M-9-4-01] zahrnuje i kombinacni Gsudek a logiku (viz algebrogramy); kdezto v [M-

9-4-02] je vyuziti analogie i ¢iselné a obrazkové reprezentace - tedy analogie modell.
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2.4 Zobecnéni

Zobecnuijici ulohy, které déle vymezuje Kieran (1998) jako jeden z pilitd, které pomahaji
rozvoji algebraického uvazovani, tvofi princip Teorie generickych modeld. Jak vyply-
va z popisu této teorie z kap. 1, kdyz zak operuje s vice izolovanymi modely, které se tykajf
jednoho konceptu, jeho sklonem je tyto modely uchopit generickym modelem neboli je
zobecnit. Tento postup se opakuje i u Gloh. Pokud Zak napt. u pravidelnosti rozezna, Ze se
vSechny sousedni ¢leny posloupnosti liSi vzdy o stejné Cislo ¢i ndsobek, je pro néj bézné
takovy vztah jakkoli popsat (at uz slovné, figuradlné ¢i symbolicky dle jeho Grovné) a tuto

vlastnost zobecnit. Nicméné, zda se mu to podafi zavisi i na volbé vztahu. Podle (English

Vv

- a to nejen na Urovni Ciselnych a figurélnich entit, ale i na Urovni vyjadreni pravidla.
Piikladem jsou obecné linearni vztahy: a, = ax + b; kde je a,b # 0. Tanigli (2011)
u tohoto typu totiz upozornuje, Zze zaci vychazi z prototypu. Pfi zobecnéni podobnych
pravidel casto zkousi uplatnit specifické generické modely z minulosti (tj. formuluji
pravidlo jako pfimou tmérnost bez b ¢i jako rostouci pravidelnost®), ¢imz dochazi k chybé.
Problém navic tvori i zkouska. Bourke & Stacey (1988) dokumentovali, Ze ne vsichni Zaci
byvaji zvykli objevené vztahy ovérit, coz ovérila i Stacey (1989) pro 140 zaka ve véku 9-13
let. Tato studie pfinesla totiz zjisténi, Ze zaci zobecnovali pravidelnost z Obr. 3 hlavné jako
prfimou Umérnost. Kdyz autorka zadala, aby Zaci zapsali vyjadreni tohoto pravidla pro nty
¢len (tj. aby zapsali pravidlo obecné), misto o¢ekadvaného: a,, = ax + b; a,b # 0 vyuzili 2
chybnych postup, jmenovité: postupu diference (tzv. difference method) a postupu celkd

(whole-object method).

Obr. 3: Zaci uréovali pocet pricek v zavislosti na pofadovém ¢islu zebfiku (Stacey, 1989, s. 148)

6 Tzv. lluze linearity (De Bock & kol., 2007)
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Metoda diference byla ve vyzkumu popséna jako Castéjsi a zaloZzena na diferenci aritmeti-
cké posloupnosti. Jeji vyuziti spocivalo v tom, Ze zak u vyjadreni pravidla neuvazoval ¢leny
a, a b jako nutné k nélezu pravidla, ale vystacil si s tim, Ze nasobil jen zjisténou diferenci
d poradim hledaného ¢lenu, tj. misto ajgq = a; +99d uved| u pfimé umérnosti pouze
a190 = 100 - d. Metoda celkl méla pak podobny princip. Soucin ¢lenl a,,, a,, jez Zék znal
ze zadani, nevyuzil pfi vyjadreni ¢lenu ay, ., jako vyse v napojeni presné poradi, ale jen

v napojeni na jeho rozklad, tj. a;, .., = m - a, (Stacey, 1989).

Co se tykd vyjadreni pravidel, dalsi tendence provazi zéky, i pokud voli jiny postup. Jinak
receno, podobné nemusi byt u zakd jen to, jak k pravidlu dochazi (tj. jakou strategii voli),
aleito, v jaké formé jej zapisi, tedy vyjadri. DoloZil to napf. Lannin (2005) ve své studii 25
238kl ze 6. ro¢niku. V této studii totiz pozoroval, Ze Zaci u zobecnénii pfi odliSném postupu
volili jeden tvar zapisu: misto vic proménnych pouZiji jen jednu. Znamenalo to tedy, Ze se
Zaci vice vyhybaji vyjadrovaci sile jazyka algebry, coz zjistili drive i Trigueros & Ursini (1999).
Jmenovité, Zaci vice tihli k tomu, aby uvadéli rekurentni, potazmo explicitni zapis pravidla
vjedné proménné (tzn. vyhybali se funkénim vztahlm, jeZz casto vynucuji i pouZiti vice
pismen) a vyuzivali jen jednodussi formy vyjadreni - tedy pomoci slov. Toto pozorovala
i Stacey (1989). Ta vramci dobového vyzkumu a dale v(MacGregor & Stacey, 1995)
ovérila, ze nejCastéjsi typ exprese vztahl je s pomoci jedné proménné. Pri zkoumani
vysledkl u zobecnéni linedrniho pravidla takto konkrétné zjistila, ze funkéni mysleni zakd
nebylo jako u (Trigueros & Ursini, 1999) tak rozvinuté jako jiné slozky algebraického
uvazovani a také ze si zaci nebyli tolik jisti, jak vyuzit vyjadfovaci sily jazyka algebry (Tab.

15).

Tab. 15: Zobecnovani 2akl - pocet vyuzivanych pismen (vlastni)
Prikladem toho, kdy zak tihne k tomu, aby pouzil prizobecnénijen jedno pismeno misto
vice, je feseni nasledujici Ulohy. V té je cilem zaka dojit k obecnému pravidlu b = n + 4,
nicméné ne nutné v tomto tvaru. Pravidlo mize byt vyjadreno i procesualné generickym
modelem jako: Kazdy ¢len 2. fadku bude vzdy o 4 vétsi nez odpovidajici ¢islo 1. radku’,

popr. konceptualné generickym modelem n + 4 jen za pomoci jedné proménné.

Zadani: V tabulce plati, Ze Cisla 2. fadku vznikaji z Cisel prvniho pomoci téhoz pravidla.

Zapiste toto pravidlo pro ¢&islo n do sloupce pod nim.

a

1

2 3 4 n

b

5

6

7
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2.5 Hladina modelace

Hladina modelace, predstavend v Tab. 14 jako procedura vytvareni novych matematickych
modeld, je Hejnym (1989) povazovéna za vibec nejvyznamnéjsi hladinu prace s vyrazy.
Podle jeho nézoru, i ndzoru Vondrové (2019), kterd jej s nim sdili, se jedné se o hladinu
prace vyrazy dvou typd. Zaprvé, jde o jiz feCenou matematizaci, tj. vytvoreni specifického
matematického modelu pro vyjaddreni v jiném jazyce (viz Tab. 14), a zadruhé interpretaci
takového matematického modelu. Jak jiz ndzev napovida, jde o procesy k sobé opacné.
Intepretace, na rozdil od matematizace, je proces, ktery se uplatnuje pfi vymysleni zadani
Uloh ¢&i interpretaci jejich reseni, jelikoz zék plvodné matematicky vyjadrenou informaci
prevede zpét do jazyka slov, a to v opacném sledu nez u matematizace vyse (viz Obr. 4).

Majitel pozemku vlastni 2 izemi o spoleé¢né rozloze 300 arda.

Kdyz vSak prvni z nich rozsifil na trojnasobek a druhé zase

na dvojnasobek, mélo toto spoleéné uzemi uz 800 ard. Kolik
aru méla obé pavodni uzemi.

Vstupné do bazénu pro 3 dospélé a 2 studenty stoji 800 K¢.
Vstupné pro 1 dospélého a 1 studenta stoji pospolu 300 Ké&.
Jakeé je vstupné pro studenta a jaké pro dospélého.

Soucet dvou ¢isel je 300. Pokud se vezme trojnasobek prvniho
a dvojnasobek druhého je uz soucet 800. O jaka cisla jde?

Matematizace

t }

Interpretace

dx + 2y = 800
i+ =300

Obr. 4: Matematizace a interpretace (vlastni)

Opacny charakter obou procest je patrny i u vlastnosti toho, jak pracuji s jednoznacénosti
modelld a zméné kontextu. Vysvétleni je nasledovné. Zatimco u matematizace (déle jen
modelace slovniho sdéleni do jazyka matematiky) |ze provedeny proces povazovat za
spiSe jednoznacny a kontext redukujici (tzn. ztréci se ¢ast plvodni informace, ale vznikly
model bude vzdy aZ na vybranéd pismena a poradi stejny), intepretace je opacna. Jeji
provedeni mé priznak toho, ze vznikly model nenf jiz zcela jednoznacny vici zadanf (viz
model soustavy vyse pro tfi rlzné situace), a tedy kontext roste a dovoluje interpretovat

jeden model jako cenu vstupného, plochu pozemku ¢i dokonce i ¢iselné vztahy (takovy

kontext se pak obvykle nazyva jako jazykovy) (Vondrovéa & kol. 2015).
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Dalsich rozdild si lze vS§imnout i v ¢etnosti pouziti. Vzhledem k tomu, Ze matematizace byva
pfi vyuce procesem, jenz je zaky vyuZzivan i vice nez jednou pfi feseni Uloh, kdeZto
interpretace spiSe jen jednou, nebyvé intepretace tolik zkousena, a proto u ni Zaci mohou
Castéji chybovat (Novotna, 2014). Nicméné, chyby provéazeji i matematizaci (Rend|
& Vondrova, 2014). Vondrovéa (2020) napf. uvadi, ze matematizace slovnich uloh’ byva
naroc¢né i tim, Zze neni jednokrokové, ale mé casto vice fazi, a to ve spojeni s terminologif

De Lange (1987):

Tvoreni situacniho modelu - opakované cteni a zadani pro vytvoreni predstavy;
Horizontélni matematizace - prevedeni situacniho modelu na matematicky;

VertikaIni matematizace - transformace matematického modelu do jinych tvard;

AN -

Interpretace reseni - vyklad matematického reseni v kontextu slovniho zadani.
Praktické vyuziti vSech téchto krokl demonstruje déle Tab. 16.

Tab. 16: Pfiklad provedeni matematizace (PISA, 2003, s. 7-8)
[Zadani prikladu]

Méstska rada se rozhodla, ze v trojuhelnikovém parciku postavi lampu verejného

osvétleni tak, aby osvétlovala cely park. Kde by méla lampa stat?
[Faze 1]: Zacneme od problému situovaného do reality.
Urcit misto v parku, kde ma stat lampa.

[Faze 2]: Vyjadrime jej pomoci matematickych pojma.

Park Ize vidét jako trojuhelnik a osvétlenou plochu jako kruh se stfredem v lampé.

[Faze 2]: Postupné vylou¢ime z problému realné prvky tak, ze formulujeme predpo-
klady o podstatnych prvcich problému, zobecnujeme a formalizujeme. Tim zvyraznime
matematickou podstatu situace a prevedeme reélny problém na problém matematicky,

ktery vérné reprezentuje danou situaci.
Problém je preveden na urceni stfredu kruZznice opsané trojuhelniku
[Krok 3]: Re$ime matematicky problém.

ViyuZijeme znalosti, ze stred kruznice opsané trojuhelniku lezi v priseciku os soumérnosti
stran trojuhelniku, a sestrojime osy soumérnosti dvou stran trojuhelniku. Jejich prasecik

je stredem kruznice.

7 Matematizace jako pfistup k feseni Uloh je tradi¢né uplatiovéna pravé u slovnich uloh neboli tloh,
kde se mimo slovni formy zadéni pracuje i s (pseudo)redlnym kontextem. Vondrova (2020, s. 67) ve
svém komentari k reseni slovnich Gloh napr. uvadi, Zze se feseni odehrava v krocich z Tab. 16, kdy
uvadénym krokem navic, je zde pouze finélni realizace sémantické zkousky (tj. ovéreni smysluplnosti
resenivici podminkdm zadéni). Podobné jako Ferri (2007) pak navic Vondrova (2020, s. 67) dodava,
7e matematizace, resp. pfi feSeni slovnich dloh, neni vZdy proces lineédrni, ale mize Citat i jisté cykly.
V nékterych pripadech Ize vsak jisté kroky preskakovat, jak autorka také uvadi.

28



[Krok 4]: Matematické reseni prevedeme zpét do jazyka realné situace.

Vztahneme toto zjisténi na redlny park a posoudime smysluplnost vysledku. Napriklad
kdyby byl v jednom ze tfi roht parku tupy Uhel, feseni nebude vyhovovat, protoze lampa
by se nachazela vné parku. Praktickéd vyuZitelnost matematického reseni maze byt téz

ovlivnéna umisténim a velikosti stromda.

.

Jupri & Drijvers (2016) déle popisuji, jaké chyby mohou v matematizaci nastat pfi odlisné
volbé kontextu. Ve svém testovani 51 zakl ve véku 12-13 let vyuzili 2 digitdInich appletl
zminénych daéle, aby ovéfili porozuméni algebraizace a Upravy modell pro dva typy uloh:
(1) uloh, v nichz byly modelované situace spojené jen s redlnym, resp. (pseudo)redlnym
kontextem (viz applet Cover-up Strategy, Tab. 17), a (2) tlohy, které byly spojené prevazné

s jazykovym kontextem (viz applet Algebra Arrow, Tab. 17).
Tab. 17: Pfiklady algebraizace s variaci kontextu (Jupri & Drijvers, 2016, s. 2488-2489)

Pfiklad Glohy: applet Algebra Arrow (Jupri & Drijvers, 2016, s. 2488)

Jisté Cislo je po fadé nésobené 3, zmensené o 5 a pak vydéleno 5. Pokud je vysledek 5,

jaké bylo ptvodni cislo?
Priklad Glohy: applet Cover-up Strategy (Jupri & Drijvers, 2016, s. 2489)

Pri prodlouzeni vzdélenosti Yantova domu od skoly o vzdélenost odpovidajici
vzdalenosti domova Wati od skoly a nasledném vydélenitéto délky ¢islem 3, je tato délka
rovna vzdalenosti Budiho domu od skoly. Pokud jsou vzdalenosti u Budiho a Wati po

rade vyjadreny jako 1 km a 2 km, jak dlouha je cesta z domd do skoly pro Yanta?

Setfeni dale prechéazelo seznameni 24k s pouzitim obou appletd v dostate¢ném rozsahu.
Timto zpUsobem autofi tedy cilili na to, aby vysledné chyby nemohly pochazet jen z malé
znalosti Z4kU uzivatelského prostredi, ale naopak pfimo z neporozuméni algebraizaci. To
se nakonec i potvrdilo. V kontextu Gloh bylo zjisténo, Ze volba kontextu ovlivnila i hlavni
typ chyby pro oba typy dloh. Pro tlohy spjaté s modelaci situace (pseudo)redlného typu
prevazovala chyba pfi sestaveni matematického modelu - tedy s algebraizaci; zatimco
u ryze slovné zadanych uloh ne. U téchto uUloh bylo naopak vidéno, ze algebraizace byla
prevazné spravna. Nejvice zde doslo totiz na to, Ze ackoli reseni zakd obsahovala spravny
matematicky model vzhledem k zadani, s chybou se zdk setkal az pfi jeho Gpravé neboli
standardni manipulaci. Jednalo se tak o dllezité zjisténi. Jupri & Drijvers (2016) zjistili, Zze
algebraizovani (pseudo)reélné situace predstavuje pro zaky vice zatézujici vliv, nez pokud

je kontext ryze jazykovy, a to s dvéma hlavnimi dtvody.
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Mezi dlvody, pro¢ mohl byt jeden typ situace na modelaci narocnéjsi, autofi zaradili
faktory na strané zakl i Uloh: Zaprvé, vétsi zkusenost zakl s matematizaci jazykového
kontextu mohla u zakd vést na vyssi Uspésnost pfi samotné algebraizaci (tento argument
vznesla pfi podobném pozorovani i Zalska, 2015 & Lodholz, 1990); a zadruhé struktura
Uloh u (pseudo)rediného kontextu byvéa naro¢néjsi pro tvorbu situacniho modelu (Jupri
& Drijvers, 2016). Principem druhého bodu je hlavné snizend vyuzitelnost prototypu zaku.
Timto prototypem je odborné uvazovany tzv. reversal error Ci reversal obstacle (Gonzalez-
Calero & kol., 2015) ¢ili matematizace, pfi niz Zaci prekladaji kazdou cast zadani doslovné,

tzn. slovo od slova, sekvencné zleva doprava a bez uvazeni vztahd (viz Tab. 18).

Tab. 18: Priklady ,reversal error’ (Vondrova, 2019; Clement & kol., 1981)

Reversal error v jazykovém kontextu (Vondrova, 2019)

Zadani Didakticky komentar
Zapis vyrazem: ,Pro nékteré zaky byva obtizné uchopit slova
Pétkrat vice neZ Cislo x. vyjadfujici zmé&nu mnoZstvi (,zmenéeno” a ,vice
Doslovna modelace Zéka nez") jako matematickou operaci, a misto toho
5:->x je .prekladaji” jako porovnani dvou stavd,
Proces vzniku chyby jinymi slovy, chdpou znaménka nerovnosti jako
pétkrat vice nez &islo x operatory zmény nebo jako jejich soucasti”

5. > x. (Vondrova, 2019, s. 123-124).

Reversal error v (pseudo)redlném kontextu (Clement & kol. 1981)

Zadani Didakticky komentér
Zapi$ vyrazem: Tento pfipad chybné algebraizace byl zjistén
Studentd je Sestkrat vic nez profesort. | skupinou Clement & kol. (1981). Autofi uvedli,
Doslovna modelace aka Ze se zaci zékladni skoly dopustili této chyby

6.5 = p dvojim zplsobem: zaprvé, rovnost 6-S = P
uvedli rovnou, tedy pfimo prevodem slovniho

Proces vzniku chyby modelu do algebraického modelu; a zadruhé,

Student(l je Sestkrat vic nez profesord. | 28¢i 6-S = P ziskali az po tvorbé grafického

modelu z Obr. 5.

Vystupem bylo, ze potiz tudiz nenastala vzdy

6-S= P

jen u pochopeni zadani. Jak vyplyva z Obr. 5,
Cast zakd méla také potiz prevést svij graficky
model na algebraicky, coz znamen4, Ze potiz

pak Cinila spis algebraizace, tedy jazyk algebry.

OO ©

Obr. 5: Diagram feseni ulohy (Clement & kol. 1981, s. 288)
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Priklady ryst, které pridavaji na vyskytu reversal error, je podle literatury vice. Podle
Vondrové (2020) nebo Daroczy & kol. (2015) je na viné napf. typické zadani. Ke zvyseni
narocnosti mze tak u matematizace slovnich uUloh prispét napf. to, Ze jejich zapis bude
tak dlouhy, ze 74k neodhali vSechny potfebné vztahy, anebo to, Ze bude zapis doplnén
o zavadéjici ndvodna slova (tedy napf. slova jako zvétsit, ¢i zmensit, jez vSak mohou dle
zameéru autora Ulohy vést i na operaci odecteni, ¢i pricteni v roli tzv. antisignalu). DalSim
problémem je dle studii i struktura. V literatufe se vénuje napf. velkd pozornost tomu, ze
obtiznost matematizace zvysuje: (1) nedéleni textu zadani do vice odstavcl, jez by zfejmé
zvysily prehlednost; (2) nezvyklé poradizadani udajd, jez u sebe neuvadi souvisejici data;
(3) pro zaka nezndma slova, jejichz vyznam musi odhadnout; (4) kombinace slovniho

a symbolického zapisu ¢isel ¢i (5) redundantni Gdaje (Vondrova, 2020; Yazdani, 2008).

Jak z této informace vyplyva, obtiznost uréuje pochopeni textu. Reseni Gloh na matema-
tizaci se totiz nesestava jen z toho, ze si zak osvojil veskery aparat ke tvorbé modelu (napfr.
konceptudlni porozuméni rovnic a vyrazl), ale Ze ma i dostate¢né porozuméni psanému

textu, tj. Ctenarskou gramotnost, jiz definuje PISA.

Tato gramotnostje v protokolu této studie vymezena jako porozuméni a uvédomeéla prace
s textem, jez mu umoznuje vyuzit tamnich informaci. V literatufe je pak pfimo spojena
i s matematizaci. (Blum & Leil3, 2006, cit. dle Blum, 2015) napf. testovali 15leté zaky na
matematizovani slovnich Uloh, pricemz jim zadavali 2 typy: (1) Ulohy zasazené do vice
znamé situace, jez zaci spiSe znali (napf. ndkup v obchodé), a (2) uloh, u nichz autori
neocekavali doprednou znalost situace (napr. ndkup vice druhl plen, s nimz Zaci patrné
neméli zkusenost). Jak autofi ocekavali, znalost situace vedla k podstatné vyssi Gspésnosti
zakd v rdmci modelace. Celkem se zjistilo, Ze kdyz Zaci situaci rozuméli (tzn. znali ji), pfi jeji
modelaci ¢astéji dosli ke spravnému modelu nez opacné (Blum & Leil3, 2006, cit. dle Blum,
2015), coz koresponduje se zavéry o dllezitosti znalosti kontextu u (Abedi & kol., 1997)

a také s tim, ze ¢tenarské a matematické gramotnosti koreluji i na drovni studie PISA.

V tomto bodé se odkazuje presnéji na narodni, nikoli mezinarodni vysledky PISA 2003. P¥i
analyze vysledkl tohoto cyklu bylo totiz na Urovni Ceskych zakl zjisténo, ze korelaéni
koeficient obou gramotnosti (matematické a ctenarské) dosahl ve vékové skupiné 15 let
relativné vysoké hodnoty 0,77 ¢ili vcelku vyznamné souvislosti (Paleckova & Tomasek,
2005). Obdobné u Havlickova & kol. (2019) podléhal analyze pro sumativni hodnoceni.
V kontextu zaka zékladnich skol, u nichz autori studie zkoumali korelaci jejich pololetnich

znamek z ¢estiny a matematiky, pfisli na to, Ze obé gramotnosti provazelo i zde vyznamné

spojeni. Korelaéni koeficient vysel jmenovité v rozmezi 0,4-0,7 dle vybéru rocniku zaka.
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2.6 Potfeba uzavrenosti

Vyzkumnici Tall & Thomas (1991), ktefi se zabyvali pfechodem 7akl z aritmetiky do
algebry, ve své praci popsali, Ze jakmile Zaci prichdzi do kontaktu sproménnou
a souvisejicimi koncepty, dopousti se novych chyb i pfi Gpravach vyrazd. Tyto chyby jsou
pfitom rozmanité. Zaci kuptikladu nemusi vnimat, 7e proménna predstavuje symbol
znazornuijici vice hodnot najednou (tj. pro rdzné proménné nevnima jejich hodnoty jako
rlizné), a vnimaji je misto toho jen jako objekty, jeZ jdou spolu scitat (Rhine & kol., 2018).
Tato Uvaha mé pak dopady na Upravy algebraicky vyrazd. Dochézi treba k tomu, Ze Z3k,
zobecnujici zkusenosti z aritmetiky, dochazi k tomu, Ze kaZdy vyraz (nehledé na to, zda
bude zrovna algebraicky ¢i ¢iselny) dokaze zjednodusit az na jednu hodnotu, tedy prevést
na jeden ¢len jako treba:
3h+j+ h=4hj, a+3=3a, a+b=ab.

Tento problém je v Uvaze odborné nazyvan jako potreba uzavienostia v literature ma silné
zastoupeninejen v jeho pozorovani (viz MacGregor & Stacey, 2007; Pournara & kol., 2016;
Collis (1974), ale i v priciné. Collis (1974) napriklad uvedl, ze zdrojem je nekonceptudini
porozuméni rovnosti. Myslel tim to, Ze symbol této rovnosti (tzv. rovnitko) neni zadkem jesté
vidéno jako koncept ekvivalence vice vyrazd shodnych pro vsechny hodnoty proménnych,
ale jen jako vyzva k vypoctu. Toto porozuméni je zvano operacni. Jinak feceno, symbolem
,='neni zatim jesté uvézen znak ekvivalence (relac¢ni porozuméni), ale jen signal k hledani
reseni, tj.: ,Proved vSechny operace pred rovnitkem, a najdi tak vysledek ulohy'. Drijvers
(2003) pritom uvadi, ze relaéni pojeti je klicem k reedukaci potfeby uzavienosti. Podle
jeho nazoru, jez uvadii French (2004) a Tall & Thomas (1991), musi zaci pfi reedukaci této
miskoncepce dojit k poznani, Ze rovnitko i jiné uzivané symboly maji casto dva vyznamy.
Zaprvé jsou procesy, které resitele povedou k vykonani urcité sérii akci, po niz ziskéa
vysledek (to je napr. zéklad zjednoduseni Ciselnych vyraz(); a déle vlastni objekt cili
koncept (tj. zase pripad substituce za sloZzeny vyraz anebo vnimani rovnice jako jednoho
objektu). Vtomto pfipadé je cilem podporovat oboje najednou. V zdjmu toho, aby slo
resit Ulohy rdzného typu, mé dle Sfard (1991) zak dojit k tomu, kdy nejenze vi, co obé
pojeti znamenaji, ale zaroven ze mezi nimi dokaze i prechazet. To znamen4, ze dojde do
stéddia proceptu. Toto stddium totiz ve zkratce znamena, ze uz neni explicitné rozliseno
stadium konceptu procesu, ale naopak Ze doslo na spojeni relacniho a operacniho
porozumeéni, kdy mezi nimiz dokéaze zak prejit i v rdmci jedné Ulohy pro splnéni uréitého

cile (viz Sfard, 1991; Van Amerom, 2003; Novakova & Vondrova, 2015).
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2.7 Prace se zAvorkami

Kieran (1979) uvadi, ze dalsi chyby, s nimiz se algebraické vyrazy poji, jsou chyby vzniklé
pfi odstranéni zavorek. Téchto chyb je vice. Na rozdil od aritmetiky, kde mély zavorky jen
jednu hlavniroli, kterou zak vyuzival (totiz roli signalu, v jakém poradi provést Uprav vyraz(,
MacGregor & Stacey, 2007), v algebfe maji roli vice. Jednéa se napf. o:
* Role snazsiho upraveni vyrazu, jez dovoluje rozpoznat mnohocleny, které se pak
vytknou ¢i odectou (Marchini & Papadopoulos, 2011);
» Role objektu, kdy zavorky spojuji ¢leny vyrazu do mnohoclenu a tim pomahaji tento
vyraz vnimat jako vlastni objekt, a ne soucet objektt (Hoch & Dreyfus, 2005a; 2005b.
» Role podpory proceptu u véech aritmetickych operaci. Tento bod se vztahuje tedy
k tomu, Ze zadvorky mohou nad rdmec usnadnéni Uprav pomoci posilit porozuméni

vSech zékladnich pocetnich operaci, jelikoz jsou s operandy vidény jako vlastni entity

(Hoch & Dreyfus, 2005a; 2005b).
Rozdil dale nastava také v tom, jak |ze vyrazy v zavorce rozdélit. Obecné jsou 2 hlavni typy:

Zaprvé, heterogenni vyrazy, jez tvofi vyrazy typu:
(1) kombinace stejnych promé&nnych, ale vzdy ve stejné mocniny (napf. a? + a);
(2) kombinace riznych proménnych nezavisle na pouzité mocniné (napr. a + b);
(3) nebo kombinace libovolnych proménnych a taktéz ¢isel (napf. a + 1).

a zadruhé homogenni vyrazy.

Jak uz ndzev napovidda homogenni vyrazy predstavuji vyrazy, které nejsou heterogenni.
V pripadé matematiky jde jmenovité o vyrazy 2 + 5 + 3, tedy vyrazy ¢iselné, a déle o vyrazy
jako 2a + 5a + 3a, Cize algebraické vyrazy v jedné proménné a ve stejné mocniné. Vyznam
je pak ryze prakticky. Vy$e uvedené rozliseni vede totiz na uvédoméni, ze u Zadnych Gprav
heterogennich vyrazu neni zavorka nikdy v roli signélu (. nelze secist ¢leny 2x + 3 # 5x
u2x - (2x + 3), protoze tak nastane potreba uzavrenosti), avsak u homogenniho vyrazu je
roli vice. Vyraz tohoto typu (napr. 2x * (2x + 3x) muze diky pouzité homogenni strukture

podléhat Upravé i opalné, tj. secteni zavorky a az pak nasobeni jako u 2x - (5x) = 10x?).

Podobné je tomuiijinde. Zaci simohou napft. s ideou zévorek jako objektl u zjednoduseni
vyrazU uvédomit, Ze nemusi vSe upracovat ru¢né (viz také oddil 2.3), ale mohou sledovat

jen strukturu uvnitr zapisu a uvédomit si:

2+ Bx+7)+x—Bx+7) = 2x+z4+x—7z ©2x+x & 3x.

8 Dalsi roli zavorek udrzeni integrity vyrazu, jiz Lee & Freiman (2006) pro prepis g na(1+2)+@B+4).
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Hoch & Dreyfus (2005a) u tohoto prikladu uvadi, Ze jejich feseni poméahé zakim k rozvoji
strukturalniho uvazovanii pro tlohy, kde zavorky obsaZzené nejsou - tj. pri jakékoli Gpraveé
vyrazd. Své tvrzeni podkladaji studii. U 92 zakl (15-16 let) fesicich Glohy na zjednoduseni
vyrazl pozorovali autofi to, Ze kdyZ tyto zdky nechali fesit Ulohy vyse uvedeného typu - tj.
Upravy vyrazu, kde zavorky pomaéhaly identifikovat navzajem podobné prvky zapisu, vice
¢asu vénovali strukture, i kdyz zavorky absentovaly. Pfedpoklddanym ddvodem bylo to, ze

jim prvotni uziti pomohlo vidét, na co se u Uprav soustredit.

Jiny pfipad mUze nicméné nastat, kdyz 2k nevnima zavorku jako objekt, ale pravé pouze

jako signal k Upravé. Dopadem je pakito, Ze neprovadi spravné nasobeni zavorek jako u:

e Zobecnéni pravidel s¢itdni mnohoclenl na pripady jejich ndsobeni, coz Ben-Zeev

(1995) nazyva jako racionalni omyly. Vysledkem je to, ze Zak vyndsobi pokazdé stejné

¢leny. Konkrétné vynasobi jen ty cleny zavorky, jez sdili s ¢initelem pred ni svou
mocninu promé&nné ¢ili napf. a - (a + 2a + 3) = a? + 2a? + 3, kde zék vynecha 3a.

e Zapamatovani pravidel sou¢inu mnohoclent chybnym zpdsobem. Zde jsou chyby vic

nejednotné, nebot nevyndsoben muze libovolny ¢len. Clen miZze také zcela chybét.

e Z&kse u odstranéni zavorky nedostatecné soustredi. Jedna se o situaci, kdy Zak mohl
svou pozornost vztdhnout napf. k vyssim pocetnim Ukondm, ¢imz se snizila kapacita

jeho pracovni paméti.

Specialnim pripadem jsou déle Upravy vyrazl se strukturou dle (Ayres, 2001; Rendl
& Vondrovéa, 2014). Jedné se o vyrazy, jez dle téchto autorl zahrnuji totozné prvky gradace
jejich nasledného zjednoduseni, jmenovité: (1) vynasobeni alespon jednoho mnohodlenu
dal$im vyrazem (tj. uziti distribuce), (2) odecteni alespon jednoho mnohodlenu od jiného
mnohoclenu (tj. nutnost odecitdni mocnin) a (3) jakakoli Uprava znamének pfi odstranéni
zavorek (tj. znaménkové konvence). Prikladem téchto prvkd je 2-(x + y) - (2x — y)
z Setreni TIMSS 2007. Jde o vyraz, ktery byl v cyklu této studie pouzit k testovani zaka (15
let) pfi zjisténi nepriznivych vysledkd. Pri vyhodnoceni cyklu vyslo, Ze nejen Cesti Zaci, ale
i jejich zahranicni vrstevnici u zjednoduseni vyrazu chybovali podstatné vice nez u jinych
algebraickych vyrazi (Rendl & Vondrova, 2014). Stejné tak bylo vysloveno, Ze na tyto
chyby zakd mlze mit negativni vliv instruktivni pfistup uciteld. Collins & Benzon (2023)
napf. varovali, Ze mezi pfistupy podporujici chybné priace se zavorkami patfi
mnemotechniky. Prikladem je podle nich tfeba americké PEMDAS (Parentheses
Exponents, Multiplication, Division, Addition, Subtraction) Cili anglicky akronym poucky:
Nejdriv pfi zjednoduseni vyrazl odstran zavorky; pak postupné vyresit vSechny mocniny,

nasobeni a déleni; a az nakonec proved zbylé s¢itdni a odcitani, které zbyva.’
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Jak Ize z tohoto popisu vycist, mnemotechnika sama vede jen na formalni porozuméni. A¢
u zadka dokéze zprvu zajistit, Ze poucky o prednosti véech operaci vyuzije korektné k feseni
Uprav vyrazd v aritmetice, u algebry budou dusledky opacné. Divodem je to, Ze tu maji
vyrazy dvoji strukturu. Jsou jednak heterogenni, a je tudiz nemozné je sedlist az na jednu
hodnotu, ¢i jsou homogenni a secist je Ize. Pravé prvni pripad je pak zdrojem komplikaci
pfi Upraveé zavorky. Pokud totiz vyrazy jsou heterogenni a zaroven jsou v zavorce (tedy maji
potencidl ménit roli zdvorky ze signalu na objekt), dojde pfi uziti PEMDAS na chybu, jeZ se
projevi pfi odstranéni zavorek. Namisto toho, aby zak tuto zavorku jen roznasobil a az pak
zkousel scitat, zkusi interpretovat celou zévorku nejdrive jako signal (Cize ji zkusi odstranit
dle 1. kroku PEMDAS) - a tedy pfijde s potfebou uzavienosti ¢i chybamiz Tab. 19 (Kieran,
1992; 2004).

Tab. 19: Miskoncepce pfi praci se zavorkami (MacGregor & Stacey, 2007; Zalska, 2015)

Zadané uloha

,Paklize n vyjadruje neznédmé Cislo, zapiste vyrazem nasledujici pocetni instrukci:

Prictéte 5 kn a vynasobte 3" (MacGregor & Stacey, 2007, s. 8).

Mozné ndpovéda nepritomna v zadani, ale u zadavateld (Zalska, 2015, s. 336).

§e§em’jejedno zza)n+5:3 b)15n+3 ¢)5n-3 d)3(n+5) e) (5+n)3
Hlavni pozorované chyby v fesenich i rozhovorech

Ve studii, kterd ulohu vyuzila jako prvni (tj. MacGregor & Stacey, 2007), byla chyba, jez
se projevila vynechanim zévorky z fesent, zjisténa u 131 zakl z 980 zakl (8. a 9. rocnik),
atou?22 %a 11 % vtomto poradi. Ve studii (Zalska, 2015) tomu bylo pomérové méné.
Ulohu, je? byla prebrana z vyse uvedené studie, provézelo zjisténi, e zavorku v 9.
ro¢niku nepouzil jen 1 zék ze 13 neboli Cesti Zaci dopadli ve srovnani lépe.
Ve vyzkumu (Chow, 2011), ktery se vlivem zavorek zabyval na Grovni modelace, byly
zjistény dalsi typické chyby u vyuziti zavorek. Kromé opakovaného vynechani, jez bylo
zminéno vyse (celkem 4 Zaci ze 39) byly mezi castéjSimi chybami identifikovany i dvé,
z nichz prvni pozorovali i Tall & Thomas (1991). Jednalo se o:

(1) chybu, pfri niz zaci vykonavali Gpravu jen zleva doprava (tzv. parsing obstacle);

Napriklad chybné Gprava vyrazu: x +2 +3 - (x +2) =x + 5 (x + 2).
(2) chybu, pri niz zavorky pro Zaky nic neznamenaji a v Uloze je neberou v potaz.

Napriklad Uprava: 3 — (x —2) = (3 — x) — 2, jez v zacich nevyvolava rozpor.
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2.8 Chyby Uprav vyrazi

Chyby, které se projevuiji pfi préci s algebraickymi vyrazy i nad rdmec odstranéni zavorek

a potreby uzavrenosti, je dale mozné délit do vice kategorii. Podle Hejného (1989) jich je

formalnim porozumeénim zéka (tj. nizsiho porozuméni ucivu, viz nize 2, 5, 6), a nasledné
chyby, jez maji jiné nez tyto pficiny (tj. chyby zpldsobené napf. vlivem zvyseného stresu,
nepozornosti ¢i nepresnosti béhem cetby zadani, viznize 1, 3,4, 7) (Hejny & Kufina, 2001).
Jednotlivé kategorie s priklady uvadi nize Tab. 20.
Tab. 20: Typologie chyb pfi Gpravé vyrazd (Hejny, 1989)
1. Numerické chyby: chyby vzes|é z nepozornosti a nedostacujici automatizace nizsich
pocetnich Gkond zaka, jako jsou manipulace &isel. Pricinou byva vyssi koncentrace na

vysSi resitelské Ukony, jako napft. Upravy a sestaveni rovnic Ci také soustav.

= Napf.: Zjednodusenivyrazu:x +3-(x +2) =x+3x+ 4

2. Ukonové chyby: chyby nastalé p¥i pouziti dfive nespravné zapamatované znalosti.
= Napf.: Umocnénivyrazu: (a + b)? = a? + 0 2ab + b?

3. Grafické chyby: chyby vzniklé nekvalitnim zédpisem ¢i ndkresem Zaka.

= Napfr.: Zdména podobnych Cisel 6 a 9 ¢i také symbold odcitani a nasobent.

4. Chyby velkych skokl: chyby vzniklé snahou o vykonani vice Gprav najednou.

= Napf.: Rozlozeni na soudin u vyrazu: 4a® + 9b* — (—12ab) = (2a — 3b)
5. Strategické chyby: chyby vzniklé z odklonéni pozornosti od planovani feseni k dobre
znadmym UkonUm. Nasledkem je to, Ze zak preskakuje nékteré kroky ¢i zacne provadét
zbytecné, Casto i kontraproduktivni Upravy, jez jej vedou od feseni tlohy.

= Napf.: Rozlozeni na soucin u vyrazu (a + b)? —c¢? = a? + 2ab + b? — ¢?
6. Bezradnost a bloudéni: obecné vyjadreni pro to, ze zak vykonava Upravy bez predem

stanoveného cile. Projevem je to, Zze se u jistého kroku napt. prerusi pdvodni tok

myslenek, jez zapocal, a za¢ne jednat nelogicky &i postup zpétné smazat (v takovém

pripadé vSak nemusijit vzdy o chybu, ale i o zjisténi, Ze pivodni postup byl nevhodny).
= Napf.: Rozklad: (@ + b)? —c? =a?+2ab+ b? —c? = (a + b)? —c?
7. Jiné chyby: souhrn vSech pochybeni, jez vznikaji mimo pricin uvedenych vyse.

= Napf.: Chyby vzniklé z chybného anebo zbrklého procitani zadani; stresu apod.
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2.9 Geometrie

Souvislost algebry s geometrii, jez byla nastinéna oddilem 2.3 jako jeden z pili¥d pro rozvoj
algebraického uvazovani, je mozné zkoumat i déle - a to o rlizné ndméty. Jmenovité jde
o ndméty k tomu, jak geometrii viibec vyuzit a ndsledné k c¢emu. MozZnosti jsou na zacatku
nabizeny dvé. Jednak je tu cesta geometrizovani algebraickych vyrazdm, kterd je vice
tradiéni - tzv. papirova geometrie, ktera je provadéna na papire ¢i tabuli (Apsari & kol.,
2020) - anebo je tu geometrie dynamicka, jez jde jen v softwaru (Vondrova, 2019). Pravé

druhd moznost bude zkoumana déle. Vyhodou je totiz to, Ze dovoluje efektivné:
» zkoumat vzdjemné vztahy u algebraickych vyrazd, tj. identit (Usiskin, 2010);
» ovéfovat, zda dané tvrzeni o Upraveé algebraickych vyrazl plati (viz dale).

» vytvéret vlastni hypotézy o vztazich algebraickych vyrazd a ty pak i experimentalné
ovérit diky responzivité a interaktivité softwarového prostredi (Hohenwarter, 2007;

Hall & Chamblee, 2013; Robova, 2012).

» ziskavat bezprostredni zpétnou vazbu mezi Gpravou predpisu polynomické funkce

a podobou jejiho grafu (Hohenwarter & Jones, 2007; Robové, 2012);
» redukovat miskoncepce 7é4kd a budovat konceptuélniho porozuméni (viz déle

Mezi programy, které prostfedi dynamické geometrie nabizi, patfi mnoho variant, véetné
bezplatnych. Z této skupiny stoji za zminéni napr. volné pfistupnd GeoGebra, jez je
aktuédlné nasazovana ve vyuce Pedagogické fakulty Karlovy univerzity v oboru uditelstvi
matematiky, ¢i také Math3D a Desmos, jez maji mirné jiné zaméreni, ale tytéz stycné prvky.
Témito sty¢nymi prvky jsou mimo dil¢ich funkci, které se tykaji geometrické konstrukce,
napf. Siroké moZnosti Uprav vyrazl (tzv. CAS Cili computer algebra system), a to s cilem
automatizace a kompenzace, jez zajistuji i nékteré specializované kalkulacky. Dalsi cestu
k podpore algebry nastinuje Usiskin (2010). Autor ve své préci zvazuje, Ze stejné jako je
obecné prijiméano, aby ucitel do vyuky matematiky zaradil vice Uloh, jez pak pro zaky odrazi
jind pouziti probiraného uciva, je principalné stejné dulezité ukazat jim i nékolik pfistupt
k jejich fesenfi - tedy napr. pomoci geometrie i algebry (Usiskin, 2010). Jediné, co je zde
z4sadni pokazdé dodrzet, je tedy aktivni role z&ka. Zak by mél po celou dobu predvadéni
strategii nejen pasivné prijimat, z jakych krokd se sklddaji a jaky je vlastné princip jejich
fungovani, ale mél by mit i moznost véechny porovnat a pak vysvétlit rozdily, které mezi

nimi panuji (Vondrova, 2019).
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Cestou, jak mize takovéto srovnani vypadat, je napr. komparace manipulaci na vyrazech
provéadénych symbolicky (tj. napt. 2a + 2b = 2 - (a + b)) a skrze algebraické dlazdice - {j.
skrze geometrizaci. S anglickym nazvem algebraic tiles, je toto prostredi totéz zaloZzeno na
geometrické modelaci algebraického zapisu. Ze strany zdka dochézi konkrétné k tomu, ze
dle pfredem danych pravidel, které prostredi ma (viz Obr. 6), presouva sadu dlazdic, jez
jsou mu dény, a to s jedinym cilem: sloZeni pravouhelniku, jenz poté reprezentuje urcity

vyraz, jenz je pro néj naopak vyjadrenim obsahu (viz Obr. 6).

Pravidla pouZiti

€L
P1: Jednotku dovolujici znazornit absolutni ¢len
1 " - o2 predstavuje obsah ¢tverce s délkou strany 1.
1(+1% 1 +x P2: Promé&nnou x reprezentuje obsah obdélniku
o rozmérech x a 1 jednotek.
1j—-1% 1 —x P3: Druhou mocninu x vyjadfuje obsah ctverce
2
1 x T 2 se stranou délky x jednotek.
P4: Rozmér x nesmi pro jednoznacné reseni
T

predstavovat celociselny nasobek jednotky.
Obr. 6: Ukézka sady algebraickych dlazdic (vlastni)

Co se tyce podoby celého tohoto prostredi, je dilezité poznacit, Ze uvedend koncepce
z Obr. 6, neni jedind mozna - ve skutecnosti jich je vice. Nékterd méni napf. jen to, v jaké
formé se prostredi dlazdic vyuziva (tj. zda jsou dlazdice digitalni ¢i fyzické?); a jiné to, jak
se umistuji. V kontextu algebry je toto druhé rozdéleni déle vétveno. Zaprvé je vétveno do
sméru, kdy se od sebe odlisuji dlazdice, jez zahrnuji jen jednu, anebo vice proménnych
(vy$e naznacené prostredi mé tak jen jednu proménnou x a nejde vyuzit pro vyrazy o vice
proménnych), a déle jak se vtomto prostredi znaci odecditani veli¢in (to mé obvykle dva
zpUsoby pojeti). Jednim z téchto pojeti disponoval uz Obr. 6. Jedna se o barevné odliseni,
které provazi zdporné a kladné veliciny (to umoznuje zpétné sledovat, jaké cleny byly pfi

manipulaci pficteny a odecteny), zatimco dalsi moznosti je prekryti dlazdic.

Touto druhou moznosti disponuje napr. Obr. 7 vyobrazeny nize. Cestou ke zndzornéni
rozdilu se v ném totiz stdva nikoli barva jako u Obr. 6, ale prelozeni dlazdic; také jinak:
rozdil je zde znacen odstranénim odecitané ¢asti, coZ je principalné totozny postup jako

na ¢iselné ose.

? Prospésné vyuziti digitdlnich dlazdic hlasili napf. Bautista & Garzén (2018).
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a — Vpravo model (a? — ab),

b:| Vlevo zékladni dlazdice.

Obr. 7: Hejného dlazdice (Hejny & kol., 2017, s. 25-26)

Nad rémec rozdilu, ktery mohou rlzna prostredi reprezentovat rizné, lze algebraické
dlazdice vyuzit i pro jiné koncepty. Piikladem je jejich vyuZiti u aritmetiky. V rdmci studif
bylo ovéreno, Ze vyuziti algebraickych dlazdic je ve vyuce vhodné pro (1) navyseni
porozumeéni celociselné aritmetiky, kde proménna neni pritomna (Leitze & Kitt, 2000), (2)
pochopeni operaci mezi vyrazy rozdilnych struktur, véetné vyrazd v algebre (Saraswati
& kol., 2016) a (3) smysluplny prechod Zédka k jazyku algebry (viz Vondrova, 2019). Na
druhou stranu, existuji i rizika formalismG. Moznym Uskalim se stadva u geometrizace napf.
to, ze si zak dil¢i pravidla postupu jen automatizuje a nebude vysledky vnimat vdci
vyrazm, tj. nebude vnimat propojeni reprezentaci. Z tohoto dlvodu se ma trvat na
vysvétleni souvislosti modell. Cilem je to, aby ucitel dokazal z vysvétleni Zaka fici, zda
vysledek jeho prace opravdu odrézel jeho stav porozuméni vyrazim, a pokud ne, aby
zajistil vhodnou reedukaci i s dopomoci algebraickych dlazdic (Saraswati & kol., 2016).
| z hlediska reedukace jsou totiz vyhodné. Napr. se daji pouZit k tomu, aby Z&k poznal
a napravil své miskoncepce u Upravy vyrazl (viz oddil 2.6 a 2.8) (Picciotto & Wah, 1993)

nebo také aby doslo na:
= zlepseni dovednosti fesit lineadrni rovnice algebraicky (Saraswati & kol., 2016)

= posileni dovednosti fesit soustavu dvou linedrnich rovnic o dvou nezndmych (Amidu
& kol., 2018);

= porozumeéni prevodu algebraickych vyrazl na soucinovy tvaru vytykanim (Sharp, 1995;
Thornton, 1995)

= zdlvodnéni metody doplnénina Ctverec pfi reseni kvadratickych rovnic (Vinogradova,
2007).

= zddvodnéni platnosti vybranych algebraickych identit (Sharp, 1995, viz Obr. 8)
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= zdUvodnéni postupu u souc¢inu mnohoclent (Larbi & Mavis, 2016, viz Obr. 9)

= porozuméni 2akl se specifictéjsimi individualnimi potrfebami:

= Z&ci, ktefi v hlavnim vzdélavacim proudu dlouhodobé selhavaji (Wingett, 2019).

= Zaci, ktefi preferuji vizualni ¢i jiné vice taktilni metody uc¢eni (Wingett, 2019),

= Z&ci, u kterych byly diagnostikovéany specifické poruchy ucent.

V poslednim pfipadé (viz rovnéz Castro, 2017; Long & kol., 2021) jsou mysleny hlavné

operacionalni ¢i ideognostické formy dyskalkulie. V jejich pripadech dochézi na:

* naruseni schopnosti Zadka provadét matematické operace (tj. s¢itani, odcitani apod.);

* naruseni pochopeni matematickych pojm a vztaht mezi nimi (napf. prirozena cisla).

Obecné ndpomocné mohou byt vsak dlazdice i u dalsich forem dyskalkulie.

(a—b)2=a*—-2-(a—b) b+ b?

(a —b)? = a? — 2ab + b?;

a b
a’ ab
ab b2

(a + b)? = a? + 2ab + b?;

(a+0):(a—b)

g

a’?—b*=a-(a—b)+b-(a—Db)
a?—b*=(a+b) (a—>b)

Obr. 8: Geometrizace zdkladnich algebraickych identit (vlastni)

(x = 2)

[ Imm

[ Imm

(x + 3) D

O
O

F+e ==+ -w-6=r+x-6

O
O
O

+1

[ Imnm
[ Imnm
[ Imn.

Obr. 9: Algebraické dlazdice: Soudin vyrazt (Hall, 1999, s. 15-16)
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2.10 Mezinarodni $etreni

Jak uz bylo uvedeno na zacatku kapitoly pfi vymezeni teoretické ¢asti, posledni pasaz
reSerse se vénuji 2 vyzkumUim o porozuméni matematiky. Jedna se vyzkum PISA a vyzkum

TIMSS.

Programme for International Student Assessment (PISA)

Vyzkum PISA neboli Program pro mezindrodni srovnavani zaku je nejvétsi mezinarodni
Setfeni ve vyzkumu vzdélavani. Uz od roku 2000 se kona cyklicky kazdé 3 roky, pficemz se
tykd jen zakl 15 let na konci povinné skolni dochazky. Na mezindrodni Grovni je studie pak
koordinovéna separatné od nérodni. Za jeji svétovou koordinaci zodpovida skupina
Organizace pro hospodafskou spolupraci a rozvoj (OECD), zatimco na ¢eské je to Ceskd
skolni inspekce (CSI). Jeji tlohou je zajistit sbér dat a pfipravu narodni zpravy.

Jednim z charakteristickych ryst PISA je déle zaméreni na Ulohy z redlného Zivota, resp.
realistické Ulohy. Timto se liSi od studie TIMSS. Z hlediska sbéru dat se takto v kazdém cyklu
OECD zaméruje skrze realistické ulohy na 3 rGzné gramotnosti - matematickou,
¢tenédrskou a prirodovédnou - kdy jedna je vzdy hlavni. V roce 2022 to byla gramotnost

matematické (Boudovéa & kol., 2022).

530

520

510 \
500 )
490 \

480

Priimérmy vysledek

470
2003 2012 2022

Rok testovani

e (Celkem o K vantita s Prostor a tvar Zména a vztahy e Neuréitost a data

Obr. 10: Matematickd gramotnost v CR - PISA (Boudové & kol., 2023, s. 29)

Jak je z mozné vysledovat z dat tohoto, jakoZ i predchazejicich cykll (Obr. 10), posledni
zjisténi o matematické gramotnosti 24kl zUstala konzistentni s predchozimi vysledky. Ani

u posledniho Setfeni nedoslo ke zjisténi, Ze by se u ceskych zakd projevil dlouho

ocekavany nardst v jejich matematické gramotnosti, ale naopak nastal dalsi pokles, ato

v oblastech: Zména a vztahy a Neurcitost a data.
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Tyto dvé oblasti, pfedstavujici dvé ze Ctyr ¢asti matematické gramotnosti (viz Obr. 11), byly
pro Ceské zaky celkové nejméné Uspésné. Zména a vztahy pro né dopadla nejhure, kterd
se dle narodni zpravy od Boudové & kol. (2023) zamérila na algebraické ulohy, jako je
modelace ¢i zobecnéni. A oblast Neurcitost a data vysla v matematice jako druha nejhorsi.
V jejim pripadé slo vSak o statistiku. Z toho Ize tedy vydist, Ze hlavni potiz pravdépodobné
netkvéla v algebre a jejim nedostatecném porozumeéni (ackoliito se u ceskych zakd zrejmé
projevilo), ale praci s vice modely - neboli horizontaIni i vertikalni matematizace z oddilu

2.5.

Celkem
500

490

47
Neuréitost a data Kvantita

Zména a vztahy Prostor a tvar

s (ki republika s Priimér OECD

Obr. 11: Matematickd gramotnost - PISA, 2022 (Boudové & kol., 2023, s. 28)

Z hlediska opacnych vysledkd, kde si cesti zaci vedli lépe, vysla nejpriznivéji oblast Prostor
atvar a nasledné Kvantita. U obou se tak patrné stalo v ddsledku zkusenosti zakd s Glohami
podobného typu. Jak totiz uvadi napf. Boudova & kol. (2023), obé oblasti zahrnuly
pomérné typické matematické Ulohy, jmenovité - prvni zahrnula ¢astou aplikaci vzoreck

pro miru v geometrii a vyuziti vlastnosti obrazcd; a druhéa vyuZiti Cisel a jejich vlastnosti.

Co se tyce konkrétnich Uloh, zavérem se slusi také doplnit, Ze testové polozky z cykld PISA
nebyvaji detailné analyzovany tak casto jako u TIMSS. To znamen3, ze oproti TIMSS chybf
podrobnéjsi analyzy o fesenich Uloh. Pro ceskou cast to presnéji znadi, ze na rozdil od
TIMSS, kde takové narodni analyzy existuji, neni dispozici detailni rozbor konkrétnich chyb

24k u specifickych oblasti uciva.
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Trends in International Mathematics and Science Study (TIMSS)

Studie TIMSS je srovnavaci Setfeni, které mezinarodné koordinuje Mezinarodni asociaci
pro hodnoceni vzdélévacich vysledkd (IEA) a pro Ceskou republiku CSI. Jedné se o studii
na 2. stupen zakladni skoly, a nasledné zakl 8. ro¢nikd, ktefi jsou pred koncem povinné
skolni dochazky. V obou pfipadech se sleduji matematické a prirodovédné gramotnosti.
Sledovéni takto probihé cyklicky kazdé 4 roky (od roku 1995), kdy se Ceska republika
Ucastnila v letech 1999, 2007 a 2011, ale u zakl 8. ro¢nikd jen v letech 1999 a 2007.
Nicméné i to se zménilo s poslednim cyklem. V roce 2023, kdy se tento cyklus realizoval,
se Ceské republika zapojila do obou ¢asti, tj. u 4. i 8. roénikd, ovéem tato data nebyla jesté
zvefejnéna. Z tohoto dlvodu je vhodnéjsi cyklus 2007. Ddvodem je to, ze v relevanci
k vlastnimu vyzkumu o dosud posledni data, jez byla v TIMSS shromazdéna u ceskych zakd
podobného véku jako u vlastniho vyzkumu, tj. vyzkumu, kde byli testovani Zaci na zacatku
9. ro¢niku a kvarty nizs§iho gymnazia.

TIMSS 2007

Vysledky narodni studie TIMSS 2007 analyzovali v pribéhu let autofi mnoha ¢lankd (viz
napf. Fryzek & kol., 2009; nebo Rend| & Vondrové, 2014). Autofi druhé zminéni publikace
napf. identifikovali problematické dlohy. Ty nasledné nazvali jako slabé a velmi slabé (viz
jejich shrnutiv Obr. 12), kdy u obou urcili i oblasti, do kterych spadaly. Tyto okruhy nazvali
po fadé jako: [okruh pro] ,rlizné aspekty algebry, jak ji koncipuji tlohy TIMSS [viz Obr. 12,
kde jsou tyto aspekty vypsany], ... a [déle okruh] uloh vyzadujicich vyuZiti znalosti
o vlastnostech geometrickych Utvart ve slozitéjsich vypoctech (Rendl & Vondrova, 2014,
s. 52). V prvnim okruhu upozornili autofi na nasledujici obtiz. Zakdam ¢inilo vétsi problém,
pokud byla soucéasti Ulohy: ,...prace se zdpornymi ¢isly a zZlomky ve vyrazech a rovnicich,
nezndma ve jmenovateli, substituce ve sloZitéjsich vyrazech, dosazovani hodnot
z usporadanych dvojic nebo systematické testovani platnosti rovnice vicendsobnym
dosazovanim za proménné (Rendl & Vondrova, 2014, s. 52). Jako dalsi obtiz identifikovali
pak matematizaci a intepretaci. U snazsich Uloh, hlavné u identifikace korespondence
jednodussiho vyrazu a jeho slovné popsané ¢i jinak vyobrazené situace, dosahovali Zaci
napf. tvofilo sestaveni rovnice pro zadani nezvyklého kontextu a formulace nebo také

zobecnéni pravidelnosti (Rendl & Vondrova, 2014).
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Opakem byly pak Upravy vyrazd, kde byly vysledky pfiznivéjsi. V této oblasti ¢esti zaci,
zfejmé i svou vyssi skolni zkuSenosti, v prevaze vykazovali vysledky na hranici ¢i nad rémec
mezinarodniho priméru - coZ se nestalo u okruhu geometrie (Rendl & Vondrova, 2014).
U toho naopak Rendl & Vondrova (2014, s. 53) upozornili, Ze potizi bylo interpretovani
a chybné algebraizovéni geometrickych modell. To znamen3, Ze zaci méli potiz propojit
vice druhu reprezentaci - resp.: ,vyuziti znalosti o vlastnostech geometrickych Gtvarl ve
slozZitéjsich vypoctech”, ,vyvozeni vlastnosti télesa z jeho sité” ¢i chyby nastavaly ,ve
vzorcich pro vypocty obvodu, obsahu, objemu a povrchu.” Ve véech téchto pripadech
podle autord cesti zaci dosahovali horsich vysledkd nez u vétsiny jinych testovanych dloh.
Soucasné opakovanym problémem bylo také to, ze se zdkdm nedarilo vztaZeni

algebraického modelu k prislusné geometrické situaci (viz ukazky déle).

Primérna
Procento uspésnost
Pocet slabych Procento ¢eskych Primérny
Celkovy Pocet wvelmi avelmi velmi zakn rozdil ¢eského
pocet slabych slabych slabych slabych wvdané  amezinarodniho
uloh uloh uloh uloh uloh oblasti souboru

Algebra 45 8 16 53% 36% 43,1 4,7

Funkce 6 0 3 509 50% 345 1,9

Substituce 12 3 6 75% 50% 35,5 2,0

Rovnice,

nerovnice 10 2 4 60 % 40% 37,4 2,8

Vyrazy 17 3 3 35% 18% 55,0 8,6
Posloupnosti 17 4 3 41% 18% 35,7 6,3
Obrazce, télesa 20 6 5 559% 24% 38,7 5.4
Geometrie (bez
obrazci a téles) 30 6 3 30% 10% 53,4 11,1
Cisla 44 5 6 25 0t 149% 54,4 11,2
Uméra, pomér 11 2 1 27 % 904 57,7 10,6
Procenta 9 0 0 0% 0% 61,2 13,5
Slovni ulohy 36 5 1 17 9% 3% 50,5 13,9
Pravdépodobnost 8 2 1 38% 13% 57.8 11,3
Soufadnice,
grafy v soustaveé
soufadnic 6 0 2 330 339 50,9 43
Statistika 6 0 2 33% 33% 33,6 3,6
Reprezentace dat 27 0 1 4% 4% 56,3 14,4

12 Ztéchto 11 tloh se 6 tyki zlomki.

Obr. 12: Prehled slabych a velmi slabych dloh v TIMSS 2007 (Rend| & Vondrova, 2014, s. 30)
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Priklady ¢ty vybranych (velmi) slabych tloh ze studie TIMSS 2007
Uloha M04 — 07 - zaméfeni: Giprava vyrazi, nasoben{ a s¢itani mnohoélent

Ktery vyraz se rovna vyrazu 2(x + y) — 2x — y) ?
A) 3y

B) y

C) 4x+ 3y

D) 4x + 2y

Obr. 13: Zadani ulohy M04-07 (Fryzek & kol., 2009, s. 43)

Tato uzaviena Uloha byla v testu prikladem uUpravy algebraického vyrazu, v niz Cesti Zaci
selhavali ve velmi vysoké mite (Uspésnost 24,7 %, — 1,1 %). Nejcastéjsi chybou zde bylo
vybrani feseni D (29,7 % - zde doslo na chybné vynasobeni prvniho ¢lenu druhé zévorky)
a nasledné reseni B (26,2 %,) a C (13,2 %). Mozny ddvod byl této chybovosti byl nastinén
u oddilu 2.7 u struktur vyrazu. Slusi se nicméné podotknout, Ze vliv mohla mit i zahrnuta
volba reseni, jelikoz mohla vést zaky k tomu, aby rfeseni odhadli, a nikoli ru¢né pocital
(Fryzek & kol., 2009).

Uloha M05 — 10 — zaméfeni: zobecnéni pro pravidelnost ¢iselnych entit

Tabulka zachycuje vztah mezi x a y.

X 1 2 5
y |1 7|9
Ktera z nasledujicich rovnic vyjadfuje tento vztah?
A) y=x+4
B) y=x+1
C) y=2x-1
D) y=3x-2

Obr. 14: Zadéni ulohy M05-10 (Fryzek & kol., 2009, s. 50)

Tato uzaviend Uloha byla déle zamérena na pravidelnosti pfi ,rozpoznavani a vytvareni
ekvivalentnich vyjadreni funkci prezentovanych formou usporadanych dvojic, tabulek,
grafd nebo slovné (Fryzek & kol., 2009, s. 50).” Cesti Z4ci v ni nicéné opét dosahli velmi
nizké Uspésnosti. V prameéru cinila jejich Uspésnost jen 32,4 % (mezindrodni primér byl
38,4 %), kdy nejcastéjsi chybna odpovéd byla B, jiz zvolilo 24,9 % 24k. Zbylé mozZnosti
(A a D), mély sva zastoupeni vyrazné nizsi (12,8 % a 11,1 %). Rendl a Vondrova (2014) tudiz
soudili, Ze zaci mozné pravidla dana v zadani ovérovali jen pro nékteré z dvojic hodnot.
Dlvodem je to, ze vSechna chybnéa feseni (viz vyse A, B, D) méla vzdy alespon jednu
z usporadanych dvojic jako své feseni - viz A: [5,9], B: [2, 3] a D: [1,1]. Jako dalsi vysvétleni
bylo pak uvddéno, ze zaci mozna byli ovlivnéni zkusenosti s feSenim linedrnich rovnic.
Rendl & Vondrova (2014) to vysvétlili tim, ze téchto linedrnich rovnic byva v 8. ro¢niku jesté
procesem o nalezeni jednoho feseni, coz mohlo zaky vést k tomu, ze kdyz jedno dosazeni

urcité pravidlo potvrdilo, postup bylo mozné ukoncit.
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Uloha M05 — 03 — zaméfeni: zobecnéni pro pravidelnost grafickych entit

: @ ' @ ‘e

() ] O ) O ) @ )

Ze 13 zapalek byly slozeny 4 ¢tverce v fadé, které jsou na obrazku. Kolik ¢tvercii v fadé mazeme slozit
stejnym zptisobem ze 73 zapalek? Napis vypocet, jak jsi dospél ke své odpovédi.

Obr. 15: Zadéni ulohy M05-03 (Fryzek & kol., 2009, s. 39)

V této oteviené Uloze, kterd se jako predchozi zaméfila na zobecnéni v napojeni na
pravidelnosti, méli Zaci za cil vyuzit zavislost poctu ¢tvercl a poctu zdpalek nutnych pro
vystavbu Ctvercl a najit Ciselny vysledek pro konkrétni pocet ¢tverct (bud' slovné, ¢iselné
¢i symbolicky). S predpoklddanym fesenim dosazeni 73 do [pocet zapalek pro n ¢tvercti] =
=3-(n—1)+4, ovéem prislo jen 8,8 % Ceskych zakl. Priblizné 21,5 % pak tlohu zcela
vynechalo a cca 11,7 % zakl uvedlo jen ¢astecné feseni s nakresem ctverct pro vsech 73

zapalek a spoctenim poctu sirek (Fryzek & kol., 2009).

Uloha M09 — 04 — zaméteni: vztaZeni algebraického modelu ke geometrické situaci

Co by mohlo byt znazornénim vyrazu 2x + 3x? 2 3

(&) Délka této secky: © Obsah tohoto obrazce:

® Délka této asecky: — —— (@ Obsah tohoto obrazce: 5

Obr. 16: Zadani Ulohy M09-04 - modifikovano o pretodeni polozek C, D do horizontélni pozice
(Rendl & Vondrova, 2014, s. 40)

Posledni Uloha, kterd je zde uvedena jako ukdzka polozek TIMSS 2007, mé& svoji mirné
upravenou verzi i u vlastniho vyzkumu v kap. 4. Jedna se pfitom o uzavrenou Ulohu. Jeji
jediné spravné reseni je vtomto pripadé C, které odpovida obsahu obdélniku, nicméné
Cesti zaci toto rfeSeni spiSe nevybrali (42,5 %). Jak uvadi Rendl a Vondrové (2014), Zaci uvazili
vybrali nespravné fesenive formé délky dsecky (tj. nejcastéjsimi chybnymi fesenimizde bylo
A a B), zatimco D bylo rovnéz zastoupeno méné jako dalsi pripad obsahu obdélniku (Rendl
& Vondrova, 2014).
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3 SROVNAN(UCEBNIC

Pricha (1998) ve své knize lici u¢ebnici jako jeden ze zdrojl pripravy vyuky. Ackoliji ucitel
nemusi nutné nasledovat ve viech bodech, ¢asto mu muze poslouzit jako zdroj inspirace,
a to pfi pfimé i neprimé vyuce. Cilem této kapitoly je proto uc¢ebnice rozebrat. Konkrétné
je cilem popsat, jaké pristupy pouZzivaji jejich autofi pfi zavadéni algebraickych vyrazd -

ato u ulohivykladu (C2, C3).

3.1 Metodologie

Analyza méa 2 &asti, jez se déli na vykladovou a tlohovou. Cést vykladova je zkoumana
prvni. Tyka se kvalitativniho rozboru vsech autorskych komentard, kde autofi vysvétluji
zakladni koncepty algebraickych vyrazl, jakoz i prikladl a shrnuti, které je doplnuji. V asti
Ulohové je nasledné vytvoren prehled udloh. Tyto Ulohy, jez jsou obsaZeny v kapitole jako
prislusny vyklad, jsou na zdkladé zkoumani ucebnic rozebrany hlavné kvantitativné (po

typovém rozliseni, jeZ je popsano dale).

3.1.1 Zkoumany vzorek ucebnic

Srovnani zahrnuje celkem 9 ucebnic, z nichz 2 byly slou¢eny. Dvodem je to, Ze $lo o dvé
ucebnice, u nichz bylo zkoumané ucivo rozdéleno. Ale i u nich vybér probéhl podle tychz
kritérii. Zaprvé, bylo kritériem to, ze kazda ucebnice musela obsahovat zavedeni konceptu
algebraickych vyrazl a jejich Uprav; a zadruhé, Ze kazdou musela vyuZivat alespon jedna

skupina zaka z vlastniho vyzkumu, tj. aspon tfida participantl z testového Setreni v kap. 4.

Tab. 21: Zkoumany vzorek ucebnic (déle i ,soubor ucebnic’) (vlastni)

Nézev ucebnice Nakladatelstvi Autofi

Matematika pro 8. ro¢nik ZS - algebra SPN Cihak & kol.

Hravé matematika 8 - algebra Taktik Lauberova & kol.
Matematika [1] pro 8. roénik ZS Prometheus Odvaérko, Kadlecek
Matematika: Vyrazy [1 & 2] Prometheus Herman & kol.
Matematika 8, Aritmetika pro ZS Fraus Binterova & kol.
Matematika 8 pro ZS Fortuna Coufalové & kol.
Algebra 8 Nova skola Brno = Rosecka & kol.
Matematika 8 Prodos Molnéar & kol.

Pozn.: Ucebnice jsou déle pro prehlednost nazvany podle ndzvu nakladatele. Prikladem je
tedy treba (SPN) namisto (Cihak & kol., 2009). Rozdilné je pouze znaceni u Prometheus.
Zde je pro sdileni nakladatele odliSena ucebnice (Prometheus-G) od Herman & kol.
a ucebnice (Prometheus-ZS) od Odvarka & Kadlecka (2012).
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3.1.2 Vyhodnocovani tloh

Ulohy, které jsou analyzovany, jsou rozliSovany podle pravidel z Tab. 23 na 3 zékladni typy
(Tab. 22). Tyto typy se déle déli na rdzné pocetné podtypy, které maji své popisy a priklady
v Priloze 1. Pravidla, podle nichz se rozlisenifidi, byla vytvorena k objektivnéjsimu rozboru.
Jmenovité slouzila tomu, aby analyza nezvyhodnovala ucebnice, jez se lisi v poméru:
(pocet tlohy : pocet cviCeni), a dale aby slo nezdvisle na hodnotiteli urcit, do jakého
podtypu i typu Uloha patfi.
Tab. 22: Zakladni typy uloh (vlastni)
Algebraické ulohy (A): Ulohy spodivajici v algebraizaci vétnych i nevétnych konstrukei.
Geometrické Ulohy (G): Ulohy spocivajici ve vyuziti algebraickych vyrazl v geometrické
souvislosti.

Transformacni dlohy (T): ulohy spodivajici pouze v symbolické manipulaci danych

algebraickych vyraz(i bez geometrické souvislosti.

Tab. 23: Pravidla pro analyzovani ucebnic (vlastni)

P1: Pokud Uloha lezi na pomezi vice typu (Tab. 23), je na nize uvedené skéle vybréan typ
Ulohy sidlici nejvice vlevo. Oddvodnénim je to, Ze kazdy typ vice vlevo (alespon ve
vétsiné zde zkoumanych Uloh) zahrnoval i vyskyt zbylych typd vpravo. Napriklad, kdyz
byl v Gloze pocitan obsah geometrického modelu, sestavovaly se v Uloze i vyrazy, jez jej

reprezentovaly, a tyto vyrazy se déle také upravovaly.

Geometrizaéni potencial Algebraizaéni potencial Transformacni potencial.

P2: Pokud néktery z podtypl tloh neni v ucebnici identifikovan, je doplnén cetnosti 0.

P3: Pokud uloha stoji na pomezi vic podtypl u téhoz typu, vybere se ten s vyssi pozici

v hierarchii tohoto typu (tj. s nizsim kédovym cislem, jak je naznaceno i nize).

P4: Za jednu Ulohu se povazuje vzdy takova ¢ast cviceni, jez je jednoznacné oddélena
od ostatnich Uloh téhoz cviceni (tzn. napr. odrézkami, mezerou ¢i ¢islovanim). Takovéto

rozdélenfi se vlivem struktury nevztahuje jen na Ulohy A-1, G-1, T-1, T-4, T-5 (Ptiloha 1).'

P5: Do analyzovanych uloh nejsou zarazeny ulohy, jejichZ pocet je v ucebnicich pfilis
nizky na tvorbu vlastniho podtypu (napf. tajenky) ¢i byly umistén mimo vyklad (napf.
obsahy bocnich sloupct).

P6: Zapocitany jsou jen uUlohy, v nichz se vyskytuji algebraické vyrazy. To znamen3, ze
Uloha zahrnujici jen soucet ¢iselnych vyrazl do zadného podtypu zapocitdna neni. Je

zapocitana pouze do celkového poctu Uloh, jez u¢ebnice obsahuije.

"9A-1, G-1, T-1, T-5 jsou vzdy zapocteny jako 1 Uloha. T-4 je poditéano jako tolik Uloh, kolik je k sobé
ve cvi¢eni obsazeno Uloh, jez se poji s variaci korespondujicich zavorek.
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3.1.3 Vyhodnocovani vykladu

Rozbor vykladu probihd na zékladé typl vykladu, které s pravidly analyzy popisuje Tab.
24.Zakladem je upravena koncepce tzv. modes of reasoning (zpUsobl zddvodnéni). Tuto
koncepci pouZzili ve vyzkumu ucebnic napf. Stacey & Vincent (2009), pficemz zde doslo na
nasledujici zmény v podobé:'

» Slouceniexperimentalnidemonstrace a dedukce pomoci specifického pripadu do jedi-

ného zddvodnéni: induktivniho zobecnéni (viz induktivni forma usuzovani, oddil 2.3)

* Nahrazeni dedukce pomoci modelu a shoda pravidla s modelem za zdGvodnént:

pomoci modelu geometrického, algebraického anebo redlného.
Tab. 24: Klasifikace typu zddvodnéni (vlastni)

Odvoléani se na autoritu (OdAu): koncept je v u¢ebnici zaveden bez fadného zdavo-
dnéni(napfiklad osamocené uvedenivzorce Civyctu pravidel bez jejich rozboru). Tento

zpUsob zdGvodnéni je nejvice vazan na upeviovani formalni znalosti zaka.

Kvalitativni analogie (KvAn): koncept je v ucebnici vysvétlen nematematickou analogii.
Prikladem jsou jiz dfive zminéné jablicka a hrusky’ (oddil 2.1), kdy jde o analogie, jez

samy nenabizi matematické zdlvodnéni, ale izolované jen mylnou predstavu o ucivu.

Induktivni zobecnéni(InZd): koncept je v ucebnici vysvétlen (zpravidla i komentovanou)

ukazkou postupu u izolovanych modell. Cilem Cinnosti je predvedeny postup zobecnit.

Algebraickym modelem (AlgM): nova latka je v uc¢ebnici minimélné alespon v jednom
sméru algebraické identity doloZzena transformacni silou jazyka algebry. Vyjimkou je

pripad, kdy je pravidlo vysloveno bez jeho ukézky (tj. pak OdAu).™

Geometrickym modelem (GeoM): nova latka je v ucebnici opodstatnéna geometrizaci
Cili tvorbou geometrického modelu. U Gprav vyrazd mize jit napriklad o demonstrace

algebraickych identit z Obr. 8.

Reélnym modelem (RealM): nova latka je v ucebnici odvozena pomoci komentovaného
reseni slovni Ulohy ¢i tloh (ovsem bez pouziti geometrického modelu). Jako prostredek
dosazeného konceptudlniho porozuméni je zde pouzit (pseudo)redlny kontext, a to

s cilem sémantického ukotveni znalosti nad raémec ukotveni ryze strukturélniho.

' DGvodem zmén je pfizplsobeni koncepce pro algebraické vyrazy a jejich zavadént.

2 Napf. samotné zminéni, ze soucin dvojélent je dvakrat pouzity soucin jednoclenu a dvojélenu.
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Pravidla pro hodnoceni zpUsobtl zdlvodnéni

P1: Soucasti analyzovaného vykladu, k némuz se vztahuji modes of reasoning, jsou dvé
Casti ucebnic: Prvni je vlastni text autord, ktery je pfitomny v pfislusném tematickém
bloku ucebnice (tzn. kapitoly a oddily), a druhym jsou tlohy uvozujici vyklad (tzn. dlohy,

které v rdmci vykladu dovoluji zdkdm koncepty objevit).

P2: Typ zdGvodnéni u vykladu a (vykladovych) uloh, je v tabulkach odlisen néasledujici
grafickou formou: Cernou fajfkou (V) je zde oznacen vyklad nezahrnuijici vyse uvedenou

Ulohu (tzn. priklady, komentéare apod.) a Sedou fajfkou (V') Uloha uvozujici vyklad.

P3: Sjednou ucebnici mdze byt pfi vyhodnoceni v jednu chvili spojeno vice i zadny

z typl zdlvodnéni. Speciadlnim pfipadem je nasledujici pravidlo.

P4: Pokud je u zavedeni konceptu vyuzito vice zdlvodnéni, které se lisi svym typem,
pak pokud je mezi nimi vyuzit i OdAu, a to po jiném typu, samo OdAu uvedeno neni.
Davodem je to, Ze v kazdé ucebnici je toto formalni zdlvodnéni eventuélné obsazeno

(napf. ramecek ,Zapamatuj sil’), a tedy jde o zavadéjici informaci.

P5: Typy zdlGvodnénijsou v textu znaceny jinak a v tabulkdch. Ddvodem je prehlednost.
V souvislém textu jsou typy zdGvodnéni oznacovany svymi kody z Tab. 24 (viz priklad
vyse) a v tabulkédch slovné jako v Tab. 24. Ddvodem je to, Ze by v souvislém textu slovni

oznaceni mohla splyvat.

P6: Analyze jsou podrobeny jen ¢asti vykladu z Tab. 25. U analyzy Glohové ¢asti, ktera

témata vykladové ¢asti kopiruje, je seznam témat identicky.

Tab. 25: Analyzované koncepty u vykladové i Glohové ¢asti

Zavedeni proménné a vyrazd s proménnymi;

e Zavedeni pravidel pro soucet a rozdil mnohoclend;
e Zavedeni pravidel pro ndsobeni vice mnohoclend;
e Vytykdni (véetné postupného vytykani);

e Zavedeni dvojice vzorcl ve sloZeni:

- druhd mocnina dvojclenu

- soucin souctu rozdil (tj. rozdil ctverca).
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3.2 Analyza vykladu

3.2.1 Usporadani tematickych celkl

Prvni cast, kterou je nutné analyzovat, je usporadani tematickych blokd. Motivaci je to, ze
privolbé jiného poradi kapitol mize dochézet ke zméné u zplsoblt zddvodnéni latky, jez
vyuziva ucitel ndsledujici ucebnici, a dale v prekonceptech, které mé zék. U tohoto rozdilu

byly identifikovany jako hlavni 2 faktory:

e Kde dochézi k vykladu geometrickych témat oproti vykladu algebraickych vyrazd;

e Kde dochazi k vykladu mocnin s pfirozenym mocnitelem vici vykladu algebraickych
vyrazU.

Prvni z téchto faktorl byl v souboru identifikovan jako 2 spojené vlivy. Zavedeni konceptu
Pythagorovy véty, jez dovoluje zékovi vidét, Ze nékdy nastava rovnost mezi souctem vice
vyrazU a jednim vyrazem (viz drive Tab. 7), a dale zavedeni vzoreckl pro miru v geometrii
(tedy napr. obvod kruznice ¢i obsah kruhu). Divodem pro vymezeni pravé téchto oblasti
je pak to, ze se vyskytovaly u vice analyzovanych casti k prohloubeni porozuméni
geometrie. Napr. u odvozeni obecného vztahu pro vypocet délky télesové Uhlopricky
krychle (tedy vzorce) nékteri autofi vyuzili Pythagorovu vétu, aby tento novy vztah objevili,
zatimco jini s nim odvodili dalsi vztahy, jako napf. délku casti te¢ny (viz SPN, s. 69).
Vzhledem k tomu bylo tedy nutné rozebrat, kde doslo k zavedeni samotné Pythagorovy
véty, konkrétné: Zda k zavedeni Pythagorovy véty doslo jesté pred tvodem algebraickych
vyraz; az po ném; ¢i vjiném dile ucebnice - vysledky pritom ukézaly prevahu prvni
moznosti. Tuto variantu, jez poté dovolovala zuzitkovat Pythagorovu vétu i u odvozovani
vztahd v algebre, zahrnulo pfi pozorovéni celkem 5 u¢ebnic (Prometheus-ZS; Prometheus-
G; Taktik; SPN; a Fortuna), kdezto zbylé moznosti vyuZily jen 1 a 2. Konkrétné, u (Prodos)
Slo o druhy postup, tedy autofi Pythagorovu vétu zavedli az po formalizaci algebraickych
vyrazl, kdezto autori (Nova skola Brno; a Fraus) tak ucinili v jiném, resp. predchéazejicim
dilu ucebnice (Tab. 26). Dalsi rozdily podobného razu nicméné uz sledovany nebyly. Mezi
ucebnicemi naprt. obecné platilo, Ze geometrickd témata nebyla pred algebraickymi
vyrazy pfili§ zavadéna, coz je asi u ucebnic ddno i pojetim jednotlivych rad. Jak totiz
vyplynulo ze souvisejictho pohledu na tyto série, jejich nakladatelé v prevaze separuji dily
vychazejici v fadé podle jejich obecného ramce, tj. vyclenuji zvlast ucebnici pro geometrii,
algebru i aritmetiku, ¢imz je sice uceluji v tématu, ale zdroven snizuji Sanci pro efektivni

odlvodnéni pojmu jedné oblasti pomoci druhé.
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Tab. 26: Poradi tematickych celkd v rémci ucebnic (soubor uc¢ebnic)

SPN

1. Druhd mocnina a odmocnina
2. Pythagorova véta

3. Mocnina s pfirozenym mocnitelem
Taktik

1. Mocniny a odmocniny

2. Vlyrazy
Prometheus-ZS

1. Druhd mocnina a odmocnina

2. Pythagorova véta
Prometheus-G

1. Druhd mocnina a odmocnina
2. Treti mocnina a odmocnina

3. Vy8si mocniny
Fraus

1. Mocniny a odmocniny

2. Vlyrazy
Fortuna

1. Druhd mocnina a odmocnina
2. Pythagorova véta

3. Mocniny s pfirozenym mocnitelem
Prodos

1. Vyrazy
2. Linearni rovnice
3. Druhd mocnina a odmocnina

4. Pythagorova véta

Nové skola Brno

1. Druh& mocnina a odmocnina
2. Mocniny s pfirozenym mocnitelem

3. Pocetni vykony s mocninami

4. \lyrazy 7. Pravdépodobnost
5. Linearni rovnice

6. Statistika

3. Lineérni rovnice

4. Statistika a pravdépodobnost

3. Vyrazy

4. Mocniny s pfirozenym mocnitelem

4. Velkd a mala ¢isla 7. Ciselné vyrazy

5. Mocniny v geometrii 8. Vyrazy s promeénnymi
6. Pythagorova véta 9. Lomené vyrazy

3. Rovnice

4. Procenta, Uroky, statistika

4. Kruh, kruznice 7. Lineérni rovnice
5. Vyrazy 8. Konstrukéni tlohy
6. Vélec 9. Statistika

5. Mnoziny 9. Konstrukéni dlohy
6. Kruh a kruznice 10. Statistika

7. Mocniny s pfirozenym

- 11. Vélec
mocnitelem
8. MnoZiny bodd dané
vlastnosti
4. Vyrazy s proménnou 7. Slovni tlohy

5. Mnohodleny

6. Linedrni rovnice o jedné neznamé

Pozn: Tabulka neuvadi opakovani uciva nizsich roénikd ani souhrmy.
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Mocniny s pfirozenym mocnitelem

Jiné rozdily, které byly zjistény, se tykaji zavedeni mocnin s pfirozenym mocnitelem,
u néhoz byla zjisténa jedna hlavnivarianta. Byla to ta, kdy bylo celé téma mocnin zavedeno
jesté pred zavedenim konceptu proménné (to nastalo u véech uc¢ebnic vyjma Prometheus-
ZS), coz mélo vyhodu ve vyuce vyraz(. Plyne to z toho, Ze jeliko? vyuziti réiznych mocnin
proménné nezbytné méni narocnost, s jakou se provadi Gpravy s témito mocninami (napf.
rozklad na soucin pomoci vzorcl), méni se se s nimi i predstavy o samotnych vyrazech -
a to u generického modelu. Pokud je napf. prvné vyloZena prace s Cisly do druhé mocniny,
ale zbylé mocniny jsou vylozeny aZ po algebraickych vyrazech (tak je tomu praveé
u Prometheus-ZS), miZe to u 2ak( podpofit to, 7e si pod prototypem kazdého
algebraického vyrazu nepredstavi obecny mnohoclen, ale jen polynom do 2. stupné.
Tento pristup jej pak nutné omezii na Groven jejich Gprav, jelikoz nékteré slozitéjsi pripady

potkat zatim nemUze.

Zavedeni vzorcd a soucinu mnohoclent
Dalsi podobnou rozdilnosti jako vyse je relativni pozice zavedeni vykladu dil¢ich konceptl
algebraickych vyrazd - jmenovité vysvétleni vSech pripadd soucinu mnohoclend podle
typu nasobenych vyrazl (Tab. 27); zavedeni obou vzorct z Tab. 25 (Tab. 28), a ¢iselnych
a algebraickych vyrazl (Tab. 29). VSechny tyto pfipady pokryvaji tabulky nize.
Tab. 27: Odlisnosti v organizaci vykladu: Soucin algebraickych vyrazi (vlastni)
Soucin mnohoclent je pro rlizné typy vyrazi' vyloZen zvlast v rdmci tif oddilt ucebnice.
Uc&ebnice: (Taktik; Prodos; SPN: Prometheus-ZS, Prometheus-G).
(+): Poskytuje vétsi svobodu pfi zdlvodnéni a procviceni uciva
(—): U ucitele mize podnécovat pfistup, kde se podnétné zavadi jen prvni pfipad.
Soucin mnohoclent je s gradaci modelt vyloZzen soucasné pro vsechny typy ciniteld.

Ucebnice: (Fraus)

(+): Dovoluje vyuzit stejného zddvodnéni u raznych pfipadd, a tim |épe chapat souvislosti.
(—): Vyssi mira abstrakce muze Cinit potize slabsim zakam.

Nasobeni 2 mnohoclent je oddéleno od zbylych pfipadl zavedenim vytykani

Ucebnice: (Nové skola Brno a Fortuna)

(4+): Tésnéa vazba na soucin jednoclenu s mnohoclenem dovoluje uciteli vysvétlit vytykani
i pomoci obousmérného AlgM, tj. A+ (B + C) = AB + AC vyuzité ;zprava doleva'.

(—): Rozdéleni pripadl mlze snizit pocet pouZitelnych vysvétleni pro jiné koncepty. Ubyva

napf. moznost explanace postupného vytykanii vytknuti dvojclenu skrze AlgM.

13(1) jednoclen krét jednodlen, (2) jednodlen krat mnohodlen a (3) mnohodlen krat mnohodlen.
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Tab. 28: Odlisnosti v organizaci vykladu: Vzorce (vlastni)

Vyklad obou vzorct je v ucebnici proveden az po zavedeni vytykdni pred zavorku.

Ucebnice: (Taktik, Fraus, Nova $kola Brno, Fortuna a Prometheus-ZS, Prodos).

(4+): Soubézné pouziti obou identit obéma sméry mize podnitit relacni vnimani rovnitka.

(—): Zadné rizika nebyla pro tento zplsob rozpoznéna.

Vyklad obou vzorct je rozdélen na 2 asti: zaprvé dochazi na uziti obou vzorct k umocnéni

vyrazu; a az nasledné k rozklad vyrazu na soucin. Pfedélem obou ¢asti je zavedeni vytykani.

Ucebnice: (SPN, Prometheus-G)

(+): Predstaveni obou pouziti oddélené muze diky cilenému procviceni jednoho v jeden
moment pomoci slabsim zdkdm. Napr. dpravy se jim tolik nemusi plést.

(—=): Mozné omezeni proceduralniho vnimani rovnitka a ztizeni prace s druhym smérem
Upravy. Pri praci s jednim smérem se 2dk mdze napriklad fixovat na jednu roli rovnitka

a pozdéji odmitat Upravy vyzadujici pro ni opac¢nou roli pro druhou Gpravu.

Tab. 29: Odlisnosti v organizaci vykladu: algebraické a ¢iselné vyrazy (vlastni)

V ucebnici nastavéa ostry predél obou témat a nesouvisejici zplsob zavedeni proménné.

Ucebnice: (Prometheus-ZS; Prometheus-G; Nové $kola Brno)

(+): Vyklad plsobi prehlednéjsim dojmem, opét vyhodnéjsim pro slabsi zéky.

(—): Zavedeni AV zvlast mize vést dojmu, Ze témata vzdjemné nesouvisi.

V ucebnici nastava ostry predél obou témat, avsak nastava pfi zavedeni proménné pomoci
znalosti ¢iselnych vyrazd. Toto zavedeni znamen3, Ze se k odvozeni algebraickych vyraz{
vyuziva princip zobecnéni vice ¢iselnych vyrazd pomoci indukce (viz InZd).

Uc&ebnice: (SPN; Taktik; Fortuna; Prodos)

(+): Oslabena verze zbylych dvou pfistupt v tabulce. Popsat jej Ize tak, Ze pomoci
déleného vykladu ¢aste¢né mizi mozné zmateni 2akd u paralelniho vykladu, ale

zaroven nenastava stejnd nepropojenost témat jako u rozdélného vykladu vyse.
(—): Viz vyse.
V ucebnici nastava plynuly prechod mezi obéma tématy. Obé témata jsou zde zavadéna
najednou.

Uéebnice: (Fraus)
(+): Uzky vztah obou druh( vyrazi podporuje moznost vidét paralely Gprav obou z nich.

(—): Potenciélni riziko nerovnomérného rozvoje zakl. Rizikem je napf. mensi pocet Uloh,

jez bude zak resit u kazdého tématu a taktéz vyssi rychlost, s nimz bude probihat vyklad.
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3.2.2 Proménna a algebraicky vyraz

ZTab. 30 plyne, Ze nejcastéjsim typem zdlvodnéni konceptu algebraickych vyrazl (a tedy
i proménné) byl v souboru u¢ebnic RealM a InZd. Jednalo se tak to po fadé u zobecnéni,
jez bylo provadéné u situace (pseudo)redlného a jazykového kontextu. U InZd se tak stalo
konkrétné tehdy, kdyZ se proménnéa dostala do zapisu jako zobecnéni pro ¢asti tii az Ctyr
¢iselnych vyraz( téze struktury (viz Obr. 17, Obr. 18), kdeZto pro RealM to bylo az koncem

reseni komentované slovni Ulohy. Rozdil tak tvofila usuzovani z

Tab. 13. Zatimco u InZd, jez vyuzilo indukce, byl uzit pfistup scilem strukturdlniho
upevnéni pojmu algebraického vyrazu (¢ize kontext zde pro jeho zavedeni nebyl zdsadni),
u RealM tomu bylo jinak (Obr. 19, Obr. 20). Model slovni tlohy zde slouzil i jako prostredek
pro sémantické porozuméni (algebraizace se odehravala v praktické situaci), coz dovolilo
vice poznat vyuZitelnost proménné. Vice nez jeji ryzi aplikovatelnost v matematice mohli
Zaci totiz vidét, ze ji Ize vyuZzit i v bézném Zivotu, coz se jevi jako hodnotnéjsi moznost, jak
proménnou napoprvé zavadét.

Tab. 30: Zavedeni algebraickych vyrazl (vlastni)
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2 0 =
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Odvoléani se na autoritu v v
Kvalitativni analogie
Induktivni zobecnéni v v
Algebraickym modelem
Redlnym modelem v v v
Geometrickym modelem v

Obr. 17: (Prodos, s. 21): Zavedeni vyrazl s proménnymi

55



Obr. 18: (SPN, s. 63): Zavedeni vyrazli s proménnymi

Obr. 19: (Taktik, s. 84): Zavedeni vyrazd s proménnymi
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Obr. 20: (Fortuna, s. 101): Zavedeni vyrazt s proménnymi
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3.2.3 Uvodni modelace
Co se tyce dalsich rozdill, které se projevily pfi zavedeni proménné v ucebnicich, byly
sledovény i dva dalsi parametry u prvni algebraizace. Jednalo se o:

e Kontext situace, v némz autorska algebraizace probihala (tj. znamost kontextu);

e Struktura vyrazu, ktery byl nasledné ziskan (tj. zda slo napft. o dvojclen ¢i troj¢len).

Vysledek tohoto sledovani byl nésledné shrnut v Tab. 31 dle srovnani obou parametrt dle

jejich subjektivniho hodnoceni™. Jak z této tabulky plyne, vyrazem, ktery mél strukturu, jez
by byla pro zédky nejméné slozitd, byl jednoclen ucebnice (Fraus), kdezto nejobtiznéjsim

by byl trojclen ucebnice (Fortuna). Z hlediska algebraizovani situace byla naopak nejvice
dohledéana prace se zndmym jazykovym kontextem. Timto kontextem oplyvaly v souboru
konkrétné ucebnice (SPN; Prodos; Prometheus-G), zatimco ucebnice (Fortuna) vyuZzila pro
zaky nejvice znamy kontext (pseudo)rediného typu.
Tab. 31: Parametry Gvodni algebraizace (soubor ucebnic)
Algebraicky model (nejnizsi sloZitosti vyrazu po nejvyssi):
= jednoclen: 1 proménnd, koeficient ... (Fraus)

= dvojclen: 1 proménng, 1 konstanta ... (Taktik; Prodos; SPN)

= dvojclen: 2 proménné ... (Nové $kola Brno, Prometheus-ZS i G)
= trojclen: 2 proménné, 1 konstanta ... (Fortuna)
Znamost kontextu (od nejvyssi ocekavané obeznamenosti zakd po nejnizsi)

jazykovy kontext ... (SPN; Prodos; Prometheus-G)
Fortuna)

Fraus)

na
=
= nakup brambor v supermarketu
= sazeni kvétin

=

=

Taktik)

Nova skola Brno)

(
(

nakup jizdného na turisticky zéjezd ... (Prometheus-Z5)
let pres rizna casové pasma (
(

= vyroba list v tovarné

Dalsi zkoumany aspekt se tykal metody, kterou autori pouzili pro zavedeni proménné.
Autofi (Fortuna a Taktik) napriklad fesili slovni ulohy, které vyzadovaly algebraizaci
induktivnim zplsobem. To znamend, Ze nejprve pracovali s konkrétnimi ciselnymi
hodnotami a az poté presli k algebraickému vyrazu. Na druhé strané, autofi (Prometheus-
ZS) uplatnili deduktivni pistup. Namisto toho, aby zacali s konkrétnimi &isly a postupné je
zobecnovali na proménnou, rozhodli se nejprve sestavit algebraicky vyraz a az poté do néj
dosadit konkrétni ¢isla, aby nasli izolované modely situace. Tim se lisila Groven abstrakce.
V ptipadé dedukce, jak ji prezentovala u¢ebnice (Prometheus-ZS), musel 74k pochopit
algebraicky vyraz bez opory konkrétnich ¢iselnych hodnot, zatimco indukce takovou

oporu poskytovala.

* Pokud nebyl hledany pfiklad nalezen ve vykladu, je vzat z prvni Glohy viz (Fraus; Prometheus-G).
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Rozebirané role pismen

Po zobecnéni ¢iselnych vyrazy, které autory dovedlo k odvozeni algebraického vyrazu jako
nového konceptu, bylo u véech uc¢ebnic explicitné predstaveno vice roli pismen. Cetnost
téchto roli shrnuje Tab. 32. Z hlediska jejich vyskytu bylo nejcastéji predstaveno pismeno
vyuzité jako zobecnéné cislo, coz odpovida i hlavnim typtm zdlvodnéni popsanym vyse,
To, ze se vyskytla méné, je vSak ocekévatelné. Napf. role konstanty, jez méla rovnéz nizsi
zastoupeni, byvéa v podobé m zddraznéna u uciva kruznic, coZ vede na to, Ze nemusi byt
znova opakovéna u vyrazl. Zévisle proménnou provéazi totéz u uciva funkci (viz Tab. 26).

| z tohoto ddvodu mohla tudiz tato role absentovat u vétsiny ucebnic.

Tab. 32: Explicitné diskutované role pismen ve vykladu (vlastni)
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Zobecnéné &islo v v v v v v v v
Zavisle proménna v
Vyjadreni objektu v v v v v v v
Urcitd nezndma v v v
Vyznamna konstanta v v v

Dalsi prvek, ktery u mnoha ucebnic absentoval, bylo vymezeni proménné formou definice.
Jak Ize vidét z Tab. 33, z celkového poctu osmi analyzovanych ucebnic zahrnuly exaktnéjsi
vymezeni proménné jen Ctyfi. Autofi zbylych naopak koncept zavedly, aniz by jej popsali
(maximalné poskytli priklady), coz $lo proti zdsadédm oddilu 2.3. DGvodem je to, ze pravé
tam bylo popséano (viz Obr. 2), ze proménna je koncept, jehoZ porozuméni podminiuje
algebraické uvazovani. A tedy vynechéni jeho definice maze vést zaky k tomu, Ze si spise

upevni mylné predstavy.

Tab. 33: Pfitomné vymezeni proménné (soubor ucebnic)

Ucebnice Definice/priblizeni proménné
SPN ,Proménna je znak, nejcastéji pismeno (napf. x,y, z), zastupujici ¢isla
z urité mnoziny; tato Cisla tvori obor proménné. (s. 64) "
Takiik .Nezndmou, respektive proménlivou hodnotu ve vyrazu oznacujeme
aktl

pomoci pismena (napf. m, x, apod.) a fikdme ji proménna (s. 84)."
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,Ciselnou hodnotu pismena x [v pfikladu 5 - x 4+ 1] promé&hiujeme [za
Prodos

"

2,3,4], proto se nazyva promeénna (s. 21)

....Zapis [0 =] 4-aje prikladem vyrazu s proménnou. Pismeno a se
Prometheus-G | nazyvd proménna. Tento nazev napovidd, Zze se hodnota a muze

ménit podle toho, s jakym ¢tvercem pracujeme (s. 106).”

Zaména role jednotky a zobecnéného Cisla

Ocekéavané zdlraznéni, Ze operator mezi proménnou a jejim koeficientem odpovida
symbolu nésobeni, a nikoli s¢tani, zdiraznili jen autofi jedné ucebnice. Slo o autory
(Fraus), kteri prilozili priklad. Naopak zbytek vyuzival tohoto vztahu jen nepfimo, tj.
operator vyuzivali k Gpravam 2 - a = 2a, ale jelikoz jej nikde nevysvétlili, rostlo u zakd riziko,

Ze proménna bude chapana jako jednotka a dojde na potfebu uzavienosti.

Vztah pismen a geometrie

Dalsi riziko, které bylo identifikovano, plynulo z propojeni jazyka algebry a geometrie, viz
Tab. 34. Jak tato tabulka ukazuje, uc¢ebnice opét neprovézel jednotny trend, jak podpofit
vztah mezi obéma tématy. Zatimco autofi nékterych ucebnic (Prodos) zjevné cilili na to, ze
budou geometrii rozebirat zvlast od algebry v jiné ucebnici, jini autori zkouseli propojenti
zajistit i v algebre, ale volili nevhodné provedeni. Tato forma je popsané nize. Forma se
tykala toho, Ze autofi vybranych u¢ebnic (Prometheus-ZS; a SPN) vyuziti algebry v rdmci
geometrie provadéli na nevhodném misté ucebnice. Po zavedeni proménné rovnou
zacali algebraicky odvozovat vybrané vzorce pro miru v geometrii (skrze priklady, které
komentovali), nicméné, nez tak ucinili, nezavedli ¢i nevysvétlili potfebné Gpravy vyrazQ,
takze se snizila pochopitelnost prikladd, které poskytli (vyuzity byly napr. soucet a soucin
mnohodlen().

Tab. 34: Orientacni mira propojeni algebry a geometrie ve vykladu algebry (vlastni) ®

. - ) © 0
+ nejvyse 2 pripady o 3 o 2 © " =
@ w7 ° = c - O c
++ 2 az5 piipadd ?Zﬁ k™ 59 | 2 9 o é 2 2O

+++ 5 avic pripadd = g 2 a 3 - %
& < o

Pfed Upravami mnoho¢lend  +++  + ++ + L A R +

V rdmci Gprav mnohoélent S e o + SR B

'% P¥ipady zahrnuji odvozeni geometrickych vzoreckd na rdznych mistech uc¢ebnice & zdGvodnéni
Uprav vyrazl skrze GeoM. Hranice 5 pfipadl byla zvolena proto, Ze kazdy z konceptl Tab. 25 Ize
zdGvodnit skrze GeoM, a hranice 2 proto, ze se GeoM pouZije jen u zavedeni vzorci z Tab. 25.
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3.2.4 Souéet mnohodlent

Soucet mnohoclend, ktery je prvni operaci s proménnou, kterou zak mimo dosazovani
poznéava, zachytévé ve zplsobech pouzitych zddvodnéni Tab. 35. Tato tabulka zndzornuje,
Ze nejvétsi podil mezi zddvodnénimi méla v souboru uc¢ebnic KvAn, a to formou jablicek
a hrusek’. Tato analogie, pokryta i oddilem 2.1, byla zjisténa ve dvou forméch: s pfidanymi

algebraickymi vyrazy, které byly pouzity v korespondenci s obrazky a jen skrze obrazky.

Tab. 35: Zavedeni sou¢tu mnohodlent (vlastni)

>m g @)
(%] ® m g
z E 3 = S < 3 2
5 & % 5 &8 2 & %
= E L o © E
o > o
< O o
o z
Odvolani se na autoritu v
Kvalitativni analogie v v v v v v
Induktivni zobecnéni
Algebraickym modelem
Redlnym modelem
Geometrickym modelem v v

V druhém pripadé, kdy se jednalo jen o izolované kresby ovoce, jez pro zéky zndzormovaly,
Ze nemohou ,scitat jablka a hrusky’ (Obr. 21), byla situace jind svym vlivem na roli pismen.
Ve trech ucebnicich, kde byl tento pfistup zjistén (tj. Nova skola Brno; Prometheus-G;
Prometheus-ZS), bylo diky absenci algebraického zépisu totiz nizsi riziko, ze u zaka dojde
k zdméné zobecnéného cisla a jednotek (1. k negativnimu zminéné této KvAn). Patrné je
to zejména pfi srovnani s Obr. 22, Obr. 23 a Obr. 24. Jak lze totiz z jejich obsahu vidét,
pristup vSech ucebnic (Prodos; SPN; i Fraus) vyuZival dosazeni za ovoce tak, ze 1 pismeno
vzdy pfislo na pozici 1 ovoce, véetné mocnin, kdy u (Prodos) byl dokonce pouZit i inicial

vyobrazeného objektu skrze synkopické znaceni.

Obr. 21: (Prometheus-ZS, s. 55): Zavedeni s¢itani mnohoélend - 2
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Obr. 22: (SPN, s. 73): Zavedeni s¢itdni mnohoclent

Obr. 23: (Fraus, s. 59): Zavedeni s¢itdni mnohodlen(

Obr. 24: (Prodos, s. 23): Zavedeni s¢itdni mnohoclend

Pravé synkopické znaceni prezentované autory (Prodos) je nejvice zavadéjici. Napriklad,
kdyz se zde bez nasledného zddraznéni pravé role pismen zék dozvi, Ze 3s vyjadruje tri
srdce’ (jako vyse) a ze 3k vyjadtuje tri krizky’ (viz Prodos, s. 24), mohou opravnéné
domnivat, Ze s, k znaci jednotky, coz zevné neplati. Soucasné je tim také podporena sance
vyskytu potreby uzavrenosti. Tato skutecnost je totiz déle podporena i tim, Zze v ucebnici
(Prodos) neni jako v jediné obsaZen Zadny navod, jak této chybé predchéazet - také jinak:
vzorové ne-modely, které se tykaji scitani mnohoclent, ¢&i postupy, jak Upravu

zkontrolovat.
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Ze vSech zkoumanych ucebnic pfitom alespon jednu metodu vyuZzivaji vSechny ostatni.
Napr. zminéné ne-modely, které mohou nabyt podoby jako a + b # ab, |ze najit u uc¢ebnic
(SPN: Prometheus-ZS; Fortuna; Fraus), kdezto zkouéku dosazenim u (SPN; Prometheus-
ZS; Prometheus-G; Fortuna a Fraus). Na druhou stranu, tato zkougka nenf vzdy popséana
presné. Napriklad u (Taktik) voli autofi az pfilis struéné vysvétleni, jelikoz neupozornuji na
vSe, co je u ni tfeba provést (viz Obr. 25). Konkrétné uvadi, Ze za proménnou staci pro
zkousku dosadit jen néjaké cislo (v kontextu prilozené Ulohy se navic mize Zakovi zdat, ze
staci pouze jedno) a poté ze staci, aby platila rovnost pro zadany a koncovy vyraz a Gprava
bude spravna. Jak bude nyni ukdzano, toto neni obecné pravda. Pikladem je situace, kdy
se zék pokusi zjednodusit vyraz x2 + 4x + x p¥i nasledném dosazeni 0. Pokud bude totiz
postupovat, Ze si vyraz prevede na x? + 5x a pak dosazeni x = 0, je zfejmé, Ze ovéii jeho
spravnost, protoze postup byl ocividné spravny. Co se ovS§em stane pro chybnou Gpravu?
Pokud bude zak nap¥. postupovat tak, Ze si misto vyrazu x2 + 5x napise 6x (provede tedy
neekvivalentni Gpravu x? + 5x = 6x), tatdz kontrola selze ve své G¢innosti. Namisto toho,
aby mu nyni pomohla ovérit, Zze by byl spravny, ovéli tymz postupem i nespravné reseni,

nebot x = 0 povede opétna 02 +4-0+ 0 = 60, pfestoze Uprava vyrazu byla chybna.

Obr. 25: (Taktik, s. 93): Zkouska dosazenim za proménné

Jak je z tohoto prikladu tedy vyplyva, zésadni je zdaraznit véechny kroky zkousky - véetné
vybéru dosazovanych hodnot. Chybou se tu totiz stalo, Zze autofi (Taktik) takto
nepostupovali. Pfi svém popisu zkousky dostatecné nezduraznili, jaké ¢isla mohou byt pfi
provedeni dosazena (viz vy$e uvedeny ¢len x zastoupeny v kazdém ¢&lenu upraveného

vyrazu), a tim proto zkouska mohla vést i na to, Ze byla nejednoznacna.

Dalsi nedostatek, ktery chybu podpofil, bylo to, Ze autofi vagnéjsim popisem castecéné
implikovali, Ze staci dosadit jen jednu hodnotu. Tato tendence nebyla vsak vlastni jen jim.
Jedind ucebnice, u které bylo vsouboru zaroven explicitné zddraznéno, ze je treba
dosadit do vyrazu vice hodnot nez jednu a u niz zéroven bylo i rozebréno, jak celou

zkousku provést, byla (Prometheus-G) z Obr. 26.
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Obr. 26: (Prometheus-G, s. 116): Zavedeni s&¢itdni mnohodlend
Z ostatnich ucebnic, kde toto vysvétleni nebylo, vyrovnavali toto omezeni autofi (Taktik;
a Prometheus-ZS) podnétnéjsimi Gvody do s¢itani mnohoclend. Napfiklad, jak je vidét
z Gvodniho prikladu (Taktik) na Obr. 27, cilem autorl bylo nechat Zéka objevit (a posléze
i dosazenim ovérit), jaké mnozstvi pletiva bude tfreba k oploceni pozemku zndzornéného
ve &tvercové siti, zatimco u (Prometheus-Z5) élo o kvadry bez zkousky dosazenim (Obr.

28). V obou pripadech se tedy jednalo o argumentaci GeoM.

Obr. 27: (Taktik, s. 92): Zavedeni s¢itdni mnohodlent

Obr. 28: (Prometheus-ZS, s. 54): Zavedeni s&itani mnohoclend

3.2.5 Soudin mnohodlent

Dalsi Gpravou, jez méla u vyrazu silné zastoupeni v rdmci svého geometrického vysvétleni,
je nasobeni Cili opakované sc¢itani mnohoclent. Toto zavedeni mélo obvykle 3 kroky:
a) Zavedenisoucinujednoclend ve spojeni's Upravou mocnin pfi této operaci (Tab. 36);
b) Zavedenisoucinu mnohoclenu s jednoclenem neboli rozndsobeni zavorky (Tab. 37);

c) Zavedeni dvojice mnohoclend, jez predchozi Upravu zobecriuje (Tab. 38).
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Ze vsech téchto pripadl bylo nejvice uplatnéno OdAu a GeoM, a to pro kazdy z pripadd
a, b, c. Autofi (Fraus, Obr. 29) napt. volili GeoM skrze gradovanou sérii Uloh, jez nasledné
ukazala, jak jsou k sobé jednotlivé pripady a, b, c analogické (Obr. 29), zatimco (Fortuna)
nabidla jen vyjmenovéni pravidel. Jiné pristupy byly naopak voleny minimalné. Vysvétleni
typu RealM, kdy by se pouzila slovni tloha, bylo kuptikladu vyuZito jen u (Nova skola Brno),
kde se tykalo stejného prikladu, jaky byl zminén uz u Gvodni algebraizace, zatimco AlgM
byl pouZit jen u (Prodos). Na druhou stranu pravé v pripadé (Prodos) slo zaroven o vcelku
podnétny pfistup. VysSe uvedeny pfipad b, jenz tkvi v ndsobeni mnohoclenu a jednoclenu,
autofi totiz nejprve prevedli b na opakované scitani, jez zaci znali, a poté upravili jako:
2-(a+b)=(@+b)+(a+b)=(a+a)+ (b+b)=2a+ 2b.

3.1 Vypotitejte obsahy zadanych utvarl a zapiste je jako vyrazy. NapiSte, kolik ma dany
vyraz Cleni a zda jde o Ciselny vyraz nebo vyraz s proménnou.

B ] b) =

134 m

120 dm
—

| 50 dm
1
B s | e
c) 5,4 cm d) =
J 2 cm
29,8 cm I
X
13,4cm 34,2 cm
e | I _]5dm =
= 1 P 4 cm

Obr. 29: (Fraus, s. 62): Zavedeni souc¢inu mnohodélend

Jiné pristupy ucebnic se tykaly zkousky sprévnosti. Na rozdil od s¢itdni mnohoclend, kde
byla napf. zkouska dosazenim za proménné ci ukdzka ne-modell pozorovéna v prevaze,
témeér zadna z ucebnic trend neopakovala, tj. u ndsobeni mnohodclenl neobséhla mozné
ne-modely, které by byly vhodné u soucinu mnohoclent (napft. nevyndsobeni vsech ¢len(

zavorky apod.), a az na (Nova skola Brno) Zadna ani nezminila zkousku dosazenim.

Jedinym rozdilem byl pfistup k vykladu u (SPN), ktery kombinoval GeoM a OdAu. Rozdilné
vSak bylo, Ze GeoM slouzil jen k motivaci soucin hledat (Obr. 30). Namisto toho, aby autofi
totiz pouzili geometricky model kvéddru samostatné k tomu, aby s nim i poté vysvétlili, pro¢
se v pfipadé nasobeni b provadi Gprava predlozenym zplsobem (tzn. aby se napred urcil
povrch kvadru vzorcem, pak souctem povrchi viech jeho stén a pak aby se oba vysledky
porovnaly), napsali autori vzorec hned na zacatku a pak jen sami predvedli roznasobeni

zavorky. V jadru zavedeni slo tedy i 0 argumentaci typu OdAu.
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Tab. 36: Soucin dvou jednoclenl (vlastni)
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Odvolani se na autoritu v v | v
Kvalitativni analogie
Induktivni zobecnéni
Algebraickym modelem v
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Geometrickym modelem v v
Tab. 37: Soucin mnohoclenu a jednoclenu (vlastni)
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Tab. 38: Soudin dvou mnohodélend (vlastni)
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Obr. 30: (SPN, s. 78): Zavedeni soucinu mnohodlend




3.2.6 Vytykani pred zévorku

Vytykani pred zavorku, které pro vSechny ucebnice predstavuje dalsi Upravu navazujici na
zavedeni souc¢inu mnohoclentl (resp. pro nékteré u Upravu zavddénou spolecné s nim), je

budovano podle stejného schématu. Jedna se o:
e zavedeni déleni algebraického vyrazu danym c¢lenem (bez vytknuti pred zévorku);
e vytykdni zadaného ¢i nezadaného clenu pred zavorku ze algebraického vyrazu;
e piipadné zavedeni postupného vytykani, které neni povinné.
Déleni algebraickym vyrazem, které stoji na zacatku tohoto schématu, je vytykanijiz velice
podobné, nicméné je treba zddraznit, Ze neni celkové stejné. Na rozdil od néj napr. ve
svych az 3 pozorovanych forméch (tj. déleni mnohodclenu ¢islem, proménnou a sloZzenym

vyrazem), nevyuzivd symbolu nasobeni, ale déleni, a tedy v disledku toho neobsahuje

zavorky, ale pravé symbol déleni + (Obr. 31).

Obr. 31: (Fortuna, s. 106): Déleni mnoho¢lend

Prvni a nejjednodussi forma tohoto déleni byla dohledéna nejvice. Déleni Cisly vyuZili
timto zpUsobem k prestaveni vytykani autofi ucebnic (Fortuna; Nové skola Brno; Prodos;
Prometheus-G; a Fraus), déleni proménnou nasledné autori (Fortuna, Nova skola Brno
a Prometheus-G) a déleni sloZzenym vyrazem nakonec jen autofi (Prometheus-G). Odlisna
byla nicméné i forma prezentace samotného déleni. Napf. nékteré ucebnice se lisily tim,
Ze v nich zavedeni déleni neprobéhlo jako zavedeni kazdého nového tématu (tj. pfipad
Prodos, Fraus a Nové Skola Brno, kde se tak délo jen s 1 p¥ikladem a a7 piimo u zavedeni
vytykani), kdezto u (Fortuna; Nové skola Brno a Prometheus-G), dostalo déleni i vlastni
tematicky blok. To znamena, Ze se u rlznych ucebnic liSil prostor vénovany Gpravé.
Zatimco u (Prodos; a Fraus) predstavovalo délenijen jakysi jednordzovy zptsob, jak Zakam
priblizit, co je principem vytykani, ale ne vlastni téma, u ucebnic (Fortuna; Nova skola Brno
a Prometheus-G) slo pravé o vlastni matematicky koncept na drovni vytykani. Béhem
zavedeni autofi tudiz nepfiblizili Zakovi jen délenf Cisly, jez postihly ucebnice vyse, ale
i proménnou - s ¢imz prichézi i pripad déleni nulou, ktery vsak z (Prodos, Fraus a Nova

Skola Brno) oéetfili jen autori (Prodos, Fraus)
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Dalsi rozdil, ktery u téchto ucebnic nastal, je ten, Ze se na zavedeni déleni vyrazd poji na
rlznd dalsi témata. Autofi bud' jako u (Fortuna) razi pfistup, kdy se k sobé poji navzdjem
opacné Upravy zavadéné spolecné (viz Obr. 31, kde se timto zplsobem zavadi nasobeni
a déleni jednoclent a pak ndsobeni a déleni mnohoclenl jednoclenem), i se tak nedéje

a vyklad je rozdélen. K tomuto vykladu se fadi napf. i (Prodos) z Obr. 32.

Jak uz ztéchto skute¢nosti nakonec vyplyva, u vétsiny ucebnic bylo zavedeni vytykdni
zaloZzené na podobném principu. Zcela ¢i z&asti podle Tab. 39, Tab. 40 vychazel tamni
pristup z vy$e popsaného déleni mnohoclenu dalsimi vyrazy (tedy formou AlgM), ato i pro
postupné vytykani, jez obsahly 4 ucebnice z Tab. 40 (viz popis zavedeni postupného

vytykdni u Tab. 41,Tab. 42).

Obr. 32: (Prodos, s. 27): Déleni mnohodlent

Tab. 39: Zavedeni vytykani (vlastni)
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Tab. 40: Zavedeni postupného vytykani (vlastni)
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Tab. 41: Vytykani - typy vyuziti algebraického modelu' (soubor u¢ebnic)

(SPN, Fraus)

Autori téchto ucebnic pouzili AlgM pfi zdlvodnéni konceptu vytykani na zékladé
nasobeni mnohoclenl. U (SPN) slo o autorsky komentér v prikladu, ktery demonstroval,
Ze vytykani odpovidéd opaku k ndsobeni danych vyrazd (Obr. 33), zatimco u (Fraus) slo

o analogické ulohy, jez zase resili zaci (Obr. 34).

(Prodos, Prometheus-G)

Autofi (Prodos a Prometheus-G) Cerpali pfi zavedeni vytykédni z abstraktnich modell
racionalnich Cisel, resp. zlomk. Pfi zddvodnovani vysli z vlastnosti modelu z Tab. 4, kdy
déleni 2 ¢isel prepsali do jednoho zlomku pomoci zlomkové ¢ary, a poté vyuZili procesu

roztrhani tohoto zlomku a kracenijako ukézky konceptu vytknuti (Obr. 35).

(Nova gkola Brno, Prometheus-Z5, Taktik)

Postup (Nova $kola Brno, Taktik i Prometheus-ZS) vychézi z rozpisu ¢lend vyrazu na jejich
nasobky vytykaného ¢lenu. U (Nova skola Brno) byly navic vizuélné zvyraznénii spoleéni
ginitelé, zatimco u (Prometheus-ZS) padla zminka o kontrole nasobenim. U&ebnice
(Taktik) nakonec byla unikédtni tématem. Jeji demonstrativni vytknuti z vyrazu byla

usazené v geometrii, kdy autofi vyuzili i znalosti vzorct pro obsah obdélniku (Obr. 36).

16 Ucebnice jako (SPN a Fortuna), cili u manipulace vyrazt také na to, aby se u zakd eliminovaly
chyby typu a = a(a + b + 0). Jednd se o chybu, kdy zdk namisto vytknuti jednoho celého ¢Elenu
z vyrazu (a zanechéani na jeho misté 1), tento ¢len odecte, a tim provede chybné rfeseni se zaménou
obou operaci. V obou uéebnicich je tomuto predchazeno podobné. V (SPN) je rovnost: 4x = 1 - 4x,
jez provazi vycet Gvodnich prikladd na vytykéni, kdezto u (Fortuna, s. 110) je to poznamka:
Nytkneme-li cely ¢len, zbyde na jeho misté v zédvorce 1.
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Obr. 33: (SPN, s. 84): Zavedeni vytykani

Obr. 34: (Fraus, s. 65): Zavedeni vytykani

Obr. 35: (Prodos, s. 37): Zavedeni vytykani

Obr. 36: (Taktik, s. 101): Zavedenf vytykani

69



Tab. 42: Detail zavedeni postupného vytykani (soubor uc¢ebnic)
Obé ucebnice predstavuji zékovi identicky pfistup k postupnému
(Taktik) vytykani. Dva rdzné vyrazy jsou urceny k prevodu do soucinového
(Prometheus-G):  tvaru, avsak s komplikaci, kdy nelze najit jejich spolecné Cinitele.

Autofi z tohoto dlvodu vée komentuji a krokové demonstruiji.

Postupné vytykani u (Prometheus-ZS) je zde na rozdil od u¢ebnic

5 uvedenych vyse predstaveno skrze dva vzorové vypracované, ale
(Prometheus-ZS): L o i , 5 )
soucasné nekomentované priklady. Z tohoto dlvodu je vysvétleni

postupu v rukou zéka ¢i ucitele, nebot autofi pouze postup konaji.

Postup této ucebnice je analogii k jiz uvedenému Obr. 33, kde
autofri zavadéli standardni vytykani. Autofi u zavedeni postupného
(SPN): vytykani ukazi tedy nejdrive opét to, Ze jde o operaci, ktera je
inverzni k soucinu mnohoclend, nacez vse doplnuji prabéznym

komentarem, ktery vysvétluje diléi kroky postupu.

Ze vSech 3 zpUsobu zavedeni postupného vytykani (Tab. 42) bylo nejvice odlisné jednani
autord (SPN) diky uZiti abstraktnéjsich modelt (Obr. 33). To znamena, ze pouZité vyrazy
nezahrnovaly ¢isla. Namisto toho autofi vyuzili jen algebraické vyrazy, jez byly slozené
z pismen (viz tfeba [A + B] - C), coz vedlo na to, Ze stouply naroky na porozuméni jazyka

pfi dUrazu na obecnost.

Dalsim rozdilem bylo to, Ze se pouziliijiné priklady. Autorsky kolektiv (Taktik) napf. zaved!
postupné zavedeni tim, ze prvné predstavil pfiklad vyrazu, kde prvni vytknuti vede na dva
stejné dvojcleny, které Ize znovu vytknout, a druhy priklad, kde se tak nestalo. Po jeho
prvotnim vytknuti tedy nezUstaly dva totozné dvojcleny, ale dva k sobé opacné. To
znamena, ze autofi timto zaklm ukézali, Ze je nékdy vhodné, a¢ ne vzdy, pred nau¢enym

algoritmem zkusit i jiné Upravy - jako tfeba vytknuti —1, jak je popséno i v (Prometheus-G).

Co se tyce jinych doporuceni, nékteré ucebnice obsahovaly i dodatecné instrukce primo
i k vytykani. U¢ebnice (Taktik, Prometheus-ZS) napt. oproti zbytku souboru obsahuiji i radu,
jak vyraz upravit tésné pred provedenim vytykani. Zaci dostavaji konkrétné pokyn, aby
u vSech ¢lenl vyrazu provadéli prvociselny rozklad koeficientd a rozklad mocnin na soucin

zaklad{’, .

4a® +8a’b+2a=2"2"aa-a+2-2-2-aa‘b+2-a.
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Ukolem tohoto kroku je snazsi nalezeni nejvétsiho spole¢ného délitele - tedy rozliseni
jakou metodu rozkladu u vyrazu vybrat. Pokud Zakovi napfiklad vyjde, Ze nejvétsi spolecny
délitel bude ¢islo vétsinez 1, podle rady automaticky vi, Ze mé takového délitele vytknout,
zatimco u opaku vi, Ze by to nebyla spréavna cesta. Pravé zde je vsak riziko. Pokud totiz
vytykani k rozlozeni vyrazu nepovede, je tieba i védét, ze se ma ,rozepsany’ vyraz opét
i slozit' neboli Ze k feseni bude tfeba asi nékteré vzorce. Pravé zde je vSak ono riziko. PFi
rozpisutypua®+32a+16=a-a+2-2-2:2-2-a+2-2-2-2,kde novy vyraz je méné
prehledny, je totiZz podstatné vice nejasné, jaky ze vzorcl se mé volit, protoze se prilis lisi
z4kovu abstraktnimu modelu - tedy formé a? + 2ab + b? = (a + b)?. Z tohoto divodu je
tedy tfeba vzdy zdlraznovat radu o slozenf vyrazl. Jinak feceno, jako u ucebnic (Taktik;
Prometheus-ZS), kde autofi slozeni’ nestastné popisuji jen pro to, kdyz uz k vytknuti do$lo
(Obr. 37), je tfeba zajistit, aby zak ,skladal’ takto vyrazy vzdy - tedy nehledé na Upravu.

V opacném pfipadé totiz hrozi, Ze v zapisu nepozna strukturu vzorce a ukotvi si nezddouci

navyky smérem k Upravam vyrazd.

Rozklad mnohotlenu na soutin vytykanim pied zévorku
9x2y2 — 18x%y + 15xy

+ Koeficienty rozloZime na soudiny prvodisel, mocniny rozepiSeme jako souciny

zakladd,

3-3.-x-x-y-y—2:3:3:x-x.y+3:5-%"y
* najdeme spole¢né ¢initele viech Elenu,
3-3-x-xy-y-2-33-x-x-y+3-5:x-y
= vytkneme viechny spolecné Cinitele pfed zdvorku,
E.E.X.(3.x.y_2.3.x+5)
= vysledny vyraz napifeme co nejstruénéji.

3xy- (3xy — 6x+5)

Obr. 37: (Prometheus-ZS, s. 64): Rada k rozepisovan( vyraz(i pred jejich prevadénim na soucin

3.2.7 Vzorce uzivané v algebre

Upravy vyrazl byly ve véech u¢ebnicich nakonec zakonéeny zavedenim dvou vzorc(, jez
byly popséany dfive - rozdilem ctverct a druhou mocninou dvojclenu. Jako hlavni metoda
zdlvodnéni jejich platnosti bylo AlgM a poté GeoM (Tab. 43 a Tab. 44). Autofi celkem 4
ucebnic vyuzili AlgM k tomu, aby zddvodnili identitu druhé mocniny dvojélenu v rdmci
pfevedeni umocnéni vyrazu na jeho opakované nasobeni. Cty¥i u¢ebnice zahrnuly AlgM
dale i ktomu, aby u rozdilu ¢tvercl vyuzili Gpravu: (a — b) - (a + b) = a®> — ba + ab — a?.
A tfi z téchto ucebnic byly pro oba pfipady spolecné.

Pro dal$i 4 u¢ebnice dale v souboru platilo, ze se v nich GeoM vyuzil jen u druhé mocniny
souctu na GeoM, ale ne rozdilu. Tomuto pripadu se vymykala jen uc¢ebnice (Prometheus-
ZS). V ostatnich u¢ebnicich, kde byl GeoM vyuzit, byl vzorec ve varianté pro rozdil zaveden

az dodatec¢né - a to bud'skrze OdAu, ¢i lépe AlgM.
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Tab. 43: Zavedeni druhé mocniny dvojclenu (vlastni)

(s £ 0
o v . < g g 8 Crg %) é
Typ zdGvodnéni z T g S = 5 3 <
dle Tab. 24 & 5 | B £ s L A=
( 0 ) = < 2 a ol . S
o 5 2
o ZO o
Odvolani se na autoritu v
Kvalitativni analogie
Induktivni zobecnéni
Algebraickym modelem v v v v v
Redlnym modelem
Geometrickym modelem v v v v v
Tab. 44: Zavedeni soudinu souctu a rozdilu (vlastni)
Q e O
% @© wn CE lg
Typ zdlvodnéni z é 9 é _§ = é o
n © 13 © S = ©
(dle Tab. 24) = £ O £ o LC e
U e 3 g
o =z o
Odvolani se na autoritu
Kvalitativni analogie
Induktivni zobecnéni v
Algebraickym modelem v v v v v
Reélnym modelem
Geometrickym modelem v v

Dalsi postupy zddvodnéni zjisténé u ucebnic predstavovaly vyuziti InZd u (Fraus). Jednalo
se o cviceni namisto prikladu, v némz autori Zadali, aby si vzorec Zaci odvodili sami podle
predchoziho prikladu a aby pak provedlii jeho algebraické vyjadreni. To se jinde nedélo.
Naopak autofi dalsich 2 ucebnic (viz vyse Nova skola Brno; a Prometheus-G) vyuzivali
AlgM spolu s GeoM, ale oboje pouze v prikladech. To znamend, Ze Zaci oproti (Fortuna)
nemélivibec prostor provést ani jeden postup odvozeni sami. Napf. geometrické modely
autori (Nova skola Brno; a Prometheus-G) tvorili sami, kdyz délili pravouhelniky na mensi
pravouhelniky ¢i lichobézniky, zatimco AlgM vyuzivali sami tak, ze volili 1 jednosmérné

odvozeniz Tab. 45.
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Tab. 45: Algebraické zdlvodnéni vzorcl (vlastni)

1. |a®+2ab + b? = (a + b)?|

a. a’+2ab+b?>=a?+ab+ab+b*>=ala+b)+bla+b)=(a+b)(a+bhb)=(a+b)?

b. (a+b)>=(a+b)(a+b)=ala+b)+b(a+b)=a?+ba+ab+b?=a?+2ab+ b?

2. |a® - b*=(a+b)(a—Db)|

a. a?—b*=a’+ab—ab—-b*=a(a+b)—b(a+b) = (a+b)(a-D).
b. (a+b)(a—b)=ala—>b)+b(a—>b)=a?+ab—ba—b?=a?— b?

Toto jednosmérné odvozeni, kterému vyse odpovidaji vSechny pfistupy, bylo celkové
pritomno u vsech ucebnic. Oznacuje to, Ze jejich autori nezkouseli oba vzorce odvodit
obéma postupy z jedné kategorie - tedy ze soucinového tvaru na souctovy (viz 1a a 2a),
a déle ze souctového tvaru na soucinovy (viz 1b a 2b) - ale naopak volili jen 1b a 2b, tedy
vzdy soucinového tvaru na souctovy. | ostatni jsou pfitom legitimni. Varianta 2a napt. misi
Upravy, jez autofi nékolika ucebnic zavadéliv minulych ¢astech vykladu (postupné vytykani
a s tim souvisejici vytykani slozeného vyrazu), pricemz 1la to ma stejné. Nicméné to bude
zfejmé i divod jejich absence. Jak totiz uvadi i Marciniak (2017), kdyz li¢i své zkusenosti
z vyuky zaka zakladni skoly, vytykéani slozeného vyrazu (a tedy i postupné vytykani) byva
pro zaky daleko vice naro¢né nez vytknout jednoclen, coz mohlo vést autory ucebnic na

to tuto Upravu vynechat."”

Na druhou stranu, i kdyZ je toto feceno, je dllezité upozornit, ze ma své opodstatnéni tyto
postupy zaradit po boku 1b a 2b. Motivaci je to, Ze skrze kombinaci obou postupt z jedné
kategorie (tj. obousmérné vyuziti jednoho AlgM) mize dojiti k propedeutice rovnice, resp.
i k podpore relacniho pojeti rovnitka. Pri¢inou je to, ze ackoli Zaci 8. ro¢niku obvykle jesté
nebudou mit pIné rozvinutou predstavu rovnice (intuitivni prfedstava ovsem mozna je), je
vhodné podporit jejich predstavu alespon u inverznich Uprav, tj. ze existuje-li jedna
Uprava, kterd prevadivyraz A na vyraz B, pak pokud byla prvni Gprava ekvivalentni, existuje

pro tuto Upravu i Uprava inverzni, kterd prevede vyraz B na vyraz A.'®

17 Dalsi prekazkou, kterd toto mohla zapficinit, je prvni Uprava u 2a. Jak si lze véimnout, tento postup,
ac spravny, vyuziva hned zpocétku jedné nestandardni Gpravy - v rdmci vyrazu se uméle pfipise ¢len
0, jen aby se pak vyjadril jako ab-ab a nasledné pouzil pfi postupném vytykani. Tato Uprava pfitom
neni trividlni. | pro Zaky stfedni skoly je obtiznd na porozuméni, jelikoZ vstupuje do vyuky az
u kvadratické rovnice u metody doplnéni na ¢tverec a také odvozeni diskriminantu.

8 Co se ty¢e odvozeni vzorcU, zévérem nezbyvé nez doplnit, ze u 3 ucebnic doélo i na vyuZiti ne-
modeld. Uéebnice (Fortuna, Nova Skola Brno; a Prodos) takto obséahly celkem 2 dllezité ne-modely,
které ostatni u¢ebnice nezahrnuly, jmenovité a? + b? # (a + b)?, a® — b? # (a — b)?, zatimco (Fraus;
a Taktik) zahrnuly i odvozeni druhé mocniny rozdilu z druhé mocniny souctu. Autofi zbylych uéebnic
naopak oba vzorce predstavili oddéleng, ¢imz mohli podporit, Ze je zaci uvidi jako nesouvisejici.
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3.2.8 Zavérecné shrnuti vysledkd vykladové Casti

Kvalitativni pohled na vyklad uc¢ebnic podle konceptd (vlastni)

Zavadéna latka
(zkratky dle Tab. 24)
i

Vyrazy s proménnymi
Soucet mnohoclent
Soudin jednoclend
Roznésobeni zavorky
Soucin mnohoclent

Vytykani pred zavorku

Postupné vytykani

Druh& mocnina souctu

Soucin souctu a rozdilu

SPN

InZd
KvAn

OdAu

OdAu
GeoM

OdAu
AlgM
AlgM
AlgM

AlgM

Taktik

RealM
GeoM
GeoM

GeoM
OdAu
GeoM

AlgM
GeoM

InZd
AlgM

GeoM

InZd

Prometheus-ZS

RealM

KvAn
GeoM

OdAu
OdAu
OdAu
AlgM
OdAu
AlgM

InzZd

Fortuna

RealM
OdAu

OdAu
OdAu
GeoM
OdAu
GeoM

InZd

AlgM
GeoM
AlgM
GeoM

Prodos

InZd

KvAn

AlgM
OdAu

AlgM

AlgM
GeoM

AlgM

Kvantitativni pohled na vyklad u¢ebnic podle konceptu (vlastni)

(Cervena vyznacuje zdGvodnéni s nejvyssi Cetnosti dle uéebnice)

Typ zddvodnénf{
(ndzvy dle Tab. 24)
i)

Odvoléni se na autoritu
Kvalitativni analogie
Induktivni zobecnéni

Algebraickym modelem
Redlnym modelem

Geometrickym modelem

SPN

o B~ O

Taktik

>N

N

wn

e i
o

o
4 4
1 0
1 1
2 2
1 1
1 4
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Prodos

Nova skola Brno

N O —=| N

Nova skola
Brno

OdAu
KvAn

GeoM

RealM
GeoM

GeoM

AlgM

OdAu
GeoM
AlgM
GeoM

Fraus

Prometheus-G

OdAu
KvAn
AlgM
OdAu
OdAu
AlgM

OdAu
AlgM
GeoM

AlgM
GeoM

IS Prometheus-G

N O B~ O

Fraus

GeoM
KvAn
GeoM
GeoM

GeoM

InZd
AlgM

InZd
GeoM

InZd
GeoM

Soucet



Shrnuti vykladové ¢asti - hlavni zjisténi (vlastni)

=N

Ve vykladu ucebnic byly zjistény dva hlavni pfistupy k zavadéni algebraickych vyraz{
a navazujicich konceptl: kombinace OdAu a AlgM; a kombinace GeoM a AlgM.

Nejcastéjsi role, s niz v u¢ebnicich vystupuji pismena u vykladu algebraickych vyraza,

je role zobecnéného cisla. Toto zjisténi je v souladu s tim, Ze zobecnéna aritmetika

je dominantni pojeti algebry v sekundarnim vzdélavani matematiky (Usiskin, 1988).

Nejvétsi priklon k vysvétleni algebraickych konceptd pomoci GeoM nastal u soucinu
mnohoclend a zavedeni vzorcd. Mensina z ucebnic sice vyuziva propojeni algebry
a geometrie i jinde (napf. u odvozeni vzorct pro miru v geometrii), nicméné i tak se
tak déje vétsinou neoptimalné. Odvozeni vzorcl nepredchézi vétsinou adekvatni
vysvétleni uzitych Uprav vyrazd (zpravidla souctu a soucinu mnohoclend), a zék tedy

nemusi zcela rozumeét, jaky je princip predstavenému postupu autord.

Vétsina autort ucebnic vychazi pri zavedeni sou¢tu mnohoclent z analogie jablicek
a hrusek, jez byla priblizena v oddilu 2.1. Tato analogie neni v téchto ucebnicich
nikdy opatfena dalsim vysvétlujicim komentarem, a u jedné ucebnice je dokonce

doplnén doplnéna oznacenim proménnych jako zkratek.

S konceptem proménné se v ucebnicich asi v poloviné pripadd nepoji explicitni

vymezeni. Vyznam proménné pak nepfimo vyplyva az z tloh ¢i dalsich prikladd.

Vétsina autorl ucebnic predstavuje pred zavedenim vytykéani i proceduru déleni
mnohoclent ¢iselnym Cinitelem a asi jedna tretina ucebnic i déleni proménnou. Jen

dvé ucebnice tohoto typu adresuji déleni nulou.

Nasobeni mnohoclent nebyva v ucebnicich oproti souctu a algebraickym identitdm
doplnéno ne-modely, ale jen zkouskou dosazenim. Tento pfistup mUlze vést zéky
k tomu, Ze sice mohou zjistit, zda se dopustili chyby pfi Gpravé vyrazu, ale nemusi si

byt védom, jakych chyb se maji vyvarovat.

Zkouska dosazenim je az na jednu ucebnici zaddna jen ve vazbé k jednomu ¢islu.
K ovéreni spravnosti autofi tedy neradi dosadit vice rdznych hodnot sousledné, coz

by zvysilo u zkousky dosazenim jeji spolehlivost.
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Shrnuti vykladové &asti - nezminéné nedostatky v designu ¢asti ucebnic (vlastni)

= Ucebnice (SPN) vyuziva opakované standardni manipulace vyrazi s pismeny uz od
zacatku ucebnice, nikoli az od formalizace proménné.

= Ucebnice (Nova skola Brno) ma celkové neprehledny, misty az ,prezdobeny”
design. Tento design brani snadné orientaci v textu, a tim i porozuméni, jez jinak
zvedaji pocetné a variované ulohy.

= Ucebnice (Nové skola Brno) vyuziva nejednotné terminologie. Prikladem je Gvodni
zavedeni AV, kde se vyuziva terminu ,vyrazy s proménnou’, a¢ vzapéti nasledujici

priklady, kde je proménnych vice.

= Ucebnice (SPN, s. 64, 65) uziva zdpisu 2 - x = 2x jesté pred jeho zavedenim. U (SPN,

vvvvvv

ktery mohou Zaci podrobit zevrubnéjsimu zkoumani.

= Ucebnice (Taktik, s. 105) nespravné uvadi, Zze ,vzorec pro zépis souctu dvou ctvercl
(a? + b?) ve tvaru soucinu neexistuje”. Presngjsi tvrzeni je, ze tento rozklad neni

mozné provést v oboru realnych &isel.

3.3 Prehled dloh

Jak uz bylo uvedeno v Gvodu kapitoly, druhou ¢asti analyzy ucebnic je komparace jejich
Ulohové casti, a to pfi tvorbé prehledu. Cilem oddilu nenf tudiz uvadét ¢i charakterizovat
podnétné ulohy, jez ucebnice zahrnuji, ale naopak sestavit jejich kvantitativni prehled tloh
dle rozeznanych typd, a to s cilem vytvoreni vyzkumného nastroje pro kap. 4. S Gmyslem
naplnéni tohoto cile, jsou v analyze sledovany 3 nasledujici veliciny: (1) absolutni cetnost
u podtypu dloh z Prilohy 1 (pro snazsi orientaci jde hodnoty znacené modre); (2) relativni
Cetnost podtypl uloh z Prilohy 1 (pro lepsi orientaci jde o hodnoty znacdené cervené
a zaokrouhlené na desetiny procent'); a (3) absolutni cetnost podtypt uloh napric

ucebnicemi (pro orientaci jde o hodnoty znacené tu¢né).

Vzhledem ktomu, Ze ne vsechny Ulohy bylo rovnéz pfi analyze Glohové casti ucebnic
mozné zaradit do nékteré podtypy dle jiz vytvoreného protokolu, je ¢ast uloh (Tab. 23)
zapoctena zvlast. Tyto Ulohy odpovidaji Ulohdm z Tab. 46 az Tab. 65, jez tvori doplnék
do celkového poctu uloh v kazdé ucebnici, pricemz jinak zapoctené ulohy jsou oznaceny

vzdy v souladu se svymi definicemi v Priloze 1.

19 Zaokrouhlen( vychézi z toho, Ze rozdil relativni Cetnosti v setindch procent nelze pfi zahrnutém
poctu uloh jiz jednoznaéné interpretovat.
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Tab. 46: Proménna: algebraizacni Glohy (vlastni)

Tab. 48: Proménna: geometrické Ulohy (vlastni)

w & Celkem typu

—_
—_

28
15

60

4 2 o 3 Bt g 9
m 2 ) ” N n
Podtyp dlohy ~ ~ é e 3 © » = c Podtyp dlohy _ v > e g @ ” 2
" | 2| 2382 8|5 W » 5 % £ 2 3 2 & %
(dle Priloha 1) wn 0 GE) S £ iQ I GE) 8 (dle Priloha 1) wn & GE) ke £ = C g
o z o U = z o-
A-1 1 4 1 0 0 0 6 G-1 0 0 2 0 0 0 1 0
A-2 1 4 12 0 4 1 0 24 G-2 0 2 0 0 0 3 6 0
A-3 0 5 1 0 0 0 0 0 6 G-3 0 2 0 0 0 0 1 0
A-4 6 19 | 21 8 20 10 4 97 G-4 ! ? ! 7 0 0 8 0
A-5 0 0 0 0 0 0 G-5 8 1 3 0 0 1 0 2
Polet A-Uloh(N,) | 8 = 30 27 21 8 | 24 | 11 4 133 Pocet G-uloh (Ny) 9 | 14| 6 9 0 4 | 16 | 5
Celkem uloh 65 153 100 51 36 92 | 41 37 Celkem uloh 65 153 100 51 36 92 41 3/
Podil A-tloh [%] | 12,3 | 19,6 | 27 412 222 261|268 10,8 Podil G-dloh %] [ 138 | 92 | 6 [176 0 | 43 | 39 | 54
Tab. 47: Proménna: transformacni lohy (vlastni) Tab. 49: Proménna: Shrnuti (vlastni)
4 Cg) O é Nejzastoupenéjsi okruh: T-tlohy Nejzastoupenéjsi podtyp ulohy: T-6
: = A IS
Podtyp ulohy - = é g _é ° g é g
- (o = =] £ o ~ © + ~ Algebraizaéni tlohy
(dle Priloha 1) n \© GE) S £ e LC GE) 8 60%
u 2 3 2 m 50%
< 40%
T-1 5 12 1 0 6 0 0 3 27 4ob;
T-2 0 0 0 0 0 0 0 0 20%
T3 o 0 0 0 0 0 0 0 &
0%
T-4 0 0 1 0 0 0 0 0 1
T-5 2 0 0 0 8 8 0 0 18
T-6 40 60 55 9 12 37 13 27 253 Transformacni ulohy Geometrické ulohy
Pocet T-uloh (N;) 47 72 57 9 26 45 13 30 299
Celkem uloh 65 | 153 | 100 @ 51 36 92 41 37

Podil T-tloh [%] | 723 | 47,1 | 57 17,6 72,2 | 48,9 | 31,7 | 81,1
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Tab. 50: Soucet mnohoclenl: algebraizaéni Glohy (vlastni)

>(,<J) g
; fan)
Podtyp Ulohy ~ % e 3 © »
Z g > © o =
o o = = t o ~ T
(dle Priloha 1) n \© GE) S 5 = i
u ° 3
o Z
A-1 0 0 0 0 0 0 1
A-2 0 0 0 0 0 0 0
A-3 0 0 0 0 0 0 3
A-4 0 0 2 0 0 2 0
A-5 0 3 0 0 0 5 0
Pocet A-Uloh (N,) 0 3 2 0 0 7 4
Celkem uloh 51 90 63 44 26 49 36

Podil A-Uloh [%] 0 33 | 32 0 0 14,3 | 11,1

Tab. 51: Soucet mnohoclend: transformacni Glohy

>(’G g
J m
POdtyp L:Jthy -~ % g 8 © %)
< T = > © e =
dlePilonat) | S | & | 5| E | o | = | B
( Lo g S £ w I
u o 3
o zZ
T-1 4 3 5 2 2 15 12
T-2 0 0 0 0 0 0 0
T-3 0 0 0 0 0 0 0
T-4 0 4 1 0 0 0
=5 4 0 0 0 0 0 0
T-6 40 76 52 42 24 25 10
Pocet T-uloh (N,) 48 83 58 44 26 40 22
Celkem uloh 51 90 63 44 26 49 36

Podil T-tloh [%] | 94,1 | 92,2 | 92,1 | 100 | 100 | 81,6 | 61,1

o|~w ol o o Prometheus-G

o oo © o Prometheus-G

e
o~

96
110
87,3

— & Celkem typu

(@]

11

23

»> v o o & & Celkem typu

365
417

Tab. 52: Soucet mnohoclend: geometrické Ulohy (vlastni)

9 g ©

. = A

Podtyp dlohy ~ > 2 3 © 2 o
Z +— ) >S5 e} > c

Z o = = t 1) 9 © +

(dle Priloha 1) %) o g S £ o i g
u o 5 i

o Z

G-1 0 0 1 0 0 0] 4 0

G-2 2 0 1 0 0 0] 4 0

G-3 0 1 1 0 0 0] 0 1

G-4 1 3 0 0 0 0] 2 6

G-5 0 0 0 0 0 0 0 0

Pocet G-uloh (N,) 3 4 3 0 0 0 10 7
Celkem uloh 51 90 63 44 26 49 36 110
Podil G-tloh [%] 5,9 4,4 4,8 0 0 0 27,8 | 6,4

Tab. 53: Soucet mnohodclenl: Shrnuti (vlastni)

Nejzastoupenéjsi okruh: T-ulohy Nejzastoupenéjsi podtyp Glohy: T-6

Algebraizac¢ni ulohy
100%

80%
60%
40%
20%
09

Transformacni tlohy Geometrické ulohy
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Tab. 54: Soucin mnohoclent: algebraizacni Glohy (vlastni)

pt g ©

; = 7

Podtyp tlohy ~ = 2 8 © » 9
Z + o > e} A > c

v, o - _.L_, + 1o _\40 S -

(dle Priloha 1) n \© GE) S £ © e g
I o 3 O

o =z o

A-1 0 0 0 0 0 0 0 1

A-2 0 0 0 4 0 8 0 0

A-3 0 0 0 0 0 0 0 0

A-4 3 5 0 0 0 3 0 0

A-5 0 0 0 0 0 1 0 0

Pocet A-Uloh (N,) 3 5 0 4 0 12 0 1
Celkem uloh 105 105 | 107 | 123 77 114 24 56
Podil A-Uloh [%] 2,9 4,8 0 3,3 0 10,5 0 1,8

Tab. 55: Soucin mnohoclend: transformacni Glohy (vlastni)

Bt g ©

Podtyp tlohy R % § é E 9 é
(dlePilohat) 5 & B E & 2| & %
= € o a g S

u 2 S -

T-1 13 3 3 0 6 26 0 0

T-2 0 0 0 0 0 0 0 0

T-3 0 0 0 0 0 0 0 0

T-4 0 0 0 0 0 0 0 7

T-5 0 0 0 0 0 0 0 0

T-6 86 86 99 119 71 72 9 46

Pocet T-uloh (N,) 99 89 102 | 119 77 98 9 53
Celkem uloh 105 | 105 107 @ 123 77 114 24 56
Podil T-Uloh [%] | 94,3 | 84,8 | 95,3 | 96,7 @ 100 86 | 37,5 94,6

Suma podtypu

—_

11

25

Suma podtypu

ul
—

O N O O

588
646

Tab. 56: Soucin mnohoclend: geometrické Ulohy (vlastni)

9 g ©

: = A

Podtyp dlohy ~ > 2 5 © 2 o
Z + o S e} > c

A o < .E + o 3 E -

(dle Priloha 1) n © g S 5 & iC g
u o 5 i

o Z

G-1 0 0 1 0 0 1 3 0

G-2 0 1 0 0 0 0] 0 2

G-3 3 2 2 0 0 1 0 0

G-4 0 3 0 0 0 1 2 0

G-5 0 0 0 0 0 0 0 0

Pocet G-Uloh (Ng) 3 6 3 0 0 3 5 2
Celkem tloh 105 105 107 | 123 | 77 | 114 24 56
Podil G-tloh [%] 2,9 5,7 2,8 0 0 2,6 | 208 | 3,6

Tab. 57: Soudin mnohodlend: Shrnuti (vlastni)

Nejzastoupenéjsi okruh: T-tlohy Nejzastoupenéjsi podtyp ulohy: T-6

Algebraizacni tlohy
100%

80%
60%
40%
20%

0%

Transformacni tlohy Geometrické ulohy
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Tab. 58: Vytykéni/déleni/vzorce: algebraizacni tlohy (vlastni)

Podtyp ulohy
(dle Priloha 1)
W

A-1

A-2

A-3

A4

A-5
Pocet A-Uloh (N,)
Celkem uloh
Podil A-tloh [%]

SPN

O O o o oo

118

0

Taktik

o N O N O OO

—
~

—
N

ometheus-ZS

A
o w o oo o|lo|o Pr

(o)}

—
O o0 O ol o oo o

Fortuna

Prodos

O o o o o o

97

Tab. 59 Vytykani/déleni/vzorce: transformacni

Podtyp ulohy
(dle Priloha 1)
)

T-1

T-2

T-3

T-4

T-5

T-6
Pocet T-uloh (N,)
Celkem uloh
Podil T-tloh [%]

SPN

63
118

118
100

Taktik

(o¢]

29

113
158

167
94,6

Prometheus-ZS

— |
Ol | ot

96
134

136
98,5

Fortuna

Prodos

o

100

Nova skola
Brno

O W o ol o oo o

ulohy (vlastni)

Nova skola
Brno

N
O | X

101
127

133
95,5

Fraus

O o o o o o

26
0

Fraus

22

26
84,6

~lo | »|o o o Prometheus-G

557

o
~

Prometheus-G

o © o o o o Sumapodtypu

3 Suma podtypu

~
w

112

979
1345

Tab. 60: Vytykéni/déleni/vzorce: geometrické ulohy (vlastni)

Podtyp ulohy
(dle Priloha 1)
U

SPN

G-1

G-2

G-3

G-4

G-5
Pocet G-uloh (Ny)
Celkem uloh 118
Podil G-uloh [%] 0

o O o o o o

Taktik

o o o O

167

0,6

DY
2|8
o
a
0 0
0 0
1 0
0 0
0 0
1 0

136 | 160

0,7 0

Tab. 61: Vytykéni/déleni: Shrnuti (vlastni)

Nejzastoupenéjsi okruh: T-tlohy

Transformacni tlohy

80

Algebraizacni ulohy
100%

80%
60%
40%
20%

0%

Prodos

O o o o o o

Nové skola

—_

Brno
Fraus

(@) (@) w
O o oo o o/ Prometheus-G

Nejzastoupenéjsi podtyp ulohy: T-6

Geometrické ulohy

o1 Suma podtypu

—_



Tab. 62: Souhrnna data: Podil algebraizacnich uloh (vlastni) Tab. 64: Souhrnna data: Podil geometrickych dloh (vlastni)

%) m @ >0 %) m @ 0
> © Y > =) > © 0 > =)
Uivo z |2 | 2| 5|3|3|32|2@E Ucivo z|lz | 2| 5|3 35|32 2@
u » 8B 5 I A s © S u @ | © i) o ° % = 0 S
& L o \© = \5 < o o © c \5
¢ P o ¢ Z o
a > a u a 2 o u
Promeénna 8 30 27 21 8 24 11 4 133 Proménna 9 14 6 9 0 4 16 2 60
Soucet vyrazi 0 3 0 0 4 7 23 Soucet vyrazl 3 4 3 0 0 0 10 7 27
Soucin vyrazl 3 5 0 4 0 12 0 1 25 Soudin vyrazU 3 6 3 0 0 3 5 2 22
Vytykani/vzorce 0 2 0 0 0 0 0 4 6 Vytykani/déleni = 0 1 1 0 0 4 4 0 10
Soucet A-tloh 11 40 29 25 8 43 15 16 Soucet G-uloh 15 25 13 9 0 11 35 11
Podil A-tloh [%] = 3.2 7.8 7,1 6,6 34 11,1 1 11,8 | 2,1 Podil G-uloh [%] 4.4 4.9 3,2 2,4 0 28 | 276 14
Tab. 63: Souhrnna data: Podil transformacnich uloh (vlastni) Tab. 65: Souhrnné data: Shrnuti véech typ( Uloh (vlastni)
» 0
K £ Q g Celkové podily typd Gloh
) >
U&ivo > é _qczj § _é % 9 é 2 (primeér a median jsou vytvareny z podild zastoupeni jednotlivych typd dloh)
u & = 3 5 ¢ =% £ B § _
E oL % g E B N, = 2707, X; = 83,1%, £ =87,1%, tymax = Nr_g = 2185, tmin = Np_y = 15
= O =
& z = - N, =187, X; =64%, %;=69%, amay =Nss =125 amin = Ny_y = 8
P enna 47 72 57 9 26 45 13 30 299 —
rormenna N, =119, X =58%, X3 =30%, Gmax =Ng_s =117, Gin = Ng_s = 8

26 40 22 96 417

&)1
[0¢]
N
~

Soucet vyrazu 48 83
Soucin vyrazd 99 89 | 102 119 77 98 9 53 646

Ucebnice s nejvice/nejméné Glohami daného typu

T-Gloh: Absolutni &etnost: (Fraus/Prodos), Relativni etnost: (Fraus/Prodos)

Vytykani/déleni 118 | 158 | 134 | 160 97 127 22 529 1345
312 | 402 | 351 | 332 | 226 | 310 66 708 A-Uloh: Absolutni &etnost: (Taktik/Prodos), Relativni etnost: (Fraus/Prometheus-G)

Soudet T-Uloh
93,2 G-uloh: Absolutni éetnost: (Fraus/Prodos), Relativni ¢etnost: (Fraus/Prodos)

Podil T-Gloh [%] | 92 | 78,1 | 86,5 | 87,8 | 95,8 | 79,9 | 52
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3.4 Vysledky komparace ucebnic

Provedena komparace, kterd byla vykonana vzdy u vybranych zastupct z osmi fad ucebnic
matematiky prinesla o jejich vystavbé nasledujici zjisténi. Prevazujicim pristupem k vykladu
algebraickych vyrazl se ukazal GeoM s celkovou Cetnosti 24 vyuziti, a to nejvice u soucinu
mnohoclenu s jednoclenem a déale u druhé mocniny dvojclenu (oboje u 5 pfipadl). Dalsi
hojné& uzivané zplsoby byly pak AlgM a OdAu. Slo o zplisoby, jez byly napfi¢ ucivem
zastoupené u 17 a 15 pfipady, kdy nejméné byl naopak vyuzit KvAn, a to u 5 pripadd.

Z hlediska rizik a nedostatkU, kterymi se uc¢ebnice vyznacovaly, byly déle vymezeny 4 hlavni
nedostatky nasledujiciho sloZeni. Zaprvé, v ucebnicich dochézelo na absenci ne-modeld,
¢ize ukézek typickych chyb v podobé neekvivalentni Gpravy vyraz(. Zadruhé, v u¢ebnicich
bylo v prevaze zjisténo zavadéjici vysvétleni zkousky dosazenim. Zatreti, v ucebnicich
zjistény vysoky podil zddvodnéni typu OdAu a KvAn mize u zakl podporit vznik formalni
znalosti. A zactvrté, Castd absence vymezeni proménné, zvysuje riziko konceptualniho

neporozumeéni tomuto pojmu.

Pokud jde o Ulohy, které byly zkouméany u Glohové ¢asti, zde se na druhou stranu poznatky
shodovaly se zjisténimi (Rendl & Vondrova, 2014). To znamend, Ze ucebnice, které zde
byly zahrnuty, neobsahovaly pfi vyfazeni vykladovych tloh, Zddné tGlohy na zobecnéni, ale
spise Ulohy transformacni, kde se jen upravovaly vyrazy. Z celkového poctu mély tyto Glohy
konkrétni cetnost o hodnoté 2707 Uloh, coz predstavovalo asi 86 % vsech dohledanych
Uloh, které soubor ué¢ebnic obsahl. U zbylych to bylo vyrazné méné. Algebraizacni typ mél
pro srovnani souhrnnou cetnost jen 187 Uloh (asi 5,9 % vsech uloh), zatimco geometricky

119 uloh (tedy asi 3,8 % vSech zahrnutych uloh).

Co se tyce zastoupeni, samotné relativni Cetnosti ukézaly, Ze nejmensi, resp. nejvétsi
vyvazenosti typl uloh T, A, G disponovala ucebnice (Prodos), resp. (Fraus). Prednosti
(Fraus) zde bylo to, ze i kdyz vici zbytku ucebnic neobsahovala tolik Uloh, tyto Ulohy byly

celkové rovnomeérnéji rozlozené napfic T, A, G, coz je pravda i pro zdivodnéni konceptu.

Zde data zase pro zménu naznacila, ze ucebnice (Fraus a Taktik) vykazovaly u vykladu
nejvyssi miru uziti GeoM, jezZ je podle Novékova & Vondrové (2015) zésadni pfi budovéni
algebraického uvazovéani. Naopak nejhir dopadla ucebnice (Prodos). Jeji nevyhoda zde
plynula z toho, Ze vyklad autorl byl jako u (Fortuna) velmi stru¢ny, a navic, jak se ukazalo
u zavedeni mocnin s mocnitelem vyssim nez dva doslo aZz po vytykdni, bylo také
neoptimalni z hlediska usporadani uciva. | toto zjisténi vedlo na finalni zévér. Konkrétné,
Ze pravé ucebnice (Prodos) plsobi z celého souboru nejméné vhodné pro nasazeni ve

vyuce, a to nejen z divodu vykladu, ale i podobné nepfiznivého vysledku u Glohové ¢asti.
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4 TESTOVE SETRENI

V néavaznosti na predchéazejici kapitolu, jez se ve smisené analyze zabyvala u¢ebnicemi,
v nichz doslo na zavedeni algebraickych vyrazd, je v této kapitole zkoumano porozumeéni
téchto konceptl u predchozich uzivateld téchto ucebnic - tzn. zaky, ktefi je drive pouzivali.
Hlavni cil této Cinnosti je zalozen na 2 vyzkumnych otdzkach prezentovanych nize. Prvni
z nich (O-1) se vztahuje k dil¢im cilim C4 a C5. Témito cili je zjistit, jaké jsou nejcastéjsi
chyby 7aku prijejich praci s algebraickymi vyrazy u zobecnovani, algebraizace, intepretace,
geometrizace a manipulace vyrazu, a dale ovérit, zda se shoduji s TIMSS 2007. Druha

otazka (O-2) nasledné resi, jaké kroky v reseni jsou nejcastéji chybné.

4.1 Vyzkumné otazky
O-1: Jaky okruh uloh je v kontextu tfi pilitd algebry pro zéky nejobtiznéjsi?

O-2: Jaké jsou nejcastéjsi chyby zakl u dilcich okruhl a typd uUloh, respektive: V jakych
krocich nejcastéji chybuji?

4.2 Metodologie

Vyzkumny projekt mél charakter testového Setreni o 2 castech, zaprvé jednorazova pilotaz
zafazend i pro optimalizaci vyzkumného néastroje, a nasledné hlavni studie. Uvodni pilotaz
byla vykonana v fijnu 2023 a zahrnula u 42 zakd Zakladni skoly Lesni. Hlavni studie naopak
trvala od listopadu 2023 az do prosince 2023 a jednalo se o postupné testovani 207 24k

(Tab. 66) napfi¢ poslednimi rocniky zékladnich skol a kvart viceletych gymnazii.

Tab. 66: Zkoumané skupiny?®

Skola Oznacenf Pocet zakud
Zakladni skola Lesni (Liberec) ZS Liberec 42
Gymnézium a obchodni akademie Marianské Lazné GOAML 30
Gymnazium prof. Jana Patocky (Praha) GPJP 30
Zékladni skola Jih (Maridnské Lézné) ZS ML 40
Z&kladni skola Zarecna (Tachov) ZS Tachov 60
Benedova zakladni skola (Plzer) ZS Plzen 47

20 Skoly Gcastnici se hlavni i pilotni studie byly vybrany z réiznych mést za Géelem ziskani variabilniho
vzorku. Ve véech pfipadech byly skoly voleny s dopomoci zndmosti autora se zadavateli testu (vZdy
zkusenymi uciteli matematiky), a to z ddvodu sbéru dat za navzajem konzistentnich podminek.
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Vsichni Zaci, ktefi byli do testovani v obou ¢astech zapojeni, méli vzhledem k cerstvému
zahdjeni zavérecného ro¢niku povinné skolni dochazky probrané vsechny zde testované
koncepty, ¢imz bylo vylouceno, ze by chyby vznikly z tohoto ddvodu. Na vypracovani testu
méli soucasné vsechny skupiny jednotny ¢as. Az na vyjimky, které souhrnné popisuje oddil
4.8, méli zaci na vypracovani testu maximalné 45 minut, pricemz béhem tohoto testovani
byli pod dohledem zadavatele testu (svého ucitele matematiky) a méli zakdzano jakkoli
spolupracovat ¢i pouzivat fyzické ¢i elektronické pomucky. Dalsi podminky testovani byly

nasledné zahrnuty pfimo v zadani testu a zopakovany slovné zadavatelem testu.

4.3 Vyzkumny nastroj

Vyzkumny néstroj, ktery byl ke sbéru dat u obou testovani vyuzit, nabyl formy 2strankového
testu forméatu A4. U hlavni studie zahrnul tento test celkem 16 otevienych ¢i uzavienych
uloh, viz Pfiloha 3; zatimco u pilotni studie byl seznam delsi a zadanych tloh bylo celkem
18 (Pfiloha 2). Pro sestaveni testu se v obou pfipadech nicméné vychézelo ze stejnych
okruht uloh, takze testy mély podobnou formu. Tyto okruhy (viz Tab. 67) byly vybrany pro
tento vyzkum z toho ddvodu, aby bylo moZné porozuméni algebraickych vyrazd otestovat

komplexné, pficemz jejich poradi odpovidalo u hlavni studie i poradi v Tab. 67.

Tab. 67: Klasifikace cviceni didaktického testu

1.okruh - diagnostika porozuméni proménné (Tab. 68)
2.okruh - standardni manipulace algebraickych vyrazd (Tab. 69)
3.okruh - algebraizace pfi sestaveni algebraického vyrazu (Tab. 70)
4. okruh - geometrické uziti algebraickych vyrazd (Tab. 71)
5.okruh - zobecnéniv napojeni na pojem pravidelnost (Tab. 72)

Poradi okruhl bylo uréeno timto zpdsobem z toho ddvodu, protoze odpovidalo absolutni
Cetnosti podtypU uloh v kap. 3. Jinak feceno, Gvahou bylo, Ze pokud jisté podtypy ulohy
figuruji u u¢ebnic matematiky vice, pro zéky budou tyto tlohy mozna povédoméjsi a snazsi
na reseni, zatimco Ulohy méné zndmé budou provazet potize. To znamend, ze motivaci
k tomuto sefazeni bylo, aby nedoslo ke zhorseni vykonu vinou nevhodné serializaci testu.
V zajmu snizeni Sance, ze chyby vzniknou z tohoto dlvodu, byla pro vSechna uzité cviceni
(s vyjimkou cvic¢eni 1. okruhu, jeZ zkoumala porozuméni rolim pismen jesté nez Zaci tyto
role déle pouzivaji) fazena podle zastoupeni v obsahu ucebnic - tj. podle absolutni
¢etnosti. | tak ale nejde o nutnou predikci z&kovské Uspé$nosti. Razeni napf. nebere
v potaz, jak byly uc¢ebnice vyuzité pfi vyuce, popf. zda zak Ulohu vyresi i ji jen zacne fesit.
Predikci je jen to, Ze bude s jistymi cvicenimi zak vice obezndmen, a tedy - za predpokladu

vynalozené snahy - bude schopen Ulohu alespon potencialné zacit resit.
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Tab. 68: Cviceni 1 & 2 (C1 & C2) - okruh: diagnostika porozuméni proménné
PODTYPY CVICENI
C1: teoretické pochopeni terminu proménné
C2: pochopeni pisemné symboliky proménné
ZADANI CVICENI
C1: Vysvétlete, co si v matematice predstavujete pod pojmem proménna.
C2: Je-li ,pocet jablek” oznacen j, vysvétlete, co rozumite vyrazem 10j.
UCEL ZARAZENI
Ovéreni chapani proménné na Urovni jazyka i konceptu. C1 testuje, s odkazem na oddil

s

2.1, porozuméni terminu proménna (tj. jaké role si s nim zaci spojuji) a C2 testuje totéz na
Urovni symbolt (tj. jak Zaci chdpou pismeno uzité jako proménna). Cilem téchto cviceni je

ukdzat, zda existuje vztah mezi interpretacemiroli, a pokud ne, v ¢em se odpovédi zéka lisi.
ZDROJ/INSPIRACE

C1: vlastni tvorba.

C2: modifikace ulohy 2 z diplomové prace (Novotna, 2014, s. 123).

Tab. 69: Cviceni 3 &4 (C3 & C4) - okruh: standardni manipulace algebraickych vyrazd
PODTYPY CVICENI

C3: zjednoduseni algebraickych vyrazd pocetnimi operaci

C4: prevadéni algebraického vyrazu do soucinového tvaru

ZADAN/ CVICEN(
C3: Zjednoduste vyrazy: C4: Rozlozte vyrazy na soucin:
a —x+3-2-(x*+1) a 3x%4+ 9x+3
b 2x+Bx+7)—x—0Bx—7) b 4x?-1
c 2x-(x+1)—x-(—x—-1) ¢ x?+4y?—4xy
d —(—25x?)—16y?
UCEL ZARAZEN(

Oveéreni standardni manipulace na vyrazech. C3 testuje dopad poctu zavorek na nédrocnost
Upravy vyrazl a C4 ovéruje vliv hledani postupu pro prevod vyrazu do soucinového tvaru.
Testovano je tomto cvicenito, zda zak vnima vytknutijako jednu z metod této aktivity (proto
zadani C4 neuvadi vycet metod) i to, zda zaci dokdzi dosadit jednoclen za proménnou (4b,
4d). Jednim z cilt C4 je také testovat, zda zak dokéze vyraz bez vyzvy upravit a az pak pouzit

vhodny vzorec (4c, 4d)
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ZDROJ/INSPIRACE
3a- 3¢, 4a- 4b: vlastni tvorba po fadé na motiv TIMSS 2077 a (Zalska, 2015)
4c: prevzato z (Taktik, s. 112, cviceni 7, Uloha ¢, levy sloupec)

4d: prevzato z (Taktik, s. 105, cviceni 16, Uloha a)

Tab. 70: Cviceni 5 & 6 (C5 & Cb6) - okruh: algebraizace pfi sestaveni algebraického vyrazu
KATEGORIZACE

C5: algebraizace v jazykovém kontextu

Cb6: algebraizace v (pseudo)redlném kontextu
ZADANI

C5: Pismeno n znaci libovolné ¢islo. Pomoci vyrazu zapiste pokyn: ,Pficti n k péti a vyndsob
tremi”.
Cé6: David sel na pout, kde se plati za vstup 120 K¢ a za kaZzdou pouZitou atrakci 50 K¢.

Vyberte vyraz (nebo vyrazy), které popisuji jeho celkové vydaje pri odchodu z pouti, pokud

tam pouzil n atrakci

a)50 'n c)120 -n+ 50 e) (120 + 50) 'n
b) 170 - n d) 120 +50 -n f) 120 - (n + 50)
UCEL ZARAZENI

Obé cviceni testuji algebraizaci, jen s rozdilnymi parametry: C5 testuje vlastni modelaci
vyrazu vjazykovém kontextu a C6 vybér vyrazu v redlném kontextu. Tento rozdil nastal

proto, aby slo sledovat [épe vliv vybéru mozZnosti na Uspésnost pri zméné kontextu (tj. zda

reseni vybrat). Dalsi Ucely byly ty, Ze C5 (ale i C6) testuje cit zakl pro pouziti zavorky.
ZDROJ

C5: Prevzato z vyzkumu (Zalska, 2015). Jak uz bylo ovsem u tohoto vyzkumu zminéno (oddil
2.7), Uloha je pdvodné prevzata ze studie (MacGregor & Stacey, 2007).

C6: Toto cviceni bylo inspirovéano uc¢ebnici (Prometheus-ZS, s. 45, cviceni 4)

Tab. 71: Cviceni 7,8 & 9 (C7, C8 & C9) - okruh: geometrické uziti algebraickych vyrazl

KATEGORIZACE

C7: geometrizace daného algebraického vyrazu
C8: tvorba i algebraizace geometrického modelu

C9: algebraizace daného geometrického modelu
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ZADANI

C7: Vyberte, co vse mlze geometricky znamenat vyraz 2x + 4x.

(A) Délka AB: 9 Ay (C) Obsah ABCD: D . c
- B

I

A 2 4 B

(B) Délka AB: R 6 g (D) Obsah ABCD: D c
A T B r
xr

A 6 B

C8: Z jednoho rohu obdélniku o rozmérech x + 2 a x jsme ustfihli ¢tvercovy kus se stranou

délky % Vyjadrete vyrazem obsah zbylé ¢asti obdélniku a tento vyraz zjednoduste.

C9: Vyjadrete co nejjednodussim vyrazem obsah vysrafované plochy:

,7

DA

|

ik b

UCEL ZARAZENI

V$echna cviceni ovéruji zékovu schopnost tvofit ¢i interpretovat geometrické reprezentace,
které jsou zadany nebo si je z&k tvori. Na rozdil od C9, kde je reprezentace zadéna, tedy
C8 pfindsi i jeji generovani, takze lze srovnat, zda potiz vfeSeni nastdva uz pfi tvorbé
geometrického modelu, anebo az pfi jeho vyuziti. U C7 jde déle o interpretovatelnost
soucinu dle Descarta- tj. zda Zaci vidi soucin jako délku (7a) ¢i obsah (7c) a také jaké dlvody
je vedou na zvoleni chybné odpovédi (tj. chybné varianta 7b testuje, zda se Zaci prehnané
nesoustredi na koeficient: 2x + 4x = (2 + 4)x = 6x; zatimco 7d testuje, zda zaci neuvadi

Upravu: 2x+4x =(2+4)-(x+x) =6 2x.
ZDROJ
C7: Modifikace dlohy 7 Novotné (2014, s. 123), resp. tlohy B7 od Zalské (2015, s. 337), jez

se shoduji's Obr. 16 z TIMSS 2007. Rozdilem je to, Ze zde pouzitd varianta mé dvé spravna

reseni, kdezto pavodni varianta od TIMSS jen jedno (obdobu reseni C).
C8: Modifikace cviceni (Taktik, s. 112, cviceni 8, sloupec nalevo i vpravo)

C9: Analogie ulohy A5 z diplomové prace (BenesSova, 2023, s. 93)
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Tab. 72: Cviceni 10 & 11 (C10 & C11): zobecnéni v napojeni na pravidelnosti
KATEGORIZACE
C10: zkouméni pravidelnosti u pravidelnosti ¢iselnych entit

C11: zkouméni pravidelnosti u pravidelnosti figurdlnich entit

ZADANI
C10: Doplite chybgjici &asti tabulky. Cisla ve 2. fadku vznikaji vzdy z 1. tadku podle
urc¢itého pravidla. Toto pravidlo uvedte do sloupce n.

1 2 3 4 10 n
5 9 13

C11: Na obrazcich nize jsou k vidéni stoly rdzné &itky. Ctverce predstavuji desky stolu,

znaky X zZidle.

1 deska 2 desky 3 desky
X X X X X X

X X X X X X
X X X X X X

Desky se pfidavaji jen v jednom sméru (do sitky) a zidle obsadi vSechna mista, ktera stdl
dovoluje. Vyjadrete celkovy pocet zidli, které se ke stolu vejdou, je-li jeho Sitka: 4 desky, 5

desek a n desek.

UCEL ZARAZEN

Obé cviceni testuji zobecnovani u linedrné rostouci pravidelnostia, = ax + b; a, b # 0:
U C10 jde o pravidelnost numerickych entit a u C11 grafickych, kdy cilem je ona pfipady
srovnat. To znameng, Ze cilem tohoto okruhu je zjistit, jak se lisi feseni a Uspésnost zakU
u obou typl pravidelnosti, a tedy zda si napf. vice tvori dalsi izolované modely jen
u jednoho typu entit ¢i zda se lisi treba zpUsob vyjadreni pravidla (tj. slovné, symbolicky, ¢i

skrze izolované modely; nebo i explicitné ¢i rekurzivné jako v oddilu 2.4)
/DROJ
C10: Inspirovano formou identickou ulohou 6 z diplomové prace (Pokorny, 2017, s. 98).

C11: Se zkracenim plvodniho zadani odpovidé uUloze Restaurace z (Markworth, 2010,

s. 71), resp. analogické Uloze Narozeniny z vyzkumu (Blanton & kol., 2019, s. 208-209).
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4.4 Odlisnosti pilotni a hlavni studie

Jak uz bylo uvedeno, hlavni studii predchazela pilotédz, kterd méla za cil optimalizaci testu.

Tato optimalizace zahrnula:
= Zménu poradi a obsahu cviceni v okruhu: geometrické uziti algebraickych vyrazi;
=  Zménu poradi a obsahu cviceni v okruhu algebraizace v jazykovém kontextu;
= Zménu obsahu cvi¢eni v okruhu: standardni manipulace algebraickych vyraza.

Konkrétni alternace Ize najit u Priloh 2 & 3, kde jsou testy vyobrazeny (viz Tab. 73), nicméné

vvvvvv

» vychechtani rozhovoru 7akl se zadavatelem testu, ktery byl soucasti pilotdze, ale
nikoli hlavni studie.
Tento rozdil vznikl tim, Ze vedle informovaného souhlasu zadkonnych zastupct testovanych
28kl bylo vzhledem k véku Ucastnikd potreba i svolenf statutarnich zastupcl skol - coz se
bohuzel ne u vZzdy podarilo zajistit. Na zakladé toho se tedy vyhodnoceni odvijelo jen od

analyzy vysledkt testu, a nikoli i rozhovord, jez by mohly poskytnout dodateéna data.

Tab. 73: Dlvody Uprav testu mezi hlavni a pilotni studif

Zmeénéné poradi a obsah okruhu: geometrické uziti algebraickych vyrazd

Na zékladé rozhovoru z pilotniho Setfeni vyslo podle zadavatele testu najevo, ze pfistup
k ndvrhu serializace testu (viz Pfiloha 2) nebyl optimaini a ved| k potizim, jez nebyly
ocekavany. Od znaméjsich polozek testu se dle zakd obcas prechéazelo k méné znamym
polozkdm (viz plvodni umistnéni cviceni 7 a 9, jez se déle zménilo), coz podpofilo nizsi
miru dokonceni, kdyZ se zaci zastavili u pro né narocnéjsich polozek. Na druhou stranu,
u cviceni 8 zména podléhala vlastnimu ddvodu. Bylo jim to, Ze pUvodni Gprava vyrazd,
jez zde byla obsaZena, neodhalila Zddné vyznamné skutecnosti o chybach zakd, a tedy

nepfinasela pro vyzkum podstatnou informaci. U¢inéna Uprava méla toto napravit.
Zménény pocet cviceniityp prvniho cviceni u okruhu algebraizace v jazykovém kontextu

V tomto bodu byla divodem pro zménu jen zjisténa vynechanost zminéného cviceni.

Sami Zaci po testu potvrdili, Ze ddvodem castého vynechéni bylo nepochopeni zadani.
Zména obsahu cviceni v okruhu: standardni manipulace algebraickych vyrazd

U tohoto posledni bodu bylo motivaci pro zménu testu to, Ze pro prevazujici vétsinu
78ka (pres 97 %) byla pilotni verze Ulohy 3d nefesitelna. Uloha spocivala jmenovité
v substituci proménné za dvojclen v rdmci rozkladu algebraického vyrazu pomoci druhé
mocniny dvojclenu, coz jak se ukdzalo pfi rozhovoru, mnozi Zaci jesté nezazili. Dalsi
Ulohy prosly jinou zménou. Konkrétné, pilotni Glohy znacené jako 3b-3d byly nahrazeny

za 6a-6d, jelikoz pro uziti vzorcl museli Z&ci navic zadané vyrazy vhodné upravit.
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4.5 ZpUsob vyhodnoceni a prezentace dat

Data z obou &asti vyzkumu byla po dokonceni sbéru dat zpracovana zplsobem. Tento

zpUsob zahrnul:
Fézi 1: binarni rozliseni spravnosti a nespravnosti zékova feseni u viech cviceni testu;
Fazi 2: analyzu forem odpovédi v relaci ke krokdm feseni, tj. rozliseni nejcastéjsich chyb;

Fazi 3: zakddovani a digitalizace dat z minulych fazi. Diky tomu $lo monitorovat, jak se lisi

reseni zéka u rdznych podtypt cviceni, a to pomoci vlastniho programu v jazyce Python.

V rémci faze 3, kterd byla provedena az posledni, byla timto zpUsobem sledovéna data

dvojiho zaméreni. Slo o:

» Data o zékladnich podobach chyb, jichz se Zaci dopoustéji u hlavnich krokd fesent;

» Data o podrobnéjsich formach chyb, jez upresnuji formy rfeseni zaka vyse?'.
U vybranych cviceni provedeni faze 3 znamenalo, Zze se mimo Uspésnost jednotlivych
cviceni dala porovnat i Uspésnost a rfeseni napfi¢ témito cvicenimi, tj. daly se sledovat
i zakovské kombinace odpovédi napfic vice cvicenimi, coz pfineslo dalsi data pri jejich
vyhodnocent. Slo tak napt. sledovat, jak si z&ci vedli v rGznych okruzich. V kontextu déle
uvedenych vysledkd to napr. tedy znamenalo, Ze bylo mozné zjistit, zda zak (resp. vsichni
individudlni zaci) provadél(i) tutéz chybu nejen u jednoho cviceni, ale i vice cviceni
najednou. Z hlediska této prace pak umoznilo sledovani kombinaci také zodpovédét
vyzkumné otazky. Jinak feceno, skrze tuto analyzu bylo mozné s vétsi jistotou urdit, co bylo
hlavni potizi zakd - tj. Jaké aktivity Cini zakiim u vyrazd potize a také v jakych krocich jejich
pouziti nejvice chybuji (tj. vyzkumné otézka O-1).

Tab. 74: Korespondence okruht u pilotni a hlavni studie (déale se nasleduje pravé poradi)

Pilotni studie Hlavni studie
Cviceni 1 &2 ~ Cviceni 1 &2
Cviceni 3 &4 ~ Cviceni5 &6
Cviceni 5 & 6 ~ Cviceni 3 &4
Cviceni 7,8 & 9 ~ Cviceni 9,7 &8
Cviceni 10 & 11 ~ Cviceni 10 & 11

Poznédmka. Oznacenf celd studie’ slouzi v dalsim testu k oznaceni sjednocenych vysledk

pilotni a hlavni studie. Motivaci toho je zvétSeni vzorku u spolecnych cvi¢eni obou studii.

21 Pro srovnani razné velkych vzorkl pilotni a hlavni studie jsou data o zékladnich podobéch chyb
a feSeni 24kl uvadéna v relativni ¢etnosti. Vysledky u podrobnéjsich forem, které jsou zminény vyse,
jsou naopak uvadény i s hodnotou absolutni ¢etnosti - a to vlivem sledovani rozdill u skol. Pri
sledovéni jednotlivych dat se respektuje poradi polozek hlavni studie v rdmci Tab. 74.
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4.6 Vysledky vyzkumu
4.6.1 Cviceni1 &2

Zéakladni vysledky, které pochazi z okruhu: diagnostika porozuméni proménné, uvadi pro
cviceni 1 Obr. 38 a pro cviceni 2 i Obr. 39. Z téchto vysledkd lze vydist, ze vétsi problém
¢inilo zakdm cviceni 1. Toto volnéji zadané, kde doslo oproti cviceni 2, jen na intepretaci
konceptu proménné, a nikoli interpretaci jiz zadaného vyrazu, vedlo u zakd na podstatné
vétsi rozmanitost odpovédi skrze uvadéné role. Za spravnou odpovéd tu byly uznany 3
rizné role proménné. Jednalo se o: pismeno chapané jako urcitd neznama; pismeno jako
zobecnené Cislo; a zatreti i pismeno jako ndstroj exprese entit (predevsim pak parametr),
kdy zék koncept proménné popsal jako nastroj vyjadreni jinych matematickych objekttd ¢i
jejich manipulaci. Jiné uvadéné role jako spravné oznadit neslo. Divodem bylo i to, Ze Zaci
relativné casto kromé pfiméru ,proménna je pismeno’ uvadéliitzv. jiné role, coz znamena

pro prosménnou nespravné role, jez ilustruje Tab. 75.

Neuvedeni odpovédi

Jina chybnd odpovéd

Proménna jako nastroj exprese entit
Proménna jako pouhé pismeno
Proménna jako urcitd neznama

Proménna jako zobecnéné Cislo

0,0% 10,0% 20,0% 30,0% 40,0%
M Pilotni studie M Hlavni studie

Obr. 38: Zakladni prehled vysledkl - cviceni 1

Neuvedeni odpovédi
Jina chybna odpovéd

10 jablek (j jako jednotka)

Il.r

10 krdt mnozstvi jablek

0,0% 10,0% 20,0% 30,0% 40,0% 50,0% 60,0% 70,0% 80,0%
B Pilotni studie M Hlavni studie

Obr. 39: Zakladni prehled vysledkl - cviceni 2
Z hlediska vysledkd bylo déle zjisténo, ze u cviceni 2 byla signifikantné vys$si mira odpovédi
v podobé zobecnéného Cisla - a to u hlavni i celé studie. Za mozny divod lze potencialné
povazovat jeho zadani. Na rozdil od cviceni 1, kde s$lo uvést vic spravnych reseni najednou
(viz vyse), disponovalo cviceni 2 spravnym fesenim jen jednim, a to z dlvodu zadané role
pismene j. To znamena, ze jelikoz zadani obsahlo i kratkou poznédmku: j vyjadfuje pocet
jablek’, Zak mohl jiz rovnou snaze usoudit, Ze j bude zobecnéné Cislo, a tedy ze 10j tvori

jeho desetindsobek.
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Na druhou stranu, pro toto vyusténi je mozné vysvétleni i jiné. Lze napf. uvazovat, Ze Zaci
nemuseli byt ovlivnéni jen formou zadani, jez je popséana vyse, ale také odlisnou koncepci
cvi¢eni. To znamend, Ze mohli byt napf. ovlivnéni tim, jak byla proménné zadéana, tedy zda
byla zrovna vyjadrena jako slovo (viz cviceni 1) ¢i jako symbol zadany pismenem (coz byla
pravda pro cviceni 2). Tomuto vysvétleni by do jisté miry nasvédcovaly vysledky pro rizné
skupiny zakl v ramci téze skoly. Vétsina zaku, ktefi patrili do stejné vzdélavaci skupiny (tzn.
do tridy s jinym ucitelem), volila u cviceni T tutéz odpovéd, a to zfejmé proto, Ze byl v jejich
vyuce dfiv kladen ddraz na jiné role proménné - neboli jind pojeti algebry z oddilu 2.1.
Tab. 75: Jiné formy odpovédi - cviceni 1 (C1) - citace feseni zak(

Ukol: Stru¢né vysvétlete, co si v matematice predstavujete pod pojmem proménna.

Priklady vybranych odpovédi (pro Citelnost prepsané do digitalni podoby)

A Ddraz na dosazeni hodnot: ,Nékde vlozis vysledek a poté ho vytdhnes nékde.”

B Ddraz pouze na akt zmény bez napojeni na definici proménné: ,[Proménna je,] ze

proménis Citatele s jmenovatelem.”, ,Proméni se &isla.”, ,Ze se néco proméni.”

C Chépéani proménné jako konstanty: ,Cislo, co je konkrétné oznaceno.”

D Proménnd jako znaménko: ,Proménné je znaménko.”

E Proménnd jako exponent: [se zakrouzkovanim mocnitele 2 u x?]: ,na druhou je

promenna.”

. , . .2 . 1. . .
F Proménnd jako dprava zlomku: ,Kdyz mam S atozménim na Z, to je proménna.

G Obracend predstava zobecnéného disla: ,Proménna je jakékoli pismeno (j,x,y)

ukryté v Cisle.”

H Nematematické odpovédi: ,Dava smysl.” apod.

C1  ZSTachov = GOAML = ZSML ZS Plzen GPJP | ZSLliberec = Celkem
A 1(2 %) 0(0 %) 0 (0 %) 0(0 %) 1(3 %) 0(0 %) 2 (1 %)
B 2 (3 %) 2(7%) | 5(13%)  19(40%) 0(0%) 3(7 %) 31 (12 %)
C 0(0 %) 0(0 %) 0(0 %) 0 (0 %) 0(0 %) 1(2 %) 1(<1%)
D 0(0 %) 0(0%)  4(10%) 0(0%) 0 (0 %) 0(0 %) 4(2 %)
E 0(0 %) 0(0 %) 2(5%) 0(0 %) 1(3 %) 0(0 %) 3(1%)
F 0 (0 %) 0(0 %) 2(5%) 0(0 %) 0 (0 %) 1(2 %) 3(1%)
G 0 (0 %) 0(0 %) 0(0 %) 0(0 %) 0 (0 %) 1(2 %) 1(<1%)
H 1(2 %) 0(0 %) 0(0 %) 0(0%) | 3(10%) 0(0 %) 4(2 %)
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Pokud jde o samotné vyhodnoceni okruhu, z vysledkd déle také vyplynulo, Ze spravnost
reseni byla v celé studii asi 49,4 %. Z roli, které byly oznaceny jako spravné, bylo nejvice
zastoupeno pismeno jako neznédma a zobecnéné Cislo, a to patrné vlivem vyuky zaka.
U téch, u nichZ byla pred testem podle uciteld vyuka soustfedéna na probirani soustav
rovnic (tzn. koncepty algebry, kde je pismeno Casto pouzito jako neznadma), byla v prevaze
spravna reseni cviceni 1 spojena s tim, ze zak uvadél roli neznédmé. Naopak, u skol, kde se
ucivo lisilo, byla dominantni jind feseni. Vtomto pfipadé prevazovalo ve spravnych
fesenich pismeno popsané zdkem jako zobecnéné cislo, coz Ize opét vysvétlit tak, Ze na
chapani roli mohl mit vliv nejen obecny vyklad pred testem, ale i jeho nedavna népln - tj.
posledni probirané ucivo pred konanim testu.

Z dalsich vysledkt stoji za uvedeni, Ze Gspésnosti zakl u cviceni 1 byla v zdsadé identicka
u hlavnii pilotnf studie. U pilotni skupiny, jiz pfedstavovala jen ZS Liberec, uvedlo nékteré
ze tfi uznanych reseni asi 47,6 % zak(, kdezto u hlavni studie, to bylo asi 49,3 %. Na druhou
stranu, skolni vysledky se zde velmi lisily. Ukézalo se, Ze souhrnna Gspésnost 49,3 % byla
vlivem extrémU malo reprezentativni pro kazdou z dil¢ich skol (viz Tab. 76), a to i s tim, ze
nebylo ani obvyklé, aby Zaci uvadéli vice roli najednou. Mysleno je tim to, Ze pouze 2
Zaci z celé studie uvedli u cviceni 1 vic roli proménné nez jednu. To ukazuje, ze i kdyz Zaci
zkousi proménnou vymezit, a to klidné i skrze spravné feseni, spojuji si samotny koncept

v danou chvili ¢asto jen s jednou roli, a to i presto, ze podle dalsich cvi¢eni znaji roli vice.

Tab. 76: Chybovost (X) a Uspésnost (V) ve cviceni T & 2 (C1 & C2) na skolni drovni

C1 ZS Tachov GOAML ZS ML ZS Plzery GPJP ZS Liberec
X 10 (17 %) 17(57 %) = 34(85%) 37 (79 %) 6(20%) | 22(52 %)
v 50 (83 %) 13 (43 %) 6 (15 %) 10 (21 %) 24 (80%) | 20 (48 %)
C2 ZS Tachov GOAML ZS ML ZS Plzeri GPJP ZS Liberec
X 12 (20 %) 11(37%) = 35(88 %) 25 (53 %) 9 (30 %) 11 (26 %)
v 48 (80 %) 19 (63 %) 5(12 %) 22 (47 %) 21(70%) | 30(74 %)

Co se tyké cviceni 2, mimo toho, ze Slo v okruhu o cvi¢eni s vyssi Uspésnosti (rozdil pro
celou studii tvoril asi 9 %), Uspésnost byla vyssii u na Grovni skol. Jmenovité, vétsina skol
celé studie dosédhla na vyssi Uspésnost u cviceni 2 nez u cviceni 1, coz vedlo i na analyzu
téchto cviceni prostrednictvim kombinace jejich feseni. Tato analyza poté ukazala, ze dilci
Zaci nejcastéji dokazali resit obé cviceni spravné. Tato kombinace byla v celé i hlavni studii
vypozorovana u necelych 40 % zaku, kdy druhé nejcastéjsi feSeni - obé cviceni chybné Ci
bez resenineboli kratce: obé nespravné - uvedlo asi 33 % zakd u hlavni studie i celé studie.
Posledni kombinace byla tudiz sledovéna nejméné. Kombinace: jedno cvi¢eni spravng,
druhé nespravné, byla pritomna asi 30 % zakd celé i hlavni studie, kdy, jak vyplyvéa z Tab.

76, timto Castéji spravné reSenym cvi¢enim bylo cviceni 2.
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V rdmci kombinace déle vyplynulo, Ze vétsina zakl proménila svou odpovéd - tzn. u obou
cviceni pismena proménila svou roli. Specificky, ze véech testovanych zakl jen minorita asi
10 % 24kl hlavni studie uvedla roli zobecnéného ¢isla u obou cviceni soucasné, kdy, jak
dokladaji Obr. 39 a Obr. 38, role vice figurovala u cviceni 2.2?

Tab. 77: Chybovost (X) a Uspésnost (V) cvicen/ 10 & 11 (C10 & C11)

Kombinace odpovédi Pocet zakd Podil zaka

(u stejného zaka) (Hlavni/cela studie) (Hlavni/cela studie)
Clv A C2X 25/29 12-13%/11-12 %
CtX A C2V 37/51 17-18 %/ 20-21 %
Cilv A C2V 78/94 37-38%/37-38 %
C1X A C2X 72/81 34-35%/32-33 %
Cl1v A C2V:. Zobecnéné ¢islo 14/21 6-7 %/ 8-9 %
Cl1v A C2V: Neuvedeni odpovédi 10/11 4-5%/4-5%

4.6.2 Cviceni 3 &4

Cvicenli, kterd se v testu zaméfrila na standardni manipulaci pfi provadéni zjednoduseni
vyrazl a rozklad na soucin, maji své vysledky zobrazené v Obr. 40 az Obr. 46. Jako prvni
je mezi témito vysledky provedeno shrnuti cviceni 3, jez bylo zaméreno na zjednoduseni
vyrazd (Obr. 40 az Obr. 42). Dlvodem je to, Ze cviceni 3 jesté od 24kl nevyzadovalo, aby
na samém pocatku feseni provedli analyzu zadani pro vybér vhodné metody, jak vyrazy
upravit, a dale to, Ze se tamni chyby mohly projevit i u cviceni 4. Z tohoto ddvodu bylo
cviceni 4 pokryto az déle, a to presnéji v Obr. 43 az Obr. 46. Dalsim dGvodem pro toto
umistnéni je také to, ze cviceni 4 vyzadovalo i zminéné urceni metody. To znamena, ze Z&ci
nad rdmec aplikace jiz nauc¢eného algoritmu museli formou strukturélniho uvazovani urcit

i vhodnou metodu rozkladu vyrazu na soudin pro kazdy zadany vyraz, a tedy slo ocekavat,

Vv

22 Srovnani (cviéeni 2): Novotna (2014, s. 123), jejiz uloha: ,V bedynce je j kilogramd jahod. Co
znamena vyraz 5j?", vedla k navrhu cviceni 2, téz zjistila zdmény role jednotky a zobecnéného cisla
(resp. zdmény role jednotky a role poctu jednotek). Ve svych vysledcich shrnula vse takto (s. 97):
JNejcastéji jsem se u zakl setkala s problémem, Ze nedokézali rozlisit vyznam pojmd ,jedna
bedynka” (pod tim si vétsinou predstavili cely jeji obsah véetné vsech souvisejicich vlastnosti, jako
byla hmotnost v ni ulozenych jahod), ,hmotnost jahod v jedné bedynce” a ,pocet kilogramd jahod
v jedné bedynce”. U dvou 2akd se objevil i nézor, Ze oznacuje 1 kg, tedy jednotku hmotnosti.

23 Srovnani (cvi¢eni 3): Uloha M34 z TIMSS 2007 (Obr. 13), jez typem odpovidala vy$e pouzité dloze
3c, byla i pres pridavek volby feseni, spravné vyresena jen u asi 25 % zakd, tedy u méné pouzité
Ulohy s otevienou odpovédi. Vysvétleni vsak mlze leZet pravé v tomto. To, ze zadani obséahlo
i nabidku, mohlo totiz ¢eské Gcastniky TIMSS 2007 spiSe svést k tomu, aby vyraz nezkouseli upravit,
ale radéji vysledek jen odhadli neboli urdili ,od oka’. Zavorky a nutnost upraveni znamének byly pak
jenom komplikujici faktor. Jednalo by se totiz o pfidané prvky naro¢nosti vedouci na chyby velkych
skokl, coz naznacuje i Uloha M33: ,Ktery vyraz se rovna vyrazu 4x- x + 7y - 2y ?" (Fryzek & kol.,
2009, s. 42), kde byla bez obou prvkd Uspésnost zaka 75,8 %.
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Neuvedeni odpoveédi

Jind chyba

Ukonové chyba — nasobeni
Ukonova chyba — s¢itani
Numericka chyba

Spravny vysledek/postup

Neuvedeni odpoveédi

Jina chybna odpovéd
Ukonova chyba — nasobeni
Ukonova chyba — s¢itani
Numericka chyba

Spravny vysledek/postup

Neuvedeni odpovédi

Jina chybnd odpovéd
Ukonova chyba — nasobeni
Ukonové chyba — s¢itani
Numericka chyba

Spravny vysledek/postup
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Obr. 40: Zakladni pfehled vysledkl - dloha 3a

I‘rw
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M Pilotni studie B Hlavni studie

Obr. 41: Zakladni pfehled vysledkl - dloha 3b

ll'!rl
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Obr. 42: Zakladni prehled vysledkl - dloha 3¢
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Jak uz bylo popsano v Tab. 69 pfi rozboru okruhu o standardni manipulaci, motivaci pro
zafazeni cviceni 3 bylo ovérit vysledky starsich vyzkumd v oblasti Uprav vyrazd. Konkrétné,
cilem bylo ovéfit, zda jinymi autory uvadény vztah zdvorek a Uprav znamének a vyssi
narocnost Uprav vyrazu bude zjistén i zde pfi navyseni jejich poctu - neboli zda nejhlre
dopadne uloha 3c. Vysledek to viak nepotvrdil. V rozporou s plvodnim predpokladem,
jenz byl zaloZzen na oddilu 2.7, provazela pro hlavni studii nejnizsi Uspésnost ulohu 3a, coz
byla Uloha s nejmensim poctem prvkl obou typu. Z tohoto divodu nelze usuzovat, Ze by
navySeny pocet a slozitost obou prvkl jednoznacné nezvysoval obtiznost, ale naopak Ize
naznacit, Ze na obtiznost mize mit vliv spis jejich vyskyt, tj. Ze zdsadni nemusi byt pfimo
jejich pocet, ale to, zda se v zadani objevi.

Skutecnost, ze zasadni mize byt opravdu spi$ pfitomnost téchto prvkd, naznacduje z<¢asti
i prevazujici chyba ve cviceni 3. Tato chyba byla konkrétné napojena na zménu znamének
pfi odstranéni zavorek, kdy doslo na zdménu pravidel ndsobeni, a to pro dvojici zdpornych

Cisel za ndsobeni ¢isla kladného a zadporného.

Soucasné, chyba také prevaZovala na témZze misté vyrazl, z ¢ehoz Ize usuzovat mozny
zdroj této chyby. U majority téchto reseni nastala totiz chyba az u druhého ¢lenu zavorky,
tj. uzvyraznénych clenl vyrazl jako —2x-(x —1) ¢i —(Bx—7), cili u clend, jez byly
vybaveny znaménkem.*

Dalsi chyby, které nastaly, uz nebyly tak pocetné, ale byly neméné zédvazné. Jak ukazuje
napf. Tab. 78, kromé rlznych pfipadd neekvivalentnich Gprav (opomenuti ¢asti zapisu
z minulého kroku feseni ¢i bloudéni z oddilu 2.8), $lo i o potfebu uzavienosti z oddilu 2.6.
U této chyby byl v hlavni studii zjistén celkovy vyskyt skoro u Sestiny zakl (cca 18 %), kdy

kromé 1 % zaka téchto zakl zlstala chyba zachovéna i u cviceni 4.

Z hlediska interakce bylo dale také pozorovéno, Ze vétsina z4kd, ktefi takto chybovali,
(tzn. spadaly do feseni: Neuvedeni odpovedi) a ve cviceni 2 zase uvadéli jen roli jednotek
(tedy 10j jako ,10 jablek’). Vystupem tedy bylo, Ze tito zaci zfejmé disponovali jen velmi
formalnim porozuménim jazyka pismen. Presnéji, vzhledem k jejich vysledklm i u cviceni
8 & 9 (témér vzdy provézené potfebou uzavienosti pfi Upraveé vyrazu), Ize uvést, Ze na viné

bylo asi neporozuméni zékladnim konceptdm algebry - a to zejména rolim proménné.

247 tohoto Ize predpokladat Ze pavodcem byl pravdépodobné zapis znamének. Vzhledem k tomu,
Ze se znaménko minus vyskytovalo pred zévorkou i pfed ni, mohl Zék nabyt podezfeni, ze se
znaménka budou ménit, nicméné nevédél jak a poté chyboval pfi odhadnuti postupu.
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V pripadé cviceni 4, které bylo déle napojeno na hledéani soucinového tvaru, byly vysledky
z hlediska chyb méné jednotné nez u cviceni 3. U dlohy 4a a 4c, ve kterych méli zaci po
radé zjistit, Ze nejvhodnéjsi je uziti vytknuti a druhé mocniny dvojclenu, byla nejvic pocetna
chyba pfi uréeni vhodné metody postupu (tedy zaména zpUlsobu prevedeni vyrazu na
soucin pfi jeho spojeni s chybnym vypracovanim této vybrané metody), kdezto u 4b slo
vice o provedeni spravné zvolené metody. Z hlediska zamény byly také chyby jiné v rdmci
Uloh. U dlohy 4c bylo napf. nejcastéjsi, ze zaména probéhla za identitu soucinu souctu
a rozdilu; u 4b to bylo za vytykédni a soucin souctu a rozdilu (u obou v obdobné cetnosti),
a u 4a to bylo za druhou mocninu dvojcélenu. Vysvétleni vSech téchto voleb je pak zfejmé
v prototypech. Konkrétné, u dlohy 4c mohlo nejcastéjsi zaménu metod podpofit to, Ze Zaci
rozdil druhych mocnin vnimali jiz implicitné jako svdj prototyp pro uziti rozdilG ctvercd,
zatimco u 4a mohlo $lo podle vysledki o to, ze zadany troj¢len 3x2 + 9x + 3 zaménovali

iza3x% + 6x + 9, jeZ si byly podobné.

V pripadé dlohy 4c, jez byla naopak mezi studiemi oproti jinym Glohdm vice pozménéna
(pro hlavnibyla doplnéna o to, ze zdk musel vyraz nejprve upravit premisténim jeho ¢lend),
méla hlavni verze Glohy snizenou Uspésnost. Z vysledkd vyplynulo, Ze pilotni verzi spravné
vyresilo asi 43 % zakl; kdezto hlavni verzi asi jen 30 %, tedy ani ne tfetina. Na druhou
stranu, ze vSech zaka, ktefi byli provedeného vyzkumu Gcastni, jen vétsi ¢ast hlavni studie
uvedla u Ulohy alespon néjaké resenti. Pro hlavni studii byla zkoumané vynechanost v dloze
nemusela byt dana jen volbou vhodné metody prevodu vyrazu na soudin (pokud by ji Zaci
nenasli, lohu by napf. vynechali), ale spiSe i Upravou Ulohy. Vzhledem k tomu, Ze zadani
ani jednoho z testd UmysIné neuvédélo, ze je vhodné jisté vyrazy nejprve upravit, je mozné
(a vysledky téz ovéritelné), ze tuto prvotni Upravu provedlo jen mélo chybujicich zakd,
zatimco ostatni zkouseli vyuzit vzorce u plvodnich vyrazd, coz vedlo na chyby v provedeni

metody?.

25 Srovnani (cvi¢eni 4): Vyzkum od Zalské (2015), jenz v porovnani se cvicenim 4 zahrnul
i srovnatelné (ale snazsi) Ulohy na rozklad vyrazl na soudin, pfinesl tfeba zjisténi, ze Zaci dosahovali
velmi nizké Uspésnosti pfi uplatnéni vytykani. Ulohu zde tvofilo nasledné zadani: ,Rozlo#te na
soucin 2x + 4" (s. 369), kdy vystup byl, Ze zadny zék nedokazal kol spravné provést bez poskytnuti
napovédy. | s ni jej pak spravné provedlo asi jen 30 % 2akd (z 16 z 8.1 9. ro¢niku). V ndvazné Uloze:
x% — 5x oproti tomu byla Uspé$nost i bez nadpovédy 60 %, kdezto u uloh: 16 — p?, 4a? — 25b?
zkouselo vyrazy upravit 7 zaka, ktefi s nimi méli ze skoly zkusenost, ale bez ziskadni ndpovédy uspéli
pouze 2.
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Neuvedeni odpovédi
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Chyba ve spravné zvolené metodé
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Obr. 43: Zakladni prehled vysledkl - dloha 4a

Neuvedeni odpovédi
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Obr. 44: Zakladni prehled vysledkl - dloha 4b

Neuvedeni odpovédi
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Obr. 45: Zakladni prehled vysledkl - dloha 4c

Neuvedeni odpovédi
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Chyba ve spravné zvolené metodé
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Obr. 46: Zakladni prehled vysledkl - dloha 4d
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Co se tykéd posledni tlohy, kterou byla Uloha 4d (Obr. 46), i zde bylo zadani jiné pro obé
studie. Jak uz stalo v popisu obou studii, Gcastnici pilotdze tuto Ulohu oznadili za vibec
nejnarocnéjsi ¢ast testu, a to i v doprovodu nejnizsi Uspésnosti. Pii diskuzi napf. uvadéli,
Ze pricinu tohoto nelspéchu nevidi pfimo v nédrocnosti zadani, ale spise v malé zkusenosti
s timto typem uloh, tj. stypem Uloh, kde se maji dosadit dvojcleny za proménnou skrze
substituci ¢ = a + b, nikoli jen pfi substituci jednoclenu. Zajimavé vsak je, Ze jinde stejné
dosazeni dokazali. Konkrétné se tak stalo u cviceni 7 & 8, kde mnozi Zaci, ktefi chybovali
u 4d, spravné dosadili dvojcleny ve tvaru x + 2 a a + b dovzorce S = ¢ - d, ¢imz Ulohu fesili
spravné. Z toho plyne, ze chyba zminéné vyse zfejmé nebyla ddna neporozuménim uzité
identity, ale spiSe jen nezkusenosti a nerozvinutym generickym modelem. Ostatné, jak
ukdzala déle i hlavni studie supravenou verzi Ulohy, kdyz nebyly pouzity vzadani
dvojcleny, Uspésnost vyznamné vzrostla. Pro pfipomenuti, v hlavni studii byly fecené
dvojcleny kvili zjisténym vysledkdm pilotédZze nahrazeny jen za méné naroc¢né jednocleny,
a to s pridanym krokem upravit tyto ¢leny pred rozkladem zménou odstranénim jejich
znamének. Jako vysledek vyslo, ze zaci v této verzi dlohy dosahli primérné Uspésnosti
49 %. Nejcetnéjsi chybou se po zméné stala pochybeni spadajici do chyb velkych skokd,
tedy chyby, kdy Zaci provadéli véechny kroky najednou a v ¢asti zapisu provedli chyby pfi
vyuziti spravné metody. Tim skondili se 2 druhy chyb: Zaprvé s chybou, kdy nespravné
upravili znaménka nékterého clenu, a dale chyba, jeZ vznikla pfi odmocnéni mocnin
v mocniteli proménné. Alespon jednu tuto chybu (pfi spravném feseni ulohy 4b, kde se
méla pouzit tatdz identita) ucinilo pak v hlavni studii 9 % zakl. Stoji pfitom za zminku, ze
stejné jako u pilotni dlohy 4b, i zde mensina zakl (N = 4) resila dlohu alternativné. Timto
resenim bylo pri prevedeni vyrazu na soucin jen vytknuti ¢isla 1, tj. spravné reseni, jez bylo

v ndvrhu vyzkumu sice zvazeno, ale nebylo UmysIné zakdzano s tim, zda jej Zaci vyzkousi.

Dalsi kategorie chyb, které byly dopredu ocekavany a nastaly, byly dvé chyby ve spravné

zvolené metodé. Pro Ulohy 3a-3c i 4a se jednalo o:
1. nahrazeni vytknuti celého clenu z vyrazu za jeho odecteni, tj. jako v oddilu 3.2.6,
2. nezapsani vytykaného ¢lenu v feseni Glohy, ackoli pfi feseni vytykani zapsan byl.

Tato druhé chyba, jez v pfedchozim textu oproti prvni rozebirdna nebyla, byla zjisténa jen
u Casti skol, které se shodovaly v aktuaIné probiraném ucivu. Presnéji slo o skoly, kde byl
pred testem vénovan vyklad uciteld feSeni rovnic a jejich soustav, kvali c¢emuz byla chyba

nazvéana jako ,vliv Gpravy rovnic’.
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. B (7 A 1’\‘ . _
9 3+ 9x+3= KEAR Q’é%‘/}(\z + 5%+ ) ‘

=
")

Obr. 47: Uloha 4a (hlavni) - Zak pi$e vytykany ¢len jen pod rovnitko, ale ne pred zavorku.
Oznaceni tohoto typu (Obr. 47) vychazi prevéziné z toho, jak se tato chyba projevovala.
Z&k pti jejim provadéni nejprve z vyrazu sice vytkne, nicméné vysledek tohoto procesu
poté nepiSe cely, ale bez vytykaného ¢lenu. Namisto, aby jej tedy zahrnul pred zévorku, jiz
vétsinou ani neuvadi, vytykany ¢len nespravné umisti jen nad ¢i pod predchazejici rovnitko
(viz ukazku vyse), atoipro cviceni 3. Tam se ivzhledem k jinému charakteru Glohy zminéna
chyba projevuje mirné jinak. Vétsina chybujicich zakd nejprve jen dojde ke spravnému
vysledku (tedy vyraz zjednodusi), nicméné, nez aby se s nim spokojili, prevedou jej do

soucinového tvaru za vyse uvedeného postupu (Obr. 48).

r 9 p ) A
" 3 ) " 4

¢) 2x (x+1)-x(-x-1)=/ % ) ) I AYE K )\ A T4

Obr. 48: Uloha 4c (hlavni) - Z&k dochézi vyrazu ke spravnému vysledku 3x% + 3x, avéak nasledné
chybné vytyka &islo 3.

Tab. 78: Podrobnéjsi prehled vysledkd - cviceni 3 & 4 (C3 & C4)

Cetnost hlavnich Gkonovych chyb v souctu vyrazd

3a ZS Tachov = GOAML ZS ML ZS Plzen GPJP Celkem
A-1 7 (12 %) 0(0 %) 6 (15 %) 2 (4 %) 0 (0 %) 15 (7 %)
A-2 2 (3%) 0 (0 %) 0(0 %) 3 (6 %) 0 (0 %) 5 (2 %)
3b ZS Tachov = GOAML ZS ML ZS Plzen GPJP Celkem
A-1 11 (18 %) 0(0 %) 8 (20 %) 2 (4 %) 0(0 %) 21(10 %)
A-2 0(0 %) 0(0 %) 0(0 %) 0 (0 %) 2 (7 %) 2 (1 %)
3c ZS Tachov = GOAML ZS ML ZS Plzen GPJP Celkem
A-1 5(8 %) 0(0 %) 6 (15 %) 1(2 %) 0(0 %) 12 (6 %)
A-2 1(2 %) 0(0 %) 0(0 %) 0 (0 %) 0(0 %) 1(<1%)

= A —1: Potfeba uzavienosti (Obr. 49)
* A —2:Z4ména pravidel souctu za pravidla soucinu (Obr. 50)

b

ATy ‘
a) —x+3-2-(x3+1)=fe (22 +2) -x t3 =7x

Obr. 49: Uloha 3a (hlavni) - 74k s¢ita 2x? + 2 = 4x* a (—x +3) = —3x a pak 4x%* — 3x = —7x.

) 2x (x+D)-x-(-x-1)=7y ?‘+Z;(+x2“7,\/ :t‘ZxL"f"/xl

Obr. 50: Uloha 3¢ (hlavni) - Zak s¢ita (2x% 4+ x2) + (2x — 1x) = 2x2%% + x = 2x* + 1x.
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Cetnost hlavnich Gkonovych chyb v soucinu vyraz(i
ZS Plzen

3a

T wWmwm W™
|
Ul W N

3b

W wmwm ™
|
Ul W N e

W mwm W
|
Ul W N -

7S Tachov
%)

(%)

GOAML

6 (20 %)
0(0 %)
4(13 %)
0(0 %)
0(0 %)

GOAM
(20 %)

ZS ML
9 (23 %)
0(0 %)

0(0 %)

410 %)

0 (

= B —1: Chybné uplatnéni znaménkové konvence

* B —2:Zdména pravidel soucinu za pravidla souctu (Obr. 51)

= B —3: Uplatnéni zvyklosti z Gprav rovnic na algebraické vyrazy (Obr. 52)

* B —4:Ignorovani zédvorky, resp. zdména poradi krokd postupu (Obr. 53)

= B —5: Chybna Uprava proménnych a jejich mocnin (mimo B-2)

c) 2x

v+ 1)=-x(-x-

)= Bk Tp 00t =B%

Obr. 51

a) —x+3-2-(x*+1)=

Celkem
3 (11 %)

Celkem
23 (11 %)
0(0 %)
1(<1 %)
0(0 %)
0(0 %)
Celkem

: Uloha 3c (hlavni) - 74k mocnitele proménné x snizuje na 1 a zbytek pficitd ke
koeficientu, viz2x! - x! = (2 + 1) - x.

Obr. 52: Uloha 3a (hlavni) - 24k povazuje k sobé& opa¢né mnohocleny za ekvivalentnt.

3. Zjednoduste vyrazy:

a) -x+3—2-(x2+1)=-X+4' O‘i"

/[): _x-Axextit x£1x+1

Obr. 53: Uloha 3a (hlavni) - Zék naru$uje pofadi operaci a pocitd —x + (3 — 2) - (x% + 1).

Cetnost hlavnich chyb z kategorie ,jiné chyby’

3a

7S Tachov
5(8 %)

GOAML
0 (0 %)

7S ML
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0 (0 %)
4(13 %)
0(0 %)
0(0%)

Celkem
6 (3 %)
9 (4 %)
2 (1 %)
1(<1%)



3b ZS Tachov = GOAML ZS ML ZS Plzen GPJP Celkem

c-1 0 (0 %) 3(10%) | 2(5%) 0 (0 %) 1(3 %) 6 (3 %)
C-2 0(0 %) 0 (0 %) 0 (0 %) 0 (0 %) 0(0 %) 0(0 %)
C-3 0(0 %) 0(0 %) 2 (5 %) 1(2 %) 1(3%) 4(2 %)
C—4 0 (0 %) 0 (0 %) 0 (0 %) 3 (6 %) 2 (7 %) 5(2 %)
3c ZS Tachov = GOAML ZS ML ZS Plzen GPJP Celkem
c—1 3(5%) 0(0 %) 2 (5 %) 0(0 %) 0(0 %) 5(2 %)
C-2 0 (0 %) 0 (0 %) 0 (0 %) 0 (0 %) 0(0 %) 0(0 %)
cC-3 0(0 %) 0(0 %) 0(0 %) 0(0 %) 0 (0 %) 0(0 %)
C—4 0(0 %) 0 (0 %) 0 (0 %) 4(9 %) 0 (0 %) 4(2 %)

» C—1:Zdména znamének operaci v pribéhu postupu (Obr. 54).

» C—2: Opomenuti opisu ¢asti zapisu mezi kroky postupu.

= C—3:Dojem, Ze Ize pfi Upravé vyrazu uplatnit algebraickou identitu (Obr. 55).
= C—4: Odecteni/vytknuti vyrazl na zédkladé vizuéIni podobnosti (Obr. 56).

Neuvadéné jiné chyby byly pozorovény pouze u 1 zaka.

) zx-(x+1)—x-(—x—1)=m (;)XQ’-% QX) .(_,4 %Q_qu) I

Obr. 54: Uloha 3a (hlavni) - Zak prechazi k zaméné operace souctu (prvné rozdilu) za soucin.
b) 2x+@Bx+7)—x-Gx-7= Lx&=Ot-UY -x =2 -40 - Q- =t |

Obr. 55: Uloha 3n (hlavni) - 24k zaménou spojuje zavorky skrze: (3x + 7)(3x — 7) = 9x% — 49.

b 2x+(Bx+7)—x—(Bx-7)= "24"?"} g [ﬁx*ﬂ/)

Obr. 56: Uloha 3b (hlavni) - Zék ztotoziuje zavorky pfi hledani soucinového tvaru.

Cetnost hlavnich chyb v zaméné (a chybném poufziti) metody

4a ZS Tachov = GOAML ZS ML ZS Plzen GPJP Celkem
D-1 3(5 %) 2(7 %) 3(8 %) 1(2 %) 0 (0 %) 9 (4 %)
D-2 0(0 %) 0 (0 %) 0(0 %) 0 (0 %) 0 (0 %) 0 (0 %)
D-3 0(0 %) 0 (0 %) 0(0 %) 0 (0 %) 5(17 %) 5(2 %)
4b ZS Tachov = GOAML ZS ML ZS Plzen GPJP Celkem
D-1 0(0 %) 0 (0 %) 0(0 %) 0 (0 %) 0(0 %) 0(0 %)
D-2 0(0 %) 0 (0 %) 0(0 %) 0 (0 %) 0(0 %) 0 (0 %)
D-3 0(0 %) 0 (0 %) 2 (5 %) 0 (0 %) 1(3 %) 3(1%)
4c ZS Tachov = GOAML ZS ML ZS Plzen GPJP Celkem
D—1 0(0 %) 0 (0 %) 0(0 %) 0 (0 %) 0(0 %) 0(0 %)
D—2 19(32%)  3(10%) 0(0 %) 0 (0 %) 0(0 %) 22 (11 %)
D-3 6 (10 %) 3(10%) 2 (5 %) 7 (15 %) 5(17 %) 23 (11 %)
4d ZS Tachov = GOAML ZS ML ZS Plzen GPJP Celkem
D-1 1(2 %) 0 (0 %) 0(0 %) 1(2 %) 0(0 %) 2(1%)

D—2 2 (3 %) 0 (0 %) 0(0 %) 0 (0 %) 0(0 %) 2(1%)

D-3 0(0 %) 0 (0 %) 0(0 %) 0 (0 %) 0(0 %) 0(0 %)

= D - 1:Z4k voli a chybné pouzivé identitu druhé mocniny dvoj¢lenu (Obr. 57).
= D —2: 74k voli a chybné pouziva identitu soucinu souctu a rozdilu (Obr. 58).
= D - 3:Zak voli a chybné pouziva vytykéani ¢i postupné vytykani (Obr. 59).
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L
a) 3x2+9x-l-3=?3k’\1 2% 44\ 2% (‘7“ * ) |

Obr. 57: Uloha 4a (hlavni)- Zak nasel spravny vysledek, ale nechavé se svést prototypem vzorce.

c) x2+4y?—4dxy = (‘x tly- i‘*j\ (» riJ fl.)

Obr. 58: Uloha 4c (hlavni) - Z&k zaménil x2 + 4y? za (x + 2y)? a chyboval pfi odmocnéni —4xy.

c) x?+4y?—4xy =M)( ?'"‘\' L&(‘:&" X’\

Obr. 59: Uloha 4c (hlavni)- Z&k vybiré jinou metodu nez vzorec a vytyka jen z &asti vyrazu.

Cetnost hlavnich Gkonovych chyb v soucinu vyraz(i

4a ZS Tachov GOAML ZS ML ZS Plzen GPJP Celkem
E-1 5(8 %) 4(13 %) 0(0 %) 0 (0 %) 0 (0 %) 9 (4 %)
E-2 1(2 %) 0(0 %) 0(0 %) 1(2 %) 0 (0 %) 2 (1 %)
E-3 1(2 %) 413 %) (2 %) 1(2 %) 1(3 %) 9 (4 %)
E—4 1(2 %) 1(3 %) 1(3 %) 1(2 %) 1(3%) 5(2 %)
E-5 0 (0 %) 0(0 %) (0 %) 4(9 %) 0 (0 %) 4(2 %)
4b ZS Tachov GOAML ZS ML ZS Plzen GPJP Celkem
E-1 1(2 %) 0 (0 %) 0 (0 %) 0(0 %) 0 (0 %) 1(<1%)
E-2 (0 %) 0(0 %) 0(0 %) 0 (0 %) 0 (0 %) 0(0 %)
E-3 0(0 %) 0(0 %) 0(0 %) 0 (0 %) 0 (0 %) 0 (0 %)
E-4 (3 %) 0(0 %) 1(3 %) 2 (4 %) 0 (0 %) 5(2 %)
E-5 10 (17 %) 0(0 %) 0(0 %) 0 (0 %) 0 (0 %) 0 (5 %)
4c ZS Tachov GOAML ZS ML ZS Plzen GPJP Celkem
E-1 0 (0 %) 0 (0 %) 0(0 %) 0 (0 %) 0 (0 %) 0 (0 %)
E-2 0(0 %) 0(0 %) 0(0 %) 0 (0 %) 0 (0 %) 0 (0 %)
E-3 0(0 %) 0(0 %) 0(0 %) 0 (0 %) 0 (0 %) 0 (0 %)
E-4 6(10 %) 3(10 %) 0(0 %) 1(2 %) 1(3 %) 1(5 %)
E-5 8 (13 %) 0(0 %) 4(10%) = 4(9 %) 1(3 %) 7 (8 %)
4d ZS Tachov GOAML ZS ML ZS Plzen GPJP Celkem
E-1 0 (0 %) 0(0 %) 0 (0 %) 0 (0 %) 0 (0 %) 0 (0 %)
E-2 0(0 %) 0(0 %) 0(0 %) 0 (0 %) 0(0 %) 0(0 %)
E-3 0(0 %) 0(0 %) 0(0 %) 0 (0 %) 0 (0 %) 0 (0 %)
E—4 3(5%) 3(10 %) 0 (0 %) 0 (0 %) 2 (7 %) 8 (4 %)
E-5 2 (3 %) 0(0 %) 0(0 %) 0(0 %) 0 (0 %) 2 (1 %)

» E - 1: Zdména vytknuti ¢lenu za jeho odecteni (Obr. 60).

» E —2: Vytknuti jen z vybranych ¢lend vyrazd (nepfevedeni vyrazu na soucin).

» E — 3: Ovlivnéni fesenim rovnic - zdk neuvadi vytykany ¢len.

» E —4: Chyba jen pfi praci s ¢iselnymi koeficienty.

» E—5: Chyba jen pfi praci s proménnymi (napr. v jejich poctu u pouZiti vzorce)

a) 3x*+9x+3= 3“{2“'3)()

Obr. 60: Uloha 3a (hlavni) - Absolutni ¢len vyrazu je s jeho vytknutim odecten.
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Cetnost hlavnich chyb z kategorie ,jiné chyby’ (chyby pFed volbou metody)

4a Z5 Tachov | GOAML Z5 ML ZS Plzefs GPJP Celkem
F—1 3(5%) 0(0 %) 10 (25 %) (6 %) 0(0 %) 6(8 %)

F—2 1(2%) 0(0 %) 0 (0 %) 0 (0 %) 0(0 %) 1(<1%)
F-3 0(0 %) 0(0 %) 0(0 %) (2 %) 0(0 %) 1(<1%)
F—4 0(0 %) 0(0 %) 0(0 %) (0 %) 0(0 %) 0(0 %)

4b Z5 Tachov = GOAML Z5 ML ZS Plzen GPJP Celkem
F-1 2(3%) 0 (0 %) 9 (23 %) 6 (13 %) 1(3 %) 18 (9 %)

F-2 0(0 %) 1(3 %) 0(0 %) 0(0 %) 0(0 %) 1(<1%)
F-3 0 (0 %) 0 (0 %) 2(5%) 1(2 %) 0(0 %) 3(1 %)

F—4 0(0 %) 1(3 %) 1(3 %) 2 (4 %) 0(0 %) 4(2 %)

4c Z5 Tachov | GOAML Z5 ML ZS Plzefs GPJP Celkem
F—1 2(3%) 0(0 %) 8 (20 %) (4 %) 1(3%) 13 (6 %)

F—-2 0(0 %) 1(3 %) 0 (0 %) 0(0 %) 0(0 %) 1(<1%)
F-3 0(0 %) 0(0 %) 5(2 %) (0 %) 0(0 %) 5(2 %)

F—4 0 (0 %) 1(3 %) 1(3 %) (0 %) 0(0 %) 2(1 %)

4d Z5 Tachov = GOAML Z5 ML ZS Plzen GPJP Celkem
F—1 1(2%) 0(0 %) 7 (18 %) 2 (4 %) 0(0 %) 0(5 %)

F-2 (0 %) (3 %) 0 (0 %) 0(0 %) 0(0 %) 1(<1%)
F-3 0(0 %) 0(0 %) 2(5%) 1(2%) 1(3%) 4(2 %)

F—4 (0 %) (0 %) 1(3 %) 1(2 %) 0(0 %) 2(1 %)

» F —1: Potfeba uzavienosti.

= F — 2: StrukturdIni chyba (napf. uziti identity pred dalsi ¢innosti, (Obr. 61).

* F — 3: Rozpis daného vyrazu na zékladni Cinitele a ukonceni postupu.

» F —4: Misto rozkladu na soucin je uveden jen jeden Cinitel rozkladu (Obr. 62).

b) 4x2-1= 2+ d) —(-25x%) - 16y* = .. 5/ X+ 5'3/,# ) s ,;-;,‘}
VA o e b A

Obr. 61: Uloha 4b (hlavni) - Qbr. 62: Uloha 4d (hlavni) - Zak provadi chybny rozpis vyrazu:
Z&k zvolil spravnou identitu, —25x? = —5x-5x = (x — 5)(x + 5). ¢ili opa&né vyuziti potreby
ale pige jen jednu jeji ¢ast.  uzavienosti.

4.6.3 Cviceni5 &6

Pro cviceni, kterd se v testu testovala sestaveni ¢i alespon vybér vhodného algebraického
vyrazu k modelované situaci, je tfeba rozdélit cely okruh algebraizace na dvé ¢asti: zaprvé
na cviceni, jez byla pro obé studie spolecna (tj. cviceni 6), a zadruhé cviceni, jez byla odlisna

(tj. cviceni' 5). Jako prvni je vhodné zadit u cviceni 5.

26 Srovnani (cvi¢eni 5): Chyba v neuvedeni zédvorek z Obr. 64 byla u (Zalska, 2015) z jisténa u 1 Zéka
ze 13 (spravné odpovédélo 8 z4kl), zatimco u (MacGregor & Stacey, 2007) byla chyba v zastoupeni
21 % (386 24kl) a Uspéénost byla 26 %. Pokud se navic zohledm’i dalsi sledované chyba (zapis 15n
misto (n+5)-3), jev nastal vrozmezi obou studii U (MacGregor & Stacey, 2007) byl tento
jednoclen dohledan enud %zaka 9. rocmku kdeZto u Zalské (2015) opétjen u 1 zaka. U (Novotna,
2014) byla Cetnost téz podobna. Chybu v jeji praci ucinil jen 1 2k z 8, kdy dalsi 2 projevili nejistotu
a uvedli spravné reseni az po radé autorky
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Neuvedeni odpovédi

Jina chybna odpovéd

Umisténi druhé mocniny
Zapis casti celku
Zaména operaci

Spravny vysledek/postup

0,0% 10,0% 20,0% 30,0% 40,0% 50,0% 60,0%

Uloha 5c mUloha5b ®Uloha 5a

Obr. 63: Zakladni prehled vysledkl - cviceni 5 - pilotni studie

Neuvedeni odpovédi
Jina chybnd odpovéd
Jednoclen (15n)

Absence zavorky

Spravny postup i vysledek
0,0% 10,0% 20,0% 30,0% 40,0% 50,0% 60,0%
Obr. 64: Zakladni prehled vysledkl - cviceni 5 - hlavni studie
Pilotni verze cviceni 5 patfila mezi cviceni s nejvétsi vynechanosti (v praméru vsech tfi tloh
asi 52 %). Toto feseni prevazovalo dle Obr. 63 u kazdé ze tfi tloh, které cviceni obsahovalo,
zatimco u hlavni studie bylo nejcastéjsi formou odpovédi uvedeni spravného reseni (Obr.
64). Z toho plyne, Ze jiné zadéni pro obé studie vyrazné ovlivnilo vysledky. Zatimco u hlavni
studie zaci modifikované zadani (a¢ rovnéz v jazykovém kontextu) prevazné rozuméli (viz
Uspésnost 57 %), u pilotdZe tomu bylo jinak. V rozhovoru zadavateli (Tab. 73) ¢asto uvadéli,
Ze pUvodnimu zadani nerozuméli (za matouci ¢ast oznacovali predevsim pokyn: ,Zapiste
jako matematicky vyraz:'), coz mélo za nasledek tvorbu chybného situaéniho modelu
a chybné reseni. Naopak u hlavni studie specifikaci hledaného modelu vedla jiz zminénou
Uspésnost?’. Zaci, kteff nepatfili do 57 % 74k se spravnym fesenim, chybovali vétsinou jen
predpokladanym zplsobem - a to vynechanim zavorek (9 %) ¢i potfebou uzavienosti

(6 %).

27 Toto zjisténi muze znadit, Ze je i u algebraice nutné dosdhnout popis pozadovaného modelu
provést jednoznac¢né. Souc¢asné mize jit ale i jen o projev malého vzorku pilotnf studie. Re¢eno
jinak, Zaci pilotdze podobné cvicenijesté pred testem mozna neresili (nebylo v rozhovoru zminéno),
zatimco ostatni ano.
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Pokud Zaci chybu s vynechanim zavorek ve cviceni ucinili, v naprosté vétsiné pripadu (az
na 1 zaka?®) byl zapis mezi zaky jednotny. Jako feseni zak do zdznamového archu uved| jen
dvojclen n + 5+ 3 (tj. spravny vysledek az na absenci zavorky), zatimco u druhé chyby to
bylo 15n.V tomto pfipadé nastala chyba ovsem jiz i v kroku, kdy Zaci spojili vyrazy pfi startu
reseni. Ve svém pokusu o nalezeni spravného vysledku uvedli spojenin + 5 = 5n, nacez

naslednym nasobenim &islem 3 vytvorili vysledek 15n.

Alternativni postup byl ten, kdy zak chyby proved! najednou, kdyz vynechal zdvorku a az
poté spojil vyrazy skrze n + 5 -3 = 15n. Jak uz tohoto vyplyva, tuto kombinovanou chybu
nelze bez rozhovorl jasné odlisit. Ztohoto divodu bylo pristoupeno na rozhodnuti
uvedenou chybu neodlisit, ale naopak ji zahrnout do jiné, a to presnéji potreby uzavrenosti.
Dlvodem je to, Ze zatimco néktefi Zaci uvedli do zéznamového archu i cely postup, z néjz
Slo jasné rozeznat, jaké chyby se dopustili a pro¢, jini uvadéli jen vysledek, a tedy i samotné
15n. Z toho plyne, Ze neslo vzdy fici, zda se zaci dopustili jedné, &i vice chyb. Pfic¢inou je to,
Ze Zaci uvadéjici jen samotny vysledek 15n mohli chybovat rdzné. Napt. mohli pfi tvorbé
vyrazu zacit u secteni ¢lenli 5 a n, nasledné prejit k vynasobeni souctu cislem 3 (tim doslo

k vyfazeni zavorky), a déle ndsobek souctu zjednodusit potfebou uzavienosti:
5+n=5n=5n-3=1.

Druhym zplsobem, jak chybu mohli provést, je, ze uvazovali zavorku v roli procesu. Timto
zpUsobem pak dochézi na stejnou chybu tak, ze Zak neodstrani zavorku v rdémci prvnich
dvou krokl vyse, ale naopak az v disledku (5 + n) = (5n), kdy jiz neni tfeba (Obr. 65, Obr.
66 a Obr. 67)

w49 -3 = 154,

Obr. 65: Cviceni 5 (pilotni): kombinace dvou chyb najednou

mz=A4 (443)+3

Obr. 66: Cviceni 5 (pilotni): Spréavné feseni provazené dosazenim za proménnou

B(ﬁll 5 :‘fﬁ ;15):4‘?'5:5(3 ,}7 f—g-'.g”e-gf%\ng

Obr. 67: Cviceni 5 (pilotni): Kombinovana chyba v zapisu jednoclenu a absenci zavorky

28 Jeden 74k, ktery v zdvorce chyboval, ale zavorku stéle zapsal, uzdvorkoval véechny tfi leny vyrazu.
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Co se tyce pilotniverze cviceni, v rozboru tamnich vysledkl bylo dale zjisténo, Ze pro rlzna
zadani Cinili zakim potize rGzné prvky. Napfriklad u dlohy 3a 3 Zaci vynechali zévorky ze
svého modelu, ¢imz se pfiblizili chybé z hlavni studie ilustrované vyse (Obr. 68). U dlohy
3b skupina 10 z4kd chybovala pfi algebraizaci procentuélni ¢asti (se sklonem modelovat
doplnék, ¢i symbol % pouze opsat - Obr. 69)?. A u dlohy 3c bylo hlavni potizi spréavné

umistnéni druhé mocniny a uréeni poctu ¢lent (Obr. 70).%°

A Y

? J

45/'! Téz

Obr. 68: Uloha 3a (pilotni): modelace s absenci zdvorek

10/ a /. i _f - . . / ; DAY '
‘- 2 U - -ZG/,_ L A & Z-U"'-L{ J ‘Lgl“{p%?J
Obr. 69: Uloha 3b (pilotni): chyba v aplikaci expresivni sily u ¢sti vyjadfené procenty
| C L 1,1 =
i af5- 5] [(Aere S-S

Obr. 70: Uloha 3c (pilotni): chyba v pozici (vlevo) a poctu druhych mocnin (vpravo)

Pokud jde o dalsi rozdily, u (hlavniho) cviceni 5 se déle také u 2 zakd projevil jev, jenz byl
zjistén i u cviceni 6 jako tzv. potreba vycisleni’ (Tab. 5). Tato chyba byla vzhledem ke svému
nizsimu vyskytu zafazena mezi ,jiné’ (viz Obr. 71)Obr. 71, pficemzZ Slo o chybu, kdy zak

zkousel pismeno vycislit tak, ze zaménil roli zobecnéného &isla a urcité neznamé.®'.

5. Pismeno 1 znaci libovolné éislo. Pomoci vyrazu zapiste pokyn: ,Prictin k ptia vynasob tremt"

h. heb-37h .
htdd hef$sh

hzoAS

hent

Obr. 71 Cvi¢eni 5 (hlavni) - Zaména roli pismene v roli zobecnéného &isla a nezndmé, resp. uziti

obou (nezndmd je uzita na levé strané a zobecnéné Cislo na pravé). Zak si vSak neni védom, ze

se tak dopousti i chyby pfi Gpravé rovnic. Clen n ve tfeti Gpravé rovnice totiz nahradi nulou.

27 Srovnani: u Uloh 3c a 3a, kde &ast nevyjadiovala procenta, provedli tutéz chybu jen 4 a 1 Zak.

30 Chybu tohoto typu Ize odlvodnit napf. tim, Ze zaci zkouseli algebraizovat sérii Ukonl doslovné.
Pouzity slovosled ;soucet druhych mocnin r' odpojili tak od textu u ¢isla 5 a uvedli jen r2 + r2.

31 Pozndmka: Skutec¢nost, Ze je fedeni téchto zakl z jejich pohledu vdzané na roli neznamé, vychazi
mj. i z cviceni 1 & 2. Ve cviceni 1 oba chybujici Zaci uvedli, Ze pro proménné znamend nezndmou
a cviceni 2 s roli zobecnéného Cisla vyresit nedokazali.
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Z hlediska cviceni 6, které bylo zaméreno na vybér vhodného modelu z nabidky vyraz,
byly vysledky v prevaze jednotné u pilotni a hlavni studie. U vice nez 80 % zakl celé studie
bylo shledano feseni jako spravné, pricemz u chybnych sSlo zase nejvice o kombinace

nékolika fedeni najednou, jako predevsim A A D (Tab. 79).3?

Pokud zak volil jen jednu moznost, byla jeho chybna volba nejcastéji E: (120 + 50) - n. Tato
volba se, na rozdil od spravného D: 120 + 50 - n, lisila tim, Ze spolu jinak interagovaly ¢leny
v ramci vyrazu. Prijeji volbé zak (pfi neuvazeni moznosti, Ze mohl feseni pouze odhadovat)
nerozlisil koeficient a absolutni ¢len, ale naopak je sjednotil. Teoreticky tak mohl dojit az
k dvaze, Ze vsechny ¢leny sdil roli neboli Ze se proménné vztahuje k obéma ¢isliim 120

i 50, a nikoli jen k &islu 50.

Neuvedeni odpovédi
Chybna kombinace
JenF
JenE
JenC
Jen B
len A

Spravné

0,0% 10,0% 20,0% 30,0% 40,0% 50,0% 60,0% 70,0% 80,0% 90,0%

Pilotni studie ® Hlavni studie

Obr. 72: Zakladni prehled vysledkl - cviceni 6

Paklize se pozornost déle stoci na otazky, s nimiz byl test navrhovan, nedoslo k potvrzeni,
Ze by zaci resili volili zaroven k sobé ekvivalentni reseni. Volbu E, jez byla vyjadrena
jako (120 4 50) - n, ani u jednoho zaka neprovézelo zvoleni k ekvivalentni volby B: 170 - n,
coz podporuje, ze tito zaci bud dostate¢né neanalyzovali kazdou z nabizenych variant

feSeni, anebo je nenapadlo jednotlivé volby porovnat®.

32 Nejcastéjsi zvolenou kombinaci pro cviceni é se u celkové studie ukazalo chybné feSeni AAND u 4
zakd. Nicméné jesté dilezitéjsim rysem bylo, ze témérf kazdd kombinace odpovédi obsahovala
i volbu i spravné odpovédi D (Tab. 79). To, i vzhledem k poctu distraktorl naznacuje, ze zaci byli
i pres §ifi nabidky schopni identifikovat spravnou moznost a vyfadit vétsinu chybnych. Problém vsak
nastal v nasledné selekci (tj. neuvazovali ekvivalenci vyraza).

3V rdmci souvisejicich dat, Ize uvést, ze fedeni cvi¢eni 6 byla zkoumana i vadi fedenim u cviceni' 3
& 4. Ti zaci, ktefi byli vyse u téchto cviceni (¢i alespon v jednom z nich) spojeni s potrebou
uzavienosti, tutéz chybu aplikovali i u cviceni 6. Touto chybou byla volba feseni E, resp. B, jeZ obé
spocivaly ve spojeni vyraz v rdmci souctu.
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Tab. 79: Cetnost zjisténych kombinaci moznosti - cviceni é (C6) - $kolni Groven
VAS 8 8 Z5

Cé6 GOAML ZS ML ZS Plzen GPJP . Celkem
Tachov Liberec
AAND 0 (0 %) 1(3 %) 3(8 %) 0 (0 %) 0 (0 %) 0 (0 %) 4(2 %)
BAE 0 (0 %) 1(2 %) 0 (0 %) 2 (4 %) 0 (0 %) 0 (0 %) 3(1 %)
CAD 0 (0 %) 0(0 %) 1(3 %) 1(2%) 0(0 %) 0(0 %) 2(1%)
DAE 1(2 %) 0 (0 %) 0 (0 %) 0 (0 %) 0 (0 %) 1(2 %) 2 (1 %)
AANCAD 0 (0 %) 0(0 %) 1(3 %) 0 (0 %) 0(0 %) 0 (0 %) 1(<1 %)
DAEAF 0 (0 %) 0(0 %) 1(3 %) 0 (0 %) 0 (0 %) 0 (0 %) 1(<1 %)
CAF 0 (0 %) 0 (0 %) 0 (0 %) 2 (4 %) 0 (0 %) 0 (0 %) 2 (1 %)
CAE 0 (0 %) 0(0 %) 0 (0 %) 1(2%) 0 (0 %) 0 (0 %) 1(<1%)
BADAE 0 (0 %) 0 (0 %) 0 (0 %) 1(2%) 0(0 %) 0(0%) 1(<1%)

4.6.4 Cviceni 7,8 &9

Trojice cviceni, kterd se v testu vztahovala ke tvorbé a interpretaci geometrického modelu,
mé své vysledky pokryté v Obr. 73, Obr. 75 a Obr. 81. Jako prvni je pokryto cvideni 7. Zaci
pilotni studie v ném vétsiné pripadl odpoveédéli chybné, zatimco u hlavni studie spravné.
Ve cvic¢eni 7 zaci u pilotni studie ve tretiné pripadu vérili, Ze dvojclen 2x + 4x ma jen jednu
geometrickou intepretaci (délku usecky o 6 jednotkach délky x, volba A), kdy 4 z téchto

73kl tutéz Gvahu zopakovali i u cviceni 8.

V hlavni studii, kterd Ulohu sdilela, méla vysledky vyrazné priznivéjsi.3* Zhruba 68 % 74kl
(v celé studii pak cca 62 %) uvedlo, Ze feseni cviceni 7 zahrnuje nejen volbu odpovédi 4,
ale i C, tzn. Usecku i obsah obdélniku o strandch 6 a x. Nicméné, jak uz plyne z Obr. 73,
kde jsou vysledky cviceni pokryty, nejcastéjsi nelplné reseni pilotaze (jen volba A), méla
i pro hlavni studii nezanedbatelné zastoupeni (7 %). Jako divod Ize patrné vnimat to, ze
tito zaci prifeseni cviceni 7 nezkouseli (¢i selhali pfi zkousce) zadany vyraz upravit. Z tohoto
dtvodu pak mohli rovnou vyuzit, Ze model vyuzity u odpovédi A obsahoval rovnou oba

zadané dinitele, coz znamené 2x a 4x jako na Obr. 74.

Neuvedeniodpovédi e
Chybna kombinace  ——

JenD
lenB  pum
lenC mm
Jen A | g
S AV | —
0,0% 10,0% 20,0% 30,0% 40,0% 50,0% 60,0% 70,0% 80,0%

Pilotni studie M Hlavni studie

Obr. 73: Zakladni prehled vysledkl - cviceni 7

34 Srovnani (cvi¢eni 7): U (Zalska, 2015), resp. (Novotna, 2014), kde méla srovnatelna tloha jen jedno
reseni (viz Obr. 16), vybralo tuto moznost bez ndpovédy 9 ze 13 zakd a 1 zék z 8. Pro studii TIMSS
2007 to bylo vice. Uspé&snost u studie narostla na 42,5 %, nicméné nejcastéjsi chyba byla shodna.
Stejné jako u vyzkum to byla snaha zakd vnimat vyraz jen jako (chybnou) délku dsecky.
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7. Vyberte viechna geometrickéa znazornéni vyrazu 2x + 4x.
X pZ c
a) Délka AB: 4z . 2z c) Obsah ABRCD: () »
A B
T
- A 2 4 B
by T ;? D c
b) Délka AB: - 6 z d) Obsah ABCD:R.,
A B o
x
A 6 B

Obr. 74: Cviceni 7: Zak spravné usuzuje, ze lze fedeni usnadnit algebraizaci geometrickych modeld,
ale chybuje u néslednych Uprav. V moznosti D provadi Ukonové chyby v ndsobeni vyrazl, resp.
pravidel Upravy mocnin promé&nné pfi nadsobeni vyraz{ (viz druhd mocnina u 12x?).

Co se tyka nespravnych kombinaci, u hlavni studie byla dominantni pouze jedina. Touto
chybou bylo podle Tab. 80 zvoleni nespravného feseni A A D, kdy chybné reseni D bylo
obsazeno i ve vétsiné chybnych kombinaci pro hlavnii celou studii (u obou asi 8 %).
Tab. 80: Podrobnéjsi odpovédi - cviceni 7 (C7) - skolni Groven

VA - - VAS

C7 Tachov GOAML Z5 ML ZS Plzen GPJP Liberec Celkem
ANAB 2 (3 %) 0(0 %) 0 (0 %) 0 (0 %) 0(0%) | 0(0%) 2(1 %)
AAD 6 (10 %) 2(7 %) 4(10 %) 0 (0 %) 1(3%) | 3(7%) 6 (6 %)
BAC 3(5%) 0 (0 %) 0 (0 %) 0 (0 %) 0 (0 %) 1(2 %) 4(2 %)
CAD 1(2 %) 0(0 %) 1(3 %) 0(0 %) 0(0%) | 0(0%) 2(1 %)

AANBAC  1(2%) 1(3 %) 0 (0 %) 0 (0 %) 1(3%) | 0(0%) 3(1 %)
ANCAD | 0(0%) 0 (0 %) 1(3 %) 0(0 %) 0(0%) | 0(0%) 1(<1%)
AANBAD | 0(0%) 0 (0 %) 0(0 %) 1(2 %) 0(0%) | 0(0%) 1(<1%)

Spravna volba A, kteréd byla naopak ze spravnych variant 4, C volena vice, byla pfitomna
v nejvice fesenich®. Jeji vyskyt byl v analyze zjistén u témér 83 % zaku celé studie (u hlavni
studie priblizné 70 %), coz naznacuje, Ze valna vétsina zakl neméla potiz chapat dvojélen
jako linedrni model, ale spis jako dvojrozmérny model. Vychéazito z toho, v kolika resenich
se vyskytlojen C, ¢ii C AD. Jaktotiz vyplyvad z Obr. 73 i Tab. 80, téchto chybnych odpovédi
bylo pfi sjednoceni vSech zhruba 16 % (kazdé zvlast pak po fadé 14 % a 2 %), coz ukazuje,
Ze zaci Celili jedné obtizi vice nez jiné. Misto toho, aby nedokéazali urcit, ktery dvojrozmérny
model bude spravny, méli potiz urcit, ze takovy model bude vibec soucasti feseni, a proto

zvolili jen model(y) linearni.

3 Toto zahrnuje feSeni obsahujici A A C, feSeni obsahujici jen A a chybné kombinace zahrmujici A.
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Neuvedeni odpovédi -

Jina chyba -
Chybnd Uprava vyrazl (po spravné A) I

Chybnd algebraizace (A o ———
Jen ndkres geometrického modelu I

SPravny Vysledek oSt
0,0% 10,0% 20,0% 30,0% 40,0% 50,0%

Pilotni studie M Hlavni studie

Obr. 75: Zakladni prehled vysledkl - cviceni 8

U cviceni 8, které uz bylo postaveno na tom, ze zak geometrické modely nejen vybird, ale
i tvori, nastala chyba nejvice v algebraizaci, a to u 21 % zakd pro hlavni studii. Chyba se
u zakl projevovala nezavisle na tom, zda si geometricky model vytvorili (nezélezelo tedy
na tom, zda vyraz vznikal jako vysledek pro modelaci: pfirozeny jazyk — algebraicky jazyk,
anebo: prirozeny jazyk - geometricky jazyk — algebraicky jazyk; v obou pripadech byla
pritomna). Tab. 81 v tomto sméru dokonce ukazuje, Ze si v celé studii tvofilo geometricky
model cviceni 8 asi jen 51 % z4kd. Z tohoto poctu navic jesté celych 13 % nedoséhlo ani
PO geometrizaci na spravné feseni (podle Tab. 81 chybovali predevsim pri algebraizaci
a dale Upravé vyrazu), kdy nejcastéjsi typ chyby v algebraizaci byla vazba na linearitu’. Tato
chyba se projevila tim, ze zak chybné zapsal mocniny proménné, resp. nékteré vynechal.
Zaprvé, bud ignoroval jeden rozmér zadaného obdélniku (v prevaze jeho vysku, jiz poté
do vyrazu nepromitl), nebo chyboval u odebraného ¢tverce (v tomto pripadé neuved!

u vyjadreni obsahu mocnitele 2).

Alespon jedné z téchto chyb se v celé studii dopustilo 11 % zak0, kdy u hlavni studie slo
10 %. Jakékoli chyby v algebraizaci obsahu se soubézné s tim dopustilo v hlavni studii asi
17 % z4ka, kdy cca 3 % zakl zaménilo pfi zapisu obsahu obdélniku multiplikativni operace

za aditivni.

Tab. 81: Spravna reseni (S) a tvorba geom. modelt (G) - cviceni 8 (C8) — skolni Groven

C8 Tazkswov GOAML = ZSML = ZSPlzen GPJP Libzesrec Celkem
ViechG | 46 (77 %) | 16(53%)  5(13%) | 24(51%)  14(47 %) 22(52%) 127 (51 %)

SAG  21(35%) 2(7%) 0(0%)  5(11%)  5(017%)  9@21%) @ 42017 %)
SbezG  25(42%) 14(47%) | 5(13%)  19(40%)  9(30%)  13(31%) 85(34 %)
Chybné G = 6(10%) = 8(27%) | 4(10%)  8(17%)  5(17%) 7(17%) = 38(15%)
BezG  19(32%) 6(20%) | 1(3%)  11(23%) | 4(13%)  6(14%) @ 47 (19 %)
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Asi 4 % zakd dale povazovalo za feseni cviceni 8 pouze urceni obsahu jen pro diléi Casti
zadaného geometrického modelu. Tato chyba vypadala nejcastéji tak, ze zaci sice dilci
obsahy pro dané i odebirané Utvary vyjadrili spravné, avsak po tomto kroku oba obsahy

jiz nespojili uchopovaci silou, ale povazovali je za hledané vysledky (Obr. 76)

= SBeopa
Y3 =44 Sox.x

§= /YH/)-X 2
S=sMly %5 o

Obr. 76: Cviceni 8: chyba v nespojeni vyrazd

Jiné chyby podobného razu se projevovali tim, Ze Zaci vyse uvedené obsahy spojili
opacnou operaci oproti ocekavani - tzn. s¢itdni misto odcitani a naopak. Pfi algebraizaci
odstrizeni ¢tverce pak tudiz pfi strategii komplementu nezapsali hledany obsah jako

rozdild obsah, ale jako jejich soucet, viz Obr. 77.

Z

3:
s 1
X
s ¥ +2 -5\4:%27"2‘!( SE7g -
—
3 :3
S = Y] ng’)\ 248x -f-)_(c’_z_:%-’i = g5

"‘Ni*?
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Obr. 77: Cviceni 8: chyba v secteni obsaht S; a S,
Dalsim zjisténim bylo déle to, Ze Zaci, kteri algebraizaci provedli pro cviceni 8 chybné,
navzdory pokrytym vysledkdm cviceni 5, nevynechali zavorky u vyjadieni obsahu
obdélniku stejné frekventované, ale méné. Vaci cviceni 5, kde bylo vynechani zavorky
zjisténo asi u 9 % zakd, stejnou chybu u cviceni 8 ucinila asi jen tfetina zakd hlavni studie,
tedy asi 3 % zaku.
Tab. 82: Cetnost komplementu (K) a rozdélenf (R) cviceni 8 & 9 (C8 & C9) - skolni roven

C8 29 GOAML = ZS ML 7S Plzen GPJP 7S Liberec | Celkem
Tachov

R 0(0 %) 0(0%) 0(0%) 0(0 %) 1 (3 %) 0(0 %) 1(<1%)

K 23(38%)  3(10%) 0(0%) 4(9 %) 7 (23 %) 1126 %) | 48 (19 %)

c9 z5 GOAML = ZSML = ZSPlzen GPJP ZS Liberec | Celkem
Tachov

R 19(32%) | 4(13%)  3(8%) | 18(38%)  18(60 %) 16(38%) | 78(25 %)

K 1(2 %) 2(7%) | 0(9%) 4(9 %) 4(13 %) 1(2 %) 12 (8 %)
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V rémci kontextu spravnych reseni bylo dale zjisténo, Zze u cviceni 8 doslo na pomérné
znacnou disproporci v rdamci volby spravné metody feseni (Tab. 82). Postup zaloZeny na
doplnéni obdélniku o odebrany ctverec (strategie komplementu, Obr. 78) volilo v hlavni
studii asi 19 % 7ak0, zatimco rozdéleni na casti jen méné nez 1 %, tedy 1 zék. Z toho
vyplyva, ze pro spravné resitele bylo vyrazné pfirozenéjsi volit pfi vytvareni geometrického
modelu metodu komplementu nez metodu rozdéleni - coz byl hlavni rozdil oproti cvicens
9.V tom naopak platilo, ze ¢astéjsi bylo rozdéleni. Voleno bylo celkem u 76 % spravnych
resiteld z hlavni studie a 71 % sprévnych resitell celé studie, a to v podobé jiz ilustruje
Obr. 79.

- Krx X5 4B8xK"
- = e o —_— :L"!—*—-—
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) E DT e '?—‘j*——*——-" 13

?
ef«% ,,,,,, 8= a-(ath) 5 C)a
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| 5354 7“52':6!21'{- qb + QIJ = qﬂf".?qli
a b 3"‘”""'-"«4._1________.

Obr. 79: Cviceni 9 - priklad spravného reseni (strategie rozdéleni)
Dlvod, pro¢ bylo timto zplsobem dominantni jiné feSeni pro obé cviceni, je opét patrné
spojen se zadanim obou cviceni. Zhruba 73 % zak(, ktefi v hlavni studii obé cviceni vyresili
spravné, totiz béhem feseni zaménilo pouzitou metodu mezi cvicenim, tj. Zze prvni vyresili
spravné komplementem a druhé rozdélenim. Na druhou stranu, u cviceni 9 mohl vse
ovlivnit i dany model. Tim je myslen geometricky model z Obr. 80 slozeny z délicich ¢ar,
jez mohl zafungovat jako navod, Ze staci urcit obsah mensich obdélniki (S; a S,) a tyto

obsahy nasledné secist (Obr. 80).

a+by

51 =a(atp) _ 2
7 o ;1 =at+ o b g"gf *§1=&4MM:
2o - ﬁz@' = d,%— Tale
Obr. 80: Cvigeni 9 - Z&k voli metodu rozdé&leni Gtvaru a znadi hlavni ¢asti vy$rafovaného Utvaru.
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Na druhou stranu, jak ukazuje cviceni 9 a Obr. 81, nezda se, ze by pfi feSeni délici ¢ary
kazdému Zakovi pomohly. | kdyz bylo zjisténo, ze Ucastnici hlavni studie dosahli u cvicen/
8 v primeéru témér dvojndsobné Uspésnosti nez u cviceni 9, ani jedna Uspésnost nebyla
vyrazné vysokéd - a i chyby byly podobné. Zménu v jejich slozeni (Tab. 85) prineslo az to,
kdyz se uvézila ¢ast postupu tykajici se Upravy vyraz(, tj. standardni manipulace. Rozdil zde
nastal vtom, Ze u cviceni 8 (a zvlasté u jeho pilotni verze, jez poté prosla pro hlavni studii
Upravou) museli Zaci nejen nadsobit a odedist vyrazy, ale i umocnit a odecist zlomky. To pak
samo prineslo vétsinu chyb pfi Gprave vyrazd, jez mimo jiné nastavaly i u ndsobeni a s¢itani
vyrazG®. U cvi¢eni 9 byly do chyb zahrnuté Gpravy jen ndsobeni a s¢itani vyrazd. Jako jedna
z hlavnich chyb se proto pfi Upraveé vyraz( ukazalo to, ze Zaci zaménovali operace, tedy ze
postupovali jako u Obr. 77, kdy u cviceni 8 figurovala chyba priblizné u 2 % zakd hlavni

studie, a u cviceni 2 u 11 % zakd (viz Tab. 85).

eV e OO i R ——

Jina chyba —
Chybna Uprava vyrazd (po spravné A) -

Chybnd algebraizace (A
RN

0,0% 10,0% 20,0% 30,0% 40,0% 50,0%
Pilotni studie  ® Hlavni studie
Obr. 81: Zakladni prehled vysledkl - cviceni 9
Jak vyplyvéa déle z Tab. 84, nejcastéjsi kombinaci reSeni mezi cvicenimi 8 & 9 byla dvojita
nespravna odpovéd. Dle Tab. 83 to bylo dano zfejmé tim, ze vétsina zakl neméla s témito
cvicenimi zkusenost - coZ naznacili i zadavatelé. Jedina skola, kde se tyto Ulohy objevovaly
ve vyuce vice pravidelng, byla jen ZS Tachov, kde se tak délo i tésné pred testem.

Tab. 83: Pocet chyb (X) a Uspésnosti (V) u cviceni 8 a 9 (C8 &C9) - skolni droven

C8&C9  ZSTachov  GOAML ZS ML ZS Plzen GPJP ZS Liberec
C8X 37(62%) = 27(90%) | 40(100%) = 43(73%) | 22(73%)  31(74%)
8 v 23(38 %) 3(10%) 0 (0 %) 427 %) 8 (27 %) 11 (26 %)
C9X 40 (67 %) = 24(80%) | 37(93 %) 32 (68 %) 8(27%) = 25(60 %)
8 v 20 (33 %) 6 (20 %) 3(7 %) 15(32%) | 22(73 %) 17 (40 %)

36 Srovnani (cvi¢eni 9): U Benesové (2023), kde se uUloha liila absenci délicich ¢ar, byla Uspédnost
u 9. roéniku (N = 60) miré nad 15 % kdy 40 % odpovéd neuvedlo. | v jejim pfipadé se vsak
shodovaly chyby. Jednou z hlavnich se stalo tvofeni algebraického modelu jako u chyby P —1
v Tab. 85 a nésledné i chybné utvareni geometrického modelu.
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Tab. 84: Prehled chyb (X) a Uspésnosti (V) u cvicen/ 8 & 9 (C8 & C9)

Kombinace odpovédf Pocet zakl Podil zakd
(u stejného z4aka) (Hlavni/cela studie) (Hlavni/cela studie)
C8v A C9X 12 /14 5-6 %/ 5-6 %
C8X A COV 41 /49 19-20 %/ 19-20 %
C8v A COV 26/ 35 12-13 %/ 14-15 %
C8X A C9X 133 /157 64-65 % / 63-64 %
C8X A C9X: Chyba pfi Gpravé vyrazd 0/0 0%/0%
C8X A C9X: Chyba pfitvorbé vyrazi 19719 9-10%/7-8 %
C8X A C9X: Neuvedeniodpovéedi 58/58 28-29 % / 23-24 %

Tab. 85: Podrobnéjsi prehled vysledkd cviceni 8 & 9 (C8 & C9)

Cetnost hlavnich chyb vzeslych z nespravné algebraizace
C8  ZSTachov = GOAML = ZSML  ZSPlzen = GPJP | ZSLiberec Celkem

A-1 0 (0 %) 9(30%)  4(10%) 0(0%) = 0(0%) 6 (14 %) 9 (8 %)
A-2 3(5 %) 0(0 %) 1(3%)  3(6%)  3(10%) 0 (0 %) 0 (4 %)
A-3 3(5%) 0 (0 %) 0(0%)  3(6%) 3(10%) 0 (0 %) 9 (4 %)
A—4 1(2 %) 0(0 %) 3(8%) @ 1(2%) 1(2 %) 0 (0 %) 6 (2 %)
A-5 0 (0 %) 1(3 %) 000%) 0(0%)  0(0%) 1(2 %) 2 (1 %)
c9 ZSTachov = GOAML = ZSML | ZSPlzen GPJP ZS Liberec Celkem
A-1 0(0 %) 2 (7 %) 0(0%)  0(0%) 0(0%) 0 (0 %) 2 (1 %)
A-2 3(5 %) 0(0 %) 2(5%)  0(0%)  0(0%) 0 (0 %) 5(2 %)
A-3 1(2 %) 0 (0 %) 0(00%)  0(0%)  0(0%) 0 (0 %) 1(<1%)
A—4 0(0 %) 0 (0 %) 0(0%)  0(0%) 0(0%) 3(7 %) 3(1%)

A-5 7(12 %) 6 (20 %) 0 (0 %) 3(6%) | 6(20%) 6(14 %) 28 (11 %)
= A —1: vevzorci obsahu pravouhelnikd se nevyuziva obou jeho rozmérd (Obr. 82)
u A —

N

zak u strategie komplementace nebo rozdéleni Gvaru chybuje v algebraizaci

vzajemného vztahu pro spravné sestavené vyrazy. Zaménuje rozdil, soucet.

» A - 3: Zdkustrategie komplementace nebo rozdéleni Gvaru chybuje v algebraizaci
vzajemného vztahu pro spravné sestavené vyrazy. Neuvadi zddnou operaci.

» A —4: 73k pri algebraizaci obsahu obdélniku nepouziva zavorky (Obr. 83).

» A -5: 78k ve vzorci pro obdélnik misto ndsobeni uvadi s¢itani (Obr. 84).

7z : 1 2

i T ek Boe o X x
i (X (xA2) "X~ SHX T T2 XpUx —— =xdix ——
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Obr. 82: Cviceni 8 - chyba v absenci mocniny u g Obr. 83: Cviceni 8 - chyba v zavorce x + 2.

b5 Sk - o' |
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\ Mm\’rt‘ L
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Obr. 84: Cviceni 8 - chyba v zépisu a - b misto a + b.
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Cetnost chyb vzeslych z nepochopeni zadan{

Cs8 ZS Tachov = GOAML = ZSML = ZSPlzen GPJP
P-1 5(8 %) 2(7%)  0(0%)  5(11%)  5(17%)
P-2 1(2 %) 0(0%) 0(0%) 3(6%) 0(0 %)
P-3 0 (0 %) 0(00%)  0(0%)  0(0%) 0 (0 %)
C9  ZSTachov GOAML = ZSML | ZSPlzen GPJP
P-1 2 (3%) 3(10%)  0(0%) | 2(4%) 0(0 %)
P-2 0 (0 %) 0(00%)  0(0%)  0(0%) 0 (0 %)
P-3 1(2 %) 1(3%) | 2(5%) 0(0%) 1(3 %)

ZS Liberec
0(0 %)
0(0 %)
0(0 %)

ZS Liberec
4(10 %)
0(0 %)
4(10 %)

Celkem
9 (7 %)
4(2 %)
0(0 %)
Celkem
11 (4 %)
0(0 %)
9 (4 %)

= P —1:73k chybné urdi, o kterou plochu se mé zajimat. Uréi bud obsah celého Utvaru bez

odebrani ¢tverce, ¢i urdi jen obsah odedtené casti.

= P —2: 78k chybné urdi, o kterou plochu se mé zajimat v kontextu priniku. Prdnik

prekryvajicich se ¢asti Gtvard bud pocita duplicitné, nebo jej vynecha (Obr. 85).

= P —3: 75k projevuje potfebu presnosti. PFi uZiti modelu (specificky u C9) se pokousi méfit
rozméry a nedbé jeho ilustrativnosti. V ndsledném postupu pak napf. snazi urcit obvod,

nikoli obsah (Obr. 86).
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Obr. 85: Cviceni 9 - chyba dvojitého zapisu @+ b. Obr. 86: Cviceni 9 - chyba v méfeni a obvodu

Priklad sekundarnich chyb vzeslych zdmény role pismen - Obr. 87, Obr. 88

x49

[ 2

V]

D g -

§
X, : X - U, Z oty 48 Y2 4822 7
JXHTRL]2 21yl FotatBam i 2

Obr. 87: Cviceni 8 - Chyba vzniké uz pfi uréeni obvodu obdélniku a odecv:tem'g. Pokracuje vsak

neekvivalentni Gpravou (ndsobeni 2) a chybnym ,prevodem” 7x na druhou stranu ,rovnice”.
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Obr. 88: Cviceni 8: Chyba vznikéd v odeétenf;—c a neekvivalentnim nésobeni vyrazu 2. Poté dochéazi

vSak na zdménu vyrazu za rovnici a vypocet kofenl rovnice’ pomoci diskriminantu.
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4.6.5 Cviceni 10 & 11

Posledni cviceni, ktera byla v testu zahrnuta k otestovani identifikace a vyjadreni pravidla
u pravidelnosti maji vysledky pokryté v Obr. 89 a Obr. 90. Cilem bylo zjistit, jak zaci dokazi
hledat a nasledné vyjadrit obecné vztahy izolovanych modell u pravidelnosti ¢iselnych
i grafickych entit a zda se tyto pripady budou lisit v obtiznosti. Vysledky ukazaly, Ze rozdil
v Uspésnosti byl marginalni (< 3 %). Pro cviceni 10, kde byla Zédkovi zadéna pravidelnost
¢iselnych entit byla nejvice pozorovana chyba zapis neplatného pravidla vici podminkam
zadani, zatimco u cviceni 11 (pravidelnost grafickych entit) Slo o jen uvedeni izolovanych
modelU. V pripadé tedy doslo na to, Ze u zdka neprobéhl prvni abstrakéni zdvih (Tab. 87)

a zak zUstal jen na Urovniizolovanych model bez vyjadreni pravidla.?’

Neuvedeni odpovédi | —
Jina chyba
Zapis nezadouciho pravidla T —
Jen Ciselné modely (nespravng) —
Jen Ciselné modely (spravng)
Spravny vysledek/postup |
0,0% 10,0% 20,0% 30,0% 40,0% 50,0%

Pilotni studie M Hlavni studie

Obr. 89: Zakladni prehled vysledkl - cviceni 10

Neuvedem’odpovédi I
Jind chyba gy

Zapis nezadouciho pravidla  j——
Jen &iselné modely (nespravnén) g
Jen Ciselné modely (spravné) S —
Spravny vysledek/postup [ ——

0,0% 10,0% 20,0% 30,0% 40,0% 50,0%
Pilotni studie M Hlavni studie

Obr. 90: Zakladni prehled vysledkl - cviceni 11

37 Srovnanf (cvicen( 10): Pokorny (2017) odhalil, Ze nejcastéjsi chybou u jeho analogie cviceni 10
(stejné zadani jen jiné pravidlo) tvofil zapis n + 3 misto 3n — 1, zatimco zde $lo o n + 4 misto 4n +
1. Chyby jsou tedy zjevné stejné. Na zakladé svého vysledku Pokorny (2017) proto soudil, ze Zaci
méli patrné pfilis malou potfebu svij nalezeny vztah ovéfrit, jelikoz jej neuvaZovali jako zavislost
radka, ale jako zapis dalsiho ¢lenu 2. radku (4. jako rekurentni zépis a, = a,_, + 3, kde je obecny
¢len a, vynechén a jeho predchldce je nahrazen za n ¢i jeho slovni vyjadieni). Tento predpoklad
se tu spise potvrdil. Ddvodem je to, Ze Gloha M42 studie TIMSS (Obr. 14) také naznadila, ze Zaci sva
pravidla u zobecnéni pfili§ netestuji, ale spokoji se s tim, Ze jim plati pro jakykoli pocet pfipadd.

Srovnani (cviceni 11): | dle Markwortha (2010), jenz cviceni 11 pouZil prvni, bylo cviceni obtizné.
V préaci uvadi, Ze $lo o nejhdf feSenou Ulohu pii testovani zobecnéni (bez uvedeni dspésnosti), kdy
spravné feseni bylo pro zéky vzdy stejné. Timto fesenim bylo uréeni pravidla sou¢tem. Zak podle
autorl postupné scital vsechny zidle podle jejich pozice (tzn. nad a pod stolem a pak vlevo i vpravo
od néj), coz je hlasili i Blanton & kol. (2019). Ti u varianty téhoz cviceni zjistili, ze nejstarsi zaci jejich
studie (do 5. ro¢niku) byli schopni pravidlo mezi poctem sedicich lidi a stold vyjadrit ¢astéji jako
algebraicky vyraz neZ slovni popis (pomér 20 % vs cca 15 % z4kd). Rozdil byl véak v koncepci cviceni.
Jak uz bylo uvedeno studie sledovala jen mladsi Zéky a zadani cvi¢eni také oplyvalo tabulkou.

117



V rdmci Uspésnosti bylo dale zjisténo, ze zhruba 43 % zakl celé studie nedokazalo vyresit
ani jedno z cviceni, tj. bud'v nich chybovali, ¢i feseni neuvedli. Opacny trend byl zastoupen
méné. Pokud zak dokazal spravné vyresit jedno cviceni, pouze v necelé poloviné prfipadd
dokazal vyresiti cviceni zbylé, a to u hlavnii pilotni studie (Tab. 86).

Tab. 86: Prehled chyb (X) a Uspésnosti (V) u cviceni 10 & 11 (C10 & C11)

Kombinace odpoveédf Pocet zaka Podil z&kl

(u téhoz zaka) (Hlavni/cela studie) (Hlavni/cela studie)
C10v A C11 X 36/38 17-18 % / 15-16 %
C10X A C11V 30/35 14-15%/14-15 %
Cil0v A C11V 55765 26-27 %/ 26-27 %
Ci10X A C11X 917117 43-44 % / 46-47 %
C10X A C11 X: Nespravny zapis pravidla 17721 8-9%/10-11 %
C10X A C11X: Jen IM*8 11714 5-6%/5-6%
C10X A C11X: Jen (sprévné) tvofené IM 2/3 0-1%/1-2%

Dalsi zjisténi, které z tohoto pozorovani vyplynulo, bylo to, Ze ne kazdé spravné feseni bylo
spojeno i s tvorbou izolovanych modell. U cviceni 10 tvofil podil vSech spravnych reseni,
u nichz doslo i na tvorbu izolovanych modeld asi 33 % vsech testl (za izolované modely
se zde brala jakakoli ¢isla, jeZ plvodni tabulka nezédala), zatimco u cviceni 11 $lo o zhruba
53 % (zde se za izolované modely povazovaly i kresby modell, o nichz se v zadani psalo,
ale jejichz nacrt byl podle zadani nepovinny; pfi dodrzeni predchoziho postupu by slo jen
o méné nez 2 % z&kt).*” Opusti-li se dale od podminky, Ze feseni musi byt spravna, je podil
izolovanych modeld vyrazné vyssi. Ve cviceni 10 predstavoval podil vSech feseni, v nichz
si zak tvoril ve vyse uvedeném zplsobu izolované modely asi 39 % pripadd, kdezto
u cviceni 11 0 52 %, pficemz oboje je pocitané u hlavni studie. Soucasné, asi dvé tretiny
z pravé uvedeného poctu (presnéji o podilech 58 % a 64 % u cviceni 10 a 11) nemélo
mimo modell vyjadrené pravidlo neboli u nich nedoslo na 1. abstraktni zdvih. Bezméla
10 % zakd napriklad takto u hlavni studie chybovalo valespon jednom cviceni, kdyz
hledané pravidlo neuvedli spravné, ¢i Ze k zépisu pravidla ani nedoslo a Zaci zUstali jen
u izolovanych modeld. Tato druhé situace byla vidéna asi u 5 % zaka. Vzhledem k jiz
uvedenému bylo nicméné i u prvni skupiny zjisténo, ze ¢ast zakd mozna nejenze nenasla
zpUsob, jak vyjadrit hledané pravidlo, ale potencidlné hire u izolovanych model vyuzila

jen ru¢niho spocteni poctu zidli a celé pravidlo ani neobjevila.

% IM oznaluje izolované modely.

% Rozdil v odlisném zapodcteni izolovanych modeld vnikéd tim, Ze obé cviceni podnécovala jiny
pocet feseni. Zatimco u cviceni 11 §lo najit jedno pravidlo, jez bylo zaroven platné i spravné dle
zadani, u cviceni 10 jich bylo vice, ale ne vSechna odpovidala zadéni (viz Tab. 87). Dal$im dGvodem
bylo pak to, Ze cviceni 11 vyslovné z&dalo urdit jen Cisla, a nikoli grafické izolované modely, jeZ jsou
pocditany.
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Tab. 87: Podrobnéjsi prehled vysledkd - cviceni 10 & 11 (C10 & C11)

Cetnost hlavnich forem nespravného uvedeni pravidla

C10 ZS Tachov
EAF 4(7 %)
EAV 0(0%)
RAF 4(7 %)
RAV 1(2 %)
C11 7S Tachov
EAF 2 (3 %)
EAV 0(0 %)
RAF 0(0 %)
RAV 0 (0 %)

Cetnost hlavnich forem spravného uvedenf pravidla

C10 ZS Tachov
EAF 42(70%)
EAV 2(3%)
RAF 0(0 %)
RAV 0 (0 %)
C11 ZS Tachov
EAF | 34(57%)
EAV (3 %)
RAF 0(0 %)
RAV (0 %)

e E

e R

e F

o V

GOAML ZSML | ZSPlzen | GPJP
0(0 %) 0 (0 %) 2(4%)  1(3%)
1(3 %) 2(5%) 0(0%) @ 1(3%)
0(0 %) 2(5 %) 4(9%) @ 2(7%)
8(27%) 14(35%)  9(19%) 5(17 %)
GOAML zé ML | ZSPlzeri = GPJP
8(27%)  7(18%)  4(9%) = 0(0%)
6(20%) = 7(18%)  5(11%) 0(0%)
0(0 %) 0 (0 %) 0(0%) 0(0%)
0(0 %) 0 (0 %) 0(0%) = 0(0%)
GOAML ZS ML zé Plzen GPJP
6 (20 %) 1(3 %) 8(38%) 13(43 %)
5(17 %) (5 %) 0 (0 %) 0(0 %)
0(0 %) 0(0 %) 0 (0 %) 0 (0 %)
1(3 %) (0 %) 0 (0 %) 7 %)
GOAML ZS ML zs Plzen GPJP
6 (20 %) (8 %) 6(34%)  24(80 %)
0(0 %) 0(0 %) 0 (0 %) 0 %)
0 (0 %) (0 %) 0 (0 %) %)
0(0 %) (0 %) 0 (0 %) 0 %)

Cetnost opakovanych nespravnych forem zapisu pravidla (P)

C10

P=n+4¢c¢i4-n

P = rozdil ¢isel ve
sloupci roste o 3

Jiné (max 2 zaci)
C11

P=2n+(2 - 3)

P =n anebo P je
libovolné ¢islo

P=22'n
P=2-n

Jiné (max 2 zaci)

VA
Tachov

4(7 %)

0 (0 %)

6 (10 %)

ZS
Tachov

0 (0 %)
0 (0 %)
0 (0 %)
1(2 %)
1(2 %)

GOAML = ZSML | ZSPlzen
8(27%)  10(25%) 11(23%)
1(3%) | 1(3%) 1(2%)
000%) | 7(18%) = 1(2%)
GOAML = ZSML | ZSPlzen
2(7%)  13%) | 0(0%)
2(7%)  40100%) | 4(9%)
1(3%) | 3(8%) | 0(0%)
2(7%)  40100%) | 4(9%)
7(23%)  2(5%) @ 5(11%)
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ZS
GRIE Liberec
7(23%) | 13(31 %)
3(10 %) 3(7 %)
0(0%) 1(2 %)
ZS
GEIP Liberec
0(0 %) 0(0%)
0(0 %) 1(2 %)
0(0%) 0(0%)
0(0%) 2(5%)
0(0%) 3(7 %)

ZS Liberec

1

0 (0 %)
0 (0 %)
7 (40 %)
0 (0 %)

ZS Liberec
4(10 %)

0 (0 %)
0 (0 %)
0 (0 %)

ZS Liberec
8 (19 %)
3(7 %)
1(2%)
0(0 %)

ZS Liberec
14 (33 %)
(0 %)

0(0 %)
(0 %)

. explicitni typ zapisu (bez vztahu k minulym ¢lendm posloupnosti)
. rekurentni typ zépisu (se vztahem k minulym ¢lendim posloupnosti)
. formalni zapis pravidla (pouzit je matematicky zapis s proménnou)

Celkem
7 (3 %)
4(2 %)
29 (12 %)
37 (15 %)
Celkem
5(10 %)
(7 %)
0(0 %)
(0 %)

Celkem
88 (35 %)
2(5%)
1(<1%)

3(1%)
Celkem
97 (39 %)
(1 %)
0(0 %)

(0 %)

. verbélni zapis pravidla (pouZito je slovné-Ciselné vyjadieni bez proménné)

Celkem
53 (21 %)
9(4 %)
5(6 %)
Celkem
3(1 %)
1(4 %)
4(2 %)
13 (5 %)
8(7 %)



Chybné reseni (C10): P=4+n anebo 4n Obr. 91

Tato chyba byla ve cviceni 10 nejpocetnéjsi a dle zapisl zakl patrné vznikla ve vazbé na
druhy radek zadané tabulky (1. prvni tadek v pravidlu nefiguruje). Zak si skrze zadana ¢isla
nejspise povsiml, ze ¢isla druhého radku vzdy rostou o 4 (néktefi tak prfimo uvadéji i slovné
¢ivztah formuluji rekurentné), coz mize znacit fixaci na hledani pfimé dmérnosti. Na druhou
stranu, jelikoZ je ¢etnost chyby vysoka, ve stejnou chvili mdze jit i o dopad nevhodného
zadani. Jinymi slovy, mGze jit i dopad toho, ze pro cviceni byla zvolena nejednoznacna
formulace, kdy Zaci nerozuméli pokynu: ,zapiste do sloupce n’ (tj. neinterpretovali tuto ¢ast
jako to, ze ¢islo prvniho fadku mé byt u zapisu pravidla pravé proménna n, ale pochopili je;
jinak). Pokud tomu tak je, Ize ocekavat, ze by k minimalizaci tohoto pochybeni mohlo prispét
preformulovanizadani. Konkrétni navrh by mohl byt napt.: ,Zapiste pravidlo, jak vznikaji ¢isla

druhého radku z ¢isel prvniho radku v zavislosti na Cisle n, je-li n libovolné (prirozené) ¢islo.’

ENE ...F‘S_""wf IR
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Obr. 91: Cvi¢eni 11 -chyba: P= 4-n

Chybné reseni (C11): P=22'n Obr. 92

Tato chyba se objevovala u zaka, ktefi provedli vyse uvedenou chybu, ale jesté jeden krok
navic. Stejné jako vyse spravné urcili totiz ¢iselné vysledky P(4) = 10, P(5) = 12 a chybné
P(n) = n, nicméné misto ukondceni, pokracovali s¢itdnim vysledkl P(4) + P(5) + P(n), a to

za uziti potfeby uzavrenosti: 10 + 12 + n = 22 + n = 22n.

G Ay - Nz 104724 n
S Aot - 24 A0+72
WM—:W‘“" 22

Obr. 92: Cviceni 11 - chyba: P = 22n

Chybné feseni (C11): P=2-n Obr. 93

Z&k uvazil vztah jen jako pfimou Umérnost a neuvédomil si, Ze musi vnimat i prvni clen
posloupnosti. Jeho Uvaha byla tedy prilis fixovana na pribyvajici mnozstvi, a nikoli studium

vSech zadanych ¢lent, specificky prvniho.

Xﬁiﬁa x %ﬁé X

e X X )(.éc X x-
¥ dlostiy SO il sl A sl
= cedliio, Sedie = e 2okl

Obr. 93: Cviceni 11 - chyba: P = 2n
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Chybné reseni (C11): P = n/libovolné Obr. 94

Chyba tohoto typu se v testech vyskytovala ve vice formach: néktefi zaci zapisovali, Ze pocet
desek stolu bude libovolné &islo (tj. bez Gvahy poctu Zidli), jini obé veli¢iny spojili. V tomto
pripadé vznikla neplatna rovnost: ,pocet desek stolu = pocet zidli", kterou zak uved| jako
svou odpovéd. Divodem obou chyb byla nicméné asi prilisna fixace na to, ze proménna

n znadi libovolné &islo. Vyslednou Gvahou tedy bylo, Ze n mizZe znacit i pocet desek stolu.

XX AL,
X[}’mr leo(&téy - 0 2AL

FXXY G fogoh- M sdle”

Xy
¥ p dﬁffé -n 2}‘0// r

Obr. 94: Cviceni 11: chyba: P =n

F Xy X

Chybné reseni (C10): P = rozdil &isel ve sloupci roste o 3 Obr. 95

Tato forma zéapisu ve cviceni 10 byla oznacena za chybu jen kvili nedokonceni. Pravidlo,
které zak objevil je totiz platné, nicméné nemohlo byt pouZzito k ziskani oéekavaného reseni,
protoZe postup zavisi na znalosti aritmetické posloupnosti.

Kompletni vypracovani:
x1—1=4-
x2—2=4-+3
X3—3=4+3+3
Xp,—m=4+3+34+-4+3=44+3-n—-1)=4+3n—-3=1+3n

n-1

Xp,—n=14+3n = x,=(1+4+3n)+n=P =4n+1]

4 2 40 A
1 2 3 4 . | 10 n
- r ’ LTI L
s | 9 | 13| AF 4o Ston Voo it predebonth il T Brvout ey
CTSdC )

Obr. 95: Cviceni 10: chyba: P = rozdil &isel ve sloupci roste o 3
Alternativni spravné reseni (C10): P=5-n—-(n-1) Obr. 96

Toto spravné feseni bylo dohledéno u 4 2akG hlavni studie. Tri z nich pravidlo vyjadrili bud’
pomoci mnoha numerickych modeld (bez uziti proménné), ¢i slovniho vyjadreni. Jen 1 zak

uved| pravidlo jazykem pismen.

1g0 284 33 4%y 105 il

5 | 9 | 1| 1 Ly §n- (-1

Obr. 96: Cvi¢eni 10 - spravné feseni: zapisy u Uvodnich polic¢ek jsou (-5 —0), (-5 — 1) atd.
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Alternativni spravné reseni (C10): P=5+(n—-1) -4 Obr. 97

Toto spravné feseni bylo nalezeno jen u 2 zakd. V obou pfipadech bylo vyjadreno jako nize.

10 n

1 2 3

Obr. 97: Cvic¢eni 10 - spravné feseni: vlevo jsou uvedeny rozsifujici izolované modely.

Alternativni spravné reseni (C10): P=n+4+mn-1)-3 Obr. 98

Toto spravné feseni bylo zjisténo jen u 1 Zaka ze skoly GPJP.

2 3 4 10
sl Py 4

5 9 13 |47 H4 f,~\_,+L1+((r\-4)‘3

Obr. 98: Cviceni 10 - spravné feseni: zapisy u Gvodnich policek jsou: (+4), (+4 + 3), (+4 + 6).

Specialni typy chyb (C10 A C11) Obr. 99, Obr. 100

Jako zavérecnd poznédmka jsou uvedeny dvé méné casté, ale pomérné zajimavé chyby, jichz

se zaci dopustili. Kazda z nich byla pfitomna jen u 1 Zdka a zafazena mezi jiné chyby'.

:'i | T
R I
— A
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s | o | |17 092 6 2odie -9 L0
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|

Obr. 99: Cviceni 10 - Z&k patrné nedopatienim uréuje chybnou dvojici [10,42], a soudi, Ze pravidlo
je tfeba rozdélit - pro jednociferné cisla pricita k ¢lenu 4n Cislo 1 a pro dvojciferna ¢isla ¢islo 2.

J&\\k\% L t&;;k‘(z;) + ('2:1)
s 9 )

Obr. 100: Cviceni 11 - Z4k pomoci izolovanych modeld spréavné uréil [pocet desek, pocet zidli] pro
[4,10], [5,12], ale téchto modell si neudélal dost. Vystupem tak bylo neuznané pravidlo, které
plati pro uvedené dvojice [4,10], [5,12], ale ne pro dal$i hodnoty.
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4.7 Prehled hlavnich vysledkd z hlavni studie

> [Nejniz3i isp&nost u hlavni studie:|

»  Okruh Gloh: Geometrické uziti algebraickych vyrazi (celkové chybovost cca 40 %).

» Typ ulohy: Tvorbaialgebraizace geometrického modelu (cca 18 %).

e

»  Okruh tloh: Algebraizace s variaci kontextu (cca 71 %);

» Typ dlohy: Algebraizace v (pseudo)redlném kontextu (cca 86 %).

» | Primérna uspésnost zakd podle testovaného okruhu tiloh — Obr. 101|

= Celkova Uspésnost (pri stejné vaze dloh/cviceni): cca 48 %

1. okruh (interpretace proménné)
@ Hlavni studie Pilotni studie 100%

80%

5. okruh (zobecnéni) 2. okruh (Gprava vyrazt)

4. okruh (geometrie) 3. okruh (algebraizace)

Obr. 101: Rozdéleni Gspé&snosti 2zakd napfi¢ hlavnii pilotni studii

> |Nejcastéjsi typy chyb podle zahrnutych cvic¢eni (C) bez vynechani odpovédi:|

= C1:Volba ,jinych chyb’z Tab. 75 (cca 19 %) (*)
= C2: Interpretace pismene jako jednotky (cca 36 %)

= C3: Ukonové chyba - ndsobeni (cca 14 %) (*)
» C4: Jiné chyby' z Tab. 78 (cca 11 %) (%)

= (C5: Nezapsani nutné zévorky (cca 9 %)

» Cé: Volba vice neZ jednoho reseni (cca 7 %)

» C7: Chybnd kombinace reseni (cca 12 %)

= (C8: Chybné algebraizace - dle geometrického modelu (cca 21 %) (*)
= C9: Chybné algebraizace - dle slov ¢i geometrického modelu (cca 24 %) ()
= (C10: Zapis nespravného obecného pravidla (cca 31 %)

=  C11:(Spravnd) reseni jen pro Cisla bez zdpisu obecného pravidla (cca 23 %).

Cvic¢enioznacena (*) znaci'ta cviceni, kde bylo nejcasteéjsi chybou pravé neuvedenifesent.
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> [Hlavn{ zji$téni vyzkumu dle testového okruhu

1. okruh: diagnostika porozuméni proménné

= Odli$na reprezentace proménné: Pro zdky bylo narocnéjsi uvést spravnou roli proménné,
kdyz byla zadéna (A) jako stejnojmenny termin bez upresnéni role proménné; nez jako (B)
jako pismenny symbol s pfedem danou roli (presnéji roli zobecnéného ¢isla, jez byla
zadéna jako ,pocet jahod'). Jako hlavni dlvod rozdilné obtiznosti urceni role bylo shledédno
u uloh jejich pouzité zadani. Zejména u pripadu (B), kdy Zak jen interpretoval vyraz 107,
mohla k uréenirole velmi pomoci uz skuteénost, Ze hledana role byla v zadanijiz naznacena,
kdezto u (A) byla otdzka oteviené: ,Co pro tebe znamena proménna? Ddvodem neuvedeni
spravné odpovédi mohla byt tedy nezkusenost zakd s definici proménné. Na toto ukazuje
mimo jiného i to, ze 23,2 % zakl pri reseni (A) neuvedlo zddnou odpovéd (véetné chybné),
zatimco u (B) Slo o 7,2 % z4k0. Z tohoto divodu Ize tedy usoudit (stejné jako ze spravného
uziti jinych roli témito zaka u dalsich cviceni), ze Zaci vnimali pismena oddélené od terming,
jez tato pismena reprezentovala.

= Nejzastoupengjsi role u vyjadreni proménné pismenem: Roli, jiZz Z&ci nejvice pfisuzovali
vyrazu 10j, kdyz znali vyznam j, bylo zobecnéné &islo (55,6 %) a déle jednotka (35,6 %).
U jednotky Ize usuzovat, Ze volba vychézela z Gvahy j jako jahoda, a tedy 10j jako,10 jahod".

= Nejzastoupengjsi role u vyjadieni proménné terminem: Roli, jiz Zaci nejcastéji prifazovali
konceptu proménné pri otézce: ,Co pro tebe znamena proménna, byla role neznamé (35,7
%). Nejcastéjsi role, jez naopak jako spravna povazovéna nebyla, ale byla také castd, byla
zdména proménnou za jiné znamé Upravy. Slo nejvice o kraceni zlomkd a zménu znamének
pfi ndsobeni celych cisel.

2. okruh: standardni manipulace algebraickych vyrazt

= Uspésnost cvi¢eni: Navzdory tomu, ze rozklad algebraického vyrazu na soucin zahrnoval
i volbu vhodné metody, jak rozklad provést, ispésnost dorovnala tu u zjednoduseni vyrazi
(rozdil pod 1 %). Z toho plyne, ze zaci méli zrejmé podobnou pripravu pro obé aktivity ze

své vyuky matematiky.

= Nejvétsi prekazka pfi Gpravé vyrazl: Pro zjednoduseni vyraz( byly dominantni dvé chyby:
(1) dpravy znamének pfi nasobeni dvou ¢lenl se znaménky (—); a (2) poruseni ekvivalence
vyraz potfebou uzavienosti.
Prvni chyba (cca 12 % 74k), vychazi z dFivéjsiho vyzkumu GA CR od Zalské (2015). V ném
zaci chybovali pfi rozndsobeni zdvorek prevazné v chybném vynasobeni téch ¢lenl vyrazu,
jez u sebe mély i znaménka, tj. +2, =3, coz bylo zjisténo i zde. Mozné vysvétleni lezi tedy
u formélniho porozuméni nésobeni celych d&isel. Je predpokladéno, Ze Zaci pouze

uplathovali memorovana pravidla.
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Druhé chyba, jeZ byla napojena na potfebu uzavrenosti, byla v souhrnu studie nejcetnéjsi
ze vSech chyb zjisténych u zjednoduseni vyraz. Chyba nastala u cca 11 % zakd (v priméru
vSech uloh a unikétnich zaka), kdy pravdépodobnou pricinou bylo jen formalni porozuméni
algebraickym vyrazdm, resp. jejich ekvivalenci i konceptu rovnosti (tj. relac¢ni porozuméni
rovnitka oproti Zékem vyuzitého porozuméni procesnimu). Dalsim zévérem bylo, Ze potreba
uzavrenosti zUstala u chybujicich Zakd zachovéna i u dalsich cviceni. To znameng, Zze pokud
zak aspon jednou takto chyboval, tatdZ chyba poté nasledovala i v feseni ostatnich cvic¢enich
s Upravou vyrazl (tzn. napfiklad i geometrii), coz naznacuje formaini porozuméni konceptu
proménné. Dalsi ndznak tohoto nabizi pak napojeni 2. okruhu Uloh na 1. okruh. Doty¢ni
zaci, ktefi vyse projevili potfebu uzavienosti v 2. okruhu, totiz ve vétsiné pripadd chybovali
stejné i v cviceni 1 & 2, a sice po fadé neuvedenim odpovédi a chybou v roli jednotek.
Nejvétsi prekazka u prevadéni vyrazli na soudin: Jako nejvétsi potiz u prevadéni vyrazd na
soucin se projevilo to, Zze zaci neuvadéli odpovéd, resp. nepokouseli se o uvedeni reseni.
To naznaduje, ze pro dané zadani nejspise nenasli vhodnou metodu rozkladu. V priiméru
Slo o pripad, ktery nastal alespon v jedné Uloze cviceni 4 u cca 23 % 2akd, zatimco nespravné
provedeni metody rozkladu, pro niz dand uloha nebyla ani navrzena, byla druhd nejcastéjsi
chyba (zastoupeni asi 20 % zakl). Treti nejcastéjsi chyba byla nasledné chybné provedend
metoda, jez byla pfi ndvrhu testu ocekavana pro ziskani spravného reseni. Alespon v jedné
Uloze byla tato chyba zjisténa u vice nez 15 % z4aka.
3. okruh: algebraizace pfi sestaveni algebraického vyrazu

Nejvétsi prekdzka u algebraizace: Hlavni vyzvou pfi modelovani dané situace pomoci
algebraického vyrazu se stala prace se zévorkami. Chyba byla zjisténa u cca 10 % z4kd se
zapocitanym vyskytem v obou variantach, tedy zépisem zavorky, kdyZ zapséna byt neméla,

a naopak. Tato druhd moznost byla ¢etnéjsi, se zastoupenim pres 9 % zaka.

Chyba s potfebou uzavienosti, kterd byla druha nejcastéjsi, byla naproti tomu vidéna méné
(cca 7 % zakh). Castéji se vyskytla u algebraizace s vlastni tvorbou vyrazu (6,4 %) a méné

u vybéru vyrazu s uzitim distraktord. U této mozZnosti nastala chyba u cca 5 % zaka.

4. okruh: geometrické uziti algebraickych vyrazd
Ptifazeni geometrického modelu algebraickému vyrazu: U cviceni, kde si zaci sami vybirali,
jaké jsou vhodné geometrizace zadaného vyrazu s proménnou, bylo hlavni zjisténi, ze Zaci
uprednostniuji jeden typ reprezentace: linedrni model. Ackoliv vétSinou volili spravna reseni,
tj. dané cviceni resili spravné (cca 68 %), pfipadna chyba byla vétSinou jedné formy - Zaci
vybirali pouze jednu z intepretaci v podobé délky Usecky, a ne obsahu obdélniku (at uz
spravného ¢i chybného). Ztoho Ize vydedukovat, Ze si obsah pravdépodobné spojovali
primarné se vzorecky pro miru, jez maji specificky tvar. Témito vzorecky je tedy napftiklad

S=a-bdis=a*
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= Tvoreni vs. interpretovani daného geometrického modelu. Pfi porovnani toho, jak resenti
zakl ovlivnéni nutnost tvorit, ¢i jen interpretovat dany geometricky model, bylo zjisténo, ze
geometrizace ztizila proces feseni. Z vysledkl vyplynulo, Ze jejich celkovd Uspésnost pfi
neposkytnuti jiz hotového geometrického modelu byla vzhledem k interpretaci modelu jiz
zadaného pouze poloviéni (18,4 % a 32,4 %). To mlze naznacovat, Ze Zaci maji potiz
s propojenim vice reprezentaci, jak naznadili uz Rendl & Vondrova (2014) u TIMSS 2007.
Konkrétné, i kdyz Zaci zvladdli obé cviceni na algebraizaci ze 4. okruhu vyresit spravné (Cili
provést modelaci slovniho vyjadreni do jazyka algebry), pfi potencidlné dvoji modelaci uz
chybovali vice. To znamena chybovali bud pfi dvojim prechodu z jazyka slov do jazyka
geometrie (tvorba obrazku) a nasledné znovu do jazyka algebry (nalezeni vysledku), ¢i

primo pfi prechodu z jazyka slov do jazyka algebry (tedy pfi netvoreni obrazku).

= Nejvétsi prekdzka u geometrického uziti vyraz(: Hlavni chyba bylo sestaveni algebraickych
modell pro obsah geometrického modelu. Chyba méla zastoupeni cca 22 % a jednalo se

o zdmény Ci vynechani operaci ze vzorce anebo vynechavani zavorky v zapisu vyrazu.

5. okruh: zobecnéni v napojeni na pojem pravidelnosti
= Uspésnost cvi¢eni u zobecnéni pravidelnosti: U cvi¢eni, kde se testovalo zobecfiovani pfi
zkoumani pravidelnosti byla vici ocekavani dosazena velice srovnatelné Uspésnost u obou
cviceni, tj. u pravidelnosti grafickych i ciselnych entit. U ciselnych entit byla jmenovité
prameérna Gspésnost mirné vyssi (o cca 3 %). Nicméné nejde patrné o zcela vypovidajici
vysledek. Lze totiz predpokladat, Ze vlivem nejpocetnéjsi chyby u ciselnych entit (viz nize)
mohla byt Uspésnost zakd u tohoto cvi¢eni snizena nevhodnou formulaci zadani, které byla

vesmeés prevzata z vyzkumu diplomové prace (Pokorny, 2007).

= Nejvétsi prekazka u zobecnéni pravidelnosti: Nejcastéjsi chybou, kterd provézela 5. okruh
testu bylo vyjadreni nespravného pravidla, resp. zobecnéni s nespravnym zavérem. Tento
druh chyby, jenz byl vice pozorovan pfri zobecnéni ciselnych entit, byl alespon i jednoho
cviceni zjistén u cca 43 % zaku - tedy skoro poloviny. Zvlasté u zakd, ktefi v tomto zminéném
volili nejpocetnéjsi chybné vyjadreni pravidla (totiz prfimou Umérnost - 21 %), ucinilo chybny
zapis pravidla celkové az 29,5 % z4kU; zatimco u grafickych entit to bylo 20,8 %. U tohoto
cviceni bylo naopak nejcastéjsi to, ze zaci dohledané (i chybné) pravidlo vyuzili jen u téch
grafickych entit, jez byly ve cvic¢eni konkrétni (tzn. napr. pro 7. clen), ale poté neprovedlijeho
ani zahajeno (asi 24 % 74ku), byla tedy tato chyba naznakem, ze zobecnéni je pro zaky stéle
obtizné. Konkrétné slo vidét, ze pres 40 % z4kl nedokézalo bez poskytnuti pomoci obecné
pravidlo pravidelnosti grafickych entit najit, a pokud ano, pak ¢asto neznalo zpusob jeho

vhodného vyjadrent.
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4.8 Limitace vyzkumu

Vzhledem k charakteru vyzkumu, jenz je vzdy limitovan zvolenou metodikou, je vhodné

zddraznit jistd omezeni tohoto vyzkumu. Tato omezeni jsou uvedena nize.

Velikost a sloZeni vyzkumného vzorku

Jednim z cild, se kterym byl vyzkum provadén, bylo zajisténi Sirsiho vzorku Gcastnikl, ktery
zahrne z&ky nejen vice skol, ale i mést i regionu. Toto se povedlo. Nicméné i tak Slo o maly
vzorek. V kontextu prezentovanych vysledkl je tedy tfeba vnimat, Ze zahrnuti vice region(
(at uz okresl, mést, kraju) mize vysledky pozménit, coz plati i pro zarfazené skoly. Pokud by
se do vyzkumu napf. zapojilo vice gymnazii ¢i skol preferujicich primarné konstruktivistické

metody vyuky, coZ se zde nestalo, Ize soudit, Ze by mohlo dojit na zménu casti zavérda.

Z4ci se specialnimi vzd&lavacimi potfebami

Jelikoz bylo pred probéhnutim hlavni studie ocekéavéano, Ze mensina z2akl zicastnénych skol
ma pfiznana podpulrna opatreni, je treba uvést, ze tyto individuaIni rozdily nebyly posléze
promitnuty do vyhodnoceni vysledkd. Divodem je, Ze na kazdé skole nebylo oznaceno,
jaky test prislusi, kterému zéakovi (kvali ochrané osobnich Udajl) a ani to, zda ma zak
priznana podplrna opatreni. Na druhou stranu, vybér 74kt do studie tim stéle ovlivnén byl.
Do hlavni i pilotni studie byli zapojeni jen Zaci, ktefi méli pfiznanad podplrnéa opatreni do
2. stupné, a to véetné zakd cizincl a 2aku se specifickymi poruchami uéeni. Podminkou vzdy
bylo, Ze tito Zaci museli byt schopni porozumét zadani. Jinak feceno, pokud Slo o zaky
cizince s odlisSnym matefskym jazykem, podminkou bylo, Ze tito Zaci musi na uvézeni
zadavatele disponovat dostatecnou Urovni cestiny pro mozné vykonani testu, a naopak pro
zaky se specifickymi poruchami uéeni bylo tfeba, aby nevyzadovali dalsi asistenci. U obou
skupin bylo vzhledem k potrfebédm zakl mozné poskytnout ¢as navic, a to az do vyse 15

minut.

Forma zprostfedkovaného zadani testu

Relevantni poznamkou k provedeni vyzkumu je kromé absence rozhovorl zprostfedkované
zadani testl. Nicméné, i zde existuji dlvody. Tim hlavnim bylo to, Ze ¢ast zde oslovenych
ucitelt (podéji tedy zadavatell testu) nedokézala predem specifikovat, kdy presné bude
mozné test zaklm zadat, resp. védéli, Ze se tak stane az béhem suplovéni. Z tohoto ddvodu
bylo tedy u vSech skol rozhodnuto ponechat uciteldm prostor pfi volbé data a pfistoupit na

ryze zprostfedkované zadani.
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Pocet cviceni v jednotlivych tfidach

Zavérem je dulezité upozornit, ze vzhledem k Sirsimu zabéru testovaného uciva, jenz byl
jednim z ddvodl konéni préce, jsou rdzné zavéry zalozeny jen na vyhodnoceni omezeného
poctu Uloh pro kazdy okruh - neboli na zdkladé mensiho poctu dat. To zadava, ze vyzkum
mohl byt vic nachylny na zavadéjici zavéry. Vlivem extrém, jez mohly nastat jinym vykonem
zakl z rGznych skol, mohla shromazdéna data vést napft. k tomu, Zze byly pro jisté okruhy
vysloveny zavéry, jez by bylo tfeba podlozit vice daty z vice zacilenych vyzkumt. Na druhou

stranu, ve stejné chvili jde i o podnét na co zamérit dalsi vyzkum. Presnéji, Ze vhodné je se

vénovat zde problematickym okruhdm dloh a specificky chybam, které Zaci vykazovali.
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Zaver

Hlavnim cilem této diplomové prace bylo prozkoumat, jaké je porozuméni algebraickych
vyraz( u zakd 2. stupné zéakladnich skol. Zkoumany byly dva pohledy. Zaprvé, na zékladé
analyzy vykladové a ulohové casti bylo cilem popsat, jak algebraické vyrazy zavadi rlzni
autofi ucebnic matematiky, a zadruhé s vyhodnocenim vyzkumu bylo cilem i urcit, jaké
jsou nejcastéjsi chyby 74kd u algebraickych vyrazd (jmenovité u zobecriovéni, algebraizace,
intepretace, geometrizace a manipulace vyrazu). Tento cil se podafilo naplnit. Dil¢i cile,

skrze néz se tak stalo, jsou popsany nize.

C1: S vyuzitim odborné literatury vymezit zakladni okruhy préace s algebraickymi vyrazy.
Soucasti tohoto cile je vymezit i pro né typické obtize

Tento cil byla naplnén v Gvodni ¢asti prace jako Gvod k vyzkumu a analyze uc¢ebnic. Ucivo
algebraickych vyrazd zde bylo nejprve predstaveno stran roli pismen, jeZ se ukazuji jako
dilezité pred prechodem Zaka k algebre, a déle roli, jez formalné pribyvaji az s timto
prechodem (tzn. role neznamé, zobecnéného cCisla nebo také parametru). Vétsi pozornost
byla déle vénovéna také dimenzim algebraického uvazovani. Do této oblasti patfilo jednak
zobecnéni, algebraizace, manipulace a geometrizace algebraickych vyrazi, a to véetné
klasifikace chyb, jez u nich Zaky provézi. Poté nasledovalo priblizeni 2 teoretickych ¢asti.
Prvnibyla geometrie, kde bylo s ohledem na analyzu uc¢ebnic rozebréno, jakym zpisobem
mohou byt geometrické modely prospésné pfi ve vyuce algebry, a dalsi byly vysledky pro
2 mezinarodni vyzkumy - studii TIMSS a PISA. Skrze vyzkum TIMSS 2007 byly predstaveny
i vysledky &kl 8. ro¢nikd zékladnich skol. Vymezeno napf. bylo, Ze hlavni potizi byly Glohy

na zobecnéni, ndro¢néjsi algebraizace nebo také propojeni vyrazt s geometrii.

C2: Na zdkladé komparace ucebnic matematiky pro 8. rocnik ZS a viceletd gymnézia
stanovit trendy téchto ucebnic pfi zavadéni algebraickych vyrazu

Tento cil byl napliovéan kvalitativni analyzou vykladové ¢asti uc¢ebnic, jez bylo vénovéana
zpUsobu zavedenialgebraickych vyrazl a souvisejicich konceptl jejich Gprav. Prevazujicim
vysledkem bylo, Ze autofi u¢ebnic vyuzivali pfiinicidlnim zdlvodnéni a zavedeni konceptd
geometrickych modell - tedy jazyka syntetické geometrie. Tyto modely, jez dokladaly
platnost ekvivalentnich Uprav vyrazl prostrednictvim jejich geometrické reprezentace,

byly v ucebnicich nejcastéji zastoupeny u souc¢inu mnohoclenu s jednoclenem a druhou

mocninu dvojc¢lenu; u ostatnich byla vice zastoupena algebraickd odvozeni.
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Nejcastéji se metoda vysvétleni uciva za pomoci jeho geometrickych modell vyskytla
u uc¢ebnic nakladateld Fraus, Taktik, Nova skola Brno a Fortuna; nejméné naopak u Prodos,
SPN a Prometheus, u néjz byly analyzovéany ucebnice pro zdkladni skoly i gymnazia. Druha
nejvice uzivana forma zdlvodnéni uciva u jeho zavedeni, bylo odvozeni nového konceptu
Upravou algebraickych modeld konceptd zavedenych dfive - tj. napr. s¢itani a ndsobeni
vyrazl. Vyuziti této metody byla u uc¢ebnic casto soubézné kombinovano s geometrickou
metodou zminénou vyse, pricemz bylo vazané hlavné na pozdéji zavadéné Upravy vyraz(,
jako metody prevodu vyrazt na soudin.

Z hlediska rizik a nedostatk(, jimiz se ucebnice vyznacovaly, bylo dal vymezeno celkem

pét hlavnich nedostatkd, které byly identifikovany v jejich vystavbé. Jednalo se o:

1. castou absenci ne-modeld urcitych Gprav vyrazl (zejména ndsobeni mnohoclend);
2. nedostatec¢né rozebrani zkousky Gpravy vyrazi dosazenim z hlediska provedent;
3. vysoké zastoupeni metody zdlvodnéni uciva ve formé odvolani se na autoritu;

4. casto chybéjici definice proménné;
5

a rizikova analogie jablicek a hrusek’ vyuzitd u zavedeni souctu mnohoclend.

C3: Kvantitativni analyzou popsat hlavni trendy ucebnic z hlediska pritomnych typd dloh

Z hlediska kvantitativni analyzy uUloh, kterd doplnila analyzu vykladu, bylo zjisténo, ze
u vétsiny ucebnic panoval vyrazny nepomér tii vymezenych typd uloh, tj.: geometrickych,
algebraizacnich a transformacnich. Jak ukéazala provedend analyza, nejvice byly u véech
ucebnic zastoupeny ulohy prvniho typu - totiz transformacni. Konkrétné bylo zjisténo, ze
relativni Cetnosti téchto Uloh rostla s postupujicim vykladem neboli autori se stdle méné
soustredili na zbylé dva typy. To znadi, Ze poté, co autofi zavedli koncept algebraického
vyrazu (a tim padem i proménné, kterd zde byla zavddéna), pocet transformacnich Uloh
setrvale rostl s kazdym zavedenym konceptem, a to na Ukor Uloh obou zbylych typl (tj.
geometrickych a algebraizacnich). V jejich pripadé bylo kontrastné zjisténo, ze jejich pocty
byly v prdméru ucebnic vesmés srovnatelné. Algebraizacnich tloh, v nichz je cilem pouze
o zavedeni konceptu algebraického vyrazu, nikoli dalsi koncepty uciva. U uloh, jez byly
motivované geometricky nastalo nejvétsi zastoupeni také v této oblasti.

Sleduji-li se dale dil¢i podtypy uloh, u vSech ucebnic byly nejvic z transformacnich uloh
nejvice zastoupeny ty, v nichZ byly Gpravy vyrazd samotcelné. To znameng, ze se jednalo
o Ulohy, v nichz se prohlubovala predevsim dovednost zéka najit jednodussi tvar daného

vyrazu ¢i prevést vyraz na soucin, tj. zmeénit vyraz na jiny pfi zachovani jejich ekvivalence.
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Nejméné zastoupené byly naopak u transformacnich uloh lohy napojené na poznanirole
zavorek. Vtomto pripadé slo podle jejich definice o ulohy, v nichz Zédk porovnaval vliv
zavorek na tvar, Upravu a také vysledny hodnotu vyrazu, ¢imz zvySoval porozuméni zéka,
kdy zavorky vyuzit.

U algebraizacnich uloh, jez byly identifikovany jako druhy nejcastéjsi typ uloh, byl jejich
nejcastéjsi podtyp algebraizovani situaci jazykového kontextu. Jednalo se tedy o takové
pripady, kdy se algebraické vyrazy tvofrily jako zobecnéné modely &iselnych vztahd, nikoli
(pseudo)redlné situace. Naopak nejméné byly mezi algebraizacnimi zastoupeny ty udlohy,
v nichz zak sestavuje urcity vyraz pri zobecnéni série Ciselnych hodnot ¢i vyrazu.

Pro geometricky typ, ktery byl zastoupen ze vsech tii typl nejméné, byl nejcastéjsi podtyp
uloh spjaty s algebraickym vyjadfenim miry geometrického modelu. Jeho specifikem bylo
to, ze se algebraicky vyraz (napr. obsah c¢tverce) mél sestavovat na zakladé algebraického
popisu daného geometrického obrazce ¢i télesa, a to podle jeho jiz zadanych rozmérd

(algebraickych vyrazd) a pripadné i obrazku s témito rozméry.

C4: Na zakladé provedeného testovani identifikovat nejcastéjsi chyby Zaka pfi jejich pouZiti
algebraickych vyrazt
Vyzkumna ¢ast, zahrnujici testové setfeni u 207 zaka zakladnich skol i viceletych gymnazii,

méla za cil prozkoumat chyby 7akl pro celkem 5 okruhd uloh. Jednalo se o:

1. okruh - diagnostika porozuméni proménné;

2. okruh - standardni manipulace algebraickych vyrazi;
3.okruh - algebraizace pri sestaveni algebraického vyrazu;
4. okruh - geometrické uziti algebraickych vyrazd;

5.okruh - zobecnéniv napojeni na pojem pravidelnosti.

Pro okruh ,diagnostika porozuméni proménné’, ktery byl test zahajen, byl nejcastéjsi typ
chyby identifikovan jako zamény role proménné. Zastoupené byly predevsim zamény roli
zalozené jiné formé Uprav, jako napfr. kraceni zlomkl a zménu znamének u nésobeni.
Nicméné doslo i na zaménu zobecnéného ¢&isla a jednotky. Tento pfipad nastal podle
ocekavani vzdy pri intepretaci vyrazu 10j, kdy zaci vnimali pismeno j, znamenajici ,pocet

jablek’, jako jednotku, resp. objekt.

Pro okruh ,standardni manipulace algebraickych vyrazd’ byl nejc¢etnéjsi typ chyby celkové
nespravné roznasobeni zadvorek. Hlavni chybou u zjednoduseni vyrazd bylo nespravné
nasobeni vyrazl s proménnymi pfi odstranéni zavorky, a to jak s ohledem na Upravu
znamének v téchto zavorkach (tj. uplatnéni znaménkovych konvenci), tak i toho, jak se

secetly ¢leny uvnitf zavorek (tj. zda doslo na potfebu uzavienosti).
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Pro pfevod vyrazu na soucin byla u zdvorek pozorovana nejvice chyba ve volbé nevhodné
metody rozkladu, jez byla poté i chybné vykonéana, ¢i nepodani feseni tlohy. Chyba, kdy

zak volil vhodnou metodu rozkladu, ale poté v ni chyboval, byla tfeti nej¢astéjsi.

Pro okruh ,algebraizace pfi sestaveni algebraického vyrazu’ byla nejfrekventovanéjsi chyba
znovu prace se zavorkami. Pokud modelovand situace pouziti zavorek zadala, zavorky
uvedeny nebyly, a opacné, pokud pouZity byt nemély, uvedeny byly. Z toho plyne, Ze ne
vSichni zaci pred testem dostatec¢né porozuméli roli zavorek jako objektu. Tento zavér ma
jednak zédklad v tom, Ze zévorky prochazi v algebre pfi zavedeni proménné vlastnim
rozsitenim roli, jez ¢ini Zaklim potize, a dale Ze v analyzovanych ucebnicich nebyla sama
role zavorek témér pokryta (viz vysledky pro C3 &i jesté detailnéji oddil 3.3).

Pro okruh ,geometrické uziti algebraickych vyrazd', jez testoval transfer mezi algebraickymi
a geometrickymi modely, byla nejcastéjsi chyba zavisléd na vybraném cviceni. Pro cviceni,
v némz Zaci prifazovali jen korespondujici geometrické modely k zadanému vyrazu, byla
nejcastéjsi chyba napf. vztazena k upozadéni rovinného modell. To znamen4, Ze Zaci jako
u TIMSS 2007 vice vnimali, Ze geometricky model vyrazu s proménnou je primarné délka

Usecky, ne obsah pravouhelniku.

Pro cviceni, kde Zaci algebraicky vyjadiovali obsah geometrického modelu, byla hlavni
chyba sestaveni spravného vyrazu. Tato chyba nastala vice tehdy, kdyz zaci neméli v zadani

vyse popisovany geometricky model, ale zadani pouze naznacovalo, ze si ho maji vytvorit.

Pro okruh ,zobecnéni v napojeni na pojem pravidelnosti’ byla nejvice pozorovéna chyba
nevyjadreni obecného pravidla a nésledné chybné formulace tohoto pravidla. Prvni chyba
se u 74k{l projevovala dvojim zplsobem. Zak bud dané cvi¢eni nefesil (zcela jej vynechal),
Ci jej zacali resit, ale pravidlo neformuloval, tzn. skoncil u koneénych modeld, které Uloha
obsahovala. Naopak u druhého typu chyby slo nejvice o formulaci pfimé Gmérnosti. Misto
rostouciho lineadrniho vztahu: a, = ax + b; a,b # 0, jenz byl u obou cviceni spravny, zak
tedy vyjadril zejména pri zobecnéni pravidelnosti ¢iselnych entit obecné pravidlo jen jako

ax neboli bez absolutniho ¢lenu b.

C5: Pomoci vlastniho Setreni ovérit, zda byly problematické okruhy vyrazi stejné jako
v Setfeni TIMSS 2007

Z vysledkd vyzkumu Ize formulovat, ze dva okruhy, jez byly pro ¢eské ucastniky TIMSS 2007
vice problematické (geometrie a zobecnovani), mély nejhorsivysledky i u tohoto vyzkumu.
Pri sefazenivsech 5 zde testovanych okruhl podle primérné Gspésnosti k nim pfislusnych
polozek byla nejvétsi problemati¢nost zjisténa u okruht geometrizace a zobecnovani a az

nasledné u manipulace, intepretace a algebraizace.
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PRILOHY

Ptiloha 1 - Manual sledovanych typa uloh

Ulohy zafazené do algebraizaéniho potenciélu (A-dlohy)
A-1: Tvorba algebraického modelu skrze induktivni uvazovani
Ulohy, kde se vytvoreni algebraického modelu Fidi indukei pres rostouci, &i klesajici
¢iselné hodnoty. Tyto hodnoty jsou pfitomné v podulohach cviceni.

Priklad: Jeden kg jablek stoji 6 korun. Urcete, kolik v korunédch zaplatis za:
2 kg, 5kg, 11 kg, x kg.

A-2: Tvorba algebraického modelu bez induktivniho uvazovani

Cviceni, kde se jako nize u (1) tvori algebraicky model k redlnému kontextu slovni
Glohy. Casti cviceni, kde se do takového modelu dosazuiji &isla, viz (2), jsou zapocteny
s bodem (1) jako jeden vyskyt.

Piiklad: Clenové vérnostniho programu uplatnit tfi druhy slev: 2 %, 5 %, 10 %.
(1). Cena nezlevnéného zboZi je d. Jaka je cena pro cleny programd.
(2). Cena nakupu beze slevy je 1246 korun. Urcete, kolik zaplati ¢lenové vsech
vérnostnich programda.

A-3: Prifazeni spravného algebraického modelu k redlnému kontextu

Ulohy, kde se slovnimu popisu pfitazuje algebraicky vyraz z nabidky.

Priklad: David sel na pout. Vstup stal 120 korun a kazda pouzita atrakce 50 korun.

Urcete, ktery s téchto vyrazi odpovida jeho celkové Utraté z pouti, byl-li na n atrakcich.

50 -n, 170 - n, 120 - n, 120 -n+ 50, 120 + 50 'n.
A-4: Tvorba algebraického modelu v jazykovém kontextu - typ 1

Ulohy, kde se vztahy s jazykovym kontextem zapisi jazykem algebry. Akt algebraizace
musi byt explicitné zminén uz v zadani. Nejde tedy o Ulohy: ,Sectéte vyrazy x + 1 a x +
2', jelikoz nahrazuji jen jednu operaci pomoci slov. Tyto Ulohy patfi pod T-6.

Priklad: Zapiste vyrazem: tfi pétiny z rozdilu m a n.

Priklad: Ksoucinu b+ 5 ab —5 pricti druhou mocninu vyrazu 3b + 3.
A-5: Tvorba algebraického modelu v jazykovém kontextu - typ 2

Ulohy, kde se v k algebraickym vyraziim odkazuje jako k objektdm (typicky z&stupnym
symbolem) a tim se posiluje konceptudlni vnimani uzitych operaci.

Priklad: Jsou dény tfi mnohocleny A: 2x + 2, B: 3x + 3, C: 4x + 4. Od souctu A a B
odectéte C.



Ulohy zafazené do geometrizaéniho potenciélu (G-dlohy)
G-1: Geometrizace algebraického modelu spojend s argumentaci

Ulohy, kde je geometrizovan algebraicky vyraz, popt. je pouzit jen vztah geometrie
a algebry ke zdGvodnéni urcitého tvrzeni.

Priklad: Urcete obsah ctverce se stranou o délce (x — 1) . Situaci ilustrujte.

Priklad: Ukazte pomoci obrazku, ze plati (x + 1) - (x — 1) = x%2 — 1.
G-2: Algebraické vyjadreni miry nestandardniho Utvaru

Ulohy na hledani miry ur&ité &asti geometrického modelu podle obrazku anebo

popisu jeho rozmérd. Jedna se o Ulohy vedouci na doplnéni ¢i ¢lenéni dtvaru.

Priklad:  Vijadrete obsah cervené césti obrazce: J m|_

b

G-3: Vyjadreni miry standardniho Gtvaru - typ 1

Ulohy na vyjadfeni miry geometrického modelu (¢i jeho ¢asti) podle popisu vztahtl

mezi jeho rozméry s vyuzitim proménnych.

Priklad: Vite, Ze jedna strana obdélniku meri x + 1 a druha je dvojndsobek této délky.
Viyjadrete obsah a obvod tohoto obdélniku.
G-4: Vyjadieni miry standardniho Gtvaru®® - typ 2

Ulohy na vyjadieni miry geometrického modelu (& jeho &asti) podle jiz zadanych
rozmérd s vyuzitim proménnych (popf. i obrazku). Alternativou je sama tvorba tohoto

modelu podle zadanych Gdaja.

Priklad: Ur&ete obsah i obvod obdélniku s délkami stran x + 1 a 2x + 2

Priklad:  Sestrojte usecku délky a + b a

b
G-5: Dosazeni danych hodnot do geometrického vzorce

Ulohy, kde se pouze dosazuje za proménné do jiz odvozeného vzorce. Potiebna ¢&isla
jsou jiz zaddna a pokud je uvedena tabulka, bunky jsou zapocteny zvlast.

Priklad: Vypocitej délku sténové dhlopricky krychle s hranou délky 6,5 cm.

4 Oznaceni ,standardniho (rovinné) Gtvary” je uzito ve smyslu pravidelnych Utvard, jako jsou ¢tverce,
obdélniky ¢i pravideIné mnohouhelniky; u ,standardnich téles” jde obdobné napf. o krychli a kvadr.
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Ulohy zafazené do transformaéniho potencialu (T-Glohy)

T-1: Algebraické zdlvodnéni platnosti zadaného pravidla

Ulohy, kde se vhodnymi Gpravami algebraickych vyraz(i ukazuje obecna platnost jistého
vyroku, popt. jde o Ulohy, kde se rozborem izolovanych modeld nahlizi néjaké obecné
pravidlo (tj. indukci). Alternativou je urceni predpisu funkce sestavenou tabulkou (tj.
opacné k T-7), potazmo reseni Ulohy, kde je explicitni vyzva k uziti inverzni operace i
dosazeni za proménné k ovéreni vyroku. Kritickym aspektem téchto Uloh je dlraz na
rozvoj relacniho porozuméni rovnitka a argumentacni i objevitelskou silu jazyka algebry.

Priklad: Dokazte, ze soucet dvou po sobé jdoucich prirozenych Cisel (vétsich nez nula)

je vzdy délitelny dvéma.
Priklad: Nasobte a pokuste se vyslovit pravidlo, jak umocriujeme mnohocleny.
Priklad: Zjednoduste a provedte zkousku dosazenim: ¢ + (3d — 5¢) =?
Priklad: Zkontrolujte a opravte vypocet: (3a + b)? = 3a? + 6ab + b?

Priklad: Doplrite vyraz, aby platila rovnost: (0 + b)? = [0 + 2ab + [J.
T-2: Pouziti vzorce pro reseni numerického vypoctu

Ulohy motivujici zdka k pouziti vzorct k rychlejsimu vyfeseni numerického vypoctu.

Priklad: Viyreste vzorci pro druhou mocninu dvojclenu a soucin souctu a rozdilu tyto
vypocty:
21-19, 382 — 367, 782,

T-3: Pouziti vzorcd a vytykani (potreba vybéru spravné metody)

Ulohy s potfebou rozboru struktury AV a pro volbu vhodné metody jeho prevedeni
do soucinového tvaru (napr. postupné vytykani, vytykani, vzorce pro druhou mocninu
dvoj¢lenu a vzorec pro soucin souctu a rozdilu). V tomto pripadé nemusi byt vybér

pfimo zminén v zadéni, ale postaci, ze dil¢i Ulohy vyzaduji vice typl Uprav.
Priklad: Prevedte do soucinového tvaru:
o 3x%4 12x+12

e 4x?—16.
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T-4: Zkouméani role zavorek

Ulohy ve cviceni, kde je cilem porovnat vliv zdvorek na tvar a hodnotu vyrazu po jeho
Upravé (1). Zkoumany mohou byt i znaménkové konvence (2), pficemz rysem je uziti

stejnych ¢len uvnitr zavorek, jen se zménou znamének.

Priklad: Zjednoduste a sledujte, jak pozice zavorek ovliviuji poradi pocetnich

ukond a vysledek:
D E+y)- =y, G+y)x-y
@) (x+y)=(x—y) +y)—(+y), (+y)-(x+y)
T-5: Zkoumani zavislosti velicin/vyrazt
Ulohy, kde se vypliuje tabulka hodnot zavislé veli¢iny na zaklad& hodnot druhé veliciny.
Kazdy novy radek je pocitan jako dalsi Uloha a tabulka musi byt zminéna uz v zadani.
Priklad: Vyplnte nasledujici tabulku:

t -2 -1 0 1 2
5t—-1

T-6: Ulohy forméalniho charakteru

Ulohy, jejichz jedinym Gcelem je procvic¢eni standardni manipulace. Jednotlivé cvi¢eni
obvykle sdruzuji ulohy téhoz typu v zajmu podporeni procedurélni zru¢nosti zaka.

Kazda uloha je poditano jako oddélend, pficemz neni uvazovana jejich obtiznost.
Priklad: Zjednoduste 7-x-y-2-x.
Priklad: Sectéte/odectéte/vynasobte vyrazy (7x3 — 2x2),(6x3 + 2x?).

Priklad: Pfevedte na soucin vytykanim 7x3 — 2x* —3x, ax + ay + bx + by

-u

fiklad: Umocnéte (x +1)?, (x +y + 1)2

o

ik

I

lad: Vyjadrete jako druhou mocninu dvoj¢lenu x? +2x + 1.

o
=i

lad: RozloZte na soucin souctu a rozdilu x?—1, (x —1)2 —1.

Priklad: Urc¢ete hodnotu vyrazu x* —1prox =1,2,3,4 .
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Ptiloha 2 - Zadan testu pilotni studie

Pokyny:
» KaZzda otdzka ma jednu, nebo vice spravinych odpovédi.
+ Reseni, kterd nevybirate z nabidky, piste vzdy cela, véetné pomocnych vipodtil.

1. Struéné vysvétlete, co si v matematice predstavujete pod pojmem proménna®

2. Mnozstvi jablek je oznaceno jako f. Vlastoimi slovy popiste, co rozumite vitazem 104.

3. Zapiste jako matematicky viraz:
(A) druha mocnina rozdilu proménné u a jedné poloviny proménné v
(B) 20 % z podilu proménnych k al

[€) soucet druhych mocnin proménné r a cisla 5 zmenseny o pétindsobek proménné p

4. David el na pouf. Vatup ho stal 120 Ke a kaida déale pouzitd atrakee 50 Ké. Urcete, ktery
£ techto wrazh odpovida jeho celkove ttraté = pouti po pougEt n atrakei:

‘n “n+ + =Tt
A) 50 (C) 120 50 (120 + 507

(B) 170 - n (D) 120 + 50 -n (E) 120 - (n+ 50)

5. Zjednoduste uvedenéd wrazy. Zapiste cely postup.

(A) —x+3-2-(x2+1) =
(B 2r +(B3x+7) +x=-(3x=7) =

S (2x+1)-2x(x=-1) =

6. Prevedte vitazy do soucinového tvaru. Zapiste cely postup.
(A) 32 + 9x + 3 =

(B) 4x% - 163% =
(C) x? = 22xy + 121y° =

D) (24+a)—b?=

7. Z obdélniku o rozmérech x + 2 a x jsme ustiihli jeden roh ve tvaru ctverce s délkou strany v.
Urcete obsah ttvaru, kterv zbyl po stithu (venikly vyraz zapiste ve gednodugeném tvar).



8. Vyjadfete co nejjednodugiim virazem obsah vyarafované plochy.

DA\

7Z//mE

P b

9. Vyberte véechna geometricka znazornéni viTazu 2x + 4x.

{A) Délka AB: 9 i (C) Obsah ABCD: o .
A * ®
T i
I3 2 : 4
{B) Délka AB: fi _x  (D)Obsah ABCD: D
A B -
.
A i

10. Doplfite chybéjici policka tabulky. Cisla ve druhém fadku venikaji vidy £ prvniho fadku
podle uréitého pravidla. Toto pravidio uvedite do sloupee n.

1 F 3 1 10 n

5 el 13

11. Naobrazcich jsou stoly o rizném poftu desek. Ctverefky pedstavuji desky stolu a X zidle.
X X ¥ X X

x
[« x[CT T I
ks

LA ¥ ox X

Desky stolu se pridavaji jen v jednom smém (do Sitky] a #idle obeadi vEechna mista jako vyge.

Uréete pocet Zidli, které se ke stolu takto pfisunou, pokud bude pofet desek stolu: 4, 5, 10, n.
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Pfiloha 3 - Zadani testu hlavni studie

Pokyny:
o KaZda otAzka ma jednu, nebo vice spravinych odpovédi.
+ Reseni, ktera nevybirate z nabidky, piste vzdy eeld, véetné pomoenych virpoéti.

1. Struéné vysvétlete, co si v matematice pfedstavujete pod pojmem ,proménna®.

2. Je-li ,pocet jablek” oznaéen j, vysvétlete, co rozumite vyrazem 10j.

3. Zjednodusite vyrazy:

a) —-x+3-2-(x*+1)=
b) 2x+(3x+7)—-x—-(3x-7) =

c) Zx-(x+1)-x-(—x-1)=

4. RozloZte vyrazy na souéin:
a) 3x24+9x+3=
b) 4x?-1=
c) x?+4y?—dxy =

d) —(-25x%) - 16y =

5. Pismeno n znadi libovolné éislo. Pomoci virazu zapiste pokyn: Priét n k péti a vinasob tfemi®.

6. David gel na pout, kde se plati za vstup 120 K¢ a za kaZzdou pouZitou atralkei 50 K&. Vyberte vyraz(y)
které popisuji jeho celkové vidaje pfi odchodu z pouti, pokud tam pouZil n atrakei.

a) 50-n €) 120 ‘n+ 50 e) (120 + 50) -n

b) 170 - n d) 120 + 50 -n f) 120 - (n + 50)

7. Vyberte viechna geometrickd znazornéni virazu 2x + 4x.

a) Délka AB: ~ 4z % ) Obsah ABCD:
A - B
£
A 2 4 B
b) Délka AB: N 6 LT d) Obsah ABCD: L c
A T B ,
i
£
. fi 8
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8. Z jednoho rohu obdélnilm o rozmérech x + 2 a x jsme ustfihli étvercovy kus se stranou délloy 5
Vyjadfete virazem obsah zbylé casti obdélnikn a tento vwwraz ziednoduste.

9. Vyjadfete co nejjednoduiidim vyrazem obsah vyirafované plochy.

NN

W, |-

"
0
i

10. Vyplite zbytek tabulky. Pro kazdé éislo 2. fadku vidy plati, Ze venikd z ¢isla 1. fadku podle téhoZ
pravidla. Toto pravidlo zapifte do sloupee n.

4 10 f

[y
o]
bed

13

e
(=]

11. Na obrazcich nize jsou k vidéni stoly mizné sitky. Ctverce predstavuji desky stolu, znaky X Zidle,

1 deske 2 desky 3 desky
x XX LA
I E I I P I
x X X L A

Desky se pfidavaji jen v jednom sméru [do Sifky) a Zidle obsadi vechna mista, kterd stil dovoluje.
Vyjadiete celkovy podet Zidli, které se ke stolu takto vejdou, je-li jeho sifka: 4 desky, 5 desek a n desek.
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